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Figura 14: Monumento Antropofagico com Oswald de Andrade (detalhe no cilindro)
Autor: Antonio Peticov

Abaixo,encontram-se trechos retirados de um informe publicitario sobre uma marca
de impressoras. Os quadros foram capturados do filme e estdo na sequéncia da esquerda
para a direita, de cima para baixo. Trata-se de dois coelhos sobre uma folha de papel,
sendo que um deles é uma figura anamorfica e o outro é real, a diferenca se torna 6bvia a

medida em que o angulo de filmagem se desloca.
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Na pintura mural dos séculos XVI e XVII a anamorfose foi muito valorizada,
empregada com a finalidade de criar ilusGes Oticas, sobretudo na pintura sobre superficies
curvas, donde os mais belos exemplos séo as ilustracdes das abdbadas das igrejas. Alguns
artistas trabalhavam empiricamente pintando através do reflexo de algum espelho curvo,
produzindo assim suas obras anamorficas, outros recorriam aos calculos de perspectivas e
geometria, a matematica enfim. Atualmente hd softwares que produzem anamorfoses a
partir de qualquer figura como numa edicdo de imagem, o que torna o trabalho
demasiadamente facil. Ref. [5]

O Inglés Julian Beever, entre outros, utiliza-se de pinturas anamdrficas em ruas para
mostrar sua arte e fazer publicidades, tendo trabalhado em Vvarios paises como um artista
performatico criando murais para empresas, confeccionando composicGes ricas em
detalhes e dignas de entusiasmos, produzidas com giz que sdo conhecidas como Chalk Art
ou Pintura na rua em 3D, imagens aparentemente tridimensionais que parecem desafiar as
leis da perspectiva. Abaixo, uma anamorfose de Julian Beever vista de um angulo
inadequado a perfeita compreensdo da figura, em seguida, a mesma imagem vista do
Angulo correto.

Figura 16: Chalk Art de Julian Beever



Figura 17: Chalk Art de Julian Beever (visualmente reconstituida).
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Figura 18: Chalk Art de Julian Beever
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Figura 19: Chalk Art de Julian Beever
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4. CONSTRUINDO UMA ANAMORFOSE

A Matemética possibilita a elaboracdo de anamorfose por diferentes meios, como por
exemplo:

Vetores: por meio da multiplicacdo de vetores pode-se alongar e inclinar uma
imagem, um exemplo dessa aplicacdo é transformacdo que possibilita criar uma distorcao
como a caveira do quadro de Hans Holbein.

Mudancas de Coordenadas: quando uma figura transita entre duas superficies
diferentes, como por exemplo, nos cilindros espelhados, ou seja, numa superficie plana
ver-se uma anamorfose e numa superficie cilindrica surge refletida a figura reconstituida,
tem-se entdo um caso de mudanca de coordenadas onde todos os pontos do plano sdo
teoricamente transmutados para o cilindro. O que acontece nesse caso € simples, do ponto
de vista otico: quando raios paralelos incidem sobre um mesmo plano, eles séo refletidos
no mesmo angulo e continuam paralelos, ndo ha distorcdo. Entretanto, raios paralelos
incidindo sobre um espelho curvo séo refletidos com angulos diferentes, cada raio reflete
em angulos iguais em relacdo a sua proporc¢édo do espelho, depois da reflexdo os raios ndo
sdo mais paralelos e a imagem é distorcida. Ref. [2]

Para melhor entendimento desse processo, analise-se a figura abaixo:

Figura 20: Anamorfose de Istvéan Orosz (modificada)
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Esta anamorfose foi modificada para ilustrar o sentido da reflexdo sobre o cilindro.
Considerando o olhar do observador em direcéo ao cilindro como raios paralelos, pode-se
compreender como este o reflete em diferentes angulos devido a sua superficie curvada,

possibilitando a observacdo dos diferentes pontos que compdem a figura, nele refletidos

4.1 Sistema de Coordenadas Polares

Considerando um ponto P do plano, utilizando coordenadas retangulares
(cartesianas), pode-se descrever sua localizagdo no plano escrevendo P = (a,b) onde a é a
projecéo de P no eixo x e b, a projecdo de P no eixo y.

Pode-se também descrever a localizacdo de P a partir da distancia do mesmo a
origem O do sistema, e do angulo formado pelo eixo x e 0 segmento OP, caso P # 0.
Denota-se P = (r,e) onde r é a distancia de P até O, e o (téta) o0 angulo tomado no sentido
anti horario, da parte positiva do eixo Ox ao segmento OP, caso P # 0. Se P =0, denota-se
P = (0,0), para qualquer . Esta maneira de representar o plano ¢ chamada Sistema de
Coordenadas Polares. Ref. [9]

A figura abaixo ilustra o ponto P e suas projecdes a e b nos eixos coordenados.

Figura 21: Grafico

Para representar pontos em coordenadas polares, necessita-se apenas de um ponto O do
plano e uma semi-reta com origem em O. Representado abaixo um ponto P, de
coordenadas polares (r, o), tomando o segmento OP com medida r. O ponto fixo O é

chamado polo e a semi reta, eixo polar.

e

Figura 22: Pdlo e eixo polar

0]
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4.2 Mudanca de Coordenadas Retangulares para Coordenadas Polares

Um ponto P do plano pode ser representado em coordenadas retangulares
(cartesianas) por (x,y) ou em coordenadas polares por (r,0). Para facilidade de comparacédo
entre os dois sistemas, considera-se o ponto O coincidindo com a origem do sistema
cartesiano e a semi-reta, a parte do eixo x, a direita de O como mostrado na figura 21.

Seja P um ponto com coordenadas cartesianas (x,y), considerando P com

coordenadas (r,e), tem-se as relagbes x = rcose e y = rsene. Como X + y* = r’cos®e +
r’sen‘o = 1> (cose +seno) =r1=r,entdo r=+/x2 + y2.Ser=0, isto é x=y =0 pode-se
tomar e qualquer, Se r #0, o é tal que cose = X/r esene = yir.

Por exemplo: Sendo o ponto de coordenadas cartesianas P (3,0), tes-se a

~ - - 3
transformacéo em coordenadas polares: r* = (3)* +0%, o que implica r = 3. Como cose = 3

_ T

0 ~ . P
=1,esene = 3 0 entdo o = — Portanto através da mudanca de coordenadas obtém-se

2
z

oponto P’=(r,e), P’ = (3,;).

Exemplos de outros pontos nas duas coordenadas. Ref. [9]:

3;\5_,
Pont Coordenada | Coordenada
onto | cartesiana polar F 245
A (1,0) (1,0 =
B 0.2) (2.7/2) ! .
C (-3.0) (3.1) C A X
D (‘D,—B} (3,31’[1"2} _'3 _E _1 i 2 -
E (1.1) (72 mi4) -1
F 22) |22 ,3n4) ,
-] nD

Figura 23:Pontos

Assim, aplicando esse critério a todos os pontos do plano, as equacfes x = rcoso €

y = rsene transformam o retdngulo G: 0 <r<I,0<e S:—T no quarto de circulo R limitado

por X2 +y2 =1 no primeiro quadrante do plano xy.



I y
T 13
- e -_—
2 2
G
S R
- — /
T
=i\
> O e { X

Plano cartesiano 1@

Plano cartesiano xy

Figura 24: Planos Cartesianos
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Nesta figura, a funcédo f representa as equacdes x = r cose, y = r sene (Ue promovem

a respectiva transformacéo. Ref. [10]

Tal como no grafico matematico propriamente dito, uma figura qualgquer também

pode ser considerada como grafico desde que a ela se imponha um sistema de coordenadas,

dai cada ponto da imagem sera tratado como um ponto matematico passivel a todas as

influéncias promovidas por qualquer intervencdo matematica que a ela se deseje

estabelecer. Tomando uma reta no plano cartesiano, por exemplo: x = 3, ao transpor todas

as suas coordenadas o resultado no plano polar é um arco de raio r =3, a figura seguinte

ilustra o caso.

(3,3)

(3,2)

(3,1)

(3,0)

(3, 90°)

(3; 45°)

(3,,19°)

(3,/0°)

Coordenadas Retangulares

Coordenadas Polares

Figura 25: Coordenadas Retangulares e polares
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Quando se submete uma imagem a esse procedimento, obtém-se uma modificacéo
analoga e consequentemente uma anamorfose. Na figura seguinte, um desenho de Istvan
Orosz mostra no detalhe do canto superior esquerdo uma imagem graficamente mapeada,
apo6s uma mudanca de coordenadas cada ponto é convertido, cada retdngulo torna-se arco
de circulo e consequentemente toda a imagem é distorcida originando uma anamorfose
mostrada no detalhe do centro, o resultado nesse caso € uma Anamorfose de Espelho

(Anamorfose Catoptrica, Anamorfose em Cilindro Espelhado).

Figura 26: Construcdo de Anamorfose de Espelhos de Istvdn Orosz.

Por fim, abaixo uma simulagdo produzida com o auxilio de um software demonstra o que

acontece com uma imagem modificada por mudanca de coordenadas.



Figura 27: Rua Vigario Odilon — Areia PB (em coordenadas retangulares).

Figura 28: Rua Vigario Odilon — Areia PB (em coordenadas polares).
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4.3 INVERSAO ESPACIAL

4.3.1 Inversdo de espaco e Transformacdes Oticas

Discutiremos neste tdpico a fascinante idéia de que podemos tomar toda a regido de
uma superficie bidimensional entre a borda externa de um circulo e o infinito (em todos os
sentidos) e comprimi-lo para o interior do circulo com uma Unica transformacéo
matematica. A Inversdo do Circulo é uma forma de fazer isso, e a explicacdo de suas
propriedades, quando aplicada a objetos geométricos simples, constitui um importante
ramo da geometria. No entanto, a inversdo classica do circulo plano é apenas um caso
especial de transformagdes mais gerais que podem ser aplicados a objetos geométricos em
torno de um circulo. Por sua vez, estas transformacdes planas podem ser generalizadas
para trés (ou mais) dimensdes. A Inversdo em uma esfera pode ser (til quando empregadas
para gerar novos sistemas de coordenadas curvilineas a partir de sistemas mais antigos ou
familiares dados. Se as linhas coordenadas se cruzam em angulos retos, as linhas
correspondentes transformadas também serdo ortogonais porgue as inversdes preservam os
angulos. Ref[11]

4.3.2 A Inverséo do Circulo

A inversdo do circulo com centro em O e raio r, a0 qual estd associada uma
circunferéncia C de centro em O e raio r, consiste em uma transformagdo dos pontos do
plano contendo o circulo de tal forma que um ponto P ¢ transformado num ponto P’ tal
que:

PO.OP’ =r2. ( Equacdo 1)

A figura seguinte ilustra estes pontos.

Figura 29: Inversdo do ponto P
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E relativamente simples provar uma série de teoremas envolvendo essa transformacao:

1. Um circulo que estd completamente fora de C se transforma em um circulo inteiramente

dentro de C, mas ndo passa atraves de O (o centro de inversdo), e vice-versa.

2. Um circulo que intersecta C e passa por O, é transformado em uma linha reta que
passa pelos pontos de intersec¢do dos dois circulos, e vice-versa. (Esse caso esta ilustrado

na figura 29)

3. O inverso de uma linha reta que ndo passa por C, € um circulo dentro de C

que passa por O, e assim por diante. (como mostra a figura abaixo)

Figura 30: Inversdo de uma linha reta

A Inversdo do Circulo também pode ser abordada oticamente usando uma
superficie retletora conica descrita conforme a figura 31 abaixo, onde o objeto situa-se no
plano fora da base do cone. Quando o cone é visto diretamente de cima, a imagem
visualizada se situa dentro dos limites de sua base. Os teoremas anteriormente
mencionados podem ser verificados facilmente. Uma vez que as transformacdo seja
regular, as transformacfes de varios objetos podem ser feitas usando uma régua e um

COMmMpasso.
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Figura 31: O esquema de uma inversdo de circulo reflexiva conica por um anamorfoscdpio. O objeto a ser
refletido estd num plano euclidiano que contémo anamorfograma, ou a imagem que é transformada emuma
imagem ja conhecida pelo observador, percebida como se estivesse dentro dos limites da base do cone
(campo de imagem) quando este se apdia no plano e é observado diretamente do seu &pice. A altura do cone
é h, o raio da base é a, e 0 inverso do ponto P é P ', que esta de acordo com a equacdo (1). O angulo de

incidéncia da luz de P 'na area do cone R é igual ao seu angulo de reflexdo para umolho em E.

4.3.3 Inversao reflexiva em um cone simples

Suponhamos agora que tenhamos a configuracdo geral mostrada na Figura 31,
tilizando agora um cone de lado reto. A trajetotia de um raio de luz de um objeto situado
no plano para um olho € indicada pela linha tracejada mais grossa, enquanto a percep¢ao
da origem da luz estd no ponto de interseccdo da linha tracejada mais fina e no plano base
(ponto P). Por simplicidade, presume-se que 0 ponto de observacdo estad no infinito acima
do plano do objeto; portanto, o raio de luz é especificado como sendo paralelo ao eixo de
simetria do cone. Esta € uma aproximacdo moderada para se ter uma altura de visdo maior
ou igual a vinte vezes a altura do cone. A regra de transformacgéo € obtida considerando a
Figura 32; na qual as Unicas regras utilizadas para se obter as formulas e a transformacéo
sdo as leis da fisica. Ref [11]

1. O angulo de incidéncia do raio de luz na superficie do cone é igual ao angulo de
reflexdo.

2. A percepgédo da origem de um raio de luz ocorre na intersecdo da linha reta tracada a
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partir do olho, intersectando o cone no ponto de reflexdo e em seguida intersectando o

plano base.
3. Quando o angulo sélido no vértice do cone é de noventa graus, a luz do infinito é
visualizada como tendo origem no centro da inversdo. Se o angulo sélido é inferior a

noventa graus, entdo o circulo ndo se situa no infinito. Ref [11]

L
P

A (0]

Figura 32. Uma secdo longitudinal central de um cone lateral reto mostrando as linhas de construgdo e os
raios de luz que sdo necessarios para desenvolver as expressGes matematicas para a inversdo reflexiva que é
gerada por este tipo de cone. Os simbolos no diagrama correpondem na Figura 31. As expressfes
matematicas sdo dadas pelas equagdes abaixo para que a = OB h = OH. Além disso, a é o angulo de

s ~ . 2
incidéncia e reflexdo do raio de luz, enquanto, em geral, para umcone lateral reto op.op’ # a“.

Portanto para construir um anamorfograma, comegamos com a imagem que sera
produzida. Ela é formada por segmentos de linha juntando pontos de coodenadas (x,y). A
transformacdo destes pontos para se obter novos pontos, que serdo situado no plano do

objeto, pode ser obtida apds algumas analises trigpnométricas por:

x(dl(x: + _)/2)1/2 +d:)
1/2

X—=>x =

(v +y?)

'

X
fo oy =y ——
y—=) 3 e

Onde os entdo denominados fatores de dilatacdo séo:



38

Onde h é o comprimento do cone, r € o raio de sua base, e t = tan[2arctan[r/h]].

Para uma melhor compreencdo do que foi exposto iremos visulizar um exemplo
poduzido pelo MATHEMATICA. Trata-se da andeira britanica invertida, a Union Jack.
Ref[11]

Figura 33 A Bandeira Britanica ou Union Jack

A bandeira invertida pode ser oticamente transformada novamente para a imagem
ndo distorcida, colocando um cone de superficie refletora a altura e raio corretos em seu
centro e toda a configuracdo serd visualizada acima do apice do cone. Assim, teremos
invertido a

Union Jack matematicamente e reinvertido opticamente.
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Figura34. A inversdo da Union Jack, obtida pela transformacdo das coordenadas dada pelas equacBes acima.
Esta figura é invertida de volta para a Union Jack original por um cone refletor que tem uma base circular
que toca o interior das quatro centrais cUspides do padrdo, e é de uma altura equivalente a 07/08 do diametro

da base, isto €, o angulo sélido do cone é de 47,3°.



40

5. CONCLUSAO

Percebe-se que a anamorfose é uma técnica de modificacdo de imagem muito antiga
que, entretanto continua viva atualmente proporcionando beleza e desencadeando novas
aplicacbes, Uma importante aplicagdo dessa arte reside no fato de que quando associada a
matematica promove um importante recurso didatico, pois pode ser usada para trabalhar
elementos como coordenadas polares, vetores, &ngulos e até mesmo trigonometria.

A arte anamorfica remotamente era trabalhada de forma manual, quando seus
desenvolvedores as produziam com base em calculos gréaficos, ou mesmo de forma
empirica especular, com diferentes tipos de superficies refletoras. Atualmente ha uma
diversidade de softwares como, por exemplo, o photoshop que permitem a manipulagdo de
imagem possibilitando a criacdo de anamorfoses com um simples clique, contudo essa arte
sobrevive e continua em alta, sendo explorada tanto no ambito das artes plasticas (como
nos trabalhos de Julian Beever), quanto como objeto de marketing na ja referida
publicidade, e até mesmo na arte cinematografica. Com o avanco da tecnologia ganhou um
novo meio de elaboracdo e consequentemente de locomogdo e difusdo, tornando-se cada
vez mais conhecida e admirada. Na televisdo eventualmente surgem matérias de cunho
lidico mostrando imagens anamérficas tridimensionais. Através da internet pode-se
contemplar com entusiasmo os trabalhos dos grandes artistas como Hans Holbein e Istvan
Orosz, e entre tantos outros. No transito promovem o equilibrio, e nos tetos planos e

cUpulas de igrejas por todo 0 mundo causam encanto e entusiasmo.
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