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Resumo

Este estudo tem como objetivo enunciar as técnicas e pressupostos
envolvidos na Anadlise Discriminante (AD). A Anadlise de discriminante € uma técnica
para reducdo de dimensdo, relacionada a analise de componentes principais e
correlacao canénica. A partir de uma ou varias variaveis quantitativas e uma variavel
qualitativa (dependente), o pesquisador tem a possibilidade de elaborar previsdes a
respeito de a qual grupo certa observacéo (por exemplo, um produto, uma pessoa
OU uma empresa) pertencera, uma vez que se caracteriza como uma técnica de
previsdo de classificacdo. Para alcancar este objetivo, a analise discriminante gera
funcbes discriminantes (combinagbes lineares das variaveis) que ampliam a
discriminagcdo dos grupos descritos pelas categorias de determinada variavel
dependente. Serdo apresentadas a estimacao da regra de classificacao, a avaliacao
da qualidade de ajuste da regra de discriminagéo, estimagcao da probabilidade global
de acerto e os testes relacionados com os pressupostos da analise discriminante. A
presente pesquisa apresenta como aplicagao da Analise Discriminante um exemplo
destinado, exclusivamente, a fins didaticos, sendo os dados meramente ilustrativos.
Consideraremos uma tabela com dados ficticios, que contém quatro grupos (1, 2, 3
e 4) e as variaveis Xi, X2, X3 € X4, em um total de 40 observacboes. Na fase de
aplicacado, faremos uso do software Statical Package for the Social Sciences
(SPSS® V. 17) para a elaboragdo da Andlise Discriminante. Temos como objetivo
que as variaveis explicativas Xi, Xz, X3 € X4 formem a funcéo discriminante, a fim de

que os casos sejam distribuidos nos grupos corretos.

Palavras-chave: Analise Discriminante, Regra de Classificacdo, Pressupostos,

Funcbes Discriminantes.



Abstract

This Work of Conclusion of Course (TCC) has as objective to enunciate the
involved estimated techniques and purposes in the Discriminant Analysis (DA). The
Analysis of discriminant is one technique for reduction of dimension, related to the
analysis of main components and canonic correlation. From one or some
quantitatives variables and a qualitative variables (dependent variable), the
researcher has the possibility to elaborate forecasts regarding which certain group
comment (for example, a product, a person or a company) will belong, a time that if
characterizes as one technique of classification forecast. To reach this objective, the
discriminant analysis generates discriminants functions (linear combinations of the
one variable) that they extend the discrimination of the described groups for the
categories of determined changeable dependent. The esteem of the classification
rule, the evaluation of the quality of adjustment of the discrimination rule, esteem of
the global probability of rightness and the tests related with the estimated ones of the
discriminant analysis will be presented. The present research presents as application
of the Discriminant Analysis a destined example, exclusively, the didactic ends, being
the illustrative data mere. We will consider a table with fictitious data that contains
four groups (1, 2, 3 and 4) and the variables X1, X2, X3 and X4, in a total of 40
observations. In the application phase, we will make use of software Statical
Package of the Social Sciences (SPSS® V. 17) for the elaboration of the
Discriminant Analysis. We have as objective that the explicative variables X1, X2, X3
and X4 form the discriminant function, so that the cases are distributed in the correct

groups.

Key words: Discriminant Analysis, classification rule, purposes, Discriminant

Function
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1 INTRODUCAO

A andlise discriminante (AD) € uma “ferramenta” estatistica utilizada para

classificacdo de um determinado elemento num certo grupo de variaveis.

O objetivo do presente trabalho é demonstrar a técnica, partindo desde a
verificacdo dos pressupostos envolvidos na analise discriminante que vao dizer se é
possivel aplicar a analise discriminante, iremos também medir o poder de
discriminagdo de cada variavel ou grupo de variaveis, descrever as diferencas entre
0s grupos, desenvolver regras para classificar novos elementos e analisar a

probabilidade de erro, bem como a probabilidade global de acerto.

A AD oferece ao pesquisador a possibilidade de elaborar previsdes a respeito
de a qual grupo certa observacao (por exemplo, um produto, uma pessoa ou uma
empresa) pertencera, uma vez que se caracteriza como uma técnica de previsao de
classificacdo. Para alcancar este objetivo, a anadlise discriminante gera funcdes
discriminantes (combinacdes lineares das variaveis) que ampliam a discriminacao
dos grupos descritos pelas categorias de determinada variavel dependente. No
processo de classificacdo consideram-se os custos decorrentes de eventuais erros
de classificacdo, bem como as probabilidades “a priori” de que o elemento pertenca
a cada um dos grupos.

Na analise discriminante, a comparacao do elemento amostral em relagéo aos
grupos candidatos &, em geral, feita através da construcao de uma regra matematica
e de classificacdo, ou discriminacdo fundamentada na teoria das probabilidades.
Para cada novo elemento amostral, a regra de classificacdo permitird ao
pesquisador decidir qual € a populagdo mais provavel de ter gerado seus valores

numéricos nas p-caracteristicas avaliadas.

O presente trabalho abordara de forma bastante pratica, o uso desta técnica
denominada analise discriminante, no qual utilizaremos o software SPSS para
aplicacdo da técnica e dos testes necessarios para sabermos se € viavel, ou nao, o
uso da AD no nosso exemplo, partindo dos pressupostos existentes por tras da

andlise discriminante.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Uma Introducao a Analise Discriminante

A andlise discriminante foi proposta na primeira metade do século XX por
Fisher, para servir como critério mais confidvel e para a classificacdo de novas
espécies de vegetais de acordo com as caracteristicas de homéricas, sendo
rapidamente adotada além da taxonomia e sistemética vegetal (MAROCO, 2007).
Percebe-se uma grande aplicacdo da AD em diversos campos do conhecimento,

como biologia, antropologia, marketing, comportamento do consumidor, entre outros.

Durante muitos anos, a andlise discriminante tem recebido uma grande
atencao tedrica de diversas areas, como marketing, em que podem ser citados
trabalhos de Frank, Massy e Morrison (1965), Crask e Perreault (1977) e Hora e
Wilcox (1982). Merece destaque também a expressiva contribuicdo de alguns
trabalhos em relacdo a modelagem matematica da andlise discriminante, como os
de Lachenbruch e Mickey (1986), Krzanowski (1975), Randles, Broffit, Ramberg e
Hogg (1978), Constanza e Afifi (1979) e Fraley e Raftery (2002).

Nos estados unidos e na Europa, ha, atualmente, uma vasta aplicabilidade da
analise discriminante nas ciéncias sociais € do comportamento e, no Brasil, seu uso
vem sendo ampliado em diversas areas, devido a contribuicao direta dos principais
softwares estatisticos que apresentam esta técnica.

A analise discriminante envolve a relagdo entre o conjunto de variaveis
independentes quantitativas e uma variavel dependente qualitativa. Em muitos
casos, verifica-se mais de trés classificacbes para a varidvel dependente (neste
caso, multicotémica), como, por exemplo, classificacoes de um tipo alto, médio e
baixo e 0 bom pagador sem restricdo ao crédito, bom pagador com restricdo ao
crédito e mau pagador com total restricao ao crédito.
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Quando o pesquisador estiver interessado na discussdao de somente dois
grupos de variaveis dependentes, a técnica é chamada de andlise discriminante
simples. No entanto, 0 em muitos casos, ha o interesse na descriminagao entre mais
de dois grupos, e sendo a técnica, assim, denominada de andlise discriminante
multipla (a partir de agora, chamaremos de MDA — Multiple-group discriminant
analysis).

Os objetivos principais desses dois tipos de analises sao parecidos: (i)
identificar as varidveis que melhor discriminam dois ou mais grupos; (ii) utilizar estas
variaveis para desenvolver fungdes discriminante que representam as diferencas
entre 0s grupos; (iii) fazer o uso das funcdes discriminantes para o desenvolvimento

de regras de classificacao de futuras observagdées nos grupos.

A Analise Discriminante Simples requer somente uma funcdo de
discriminagcdo para representar todas as diferencas entre os dois grupos. Por outro
lado, a MDA oferece outputs que conseguem explicitar as diferengas entre mais de
dois grupos. Sendo assim, a MDA também tem como objetivo adicional: (iv)
identificar o nimero minimo de funcdes discriminantes que melhor proporcionam as
diferencas entre os grupos (SHARMA, 1996). Merece atengcdo o fato de a MDA
demandar que a quantidade de variaveis independentes seja maior, ou igual, ao
namero de grupos (categorias) da variavel dependente em estudo. O pesquisador
ainda percebera que a quantidade de fungdes discriminantes criadas para a MDA

representa o numero de grupos (categorias da varidvel dependente) menos um.
N° de fungdes discriminantes = (g— 1)

Em que g representa a quantidade de categorias (grupos) da variavel
dependente.

A Figura 1 apresenta os tipos de analise discriminante em funcéo da
quantidade de categorias da variavel dependente.
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Figura 1: Tipos de analise discriminante

| Analise Discriminante |
1
I Variavel dependente categdrica e variavel independente métrica

Discriminagéo entre dois grupos Discriminagdo entre mais de dois
de variaveis dependentes grupos de variaveis dependentes
Analise Discriminante Analise Discriminante
Simples Mualtipla (MDA)

2.2 Analise Discriminante

A andlise discriminante é uma técnica multivariada utilizada quando a variavel
dependente é categérica, ou seja, qualitativo (ndo métrica) e as variaveis
independentes sdo quantitativas (métricas).

Definida esta proposicdo, um pesquisador pode estar interessada no
esclarecimento das correlagdes que motivam as caracteristicas de cada categoria na
qual o objeto esta posicionado, tal como estudo de uma companhia de seguros que
apresentam o intuito de prever quais clientes estdo mais predispostos a faléncia.
Outro pesquisador pode desejar avaliar a percepc¢ao do departamento de vendas de
uma empresa sobre o fato de um novo produto esta destinada ao sucesso ou
fracasso quando do seu orcamento. Um terceiro pode ainda investigar as razdes por
meio das quais a liberagdo de crédito por uma empresa do setor financeiro e em
definir critérios para a estratificacdo de pessoas em grupos com caracteristicas de
bons pagadores e com acesso total ao crédito, bons pagadores com restricdo ao
crédito e maus pagadores e sem direito ao crédito.

Em resumo, a analise discriminante ajuda o pesquisador que deseje criar um

estudo com grupos diferenciados por meio das variaveis independentes que possui.
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A analise discriminante é uma técnica que pode ser utilizada para a
classificacao de elementos de uma amostra ou populagcédo. Para a sua aplicacéo, €
necessario que 0s grupos para os quais cada elemento amostral pode ser
classificado sejam predefinidos, ou seja, conhecidos a priori considerando-se suas
caracteristicas gerais. Este conhecimento permite que a elaboracdo de uma funcao
matematica chamada de regra de classificacdo ou discriminacdo, que é utilizada
para classificar novos elementos amostrais nos grupos ja existentes. Portanto, o
nuamero de grupos € conhecido a priori, assim como nos métodos nao-hierarquicos
de agrupamentos, mas a regra de classificacdo € elaborada utilizando-se

procedimentos que, em geral, vao além do uso de distancias matematicas.

Para o entendimento da técnica, suponha que se tenha n; elementos
amostrais procedentes, com probabilidade 1, da populacdo A e n», elementos
amostrais procedentes,com probabilidade 1, da populagdo B, e que em cada um dos
ny + n2 = n elementos amostrais tenham sido medidas p-variaveis aleatérias
(caracteristicas). Uma andlise estatistica do comportamento das p-caracteristicas
medidas permite identificar o perfil geral de cada grupo. Deste modo, se houver um
novo elemento amostral, ndo pertencente a nenhuma das duas amostras anteriores,
e cuja origem é incerta, seria possivel compara-lo de algum modo com o perfil geral
dos grupos A e B e classifica-los como pertencente ao grupo cujo perfil geral fosse
mais semelhante ao dele.

E evidente que todo o processo de tomada de decisdes traz consigo um
possivel erro de decisdo. O objetivo, portanto, é o de construir uma regra de
classificacdo que minimize o numero de classificagdes incorretas, ou seja, o erro de
dizer que um elemento amostral pertence a uma populacdo quando, na realidade,
ele pertence a outra. Além disso, é importante construir uma regra que minimize o

custo de classificacéo incorreta.

Um dos exemplos mais simples da anadlise discriminante € o teste de
hip6tese, como o que é feito rotineiramente para a média de uma populacédo. Neste
caso, observa-se uma amostra e, a partir dos resultados amostrais observados,
calcula-se a estatistica do teste, que € uma regra de discriminagao entre a hipotese
nula e a hipétese alternativa. Dependendo do valor assumido pela estatistica de
teste, decide-se pela veracidade, ou ndo, da hipétese nula. A constante que delimita
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a regido de rejeicao da hipbtese nula é determinada pela fixagdo do nivel de
significancia do teste, isto €, a probabilidade de rejeitarmos a hip6tese nula a favor
da alternativa, quando a hipétese nula é verdadeira. Além disso, busca-se o teste
qgue minimiza a chance de nao se rejeitar a hipétese nula quando esta deve, de fato,
ser rejeitada, ou o chamado erro do tipo 2. Nas sessdes a seguir, serdo introduzidos
matematicamente os fundamentos da analise discriminante para duas ou mais

populacoes.

2.3 Modelagem da Analise Discriminante

Antes de iniciarmos a modelagem da analise discriminante propriamente dita,
€ pertinente esclarecemos 0s pressupostos inerentes a esta técnica. Os softwares
estatisticos atualmente apresentam os calculos dos testes referentes a esses
pressupostos e, portanto, é interessante que o pesquisador avalie o resultado e
compare com 0s niveis padrao de utilizacao, para avaliar se a analise discriminante
em questao caracteriza-se por estar em um nivel confidvel e de aplicacao, ou seja,
se nao fere alguns dos critérios estabelecidos por meio de suas premissas. No
SPSS, esses testes aparecem antes da projecdo da funcdo discriminante,

permitindo, assim, essa comparacao.

Pode-se dizer que ha dois pressupostos principais, referentes a existéncia de
normalidade multivariada das variaveis explicativas e a presenca de homogeneidade
das matrizes de variancia e covariancia para os grupos. Em relacdo a primeira
suposicdo, a combinacdo linear das variaveis explicativas apresentam uma
distribuicdo normal e, caso ocorra uma violacdo desse pressuposto, a AD podera
causar distorcdes na avaliacdo do pesquisador, principalmente se a amostra que

compbe cada grupo for pequena.

No entanto, se essa violagao ocorrer somente pela existéncia de assimetria
da distribuicdo, a decisdo sobre a aplicacdo da técnica ndo sofrera alteracdo. E

importante ressaltar que, se a distribuicdo nao for mesocurtica, a aplicacdo da AD
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sera prejudicada, sendo pior o caso em que a distribuicaio multivariada for
platicurtica (SHARMA, 1996).

O segundo pressuposto refere-se a existéncia de homogeneidade das
matrizes de variancia e covariancia. Esse pressuposto é verificado por meio da
estatistica Box’s M, que pode ser sensivel ao tamanho da amostra e o néao
atendimento da hipo6tese de distribuicdo normal multivariada. Felizmente, a analise
discriminante é uma técnica bastante robusta a violacdo destes pressupostos, desde
que a dimensao do grupo seja superior ao numero de variaveis em estudo e que as
médias dos grupos nao sejam proporcionais as suas variancias, ou seja, caso a
homogeneidade das matrizes seja violada, havera um aumento da probabilidade de
classificar observagdes no grupo que possuir maior dispersao.

O teste classico, o teste da razao de verossimilhanca, para testar a igualdade
de matrizes de variancias e covariancias foi desenvolvido por Box (1950), sendo
uma generalizacao do teste univariado de igualdade de varidncias de Bartlett (1947).

As hipoteses a testar sao:
HO: 21222:'":Zg: Z

Hi: Y ,=%,,paraalguml #k(k=12,..,9).

Sejam n a dimensao total da amostra, v, = n, —1 0s graus de liberdade

associados a cada grupo, Sk a matriz de variancias e covariancias do grupo k, k = 1,

w . ‘A . ‘a . P p
2,...,0,eS= . matriz de variancias e covariancias total, onde g € o numero de

populacdes, e W é a matriz de SQpc (soma de quadrados de produtos cruzados) do

residuo. O teste é definido do seguinte modo:
M=n-g)n|S| - ;‘;’zlvk In|S| (1.1)
Box sugeriu duas aproximacdes para o teste:

i. A aproximacdo & y2: E indicada quando as dimensdes dos grupos sdo
superiores a 20, o numero de variaveis e de grupos inferior a seis. Esta

aproximacao € dada por:
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MC ~ x?*/,
gp(p+1)(g—1)>
onde

g
2p2+3p—1 1 1

6+ D@-D\Lve n-g

i A aproximagdo a F: Indicada em todas as outras situagdes. Esta férmula é

dada por:
M(1—a; ——)
Vo
- ~ Fowo
sendo
al = 1 —_— C;
p-D+@(@+2) 1 1
a, = Y s (12)
6(g—1) v (n—g)

p(p+2)(g—1)
v = H
2
v+ 2

az—af'

Vg =

Um nivel de significAncia de 0, 01 ou menos é usado como ajuste para a
sensibilidade da estatistica. (HAIR JR. et al., 2006, p.275).

Além desses pressupostos € pertinente ressaltar que a inexisténcia de
outliers, a presenca de linearidade das relacbes e a auséncia de problemas
relacionados a multicolinearidade das varidveis explicativas que também sao

consideradas pressupostos da analise discriminante.

E essencial definimos o tamanho correto da amostra que sera estudada, uma
vez que esta técnica € muito sensivel a propor¢cdo do tamanho da amostra em
relacdo ao numero de variaveis preditoras (HAIR, ANDERSON, TATHAM E BLACK,
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2005) e, portanto, ndo deve haver uma grande variabilidade de dimensdes entre os

grupos.

E de fundamental importancia que a definicdo do dimensionamento amostral
seja estabelecida de acordo com algum critério e sempre embasada pelos conceitos

de amostragem.

Apresentados os pressupostos, podemos comecar a expor 0S passos para a
composicdo das funcgdes discriminantes, lembrando que isso representa um dos
principais objetivos da AD, ja que, a partir destas funcoes é que as observacdes
serao discriminadas. Antes desta primeira etapa, lembramos que o pesquisador ja
deve ter estabelecido seu problema principal da pesquisa, assim como em qualquer
aplicagcdo de uma técnica multivariada, e definido as categorias de estudo com, no

minimo, dois grupos.

Tomemos como exemplo, uma loja que deseja elaborar um estudo sobre a
concessdao do limite de crédito aos clientes (problema principal) quando da
elaboracdo do crediario e, para tanto, devera discrimina-los em dois grupos, e
sendo, respectivamente, o dos inadimplentes e o dos adimplentes (niveis de estudo
divididos). Neste caso, estamos tratando de uma AD em nivel dicotdmico.

Portanto, esta etapa consiste na selecao da variavel dependente (categoérica)
e das variaveis explicativas (métricas). Em outras palavras, a escolha de n variaveis
discriminantes (explicativas) é feita a partir de um conjunto maior de p possiveis

variaveis.

A analise discriminante permite um conhecimento das varidveis que mais se
destacam na discriminagdo dos grupos. Para tanto, diversos outputs sao gerados a
partir de testes e estatisticas como o lambda de Wilks, a correlagdo candnica, o Qui-
quadrado e o autovalor

O lambda de Wilks, que varia de 0 a 1, propicia a avaliagdo da existéncia de
diferencas de médias entre os grupos para cada variavel. Valores elevados desta
estatistica indicam auséncia de diferencas entre os grupos, e sua expressao é dada

por:
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_ Sng
~SQT

(1.3)

Em que SQqqy representagéo dos erros ( dentro dos grupos) e SQT, a soma dos

quadrados total.

Como a distribuigdo exata de Lambda n&o € conhecida, utiliza-se, para a existéncia
de dois grupos, a seguinte transformacéao, que possui uma distribuicdo F com p e (N
— p — 1) graus de liberdade, em que N representa o tamanho da amostra e p o

namero total de variaveis explicativas.

F- () ) 16

Ou a seguinte transformacao, para a existéncia de trés grupos, com distribuicédo F
com 2p e 2(N — p—2) graus de liberdade (MAROCO, 2007):

(e

O valor transformado de lambda de Wilks segue uma exata distribuicdo F
somente em certos casos, apresentados no Quadro 1. Para todos os outros casos, a
distribuicdo do valor transformado de lambda de Wilks pode ser aproximada por uma
distribuicao F (SHARMA, 1996).
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Quadro 1: Situacoes em que o Lambda de Wilks apresenta distribuicao F

Numero de variaveis Numero de grupos Transformacao Graus de Liberdade
(p)
n 2 (1—/\)(N—p—1) pN—p—1
A p
n 3 (1—x/ﬂ><N—p—2) 2p,2(N—-p—1)
VA p
1 Qualquer (1 - /\) (N - g) g—1,N—g
A g—1
2 Qualquer (1 - \/K> (N —g- 1) 2(9-1D,2(N-g—-1)
VA g—1

Fonte: Sharma (1996)
Nota: g = nimero de grupos.

Com a selegcao das variaveis discriminantes (explicativas) para a formacéao
dos grupos, passamos a identificacdo das fungbes discriminantes. Como ja
previamente discutido, a AD assemelha-se a analise de regressdao em termos de
objetivos e caracteristicas e, desta forma, sua funcao geral pode ser representada
por meio da seguinte equacéo linear:

Zn =X + ,81X1 + ﬂzXz + + ,Ban (1 6)

em que:
Z: variavel dependente;
a: intercepto;

Xi: variaveis explicativas;

Bi: coeficientes discriminantes para cada variavel explicativa.

E importante ressaltar que esta funcdo discriminante (1.6) é diferente da
funcéo linear de Fisher, uma vez que, enquanto a primeira € utilizada como um meio
de facilitar a interpretacdo dos parametros das variaveis explicativas, a funcao linear

discriminante de Fisher é utilizada para classificar as observacées nos grupos.
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Na funcao discriminante linear de Fisher, os valores das variaveis explicativas
de uma observacdo sao inseridos nas fungcbes de classificacdo e, néo
consequentemente, um Escore de classificacdo é calculado para cada grupo, para
aquela observacao.

Dadas p variaveis e g grupos, € possivel estabelecer m = (g — 1; p) funcdes
discriminantes que sdo combinacdes lineares das p variaveis, de modo que a funcao
linear de Fisher seja dada por:

ZTL == W1X1 + W2X2 + -+ Wan (1 7)

Em que W, representa o vetor de pesos das variaveis para as fungdes discriminantes
e sdo estimados de modo que a variabilidade dos escores da fungéo o discriminante
seja maxima entre os grupos € minima dentro dos grupos (MAROCO, 2007). Assim,
podemos expressar o i-ésimo autovalor (/-ésima fungdo discriminante) da seguinte

forma:

s
autovalor; = Sgeg (1.8)
dg

em que:
5Q.4: Soma dos quadrados entre 0s grupos;

5Qa4: Soma dos quadrados dentro dos grupos.

Assim, autovalores altos resultam em boas fungdes discriminantes.

Expressa de acordo com a Equacao (1.7), a fungao discriminante é conhecida
por funcdo discriminante linear de Fisher e, ap6s a deducdo da primeira funcao
discriminante, os pesos W;, das fungdes seguintes sao obtidos sob a restricdo
adicional de que os escores das fungdes discriminantes ndo estejam
correlacionados.

Por meio desses calculos, é possivel chegarmos a expressdo da primeira
funcéo discriminante (Z;); as outras fung¢des dos outros grupos sdo encontradas pelo
mesmo meétodo. Porém, é preciso que tenhamos atencdo em relacao a problemas

de correlacao, ou seja, os escores das outras funcdes (Z,, Zs,..., Z,) ndo devem se
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correlacionados. Assim, a expressao do autovalor da segunda funcao discriminante
linear de Fisher pode ser escrito da seguinte forma:

SQeg (ZZ)
Sng (Z2)

autovalor =
em que:
5Q.q4 (Z,): soma dos quadrados entre os grupos na segunda fungdo discriminante;

SQa4 (Z;): soma dos quadrados dentro dos grupos na segunda fungéo discriminante.

Por meio das funcbes discriminantes de Fisher, € possivel estudarmos a
influéncia que determinada variavel dependente categérica sofre de um vetor de
variaveis explicativas. Ademais, € possivel estabelecer uma relagdo entre os

autovalores e o lambda de Wilks:

A=n[—2 ] (1.10)

(1+autovalor;)

Como foi discutido anteriormente, para a existéncia de g grupos, ha (g — 1)
fungbes discriminantes. Assim, se tivéssemos, por exemplo, trés grupos, seriam
geradas duas funcdes discriminantes, sendo a primeira responsavel pela separacao
de um grupo dos demais e a segunda pela separacao dos dois grupos restantes.

Como nem todas as funcgdes discriminantes podem ser estatisticamente
significantes, ou seja, algumas podem representar maiores diferencas entre os
grupos do que outras, é necessario a seguinte transformacao que possui distribuicao
Qui-quadrado (x?) com p. (g — 1) graus de liberdade. A expressdo a seguir é
utilizada, portanto, para permitir o célculo da estatistica Qui-quadrado (x?) que avalia
a significancia estatistica global de todas as funcdes discriminantes (SHARMA,

1996):
2 ==[n—E2_1]n @1y (1.11)

Em que 4, é o lambda de Wilks de cada funcao discriminante e testa a significancia

das funcdes discriminantes, ou seja, avalia o qudo bem cada funcado separa as
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observacbées em grupos diferentes. Se tivermos, por exemplo, duas funcoes
discriminantes, primeiramente sdo testadas as duas fungdes em conjunto e, na
sequéncia, se as médias dos grupos para a segunda funcao discriminante séo
iguais. Nesta etapa, a rejeicao da hipétese nula do teste Qui-quadrado (Ho: nenhuma
das fungbes é significante para discriminar os grupos) nao significa que tenhamos
condicdes de responder quais fungdes discriminam significativamente os grupos, ou
seja, a rejeicdo de H, significa apenas que a primeira funcdo discriminante é
significante (as outras podem nao ser).

Outra estatistica resultante refere-se a correlagdo Candnica, que corresponde
a razao entre a variagdo entre 0s grupos e a variagdo total e mede o grau de

associacao entre os escores discriminantes e 0s grupos.

— [5Qeqg
C= /SQT (1.12)

Sua expressao é dada por:

que resulta em:
A+C?*=1 (1.13)

Em termos matriciais SHARMA (1996) apresenta a funcédo discriminante

como:

§=XY (1.14)

em que X' (p x 1) é a transposta da matriz com p variaveis e y representa o vetor de
pesos das variaveis. A soma dos quadrados totais para os escores ¢ pode ser
definida como ¢ ¢ = (X'y)' (Xy) = y' XX' vy, sendo XX'=T a matriz da soma de
quadrados e produtos cruzados totais da matriz X com p variaveis.

Fazendo T = B + W, em que B e W representam, respectivamente, as
matrizes das somas dos quadrados entre os grupos e dentro dos grupos, a soma
dos quadrados totais para a funcéo discriminante pode agora ser escrita como ¢'¢ =
y' (B + W)y =v' By +y Wy (MAROCO, 2007).

Uma vez que y' By e y' By sao, respectivamente, a soma dos quadrados entre
0s grupos e dentro dos grupos para a funcéo &, a obtencéo da funcéo discriminante
resume-se, segundo Maroco (2007), a encontrar o vetor y, de modo que:
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_ YBY
=1 (1.15)

seja maximo.

Sharma (1996) explica que o problema dessa maximizag&o apresenta solugéao

quando:
(W'B—Al)=0 (1.16)

sob a restrigdo |W'B — Al| = 0.

Este problema tem m = min(k-1; p) solu¢des correspondentes aos autovalores
da matriz W'B. O maior autovalor (i) apresenta um vetor préprio (autovetor)
correspondente a primeira funcao discriminante, o segundo maior autovalor (Ap)
apresenta um vetor proprio correspondente a segunda funcdo, e assim
sucessivamente, sob a restricdo de que os escores das funcdes nao estejam
correlacionados (STEVENS, 2002).

Apresentamos agora as hipoteses nulas e alternativas que se referem as
médias populacionais dos grupos em analise para as variaveis explicativas. Para
tanto, utilizamos a estatistica da distribuicao F para testar as seguintes hip6teses:

HO:I*ll :IJZ = :,un
Hy:fl, # [, # - # [

em que p, M, ...,M, sd0 as medias populacionais dos grupos 1, 2, .., n,
respectivamente. A hipétese nula sera rejeitada se pelo menos as médias de dois
grupos forem significativamente diferentes (SHARMA, 1996). Desta forma, a
hipotese alternativa, quando nao rejeitadas, indica que as variaveis explicativas
apresentam médias diferentes entre os grupos.

Apos a funcdo discriminante ser definida, sera calculado o escore
discriminante da variavel dependente (Z) para cada observacgéo, ou seja, os escores
serdo calculados de maneira a propiciar a definicdo do escore critico que

determinara a forma por meio da qual iremos classificar uma observagdo em
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determinado grupo. Para grupos de mesma dimensao amostral, (tamanho), o calculo
do escore de corte (cutoffvalue) é:

_di+d,
2

(1.17)

Em que d; e d, representam as médias das fungdes discriminantes (centroides) nos

grupos 1 e 2, respectivamente. Ja para grupos com tamanhos diferentes, temos:

f = Taditnady (1.18)

ni+n,

Em que n, e n, sdo os tamanhos dos grupos 1 e 2, respectivamente. Normalmente,
o valor de corte é aquele que minimiza o numero de classificagcdes incorretas
(SHARMA, 1996). De acordo com Maroco (2007), um caso € classificado no grupo 1
se seu escore na funcao discriminante for maior que £ No caso de mais de dois
grupos, pode-se definir a zona de fronteira para cada par de grupos, conhecida por
Mapa territorial. Como o0s centroides representam as médias das funcbes
discriminantes em cada grupo, temos, em determinado mapa territorial, que:

2 grupos = 2 centroides

3 grupos = 3 centrbides

4 grupos = 4 centroides

O método do calculo do escore critico € um dos procedimentos existentes
para a classificacdo de futuras observagées. Outros métodos também podem ser
mencionados, como o da Teoria da Decisdao Estatistica, o da Funcado de
Classificacdo e o D? de Mahalanobis.

Maroco (2007) descreve que a distancia de cada escore ao centréide de um

grupo pode ser calculada da seguinte forma:

p? = (d - d,)s7'(d - ) (1.19)
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em que S/ ' representa a matriz de variancia e covariancia para as fungdes
discriminantes no grupo g e cT] o centréide deste grupo. Se uma observacao
pertence ao grupo j (j = 1,..., g) entdo D possui uma distribuicdo Qui-quadrado com

m (numero de funcdes discriminantes) graus de liberdade.

2.4 Construcao da Regra de Classificacao

Vamos considerar o caso em que dispomos de apenas duas populacdes e um
conjunto de observagdes independentes de cada populagdo. Se a distribuicdo de
probabilidades das caracteristicas medidas dos elementos da amostra que cada
populacdo for conhecida, sera possivel utilizar o principio da maxima
verossimilhanca (Casella; Berger, 2002) para construir uma regra de classificacdo
gque minimiza a chance de se classificar um elemento amostral incorretamente.
Suponha que se saiba que para a populacdo 1 a variavel X tem uma distribuicao
normal com média Y1 € que para a populagao 2, tem uma distribuicdo normal com
média P2, sendo as variancias nos dois grupos iguais a 0. Neste caso, para cada
possivel valor x, é possivel calcular um a razao entre as duas distribuicoes de
probabilidades, chamada de razdo de verossimilhanca entre as duas populacoes, e
definida por:

fungdo densidade de x na populagdo 1 f;(x)

Az = fungdo densidade de x na populagdo 2~ f,(x)

que, no caso da distribuicdo normal, torna-se:

Alx) =

1 —1x— i),
ol A0 G| EET ST R
%exp {T (T) }

A situacao de classificacdo em duas populagées normais, quando estas
tém a mesma variabilidade, estd representada na equagdo acima (1.20).

Observando-se os gréaficos (a)-(d) (Figura 2), percebe-se que, se o valor x
observado estiver mais préximo do valor py, o elemento amostral sera classificado

como pertencente a populacdo 1, enquanto que, se o valor de x estiver mais
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proxima do valor pp, ele sera classificado como sendo pertencente a populagéo 2. A
qualidade da discriminacdo dependerd do grau de interseccdo entre as duas
distribuicbes de probabilidade. Se a varidvel discriminante € tal que as duas
distribuicbes sdo bem separadas no espaco (Grafico (a)) (Figura 2),, o niumero de
classificacdes incorretas é aproximadamente zero. Para uma pequena interseccao
(Grafico (b)) (Figura 2),, havera um pequeno numero de erros de classificacdo. Por
outro lado, se a area de interseccao entre as curvas é muito acentuada (Graficos (c)
e (d)) (Figura 2),, o numero de erros tendera a aumentar, chegando a valores que
impossibilitam o uso da funcdo discriminante como regra de classificacao.
Matematicamente, isto é decorrente dos seguintes fatos: voltando na Equacgéo
(1.20), tomando-se o logaritmo neperiano de A(x) e multiplicando-o por — 2, obtém-

se a férmula dada em (1.21):

—21n(A(x)) = (5 “1)2 - ("'”2)2 = S [—p)?— (= m)?  (1.21)

o (o2

que esta relacionada com a diferenga das distancias euclidianas ponderadas ao
quadrado de x a W1, sendo um fator de ponderacéo e igual ao inverso da variancia
2. Quando A(x) > 1, tem-se —Zln(/l(x)) < 0, e, neste caso, x esta mais préximo
de u; do que de p,. Quando A(x) < 1 tem-se —2In(A(x)) > 0 e, neste caso, x esta
mais préoximo de u, do que de u,. No entanto, quando A(x) =1, tem-se
—2In(A(x)) = 0 e x esta igualmente proximo de p; e p,. Deste modo, a regra de
classificago escrita em fungéo de A(x) pode ser reescrita em fungéo de —21n(A(x))
da seguinte forma: classifique o elemento amostral na populagio 1 se —2In(A(x))
for menor que zero e na populagdo 2 se —2in(A(x)) for maior que zero. Se
—21n(A(x)) for igual a zero, o elemento amostral podera ser classificado tanto como

sendo da populacédo 1 quanto da populacéao 2.

A fungdo A(x), ou equivalentemente —2In(A(x)), € chamada de fungio

discriminante. (Pelo Método da Maxima Verossimilhanca)
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Figura 2: llustracao da classificacdo de duas populacées normais com mesma variabilidade e

uma variavel discriminante.

N AVAN

VALDRES DE X

Grafice (a): nenhuma interseccdo Grafico (B): pouca interseccio

X\ /

T g S —
VALORESE DE X WALDRES DE X

Grdfico (c): interseccio moderada Gréfice (d): grande intersecgdo

Nem sempre as populacbes em consideracdo apresentam variabilidades

semelhantes, sendo importante, portanto, analisar o0s casos em que as
variabilidades se diferem. Sejam var(X) = af na populacdo 1 e var(X) = 022 na

populacdo 2. Neste caso, para um valor x fixo, a razdo entre as duas funcdes de

densidades normais sera dada por:

1 —1lx =\
) = \/2_7; alexp{ 2 ( 91 1) } 0y {—1[<x—ul)2_ (x—uz)z]} (1.22)

=1 (x — up)? ) 2 01 )
m@ew{z( 0, )

Se for considerado —21n(A(x)), tem-se:

—2ln(A(x)) = —2In (Z—l) + [(x - #1>2 B <x - #2)21 (123)

01 03

e novamente classifica-se o elemento amostral como sendo da populacédo 1, se
—2In(A(x)) for menor que zero; como sendo da populagéo 2, se —2In(A(x)) for
maior que zero, e de qualquer uma das duas populacoes se —2ln(/1(x)) for igual a

Zero.

A regra apresentada até o momento para duas populacbes pode ser

estendida para o caso em que se tem p>1 variaveis medidas em cada elemento
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amostral de cada populacédo e os dados sdo provenientes de distribuicdes normais
p-variadas. Suponha que, para a populacado 1, o vetor X seja normal com vetor de
médias u; e matriz de covariancias ),;, € que para a populacédo 2, X seja normal,
com vetor de médias pu, e matriz de covariancias Y,, onde X = [X1 Xz ... Xp]’, a razdo
entre as funcbes densidade para duas populacbes em termos de logaritmo

neperiano, sera:

g l—1 _l _ 'v—-1 _
—2tn(1e) = 2t | Z2AELD) exp (-G~ m) S - wl|

p 1 1 N
@M%, 2)7 [exp{-5 (x — 1) T3 — 1)

[(x - .U1)'ZI1(X - #1)] - [(x - uz)'Zgl(x - .Uz)] +[n|Y; [=In[YX; [] (1.24)

Assim, um elemento amostral com vetor de observacdes x sera classificado
como pertencente & populagdo 1, se —2in(1(x)) em (1.24) for menor que zero, e
serd classificado como pertencente & populagdo 2, se —2In(A(x)) for maior que
zero. Quando —2In(A(x)) for igual a zero, o elemento amostral podera ser
classificado em qualquer uma das populacdes. E interessante observar que a fungéo
discriminante em (1.23) depende das distancias de Mahalanobis (1936) do vetor x
aos vetores de médias u; € u,, além de um fator de correcdo relacionando os
determinantes das matrizes Y; e },. A funcdo em (1.25) é chamada de funcéao
discriminante quadratica. Quando as matrizes ); e ), sdo idénticas, isto &,

Y1 =Y,= 2% ,afuncdo —2In(A(x)) simplifica para:

—20n(A(x)) = (r — ) T = ) = (o — ) T (x = 1) (1.25)

Que é equivalente a funcao conhecida como “funcao discriminante de Fisher” (1936)

expressa como:
fAQ) = (= p2) 'S0 = = (= p2) T + 1) (1.26)

Utilizando-se a férmula (1.26), o elemento amostral que tenha um vetor de
observacgdes igual a x é classificado como pertencente a populacado 1 se fd(x) for

maior que zero ou equivalente se:

(1= 1) 270 > =y — p2) 'S + 112) (1.27)
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e sera classificado como sendo da populacao 2 se:
(1= 1) 27V < 5 (g — 12) 57y + i2) (1.28)

E interessante observar que (u; — i)'y " x = b'x, onde b' = (uy —pz)'S1, é um

vetor de dimensao 7xp. Deste modo, a funcéo discriminante de Fisher tem a forma:
(I’ll - Hz),z_lx = b'x = b1X1 + bzXz + -+ prp (1 .29)

Que é uma combinagado linear das variaveis originais. Dependendo do valor
numérico desta combinacgéo linear, o elemento amostral é classificado em uma ou
outra populacdo. Por sua vez, a constante (C = 1/2) que delimita a regido de
classificacdo € uma combinagéo linear dos seus vetores de médias das duas
populacoes, isto é:

1 ro— (Hat+2)
~(1 = 1) T g + ) = bR (1.30)

Os valores dos coeficientes do vetor b’ s&o provenientes da matriz (uy_u)'Y "t A

Figura 3 apresenta uma ilustracdo da discriminacdo de duas populacdes normais
quando p=2 e a funcao discriminante de Fisher sao utilizadas.

Figura 3: Discriminacao de duas popula¢coes normais. Func¢ao discriminante de Fisher — p=2.

pop. 1
e pop. 2

X2

~Z=wIX1 + w2X2
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A regra de discriminacao construida apenas pelo principio da comparagao entre as
funcdes de densidades das duas populacées, chamado de principio da maxima
verossimilhanca, minimiza as probabilidades dos erros decorrentes de classificacoes
incorretas. No entanto, ndo leva em consideracdo possiveis diferencas entre os

custos associados aos erros de classificagao.

2.4.1 Caso De Duas Populacoes: Estimacdo Da Regra De Classificacao

Na pratica, ndo se conhece os valores verdadeiros dos vetores de médias u,
e U, € nem das matrizes de covariancias ),; e ).,. Portanto, é necessario estima-los
obtendo-se, entdo, uma estimativa para a fung¢ao discriminante A(x). Suponha que
se tenha uma amostra aleatéria de n, elementos de populacdo 1 e uma amostra
aleatéria de n, elementos da populagédo 2, sendo as duas amostras independentes
entre si. Neste caso, os vetores u; e u, serdo estimados pelos vetores de médias
amostrais obtidos das amostras 1 e 2, respectivamente, isto &, x; e X.. As matrizes
Y, € Y, sao estimadas pelas matrizes de covariancias amostrais de cada grupo
separadamente, ou seja, Sy e Su. A funcéao discriminante estimada, de acordo com a
Equacao (1.24), sera dada por:

—2lni(x) =(x— f1)'51_1(x —x) — (x— Jz2)'52_1(95 —Xp) + [In|YX, | = In|X, [] (1.31)

Caso haja indicacdo de que as matrizes ),; e Y, sejam semelhantes, a matriz

comum ..., sera estimada pela matriz combinada S,,,,, definida por:

(n; — DS; + (n, — 1S,

S
ng+n, —2

pxp —

e a funcao discriminante a ser utilizada sera a de Fisher, definida em (1.26), isto é,
fd(x) = (%1 - %) 'S™x — 2 (%1 - %) 'S71 (&1 + o) (1.32)

Se, no entanto, as matrizes de covariancias forem diferentes entre si, a
funcéo discriminante a ser utilizada sera a fung¢do quadratica definida em (1.31), que
considera os sistemas de variabilidades das duas populagdes separadamente.

Existem testes de hipétese que podem ser usados para decidir se as matrizes ), e
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Y., sao iguais ou diferentes (Johnson; Wichern, 2002). Quando se tem apenas uma
variavel (p=1), o teste é equivalente a verificar se as varidncias das populacoes sao
iguais ou diferentes (Johnson; Bhattacharyya, 1997). No entanto, uma alternativa
mais pratica € aquela em que os dois modelos, linear de Fisher e quadratico, sao
ajustados aos dados e analisados, ficando-se, no final, com o que resultar em
menores proporcdes de erros de classificagdo. Caso ambos déem resultados
semelhantes e satisfatérios, opta-se pelo modelo linear de Fisher, uma vez que a
matriz de covariancias teédrica estara sendo estimada com um numero maior de

observacoes.

2.5 Avaliacao Da Qualidade De Ajuste Da Regra De Discriminacao: Caso De

Duas Populacoes

Ap6s a construgdo da funcdo discriminante, é necessério avaliar a sua
qualidade. Para cada elemento amostral da populagdo 1 e 2, calcula-se o escore
numérico da fungao discriminante construida, e a analise destes escores permitira
que se fagca uma avaliagdo da qualidade da funcdo em termos de erros de
classificacdo e capacidade de discriminacdo. Se a fungdo é adequada, espera-se
que os escores de uma populagdo sejam bem diferenciados dos escores de outra
populacao. Deste modo, um primeiro teste que pode ser feito é o de comparacao
das médias dos escores das duas populacées. No caso de duas populacdes
normais multivariadas independentes, esta comparacdao pode ser feita através da

estatistica de teste de Hotelling (Jobson, 1992) para dois grupos independentes,

definida por:
_n1+nz—p—1T2 (133)
p(ny + ny — 2) '
onde,
nn
T? = ——— (3, — 72) (1.34)

ny +n,
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sendo y; e ¥, 0s escores da funcdo discriminante quando aplicada aos vetores de
médias amostrais das populacées 1 e 2, respectivamente. Sob a hip6tese de
normalidade multivariada, pode ser mostrado (Anderson, 2003) que a estatistica
(1.33) tem distribuicdo F com pe (n; + n, —p — 1) graus de liberdade. Assim, para
um nivel de significancia a fixo, 0 < a < 1 a hipétese de igualdade de medias dos
escores das duas populacoes sera rejeitada se o valor observado da estatistica F
em (1.33) for maior ou igual ao respectivo valor critico tabelado. Caso o teste de
Hotelling n&o indique diferenga significante entre as medias dos escores das duas
populagdes, a funcdo discriminante construida deve ser reformulada com o objetivo

de buscar variaveis com maior poder de discrimina¢ao dos grupos.

2.6 Estimacao Das Probabilidades De Classificacoes Incorretas

No caso de duas populacées, existem dois tipos de erros que precisam ser
avaliados:

Erro1: O elemento amostral pertence a populacao 1, mas a regra de classificacao o
classifica como sendo proveniente da populagéo 2;

Erro2: O elemento amostral pertence a populacao 2, mas a regra de classificacao o

classifica como sendo proveniente da populacéo 1;

As probabilidades de ocorréncia destes erros sao denotadas respectivamente

por:
Prob (Erro 1) =p(2/1) e Prob (Erro 2) =p (1/2)

Onde p (2 / 1) é a probabilidade de classificar um individuo no grupo 2, dado
que ele na verdade pertence ao grupo 1 e p (1 /2) é a probabilidade de classificar

um individuo no grupo 1, dado que ele na verdade pertence ao grupo 2.

Quanto menor forem estas probabilidades, melhor sera a funcdo de

discriminagdo. Existem varios procedimentos para se estimar as probabilidades de
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classificacoes incorretas. A seguir, sera apresentado um método nao paramétrico
que esta disponivel na maioria dos softwares estatisticos usuais.

2.6.1 Método da Resubstituicdo

Neste método, os escores de cada elemento amostral observado das
populacées 1 e 2 sdo calculados, sendo a regra de discriminacdo utilizada para
classificar os n = n1 + n2 elementos da amostra conjunta. Quando a funcao
discriminante é de boa qualidade, espera-se que ela apresente uma grande
porcentagem de acerto na classificacdo dos elementos amostrais em relacdo a
populacao a que de fato pertencem. Portanto, neste método, os mesmos elementos
amostrais participam da estimacédo da regra de classificacdo e da estimacdo dos
erros de classificacdo. As freqiéncias de classificagdes corretas e incorretas podem

ser resumidas como na Tabela 1.

Tabela 1: Tabela genérica das freqiiéncias dos erros de classificacao

Populacao classificada pela regra

1 2 Total
Populacéo n1 N1z m
de origem
9 2 N2t No2 nz

Sendo n;; 0 nimero de elementos pertencentes a populagéo de origem i e que séo
classificados pela fungdo discriminante como pertencentes a populagéo j, i, j = 1, 2.
Quando i = j, tem-se o0 numero de classificagdes corretas, e quando i # j, tem-se 0
numero de classificagdes incorretas. Com base nestes dados, as estimativas das
probabilidades de ocorréncia de erros 1 e 2 sdo dadas respectivamente por:

Ni2 N2
15(2/1)=n—1 e 13(1/2)=n—2 (1.35)

sendo n;, 0 numero de elementos da populagédo 1 classificados incorretamente pela

regra como provenientes da populacdo 2, e n,; 0 numero de elementos da
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populacdo 2 classificados incorretamente pela regra como provenientes da
populacéao 1.

Este procedimento de estimacdo do erro aparente de classificacao (APER) é
consistente, mas viciado (Johnson; Wichern, 2002) e tende a subestimar os
verdadeiros valores de p(2 / 1) e p(1 / 2) para elementos que nao pertencem a
amostra conjunta utilizada para a construcao da regra de discriminagao, isto €, novos
elementos amostrais. No entanto, pode servir como uma etapa inicial de avaliacao,
pois se os valores p(2 / 1) e p(1 / 2) forem muito elevados, é sinal de que a regra de
discriminagcdo deve ser reformulada. O vicio deste procedimento tende a zero

quando os tamanhos amostrais n; e n, sdo grandes.

2.7 Estimacao Da Probabilidade Global De Acerto

Em todos os procedimentos de estimacdo tratados na secdo 2.2, a
probabilidade global de acerto da fungéo discriminante é estimada por:

. nyq + Ny
to) = ————— 1.36
p(acerto) — ( )

Para a analise da qualidade da funcdo discriminante, € recomendavel estimar as
probabilidades de ocorréncia dos erros dos tipos 1 e 2 de classificagdes incorretas
separadamente, e ndo apenas a probabilidade de acerto global da regra. E possivel,
por exemplo, ter uma funcao discriminante com alta probabilidade de acerto global,
mas apresentando uma probabilidade alta em algum dos erros parciais dos tipos 1
ou 2.
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3  APLICACAO

3.1  Analise Discriminante: Um Exemplo Pratico

Como exemplo, consideremos uma tabela com dados ficticios, que contém
quatro grupos (1, 2, 3, 4) e quatro variaveis distintas, sendo elas Xy, Xz, X3 € X4, €m
um total de 40 observacgdes.

Este exemplo pratico € destinado, exclusivamente, a fins didaticos, sendo os
dados meramente ilustrativos. Xi, X2, X3 e X4 representam variaveis explicativas que
poderao formar a funcao discriminante, a fim de que os casos sejam distribuidos nos
grupos corretos.

Na fase de aplicacao, faremos uso do software SPSS para a elaboracao da

Anélise Discriminante.

3.2 Analise dos Resultados

A Tabela 2 apresenta as estatisticas descritivas univariadas, para cada um
dos grupos da variavel categorica, que mostra as médias, os desvios padrdao e o
namero de observacées em cada grupo, com 40 observagdes no total.
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Tabela 2: Estatisticas Descritivas das Variaveis para cada Grupo

Grupo Média Des vi'o N Valido
Padrao  Observado Ponderado

X1 5,6818 4,77816 10 10,000

X2 -,4259 1,67768 10 10,000

! X3 -,0001 1,23690 10 10,000
X4 2,5778 2,38911 10 10,000

X1 -,8392 2,14467 10 10,000

X2 -,2838 1,31105 10 10,000

2 X3 ,6097 ,66589 10 10,000
X4 ,0482 ,94261 10 10,000

X1 ,1202 ,79945 10 10,000

X2 3,3259 3,42617 10 10,000

3 X3 -, 1480 ,92932 10 10,000
X4 6,8649 7,11363 10 10,000

X1 -2116 ,73688 10 10,000

X2 1,4499 2,04525 10 10,000

4 X3 ,8303 1,08380 10 10,000
X4 2,4065 4,49183 10 10,000

X1 1,2686 3,62449 40 40,000

X2 1,0165 2,66518 40 40,000

Total  x3 ,3230 1,04712 40 40,000
X4 2,9743 4,90466 40 40,000

Ao se executar a analise discriminante, antes de qualquer coisa, € preciso
analisar as variaveis independentes, verificando a existéncia, ou nao, de algum tipo
de diferenca entre as médias. Segundo Maroco (2007, p. 351), o Lambda de Wilks
testa a hipétese de que as médias dos grupos sao iguais, onde entre as variaveis,
pelo menos em um grupo as médias sao diferentes; neste caso, o objetivo é rejeitar

a hipoétese nula. Dessa forma, as hipéteses testadas sdo as seguintes:

Ho = média dos grupos sao iguais; e

Hy = média dos grupos diferem.
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O resultado desse teste esta na Tabela 3, onde se percebe que apenas a

variavel X3 nao rejeita a hipétese nula (Ho), pois o p-valor (sig.) é maior que o a

(nivel de significancia) de 0,05. Com isso, essa variavel ndo passou no pressuposto

da igualdade das matrizes de variancia e covariancia, ou seja, nao € significante na

diferenciacao entre os grupos. Por outro lado, as variaveis X; e X2 sdo 0s que tém

maior poder de discriminacdo, ou seja, sdo as variaveis que melhor discriminam os

grupos, se comparadas as demais variaveis, por apresentar o p-valor F mais

préximo de zero (o p-valor F expressa as diferencas entre as médias, onde 0s

valores que se aproximam de zero indicam médias mais distintas entre si).

Tabela 3: Teste de Igualdade de Médias dos Grupos

Lambda de Wilks F df1 dar2 Sig.
X1 ,503 11,875 3 36 ,000
X2 ,665 6,057 3 36 ,002
X3 ,844 2,213 3 36 ,103
X4 ,742 4,166 3 36 ,012

Como pode ser observado na Tabela 4, o maior nivel de correlagdo positiva

ocorreu entre as variaveis X2 e Xs. A variavel Xy também apresentou uma forte

correlacao positiva com a variavel X4. No decorrer da analise, veremos quais dessas

variaveis serdo boas discriminantes para a composi¢ao dos grupos.

Tabela 4: Matrizes de Covariancia e de Correlacao para todos os grupos

X1 X2 X3 X4

X1 7,153 496 485 2774
L X2 496 5,114 041 8127

Covariancia X3 . 485 041 1,003 1,281
X4 2,774 8,127 1,081 19,344
X1 1,000 082 181 236
X2 082 1,000 018 817

Correlacao
X3 181 018 1,000 291
X4 236 817 291 1,000

a. A matriz de covariancia tem 36 graus de liberdade.

Pode-se verificar que as variaveis X, e X4 apresentaram a maior correlagéo. A

menor correlecdo foi Xz e X3 com um valor de 0,018.
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A Tabela 5 é a das matrizes de covariancia dentro de cada grupo, pela qual o
pesquisador pode ter uma idéia de homogeneidade de covariancia, que € um dos
pressupostos para a aplicacdo da analise discriminante. No entanto, para ter mais
certeza, ap0s a matriz de covariancia, faremos uso do teste M de Box (Box’s M) para

avaliar com mais propriedade essa pressuposicao.

Tabela 5: Matrizes de Covariancia para cada um dos Grupos.

Grupo X1 X2 X3 X4

X1 22,831 1,841 -1,379 10,957
X2 1,841 2815 -1,775 ,553

1 X3 -1,379 -1,775 1,530 -,047
X4 10,957 ,553 -,047 5,708
X1 4,600 ,427 -,594 1,920
X2 ,427 1,719 -, 754 ,319

2 X3 -,594 -, 754 ,443 -,231
X4 1,920 ,319 -,231 ,889
X1 ,639 -,844 -,039 -1,882
X2 -,844 11,739 1,121 24,087

3 X3 -,039 1,121 ,864 2,564
X4 -1,882 24,087 2,564 50,604
X1 ,543 ,559 ,074 ,100
X2 ,559 4,183 1,571 7,551

4 X3 ,074 1,571 1,175 2,839
X4 ,100 7,551 2,839 20,177
X1 13,137 -1,232 -,958 2,712
X2 -1,232 7,103 -, 161 10,865

Total

X3 -,958 -, 161 1,096 ,457

X4 2,712 10,865 ,457 24,056
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A matriz de varidncia/covariancia de todas as variaveis nos 4 grupos foi:

13,137 -1,232 -—-0,958 2,712

S= 7,103 -0,161 10,865
1,096 0,457
24,056

O teste conhecido como M de Box (Box’s M), nos permite avaliar uma das
pressuposi¢coes da andlise discriminante, que é a homogeneidade das matrizes de
covariancia, em cada um dos grupos, para cada uma das variaveis de estudo. Se ao
realizar o teste, seu p-valor (sig.) for maior que o nivel de significancia, entdo a
igualdade das matrizes encontra sustentagdo, se for menor a suposicao é violada.
Logo, o objetivo é nao rejeitar a hipétese que as matrizes sdo homogéneas.
Queremos testar as seguintes hipéteses:

Ho = matrizes sdo homogéneas; e

H; = matrizes ndo sdo homogéneas

Tabela 6: Resultado do Teste Box’s M

Box's M 15,671
Approx. 1,183
F df1 10
df2 1549,004
Sig. ,298

De acordo com a Tabela 6, o p-valor (Sig.) do teste é de 0,298, que é maior
do que o nivel de significancia a que é de 0,05. Com isso, ndo temos evidéncias
estatisticas para duvidar de que as matrizes sejam realmente homogéneas. Com
isso, aceitamos Hj, passando assim no pressuposto de homogeneidade das
matrizes de variancia e covariancia. Sendo assim, podemos dar continuidade a
analise dos dados. Vale lembrar também que a estatistica Box’s M é diretamente
influenciada pelo tamanho amostral e pelas diferengcas de tamanho que algumas

amostras podem apresentar.
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Tabela 7: Autovalores (Eigenvalues)

Funcéao Autovalor % de Variancia % Acumulado (éc;rrqlagao
andnica
1 1,234° 59,6 59,6 ,743
2 ,693° 33,5 93,1 ,640
3 ,142° 6,9 100,0 ,353

Os Autovalores sdo uma medida relativa de quao diferentes os grupos séo na
funcédo discriminante, ou seja, quanto mais afastados de 1 forem os autovalores,
maiores serdo as variacées entre os grupos explicadas pela funcao discriminante.
Pela saida do SPSS, vemos que a primeira funcao discriminante apresenta um
percentual de 59,6% [1,234/(1,234+0,693+0,142)], ou seja, esta funcao € a que mais
contribui para demonstrar as diferengas entre os grupos. Ja a segunda funcao
apresenta um poder discriminante que explica 33,5% [0,693/(1,234+0,693+0,142)]
da variancia entre os grupos, seguido da terceira fungao, que explica apenas 6,9%
[0,142/(1,234+0,693+0,142)].

O préoximo teste de hipbétese é o de Lambda de Wilks, que segundo Maroco
(2003, p.344) serve para testar a significancia das fungdes discriminantes e é
calculado a partir do determinante da matriz da soma dos quadrados e produtos
cruzados dentro dos grupos; e do determinante da matriz da soma dos quadrados e
produtos cruzados total. As hip6teses a serem testadas sao as seguintes:

Ho
Hi

O objetivo do teste é ndo aceitar a Hy, pois as médias devem ser

média populacional dos dois grupos sao iguais; e
média populacional dos dois grupos séo diferentes.

significativamente diferentes para melhor discriminar os grupos. O resultado desse

teste esta na Tabela 8.

Tabela 8: Lambda de Wilks e Qui-quadrado

Teste de Fungdes Lamb_da de Qui-quadrado df Sig.
Wilks

1até3 ,231 51,220 12 ,000

2até 3 ,517 23,089 6 ,001

3 ,875 4,661 2 ,097
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Na primeira linha, sao testadas as trés fungdes em conjunto, podendo-se
concluir que pelo menos a primeira fungao discriminante € altamente significativa. A
linha seguinte testa a segunda funcao junto com a terceira, podendo-se concluir que
pelo menos a segunda funcdo discriminante € significativa. A terceira linha é
referente a terceira funcao discriminante, na qual o p-value (sig.) € maior do que o a
(nivel de significancia) de 0,05. Com isso, se aceita Hy, concluindo que a terceira
funcdo discriminante ndo é significativa. O lambda de Wilks mostra também que a
primeira funcao é a que tem um melhor poder de discriminacao, ja que seu valor é o
gue mais se aproxima de zero. Os valores de Qui-quadrado apresentados na Tabela
8 testam a significancia das fung¢des discriminante, ou seja, 0 quao bem cada funcao
separa as observacées em grupos (testa se as médias sado diferentes entre os
grupos).

A Tabela 9 apresenta os coeficientes ndo padronizados das funcgdes

discriminantes para cada uma das variaveis explicativas.

Tabela 9: Coeficientes das Fun¢ées Discriminantes

Funcéo
1 2 3
X1 ,318 ,085 ,261
X2 -311 ,256 ,697
X3 -,047 ,923 ,658
X4 ,062 -,330 -,261
(Constante) -,256 ,314 -,476

Por meio da Tabela 9, podemos escrever cada funcao da seguinte forma:

Z,= —0,256+ 0,318X, — 0,311X, — 0,047X5 + 0,062X,
Z,= 0314+ 0,085X, + 0,256X,+ 0,923X5 — 0,330X,
Z3=—0476+ 0,261X; + 0,697X, + 0,658X5 — 0,261X,,

Os valores dos coeficientes padronizados das fungbes discriminantes sao
apresentados na Tabela 10 a seguir:
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Tabela 10: Coeficientes Padronizados das Fun¢6es Discriminantes

Funcao
1 2 3
X1 ,850 ,226 ,699
X2 -,703 ,580 1,576
X3 -,047 ,924 ,659
X4 ,272 -1,449 -1,148

Segundo Maroco (2007), esses coeficientes, que também sdao chamados de
pesos discriminantes, podem ser utilizados para avaliar a importancia relativa de
cada variavel explicativa para a funcdo discriminante, sendo que a interpretacéo
destas funcdes a partir deles deve ser feita com alguma preocupacdo caso haja
problemas de colinearidade.

Assim, a matriz de estrutura apresentada a seguir, na Tabela 11, auxilia na
interpretacdo da contribuicdo que cada variavel forneceu para cada funcao
discriminante, uma vez que apresenta as correlacdes entre as variaveis explicativas

e as fungdes discriminantes candnicas padronizadas.

Tabela 11: Matriz de Estrutura

Funcao
1 2 3
X1 ,865° -,235 ,438
X4 - 116 -653" ,496
X3 -,135 472" ,227
X2 - 412 -,569 707"

As variaveis cujos valores apresentam-se com asteriscos sdo as mais
relevantes para a determinacdo de cada fungdo discriminante, uma vez que
oferecem maiores correlagcdes com essas funcodes.

A partir dos coeficientes ndao padronizados das fungdes discriminantes, é
possivel definir a posicdo de cada um dos centréides dos grupos em um mapa

territorial. Estas coordenadas encontram-se a seguir, na Tabela 12:
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Tabela 12: Centréides dos Grupos

Funcao
Grupo
1 2 3
1 1,810 -,173 ,013
2 -,460 717 -,504
3 -,820 -1,222 -,016
4 -,530 ,677 ,608

A Tabela 13 apresenta um sumario das probabilidades calculadas a priori a
partir da amostra para a obtencao do ponto de corte critico (MAROCO, 2007).

Tabela 13: Probabilidades Calculadas a Priori

Casos Usados na Analise

Grupo Priori
Observado Ponderado
1 ,250 10 10,000
2 ,250 10 10,000
3 ,250 10 10,000
4 ,250 10 10,000
Total 1,000 40 40,000

O mapa territorial deste caso é apresentado na Figura 4 a seguir, com
destaque para os centrdides de cada grupo.
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Figura 4: Mapa Territorial da Analise Discriminante
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O mapa territorial nos da a idéia do comportamento dos grupos € nos mostra
as areas delimitadas por cada um dos grupos, bem como os centrdides, que é o
pardmetro que nos mostrara onde um novo elemento amostral sera alocado de
acordo com os valores observados das variaveis X1, X2, X3 e X4. O Mapa Territorial
nos da uma idéia também de como as fun¢des discriminantes separam os 4 grupos.
Em um exemplo pratico, ao se substituir os coeficientes observados (X1, X2, X3 e
X4) nas fungbes discriminantes e seu valor comparado com os centroides de cada
grupo, o novo individuo sera alocado no grupo que tiver o valor do centréide mais
aproximado do valor estimado da funcao discriminante. Como vemos pelo mapa
territorial, os centrdides dos grupos 4 e 2 sao bem parecidos e se um valor estimado

pela fungdo discriminte se aproxima do centrdide 4, conseqlentemente, também se
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aproximara do centréide 2, podendo ser alocado tanto no grupo 2 quanto no grupo 4,
gerando assim, um erro de classificagéo.

Por fim, a Tabela 14 apresenta os resultados da classificagao.

Tabela 14: Resultados da Classificacao

Previsdo de Membros de Grupos

Grupo 1 2 3 4 Total

1 8 1 1 0 10

2 1 7 0 2 10

Contagem
3 0 1 8 1 10
. 4 0 4 1 5 10
Original

1 80,0 10,0 10,0 ,0 100,0
o 2 10,0 70,0 ,0 20,0  100,0
° 3 ,0 10,0 80,0 10,0  100,0
4 ,0 40,0 10,0 50,0  100,0

A Tabela 14 é muito informativa acerca do sucesso (ou nao) das funcoes
discriminantes. No nosso caso, a analise evidenciou que 70% [(8 + 7 + 8 + 5) / 40]
dos casos foram classificados corretamente, enquanto que 30% [(1+ 6 + 2 + 3) / 40]

dos casos foram classificados de maneira incorreta.
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4 CONCLUSAO

Diante do estudo realizado, pode-se concluir que no contexto do Nnosso
exemplo, considerando-se os resultados gerais da analise discriminante, depois de
verificado que os pressupostos foram de fato atendidos, que as variaveis
selecionadas tém significancia discriminante e que a prépria funcao discriminante é
significante, pela saida do SPSS vemos que a primeira funcédo discriminante dada
por Z, apresenta um percentual de 59,6% de explicacao total da variancia, ou seja,
esta funcéo é a que mais contribuiu para demonstrar as diferencas entre os grupos.

Vimos também, pela matriz de estrutura (11) que a variavel que mais
contribuiu para a determinacado da primeira funcao discriminante, foi a variavel X;
uma vez que ofereceu maior correlagdo com a mesma.

Ao fim da nossa pesquisa, os resultados mostraram que 70% dos casos
foram classificados corretamente enquanto que 30% foram classificados de maneira
incorreta, que nesse exemplo, pode ser considerado um bom nivel de classificacao.

O SPSS mostrou-se ao longo do trabalho, uma ferramenta muito poderosa no
que diz respeito a aplicacdo das técnicas de anadlise discriminante, por todos os
recursos que dispde. Percebe-se, que para a aplicacao das técnicas multivariadas
no SPSS, a habilidade de manusear um software como esse, e um solido
conhecimento dos conceitos tedricos envolvidos ao longo da analise, sao
fundamentais para a realizacdo de uma pesquisa dessa natureza.

Além da analise discriminante linear de Fisher, que foi usada nesse trabalho,
existem ainda outras técnicas discriminantes que também podem ser usadas para o
mesmo fim, como por exemplo, a andlise discriminante candnica, a analise
discriminante quadratica e a analise discriminante de ndcleo.

Como continuidade desse estudo poderiam ser utilizadas outras técnicas de
analise discriminante, bem como as ja citadas, e feito uma aplicagdo com uma
massa de dados nao-ficticios, partindo-se desde a amostragem até a aplicacao da
técnica de AD e considerando-se um maior numero de variaveis dependentes e o
estudo de um numero maior de grupos, o que consequentemente, demandaria em

um numero maior de fungdes discriminantes.
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APENDICE A

Tabela 15: Dados usados na aplicacdao da AD

| Grupos [IRE TR PR E T

1 1 14,03 0,43 -0,04 7,2

2 1 12,74 -0,9 -0,28 5,64
3 1 4,62 1,85 -1,86 1,38
4 1 4,01 2,33 -1,77 1,4

5 1 6,3 -1,68 1,63 3,95
6 1 2,95 -1,22 1,15 2,01
7 1 -2,02 -1,58 1,43 -0,37
8 1 5,36 0,55 -0,87 2,08
9 2 -2,87 -0,87 1,01 -0,86
10 1 1,85 -3,03 0,58 0

11 1 5,99 -1,01 0,01 2,5

12 2 -4,75 -1,1 1,52 -1,41
13 2 -2,02 -1,58 1,43 -0,37
14 2 -0,2 2 -0,32 0,58
15 2 -1,8 -0,77 0,7 -0,59
16 2 2,95 -1,22 1,15 2,01
17 2 -0,54 0,09 0,4 0,18
18 2 1,07 -1,23 0,41 0,33
19 2 0,11 -0,2 0,13 0,08
20 2 -0,35 2,04 -0,32 0,53
21 3 -0,28 10,07 0,39 21,56
22 3 -0,36 7,2 0,43 14,03
23 4 -0,32 1,38 1,85 4,62
24 3 -0,19 5,63 0,51 11,39
25 3 -0,32 3,95 -1,68 6,3

26 3 -0,34 0,13 -0,7 1,35
27 3 1,43 1,92 1,23 3,29
28 3 -0,87 2,21 0,73 6,02
29 3 0,58 -0,86 -0,87 -2,87
30 4 0,01 -0,74 -0,35 -2,59
31 3 1,52 2,5 -1,01 5,99
32 4 -0,27 1,41 0,63 3,94
33 4 -0,21 0,28 0,44 0,15
34 4 1,06 1,4 0,74 4,03
35 4 -0,28 -0,79 -1,03 -2,67
36 4 -0,78 1,2 2,05 3,12
37 4 1,15 0,63 0,15 0,39
38 4 1,35 3,77 2,21 0,33
39 4 0,4 5,96 1,61 12,75
40 3 0,03 0,51 -0,51 1,59
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