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Resumo

A técnica de espectroscopia infravermelho é utilizada na andlise organica qualita-
tiva. De forma a contribuir com essa e outras técnicas, os modelos de regressao nao
linear sao utilizados quando se deseja descrever a relacao entre uma variavel resposta
Y e uma variavel explicativa X. Para se encontrar as estimativas dos parametros des-
ses modelos, seja por minimos quadrados ou por maxima verossimilhanca entre outros,
¢ necessario o uso de métodos iterativos como os de Gauss-Newton, Quasi-Newton e
Newton-Raphson, bem como verificar a qualidade do ajuste do modelo realizando-se uma
analise dos residuos. Os modelos multirespostas baseiam-se em uma relagao para o qual
os modelos sao geralmente especificados como formas nao lineares nos parametros. Nesse
contexto, foi analisada sete amostras de (100g) de solo misturadas com fertilizantes ni-
trogénio, fésforo, na gama de concentragoes de 1-15% para serem analisadas por meio de
refletancia de infravermelho com objetivo de ajustar dois modelos de regressao logistico e
um modelo de regressao multiresposta. Verificou-se que os parametros do modelo logistico
foram todos significativos ao nivel de 5% de significancia e que o modelo se ajustou bem
aos dados. No modelo multiresposta, todos os parametros da funcao foram significativos a
95% de confianca, pois os intervalos assintéticos nao incluem a valor zero. Tendo em vista
os resultados encontrados para o modelo multiresposta, pode-se afirmar que os resultados
inferencias obtidos foram satisfatérios.

Palavras-chave:Espectroscopia; Infravermelho; Modelo nao linear; Multiresposta



Abstract

The technique is infrared spectroscopy used in qualitative organic analysis. In order
to contribute to this and other techniques, models of nonlinear regression is used when
you want to describe the relationship between a response variable Y and an explanatory
variable X. To find the parameter estimates of these models, either by least squares or
by maximum likelihood among others, it is necessary to use iterative methods such as
Gauss-Newton, Quasi-Newton and Newton-Raphson and check the quality of fit of the
model and analyze conduct a waste. The models multiresponse are based on a relationship
to which the models are usually specified as non-linear forms in the parameters. In this
context, we analyzed seven samples (100g) mixed with soil fertilizer nitrogen, phosphorus
concentrations in the range of 1-15 % to be analyzed by means of infrared reflectance
in order to fit two logistic regression models and multiresponse regression model. It was
found that the parameters of the logistic model are all significant at the 5 % significance
and that the model fits well to the data. In multiresponse model, all function parameters
were significant at 95 % confidence intervals for the asymptotic not include the zero value.
Considering the results for the multiresponse model, it can be stated that the results were
satisfactory inferences.

Key-words: Spectroscopy; Infrared; Nonlinear model; Multiresponse
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1 Introducao

As técnicas espectroscopicas tém sido cada vez mais utilizadas na agricultura e na
industria de alimentos nas tultimas décadas. Os métodos de analise classicos, ou seja,
laboratorios de analises das amostras de alimentos, do solo ou da planta sao caros, sao
demorados e exigem muito trabalho tanto na coleta da amostra, quanto pela avaliacao
em laboratorio. Para suprir estes problemas, varias técnicas instrumentais, como re-
flectancia, espectroscopia, espectroscopia de fluorescéncia, etc., tem sido utilizadas para
a determinacao da composicao dos nutrientes, estas técnicas analiticas sao relativamente

vantajosas, uma vez que sao rapidas e nao destrutivas (SEN, 2003).

A utilizacao de modelos de regressao nao lineares é bastante requerida quando se
deseja descrever uma relacao entre uma variavel resposta Y e uma variavel explicativa
X de modo a se avaliar o comportamento de uma variavel em funcao da outra. Dessa
forma, modelos de regressao nao lineares sao bastante utilizados em processos como cres-
cimento, decaimento, nascimento, mortalidade, etc. Para Ratkowsky (1983) um modelo
de regressao é nao linear nos parametros, se pelo menos uma derivada parcial da variavel
dependente, com relacao a algum parametro existente no modelo, depende de algum
parametro. Existe ainda os modelos que a principio sao ditos nao lineares mas que ao ser
realizado algum procedimento de transformacao se tornam modelos de regressao lineares

com novos parametros.

Sempre que o pesquisador se depara com a necessidade de compreender algum fenomeno
0 mesmo passa a obervar uma variavel especifica que traga informacoes a cerca do
fenomeno que esta sendo estudado, porém, nem sempre as indagacoes sao respondidas
analisando-se apenas uma variavel mas, um conjunto de varidveis. Os modelos de re-
gressao de resposta multipla sao aqueles em que as variaveis dependentes possuem relagoes
funcionais diferentes com as variaveis independentes. Mesmo sendo dificeis de serem exe-
cutados esses modelos sao importantes, princialmente, porque o mesmo baseia-se em uma
relacao para o qual os modelos sao geralmente especificados como formas nao lineares nos

parametros.

Sendo assim, esse trabalho tem por objetivo ajustar, inicialmente, um modelo de

regressao logistico para as variaveis nitrogénio e fésforo, ambos separadamente, e em
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seguida realizar uma anélise de regressao nao linear multiresposta com as duas variaveis
de forma conjunta, com o objetivo de verificar se o comportamento da variavel nitrogénio

esta correlacionado ao comportamento da variavel fosforo.
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2 Fundamentacao Teodrica

Esta secao tem como objetivo retratar de forma clara e pontual os aspectos histoéricos
referentes a modelos de regressao nao linear, bem como modelos de regressao nao linear

multiresposta por meio de livros, artigos, teses e dissertagoes.

2.1 Marco Historico

A expressao “regressao” foi sugerida por Sir Francis Galton (1885) em um estudo que

demonstrou que a altura dos filhos nao tende a ser igual a altura dos pais, mas que regride
para a média da populacao. No modelo de regressao linear existe uma relecao, ou nao,

entre uma varidvel dependente Y e uma varidvel independente X.

E muito comum em diversos trabalhos cientificos ocorrer uma relacao funcional entre
as variaveis estudadas, e como na grande maioria dos experimentos o pesquisador trabalha
com dados amostrais, ocorre uma necessidade de verificagao da significancia dessa relagao
funcional entre as variaveis. Para a verificacao estatistica dessa relacao, os pesquisadores
usam com frequéncia os modelos de regressao, que consistem no estudo estatistico de
uma equacao que explica a variacao da variavel dependente pela variacao dos niveis das

variaveis independentes.

O estudo da relacao entre duas variaveis X e Y, pode ser representado por uma funcao
de X que explique Y
XY =Y ~{(X).

H&4 muitas situacoes em que nao é desejavel, ou até mesmo possivel, descrever um
fenomeno por meio de um modelo de regressao linear. Nessas situacoes ¢ indicado o uso
de modelos de regressao nao lineares, tendo em vista que o mesmo obtém uma relacao
tedrica entre as variaveis de interesse. Modelos de regressao nao lineares sao conhecidos
desde 1920 por meio de estudos de Fisher R. A. e Mackenzie. Entretanto, esse tipo de
modelo foi melhor anédlisado e por consequéncia mais utilizado por volta de 1970 quando

ocorreu um avango dos calculos computacionais (DODGE, 2008).

Durante as duas ultimas décadas, duas abordagens para a andlise estatistica de mo-
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delos de multiresposta foram usadas em paralelo. A primeira é o método dos minimos
quadrados generalizados proposto por Zellner (1962), que inicialmente trata os modelos
de forma linear. Enquanto que, Gallant (1987), usou uma aproximagao para modelos nao
lineares, cuja abordagem baseia-se na soma dos quadrados generalizado, que é dependente
dos segundos momentos dos termos de erro. Também a abordagem, desenvolvida com um
argumento bayesiano por Box e Draper (1965), utilizaram um critério determinante da
matriz da soma dos quadrados e produtos cruzados dos residuos. Esse critério da estima-
tivas dos parametros mais precisos do que o critério de minimos quadrados generalizado
no sentido de que, no contexto bayesiano, o método dos minimos quadrados generalizados
¢é derivado a partir da densidade marginal posteriori enquanto o bayseano é a partir da

densidade condicional posteriori dos parametros do modelo.

2.2 Modelos de regressao nao lineares

Modelos de regressao nao lineares sao muito utilizados quando se deseja descrever

a relacao entre uma variavel resposta Y e uma variavel explicativa X. De acordo com

Gomes (2009), um estudo sobre adubacao, a produgao média em toneladas (ton) pode ser

modelada como sendo uma fun¢ao quadratica da dose de um nutriente em quilogramas
(kg)

f(X) =a+bX +cX? (2.1)

Em 2.1, o modelo é linear nos parametros a, b e c. Entretanto, por meio da lei de

Mutscherlich, a producao média pode ser modelada da seguinte forma
F(X) = af{l — exp[-b(X — o)]}, (2.2)

em que, a representa a produ¢do maxima tedrica em (ton) possivel quando se aumenta
infinitamente a dose do nutriente, b em (kg~!) deve ser interpretado como sendo o coe-
ficiente de eficicia do nutriente e ¢ em (kg) é o conteido do solo. Um grande nimero
de pesquisadores acreditam que as relacoes entre varidveis bioldgicas sao melhores inter-
pretadas por modelos nao lineares. Processos como crescimento, decaimento, nascimento,
mortalidade, abundancia, competicao e producgao raramente sao relacionadas linearmente

as varidveis explicativas (SCHABENBERGER; PIERCE, 2002).

Um modelo é considerado nao linear nos parametros, quando uma variavel dependente
Y nao pode ser escrita na forma de funcoes lineares de seus parametros. Muitos autores,

por exemplo, Ratkowsky (1983) e Bates e Watts (1988) definem que um modelo é dito
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ser nao linear se pelo menos uma derivada parcial da varidvel dependente, com relacao
a algum parametro existente no modelo, depende de algum parametro. Na maioria das
vezes, a quantidade de interesse é a média de Y. Desta forma, considere a situacao em
que

E(Y|z) = (X, 6), (2.3)

¢ um modelo cujo a quantidade de interesse é a média de uma variavel explicativa X e
do seu vetor p parametros 87 = (y,...,0,) por meio de uma fungao nio linear 1. Para
dar sequéncia, se faz necessario realizar algumas mudangas de notagao em (2.1) e (2.2) de

acordo com (2.3). Sendo assim, tem-se que

N(X,00,01,05) = 0+ 61X +0,X> (2.4)
T](X, eaa Qba ‘96) - 9&(1 - 6[Ep{—9b(X - 96>})7 (25)

sao modelos nao lineares nos parametros, onde os indices a,b e ¢ na Equagao (2.5) sdo
interpretados respectivamente como a assintota, eficiéncia e conteido. Como foi dito
anteriormente, e agora utilizando a notacao em (2.3), sabe-se que um modelo nao linear
¢ assim caracterizado quando pelo menos uma das derivadas de 7 com rel¢ao a um dos
parametros em 6 envolver parametros. Ao ser realizadas as derivadas parciais da Equacao
(2.4), é possivel verifica que isso nao ocorre, sendo assim, o modelo é linear nos parametros.

O mesmo nao é constatado, ao ser avaliada a Equagao (2.5)

o _

. = 1 —exp{—0,(X —0.)}

DM (0, — X)empl—by(X — 0,)}

00,

gg = —Oabhexp{—0y(X —0.)}, (26)

haja visto que, os parametros 6, e 6. foram encontrados nas derivadas. Portanto, o
modelo é nao linear nos parametros. Uma observagao importante sobre modelos nao
lineares esta relacionado quanto a sua classificacao. Modelos de regressao que a priori sao
considerados nao linear nos parametros, mas que ao sofrerem algum tipo de transformacao
se tornam modelos de regressao lineares com novos parametros, sao chamados de modelos
de regressao intrinsecamente lineares segundo Bates e Watts (1988) e Draper e Smith

(1998). E o que acontece em
n(X,0) = exp{f+ 0, X}, (2.7)

ao ser aplicada a transformagcao por meio da funcdo logaritmica (log) o modelo se tran-
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forma em um modelo linear
logn(X,0)] = 6y+ 0, X. (2.8)

Observe que isso nao ocorre em (2.5). Esse tipo de modelos sdo chamados de modelos
de regressao intrinsecamente nao lineares nos parametros de acordo com Draper e Smith

(1998), pois 0 mesmo é nao linear e nem intrinsecamente linear nos parametros.

Até aqui, o que foi dito sobre modelos de regressao nao lineares, nao foi considerado
um fator aditivo. Esse componente do modelo é o erro aleatorio que sera parte permanente
do modelo. Sendo assim, faz-se necesséario definir que, em dados cujas as observagoes sao
contituidas de respostas univariadas Y; dependentes de uma contribuicao X; fato comum

em andlises estatisticas, Gallant (1987). Define,
Y, = n(X;,0)+¢e i=1,..,n, (2.9)

emqueY = (y1,...,yn) é0vetor de observacoes ou de varidveis independentes, n(X;, 0) =
n(x1,8),...,n(x,,0)] é o vetor de fungoes de regressao ou fungao das varidveis regressoras
e dos parametros chamada de fungao esperanga, 87 = (6y,...,6,)" é o vetor p-dimensional
de parametros desconhecidos e ¢; = (€1,...,&,) é o vetor de erros representando por

fenomenos nao observaveis ou ainda o erro experimental.

2.2.1 Meétodo de estimacao por minimos quadrados

Sabe-se que os métodos mais frequentimentes utilizados para a estimacao de parametros
em modelos de regressao nao linear sao os métodos de minimos quadrados e o da maxima
verossimilhanga. Para Gallant (1987), o método de estimagao por minimos quadrados uti-
lizado para encontrar os parametros de um modelo de regressao nao linear é o mesmo uti-
lizado em modelos lineares. Draper e Smith (1998) afirmam que a estimativa de minimos
quadrados de 0 é a mesma estimativa encontrada por meio do método de maxima veros-
similhanca. Os mesmos definem ainda, que a soma de quadrados dos erros de @ para o
modelo nao linear oriundo de dados cujo objetivo é o de encontrar a estimativa 9, é dada

minimizando-se a funcao quadratica

SQE(0) = Z{yi—n(xi,e)f (2.10)
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em seguida, deriva-se SQF(0) em relacao a @ para se obter

aSQE on
—22{% (i, 0)} 5 -

Com essa derivacao foi gerado p equacoes normais que devem ser resolvidas para 6. Essas

equagoes normais podem ser expressas da seguinte forma

Z{yz o0} || <

=0,
. . R , . 9SQE0.,)
A estimativa 0 para o vetor de parametros 6, é encontrado ao ser igualado —r
zero para r = 1,...,p. Comumente as equagoes %5(0) = 0, nao sao lineares e portanto

nao tem uma solucao explicita. Sendo assim, devem ser resolvidas numericamente por

meio de processos iterativos.

A maioria dos algoritmos para computacao das estimativas de minimos quadrados 0
e a maioria dos métodos inferéncias para modelos nao lineares sao baseados em métodos
iterativos que consideram uma aproximagao linear local para o modelo (BATES; WATTS,
1980).

2.2.2 Meétodo de estimacao por maxima verossimilhanca

O método de estimagao por maxima verossimilhanga foi proposto por Ronald Aylmer
Fisher em seu artigo “On an absolute criterion for fitting frequency curves”, no qual propos

a maxima verossimilhanga como um método de modelagem de curvas de frequéncia, Fisher

(1912).

Sob a suposicao de normalidade dos erros, tem-se que os estimadores de maxima
verossimilhanca sao idénticos aos de minimos quadrados, pois maximizar a funcao de
verossimilhanga corresponde a minimizar a soma de quadrados de residuos (CHIACCHIO.E,

1993). Isso significa que, os erros aleatorios ; sao

i) aditivos e de média zero;
ii) normais;
iii) de variancia contante;

iv) independentes.
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Seja a funcao de verossimilhanca L dada por

L6,y) — ﬁ 1 exp{_[yi_U(Xi,Or)]Q}

= (271)7771(02)763:‘]) {_ﬁ Z[?/z — (X, er)]Q}

i=1
em que, os €; sejam independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) e que n(X;,0) é
a fungao de densidade, ambos seguem distribuicao N ~ (n(X;, ), Io?). Os estimadores
de maxima verossimilhanga dos parametros de 8 sao obtidos ao maximizar a funcao de
verossimilhanca £(0,y;) = log[L(0,y;)] assim, a fungao passa a ser

n

(0 u) = —2logm) = Sloglo®) — 55 S lyi— @0 (211

i=1

Ao observar a expressao (2.11) é possivel constatar que para maximizar uma fungao
dessa natureza em modelos nao lineares, se faz necessario a utilizacao de algum método

iterativo. Alguns desses métodos iterativos serdao discutidos a partir da proxima secao.

2.3 Meétodos de otimizacao

Quando discutido sobre os métodos de minimos quadrados e o método da maxima
verossimilhanca para a estimacao de um parametro #, foi destacado o fato de que estimar
um parametro em modelos de regressao nao linear nao é uma tarefa simples, pois como em
modelos multiparamétricos, as solucoes das equagoes normais podem ser extremamente
dificeis, nao apresentando solucao explicita, sendo necessario o uso de algum método ite-
rativo de resolucao para equagoes nao lineares (RATKOWSKY, 1983; BATES; WATTS,
1988). Além disso, uma dificuldade presente para a anédlise estatistica de modelos de
regressao nao linear, emerge do fato de que os algoritmos existentes podem nao convergir
e por consequéncia os resultados inferenciais que sao baseados numa aproximagao linear
podem ser pouco confidveis. Existem muitos métodos iterativos/de otimizacao para a ob-
tencao de estimadores, a exemplo do método de Gauss-Newton ou método da linearizacao,
Quasi-Newton, Newton-Raphson, Steepest Descent, método de Marquardt entre outros.
Porém, neste trabalho, sera realizada uma discussao sobre os trés primeiros métodos que

foram citados.
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2.3.1 Meétodo de Gauss-Newton

Foi visto anteriormente que as equagoes do tipo %%OE(% = 0 sao nao lineares e por

isso devem ser resolvidas por meio de algum método de iteracao. O algoritmo de Gauss-
Newton é um dos métodos mais utilizados para obtencao de estimativas de minimos
quadrados nao lineares, sendo que, esse método utiliza uma expansao em série de Taylor
de primeira ordem com o objetivo de aproximar o modelo de regressao nao linear em
termos lineares para em seguida aplicar minimos quadrados ordindrios e assim, estimar
os parametros. Na verdade o que se pretende, inicialmente, é encontrar um determinado

0 em que, 6° = [81(0), s Hp(o)] ¢ o vetor inicial de parametros, isto é,
n(X,0) ~n(X,09) + A® (9 —60)

em que, X é denominada como a matriz de delineamento do experimento, @ = (64,65, ..., 0,)
é o vetor dos verdadeiros parametros de regressao e A(?) é o vetor de derivadas de primeira
ordem da SQE(0) em relacao aos parametros do modelo nao linear, calculado em 0.

Assim, definindo-se g como vetor de residuos, pode-se escrever:

g = n(X,0)
g ~ n(X,00)+A00 -6
g—n(X,09 ~ AQ@ -6

0)

Y

Utilizando-se do mesmo algebrismo para fazer g —n(X,0®) = g e  — 0¥ =

tem-se uma aproximacao para um modelo de regressao linear:
g? = VA0 4 (2.12)

em que, ¢p© é o vetor de coeficientes de regressao obtido da diferenca entre o vetor dos
verdadeiros parametros de regressao e o vetor dos valores iniciais atribuidos a eles. Na
verdade, o que se pretende obter com o modelo ajustado em (2.12) é estimar o vetor dos
coeficientes de regressao ¢©). Essa estimativa é obtida do método de minimos quadrados
em que @0 = (AIOAO)*lAIOg(O) ¢ utilizada para corrigir as estimativas iniciais dos
parametros de correcao para que o modelo de regressao nao linear seja agora aproximado

a termos lineares.

Apos a primeira iteracao, partisse para atualizar o vetor de estimativas dos parametros
dado por: 8V = 0V, Se a soma de quadrados dos desvios SQE(H(I)) for menor que
SQE(0) o processo deve ser repetido, agora utilizando (8™)) no lugar de (0?), para
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encontrar % = 0(1>go(1) e assim sucessivamente até que se alcance uma convergéncia de
acordo com algum critério pré-estabelecido. A esse processo, dar-se o nome de método de
Gauss-Newton e um critério de parada é considerado a convergeéncia na k-ésima iteragao
se,

|SQE(97“I€_1> - SQE<0rk)| < d

parar = 1,...,p, em que p é o nimero de parametros e 9 é o menor erro possivel para o

r-ésimo parametro.

2.3.2 Meétodo de Quase-Newton

Os métodos Quase-Newton também conhecidos de classe de métodos de métricas
variaveis, pertencem a uma classe de métodos de otimizacao inspiradas no método de
Newton para minimizacao de uma fungao que sao muito eficientes, pois elimina a ne-
cessidade do célculo de segundas derivadas e tipicamente apresenta bom desempenho
computacional. Alguns exemplos dessa classe s@o: o método BFGS (Broyden, Fletcher,
Goldfarb e Shanno), método DFP (Davidon, Fletcher e Powell), Método de Shamanski,
Método de Broyden e outros. Para a resolucao de sistema de equagoes nao lineares o
método de Newton é bom, porém com alto custo computacional, portanto parece natural
a introducao de métodos “quase bons”, porém de custo relativamente baixo e os métodos
Quase-Newton foram estabelecidos em sua maioria com este objetivo. Contudo, a redugao
de custos operacionais traz consigo a reducao na velocidade de convergeéncia. Isso acontece
por que a solugao do sistema é obtida com uma tnica avaliacao da matriz Jacobiana, isto
é, somente avalia-se esta matriz no ponto inicial, ao contrario do método de Newton, que

avalia a Jacobiana em todas as iteracoes.

Sabe-se que o método de Newton, no qual a solucao #* é aproximada por uma

sequéncia de pontos {6*}, é gerada por:

A(Qk)sk _ _,',’<0k)7 Qk—i—l — ek + Sk

em que, A(f) é a matriz Jacobiana da funcdo 1 no ponto @ e S* ¢é a solucao do sistema
linear. Portanto, uma iteracao de Newton exige basicamente que a avaliacao da matriz

Jacobiana em {6} e a resolucdo do sistema linear
A(0F)SF = —n(0").

J4 para os métodos Quase-Newton, a sequéncia {#*}, sendo que, o objetivo inicial é evitar
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o célculo de A(f) em cada iteragdo aproximando-a de uma matriz By, é gerada através
da férmula:
BpS* = —m(0%), 0"t =0k + Sk

A matriz By, é obtida através de férmulas de recorréncia que envolvem 0%, §%+1,
n(0%) e p(0**1) como informagoes. Logo, a forma como By, é obtida define um dos

métodos Quase-Newton aos quais foram citados anteriormente.

2.3.3 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson, que tem como base o método de Gauss-Newton, é um
dos mais utilizados para obter solugao de equagoes nao lineares pois converge rapidamente.
E importante ressaltar que esse método numérico ¢é utilizado para encontrar as estima-
tivas de minimos quadrados e também para as estimativas de méaxima verossimilhanca.
Resende (2007) trds em seu livro um estudo tedrico de como proceder para encontrar os
estimadores de maxima verossimilhanca utilizando o método de Newton-Raphson. Aqui,
sera abordado a situacao em que se deseja verificar como o método se desenvolve para se

obter as estimativas de minimos quadrados.

O método de Newton-Raphson vai procurar as raizes da derivada da funcao dada
em (2.10) com relagdo a cada parametro, portanto, se 8 é um vetor de p parametros, a

derivada de SQE(0) serd uma fungao p-dimencional,

9SQE(0)

51(9) = —8SQE(9) = 8?1
. 9SQE(0)

00,

A ideia de DeVries (1994) ¢é utilizada para descrever o método de Newton-Raphson,
salvo as devidas mudancas de notacao e observacoes de natureza estatisticas, que serao
acrescentadas ao longo do texto. Sendo assim, pode-se afirmar que o método se baseia na
aproximacao de primeira ordem em torno da fungao S;(80), sendo que essa aproximagao
ocorre pela série de Taylor e esta escrita como

(6 —0,)*

51(0) = 51(90) + (0 - 00)'31/(90) + 9|

2
S1"(00) + - - -
conservando apenas os dois primeiros termos da série, tem-se
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Essa equagao forma uma reta que passa pelo ponto S;(6g) com inclinagao S;’(6y), ou seja,
ela é tangente a curva no ponto 8y. Por isso, o método é conhecido por alguns autores

como método da tangente ou tangencial.

Sob a suposicao de que S1(6) é igual a zero, uma vez que 0 é a raiz da fungao ao ser

considerada a expancao da série de Taylor de primeira ordem, tem-se:

0 = S1(6o)+ (6 —60)5;(60)

—S1(00) = (0 —00)S;(8)
51(90)
° 51(60)

em que, @ é o ponto que deve ser utilizado no lugar de 8, para se obter um novo valor
inicial com uma melhor aproximagao. Alterando rapidamente a notacao para se calcular a
(i+1)-ésimo valor, resultante das sucessivas iteragoes, ver-se que a atualizagdo dos valores

é dado por
B 51(6,)

TS,

Assim como no método de Gauss-Newton um critério de parada pode ser adotado para o

o+ — 0

processo iterativo afim de se obter bons valores para 8¢*1). Resende (2007) ao falar do
método de Newton-Raphson para se obter valores de 8¢+ quando o processo é extrutu-
rado em torno da méxima verossimilhanca, define que enquanto a diferenca ¢+ — 9@,
denominada de correcao, nao for nula, o processo de iteracao deve continuar. A ideia

pode ser extendida também para minimos quadrados ou ainda, pode-se escolher um outro
oG+ _g®)
0@ :

O método de Newton-Raphson nao é um método para maximizar/minimizar fungoes

critério chamado de erro relativo cujo critério de parada é dada por

com objetivo de estimar parametros mas, um processo que se baseia no fato equivalente

de que a derivada no ponto critico da fun¢ao SQF(0) dada em 2.10 é zero.

2.4 Qualidade do ajuste

Nem sempre as estimativas dos parametros de modelos nao lineares sao de interesse
praticos. Isso ocorre porque as estimativas sao obtidas de maneira assintotica por meio
de algum preocesso iterativo, podendo levar o processo a convergir para um minimo
local e nao para um minimo global que é o desejado. Por esse motivo, se faz necessario
observar alguns critérios quanto a selecao de modelos para o qual se pretende descrever

um determinado fenémeno. Draper e Smith (1998) afirma que em qualquer andlise, se
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faz presente a necessidade de ser avaliado o ajuste do modelo para os dados. Sartorio
(2013) em seu estudo, comenta sobre a necessidade de se observar esses aspectos quanto
a qualidade do ajuste de um modelo nao linear, quais sejam: o nimero de iteracoes para
que haja a convergéncia de um processo de otimizacao, o coeficiente de determinacao, a

estimativa da variancia, o erro de predicao média e ainda, o erro padrao das estimativas.

2.4.1 Coeficiente de determinacao

A definicao do coeficiente de determinacao R? em modelos de regressao nao linear nao
¢ obtida de forma simples tendo em vista que um dos critérios de sua defini¢ao requer a
presenca de intercepto no modelo, parametro que nem sempre é parte integrante nesses
modelos. Sendo assim, considere-se o RJQ. definido mais adiante, como sendo uma medida

préxima a R?,

~ SQE(6)

Ri=1- —"—0
ly — 9l

J

em que, SQF (é) ¢ a soma dos quadrados dos residuos avaliados em é, y ¢ o valor observado
e g indica o valor predito. Porém, ressalta-se que o RJQ- nao ¢, isoladamente, um critério
adequado para discussao de ajuste de modelos, pois, geralmente, em ajuste de modelos
nao lineares, é comum a obtencao de RJQ- assintéticos altos e similares (REZENDE et al.,
2007).

2.4.2 Analise de residuos

A andlise de dignéstico, também chamada de andlise de residuo, é uma etapa de
grande importancia no que se refere a analisar os pressupostos do modelo em estudo
e para identificar alguma caracteristica inesperada nos dados. Existe a disposicao uma
grande variedade de métodos de diagnéstico para auxiliar na analise do modelo e, em
geral, esses métodos sao utilizados em modelos de regressao linear. Sendo assim, para
muitos autores, com excessao dos residuos, os métodos de diagnédstico utilizados para
modelos de regressao linear podem ser facilmente estendidos para modelos nao lineares.
Todavia, para o desenvolvimento desses métodos é necessdaio um estudo aprofundado do
comportamento dos residuos, principalmente quando se esta trabalhando com pequenas

amostras.

A analise de residuos num modelo estatistico pode ser baseada nos residuos ordinarios,
ou em versoes padronizadas, ou em residuos construidos apartir dos componentes da

funcao desvio (MCCULLAGH; NELDER, 1989), ou em residuos generalizados (COX; SNELL,
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1968), além dos residuos projetados explorados por (CORDEIRO; PAULA, 1989). Usual-
mente os residuos ordinario, normalizados, estudentizados e outros sao os mais utilizados
na elaboragao de métodos de diagnéstico em modelos de regressao nao linear sendo que

sua definigdo pode ser observada em Cox e Snell (1968).

Outra maneira de se andlisar os residuos se dar por meio de gréaficos informais que
exibam caracteristicas dos residuos bem como testes formais baseados em hipoteses. Para
Cook e Weisberg (1982) tanto as anédlises informais quanto formais se complementam e
tém seu destaque na andlise residual. Além disso, é através dos residuos que pode-se
encontrar pontos influentes e/ou até mesmo outliers nos dados quando se estd andlisando

os residuos.

Segundo Cordeiro e Paula (1989), embora as técnicas de diagndstico da regressao nao
linear sejam simples extensoes das técnicas da regressao linear, as interpretagoes nao sao
diretamente aplicaveis, particularmente, em virtude de os residuos ordindrios nao terem

mais uma distribuicao, aproximadamente, normal.

Por meio dos residuos, também pode-se encontrar possiveis pontos influentes e/ou
outliers. Dessa forma, uma ou mais observagoes sao ditas discrepantes (outliers) se seus
residuos sao muito grandes em relagao aos demais (DRAPER; SMITH, 1998). J4 os pontos
influentes sao observagoes que, embora nao apresentem residuos grandes, podem alterar
significativamente as estimativas dos parametros do modelo escolhido. Para detectar a
presenca de pontos influentes ou de outliers, técnicas graficas, como diagramas de dis-

persao, e graficos da distancia de Cook podem ser usadas.

2.5 Modelos de regressao multiresposta

Segundo Bates e Watts (1988), as andlises de dados utilizando-se modelos multires-
posta sao caracterizadas por experimentos, nos quais ha M respostas medidas em N
observagoes experimentais e que os modelos das M respostas dependem de um total P de

parametros 6, e pode ser escrito como
Ynm = fin(Xn;0) + 2y com n=1,....N m=1,... M, (2.13)

em que Yy, sao variaveis aleatorias associadas com as medidas dos valores da m-ésima res-
posta nas n-ésimas observacoes, f,, ¢ a fungao do modelo para a m-ésima resposta depen-
dendo de alguns ou todos os conjuntos experimentais x,, e alguns ou todos os parametros

0, e Z,, sao os termos dos erros.
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Os modelos de regressao com mais de uma variavel resposta, podem ser classifica-los
em dois grupos, sendo que, no primeiro grupo estao os cldssicos, ou seja, os modelos de
regressao linear multivariados nos quais cada varidvel dependente tem a mesma relagao
linear funcional com as variaveis independentes, mas com diferentes coeficientes. No
segundo grupo, os modelos de regressao de resposta multipla (modelos multiresposta),
em que as variaveis dependentes podem ter relacoes funcionais diferentes, lineares ou nao

lineares, com as varidveis independentes (PEIXOTO, 2013).

O modelo classico de regressao linear multipla fornece uma generalizacao multivariada
da regressao linear univariada e anélise de modelos de variancia. Assim, a maioria das
inferéncias estatisticas, incluindo estimacao, testes de hipdteses e distribuigao tedrica,
para estes modelos lineares sao exatas e sao extensoes dos modelos de regressao linear

univariada, como discutido, por Anderson (1984).

As andlises de regressao multiresposta sao consideradas dificeis de serem executadas
na pratica, e em geral, os métodos de aproximacao para obtencao das estimativas devem
ser apropriados. Além disso, mesmo quando todas as fun¢oes do modelo sao lineares, as
estimativas dos parametros devem ser calculadas de forma iterativa e a distribuicao exata

das estimativas nao ¢é facilmente calculada.

No entanto, a utilizacao dos modelos de regressao de multiresposta é importante
quando comparada com o modelo de regressao linear multivariada classica, especialmente
quando o modelo baseia-se em uma relacao para o qual os modelos sao geralmente especi-
ficados como formas nao lineares nos parametros. As vantagens de combinar informacoes
de varias respostas em comparagao com o uso uma resposta de cada vez sao tais que, o

3 )
primeiro permite-nos obter uma melhor compreensao do estudo em questao, bem como

estimativas mais explicativas dos parametros (BOX; DRAPER, 1965).

Durante as ultimas décadas, duas abordagens para a analise estatistica de modelos de
multiresposta foram usadas em paralelo. A primeira é o método dos minimos quadrados
generalizados proposto por Zellner (1962), que inicialmente trata os modelos de forma
linear. Enquanto que, Gallant (1987), usou uma aproximagao para modelos nao lineares,
cuja abordagem baseia-se na soma dos quadrados generalizado, que é dependente dos
segundos momentos dos termos de erro. Também a abordagem, desenvolvida com um
argumento bayesiano por Box e Draper (1965), utilizaram um critério determinante da

matriz da soma dos quadrados e produtos cruzados dos residuos.
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3 Aplicacao

Encontram-se nesta secao as principais metodologias que serviram de base para este
trabalho, utilizando-se de modelos nao lineares e modelos multiresposta e nas inferéncias

realizadas por meio de aproximacao.

3.1 Material e métodos

Os dados para realizagao deste trabalho foram obtidos do trabalho de SEN (2003), no
qual, as amostras de solo foram coletadas em Fazendas de pesquisa. As amostras foram
preparadas para a analise, com o uso da técnica de espectroscopia infravermelho. Uma
técnica de inestiméavel importancia na andlise organica qualitativa, sendo amplamente
utilizada nas areas de quimica de produtos naturais, sintese e transformacgoes organicas.
As amostras de solo foram secas ao forno e peneiradas por meio de uma peneira de 2 mm
e misturadas com fertilizantes NPK na gama de concentracoes de 1-15%, totalizando sete
concentagoes (Tabela 1). Para este estudo utilizou-se somente os compostos nitrogénio e

fosforo.

Tabela 1: Concentracao de fertilizantes (%) e nutrientes nas amostras contendo os ferti-
lizantes Nitrogénio, Fésforo e Potdssio (NPK) em (g)
Concentracao(%) Nitrogénio (N) Fésforo (P) Potéssio (K)

1,0 0,15 0,07 0,13
2,5 0,38 0,16 0,31
5,0 0,75 0,33 0,62
75 1,13 0,49 0,93
10,0 1,50 0,66 1,25
12,5 1,88 0,82 1,56
15,0 2,25 0,98 1,87

A aplicacao de fertilizantes é normalmente realizada em conjunto com a adicao de
agua para dissolvé-los na solucao de solo. Deste modo, apds a adicao de fertilizantes
foi adicionado a quantidade de agua perdida durante a secagem. Realizou-se, também a
mistura dos componentes para se obter a dispersao homogénea, antes de realizar as analises

de infravermelhos. A mistura foi armazenada, durante trés dias e lavadas com agua para
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equilibrar o solo. As concentracoes dos nutrientes nas amostras foram calculadas a partir
da porcentagem dos fertilizantes e usando fatores de conversao. Neste experimento, sete
amostras de (100g) foram preparadas para serem analisadas por meio de refletancia de

infravermelho.

De posse dessas informagoes, utilizou-se um modelo de regressao nao linear, afim
de inferir sobre a relacao existente entre as concentracoes dos fertilizantes e os nutrien-
tes presentes no solo obtidas por refletancia de infravermelho. Pinheiro e Bates (2000),
assumiram a seguinte estrutura nao linear

_ 01
1 +expl(by —x,)/05]

F(20;0,) 0 = (61,05, 05). (3.1)

Se 03 > 0, entao 0; é a assintota horizontal quando z — oo e 0 é a assintota horizontal
quando x — —oo. Se f3 < 0, esses papéis sao invertidos. O parametro 65 é o valor de
x para o qual a resposta é 6;/2. Este é o ponto de inflexdao da curva. O parametro de
escala 3 representa a distancia no no eixo x entre o ponto de inflexao e o ponto em que

a resposta é 0 /(1 + e 1)~ 0,7306;.

Para a estimacao dos parametros do modelo nao linear foi utilizada a técnica dos
minimos quadrados ordinérios, com o uso do método iterativo de Gauss-Newton (BATES;
WATTS, 1988). Os valores iniciais utilizados para obtencao das estimativas dos parametros,
em cada um dos conjuntos de dados, foram obtidas por uma funcao no software R versao
3.1.1 (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2012) que gera os valores iniciais, encontrada

na self-starting nonlinear models desenvolvido por Pinheiro e Bates (2000).

Dentre as estatisticas fornecidas pelo procedimento de estimagao, foram obtidos in-
tervalos de confianca para os parametros e a correlacao entre eles, bem como o coeficiente
de determinacao assintdtico (R?) A anélise de residuos foi feita para validar o modelo

em estudo.

Pelo que foi visto em Bates e Watts (1988), as anélises de dados utilizando modelos
multiresposta sao caracterizadas por experimentos, nos quais ha M respostas medidas em
N observacgoes experimentais e que os modelos das M respostas dependem de um total p

de parametros 6, e para o caso experimental em questao o modelo pode ser escrito como
Ynm = fm(Xn;0) + 2p com n=1,...,7 m=1,2 (3.2)

em que n = 1,...,7 sdo sete concentragoes (%) aplicadas ao solo, e m = 1,2 duas

respostas, a concentracao de nitrogénio (g) e a concentracao de fésforo (g).
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Para obtencao das estimativas dos parametros do modelo multiresposta é necessério o
uso de valores iniciais, sendo assim, as estimativas dos parametros do modelo unirespostas
foram combinadas, e por meio dessa combinacao originou-se um vetor 8 de parametros,
com @ sendo um vetor que engloba todos os parametros. O ajuste do modelo multiresposta
se deu por meio da combinacao de modelos logistico com trés parametros representados

da seguinte forma

. 0
fl (Xna 0) - 1+exp[(92111*$n)/931]

. 0
f2 (Xnu 0) - 1+exp[(92212—$n)/932]

Obtidos os ajustes procedeu-se a analise dos residuos do modelo para para verificar a

sua adequacao.

3.2 Resultados e discussao

Ao analizar-se a Tabela 2 é possivel verificar que os parametros dos modelos do ni-
trogénio e do fésforo sao significativos ao nivel de 5% de significancia pelo teste ¢t tendo
em vista que todos os valores-p sao menores que 0,05. Isso é um indicativo de que o mo-
delo de regressao logistico com trés parametros se ajustou bem aos dados. Os intervalos
de confianga s@o bem parecidos para os mesmos parametros em modelos diferentes e a
amplitude do intervalo do parametro 6, é maior que os demais. Isso ocorre porque o erro
padrao da estimativa para esses parametro ¢ maior que as demais. Nota-se ainda que os

intervalos de confianca sao significativos uma vez que nao contém o zero.

Tabela 2: Estimativas dos parametros para o modelo logistico com trés parametros, erro
padrao da estimativa (E.P.E.), valor-p para o teste t e intervalos de confianca (IC) de 95%
para os nutrientes nitrogénio e fésforo

Nutrientes Parametros Estimativas E.P.E. Valor-p IC (95%)
Nitrogénio 01 2,5502 0,2160 <0,0003 [1,9503; 3,1500]
0 8,5513 0,7981 <0,0004 [6,3353; 10,7674]
03 3,4771 0,4497 <0,0015 [2,2284; 4,7257]
Fésforo 01 1,1146 0,0948 <0,0003 [0,8515; 1,3778]
02 8,5537 0,8019 <0,0004 [6,3274; 10,7801]
03 3,4827 0,4514 <0,0015  [2,2294; 4,7360]

Na Figura 1 é possivel comprovar que o modelo logistico se ajustou bem aos dados

uma vez que os valores ajustados encontram-se proximos aos valores observados.



Quantidade de nitrogénio (@)

Nitrogénio

2.0

15+

1.0 4

0.5

T
10

Concentracéo (%)

15

Quantidade de fosforo (g)

29

Fosforo

T T
10 15

Concentracéo (%)

Figura 1: Grafico de ajuste do modelo logistico para os nutrientes nitrogénio e fésforo

O estudo da normalidade dos dados é importante para verificar se a amostra que foi

coletada realmente segue uma distribuicao normal. Isso porque todo estudo da andlise de

residuos se baseia no fato de que a amostra provém de uma populacao normalmente

distribuida.

Para o diagnéstico de heteroscedasticidade, tentou-se encontrar alguma

tendéncia nos graficos. Os pontos estao aleatoriamente distribuidos em torno do 0, sem

nenhum comportamento ou tendéncia, tem-se indicios de que a variancia dos residuos é

homoscedastica (Figuras 2 e 3).
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Figura 2: Gréfico dos residuos ordinario wversus valores preditos para os nutrientes ni-
trogénio e fosforo
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De acordo com o que foi visto em Martin e Storck (2008) a falta de normalidade nos
residuos do modelo de regressao compromete a confianca nas estimativas dos parametros,
podendo substimar ou sobrestimar as estimativas dos parametros, porém a falta de nor-
malidade nao foi detectada nos ajustes dos modelos, como pode ser observado na Figura
3.
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Figura 3: Grafico dos quantis amostrais versus quantis tedricos para os nutrientes ni-
trogenio e fosforo

A técnica abordada para o ajuste multiresposta foi baseada em aproximacgoes sugeridas
por Kang e Bates (1990), segundo os autores anélises estatisticas exatas sao dificeis na

pratica e tem-se que confiar em métodos de aproximagao apropriadas.

O vetor de resposta esperada para o ajuste multiresposta, foi obtido por meio do
modelo logistico considerando-se duas respostas simultaneas. Para o caso analisado foram
consideradas uma aproximagao linear, utilizando como valores iniciais, as estimativas dos
parametros dos modelos univariados ajustados. Os valores dos ajustes estao apresentados
na Tabela 3. Todos os parametros da funcao foram significativos a 5%, pois os intervalos

assintOticos nao incluem a constante zero.

Na Figura 4 ¢é possivel visualizar, no ajuste do modelo, a relacao entre o nitrogénio
e fésforo. O ajuste simultaneo das variaveis exibe, o comportamento dos nutrientes no
solo. A medida que a concentracao de nitrogénio aumenta com o perfil, a concentragao

de fésforo também aumenta.

A matriz de correlacao dos parametros do modelo multiresposta é observada por meio
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Tabela 3: Estimativas dos parametros (P) do modelo multiresposta, erro padrao (E.P.),
valor-p, intervalo de confianca IC (95%) para os nutrientes nitrogénio e fésforo
Parametro Estimativa E.P.  Valor-p IC (95%)

00, 25500  0,1310 <0,0001 [2,5418; 2,5582]
012 1,1146  0,1315 <0,0001 [1,1063: 1,1228]
021 8,5508  0,4887 <0,0001 [8,5202; 8,5815]
0o 8,5537  1,1230 <0,0001 [8,4832; 8,6241]
Os1 34768 02629 <0,0001 [3,4603; 3,4933]
02 34827 0,6036 <0,0001 [3,4449; 3,5200]
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|
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— Nitrogénio
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0.0
|

Concentracéo (%)
Figura 4: Ajuste do modelo multiresposta para os nutrientes nitrogénio e fésforo

Tabela 4: Matriz de correlacao dos parametros do modelo para os nutrientes nitrogenio e
fosforo

Parametro 011 012 01 029 031 03
011 1,0000
012 -0,0899  1,0000
021 -0,9891  0,0948  1,0000
0o 0,0919 -0,9977 -0,0969 1,0000
031 -0,8535 10,0402 0,7682 -0,0411 1,0000
03 0,0714 -0,9622 -0,0753 0,9417 -0,0319 1,0000

da Tabela 4. E possivel verificar uma correlagao positiva e alta entre os parametros (6 e
031), e entre (fa9 € 032). Ao se comparar a correlagdo entre os parametros (617 com 6y € 03,
a correlagao foi alta e negativa. Ja os demais parametros apresentaram uma correlacao
baixa entre si. Nas situagoes em que os valores das correlacoes entre os parametros foram

negativos, indica-se que a medida que um determinado parametro cresce o outro tende
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a diminuir, o que se explica devido a natureza das variaveis, indicando a necessidade da
analise multiresposta.

Na Figura 5 é possivel verificar que o comportamento dos residuos foram aparen-

temente satisfatorio, devido a a aleatoridade dos residuos e normalidade dos residuos

ordinarios wversus os quantis teoricos.
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Figura 5: Gréfico dos residuos ordinérios versus valores ajustados e residuos ordinarios
versus os quantis tedricos para os nutrientes nitrogénio e fésforo

BATES e WATTS (1987) ajustaram um modelo multiresposta com dois parametros
para trés conjuntos de valores, tendo como partida para o processo de estimacao, o uso do
método dos minimos quadrados ordindrios em cada resposta individual. Tendo em vista

os resultados encontrados para o modelo multiresposta, pode-se afirmar que os resultados

inferencias obtidos foram satisfatérios.

Peixoto (2013) utilizou um modelo multiresposta para analisar o comportamento das
variaveis nitrato e potassio ao longo do perfil dos solos. Para esse modelo foi utilizado
o método da maxima verossimilhanca para encontrar as estimativas dos parametros e
observou a adequacao do modelo para descrever o comportamento dos solutos nos solos,

sendo uma alternativa para os pesquisadores que trabalham com estudo de solos.
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4 Conclusao

A escolha adequada do modelo de regressao nao linear unidimencional no inicio do pro-
cesso, foi de grande importancia no decorrer do ajuste do modelo multiresposta uma vez
que as estimativas dos parametros do modelo unidimencional foram todas estatiticamente

significativas.

Ao ser verificado a qualidade do ajuste e a analisado os residuos do modelo de regressao
nao linear logistico é possivel constatar que o modelo se ajustou bem aos dados, tendo em
vista que as analises realizadas para verificar as pressuposicoes dos modelos de regressao
nao linear foram atendidas de forma eficaz . Portanto, o modelo logistico unidimencional
para as variaveis nitrogenio e fosforo se mostram apropriados para descrever a curva de

crescimento para os dados apresentados.

O modelo de regressao nao linear multiresposta, funcao dos modelos logisticos uni-
dimencionais, foi capaz de exibir, simultaneamente, o comportamento dos nutrientes ni-
trogenio e fésforo nas amostras de solo e que, a medida que a concentracao de nitrogénio

aumenta com o perfil, a concentracao de fésforo também aumenta.
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