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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos aplicacdes da trigonometria no ensino do célculo
diferencial e integral. Estas aplicacOes sdo partes fundamentais para o desenvolvimento de
diversos estudos e resolugdo de vérias questdes de calculo diferencial e integral. Para isto,
exploramos primeiramente os principais conceitos e formulas do ensino da trigonometria e em
seguida apresentamos os topicos referentes ao calculo diferencial e integral onde essas
aplicacGes aparecem com mais frequéncia. No que se refere ao calculo foram abordados
conceitos abrangentes a limite, derivada e integral.

Palavras-chave: Trigonometria, Calculo diferencial e integral, Aplicacdes.
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1. INTRODUCAO

No ensino médio nao tive a oportunidade de ter um contato completo com a
trigonometria. Estudei o segundo ano do Ensino Médio em escola publica e devido as
inimeras adversidades, como troca de professor durante o decorrer do ano e varios dias sem
aula, ndo tive acesso a alguns conceitos e resultados béasicos desse ramo da matematica.
Mesmo com todas as dificuldades, sempre fui um apaixonado pela matematica, e era nessa
disciplina que eu apresentava meu melhor desempenho. No terceiro ano do Ensino Médio fiz
vestibular para Matematica na UEPB, Ciéncias Econdmicas na UFCG e Agronomia na UFPB.
Logrei éxito nos trés vestibulares e desde 0 momento que recebi o resultado positivo ja tinha a
plena convicgcdo que queria cursar Matematica. Muitos colegas me incentivaram a escolher
outro curso, mas apesar disso sempre me mantive firme e forte na minha decisdo de cursar
Matematica e mesmo durante minha graduacgéo tendo conseguido aprovacdo em cursos como,
por exemplo, Administracdo e Ciéncias Contabeis nunca sequer pensei em abandonar o curso

ao qual estava dedicado.

Cursando Matematica, tive a oportunidade de me aproximar mais ainda dos numeros,
conhecer novos ramos da matematica e me aprofundar nos que, até entdo, tinha visto apenas
superficialmente. Foi no componente curricular Matematica Basica 1, sob os ensinamentos do
professor Fernando Luiz, que pude ver o quanto € amplo, fascinante e importante estudar
trigonometria. Ao poder acompanhar todas as construcdes e deducgdes daquelas formulas que
haviam sido me passadas ja prontas no Ensino Médio tomei gosto pelo estudo deste ramo
matematico. Ja nos componentes curriculares Célculo Diferencial e Calculo Integral e Séries,
sob os ensinamentos dos professores Leomarques e Ernesto, respectivamente, e ao aprofundar
0s estudos em casa pude perceber o tanto quanto era importante os conhecimentos adquiridos
no estudo da trigonometria para que eu conseguisse entender muitos resultados e resolver

diversas questdes de limites, derivadas e integrais.

Esses estudos e descobertas ao longo da graduagdo, em especial nos componentes
curriculares citados no paragrafo anterior, foram as principais fontes inspiradoras para que eu
decidisse desenvolver este trabalho de conclusdo de curso. O principal objetivo do mesmo €
mostrar utilizagdo da trigonometria no estudo e resoluc@es de questdes do calculo diferencial

e integral.



Iniciaremos o trabalho fazendo de uma abordagem histérica sobre a matemaética e
também sobre a trigonometria mostrando os principais avancos desta ciéncia e deste ramo nas
civilizacbes ao longo dos anos. Em seguida faremos uma explanacdo sobre os principais
conceitos e formulas da trigonometria, com defini¢es e demonstracdes que serviram de base
para o objetivo principal do trabalho. Finalizaremos o trabalho com a aplicagdo desses
conceitos e formulas de trigonometria no calculo diferencial e integral no desenvolvimento de

limites, derivadas e integrais.



2. REFERENCIAL HISTORICO

2.1 Historia da Matematica

A ciéncia matemaética ndo surgiu a partir da descoberta de um individuo, mas sim a
partir de necessidades fundamentais para a vida humana. Podemos considerar que o inicio da
matematica € caracterizado pela contagem e pela descoberta do numero. A contagem é uma
necessidade que acompanha o homem desde a antiguidade. Ao saber quantas ovelhas estdo no
pasto, quantas pessoas participaram de uma reunido, quantos ingressos foram vendidos para
um jogo de futebol, entre outras diversas situacdes que ocorrem diariamente em nossas vidas,

estamos usando o principio da contagem. (Crepaldi, 2005)

Com a contagem, vem a noc¢do de semelhanca entre certos objetos, a percepcdo de
uma propriedade abstrata comum entre eles. No inicio, para expressar essa propriedade,
agrupar elementos e facilitar a contagem, o homem utilizava simbolos. A lua, asas, trevo sao
simbolos que se equiparam aos atuais um, dois, trés. Depois de muito tempo, 0s homens
comecaram a fazer grupos de cinco pedras como método de correspondéncia, devido ao fato
daquele agrupamento Ihe ser familiar por observacéo do seu corpo (mé&os e pés). A partir dai,
ja comegavam a associar os simbolos de antes aos numeros. Conforme nos esclarece Boyer
(1996, p. 2).

Quando os dedos humanos eram inadequados, podiam
ser usados montes de pedras para representar uma correspondéncia com elementos
de um outro conjunto. Quando o homem primitivo usava tal método de

representacdo, ele frequentemente amontava as pedras em grupos de cinco, pois 0s
quintuplos Ihe eram familiares por observacdo da mao e pé humanos.

As escolas Pitagorica e Jonia (representadas de forma oficial por Pitagoras® e Tales®
respectivamente) concentravam alguns dos principais relatos sobre a origem da matematica,
apesar de que as reconstrucdes dos seus pensamentos se baseiam em tradi¢Oes elaboradas
posteriormente. (Crepaldi, 2005)

Na segunda metade do quinto seculo a.C, surgem relatos persistentes e consistentes

gue inimeros matematicos, mesmo nao contando com muitos recursos, se dedicaram

! Pitagoras. Importante filosofo e matematico grego. Nasceu no ano 570 a.C e faleceu provavelmente entre os
anos de 496 e 497 a.C.

? Tales de Mileto (640 a.C-550 a.C). Foi o primeiro matematico grego e foi incluido entre os sete sdbios da
antiguidade.



intensamente a significantes problemas matematicos. Esse periodo ficou conhecido como
“Idade Heroica” da Matematica, o que se justifica pelo esforgo desses verdadeiros herodis do

desenvolvimento da matematica, que formaram a base dos posteriores avancos na geometria.

A matematica foi se desenvolvendo em diversas civilizagbes. Os povos egipcios,
babilbnicos, gregos, arabes, chineses e hindus contribuiram cada um com suas peculiaridades

especiais.

No Egito, foi criado um dos primeiros sistemas de numeracdo da historia da
matematica, representando quantidades de diversas formas nesse sistema de numeracdo de

base dez e composto por especificos simbolos numéricos.

Os Babilbnios apresentavam um sistema simbolico com diferentes formas
geométricas, com uma regra de contagem sexagesimal. Apresentavam um bom
desenvolvimento nos campos da geometria e da algebra. Além de trabalharem com o teorema

pitagdrico.

A matematica grega apresentava um carater dedutivo. Os trabalhos e estudos
matematicos eram realizados com a utilizacdo de axiomas, proposi¢cdes, teoremas e

demonstragdes ndo havendo livros contendo problemas.

O periodo mais critico do desenvolvimento da matematica foi a primeira metade do
império muculmano devido a falta de entusiasmo intelectual e o desinteresse pela cultura
naquela época. Porém, isso foi mudando e os arabes escreveram tratados que serviram de base
para estudos futuros sobre algebra e aritmética. O sistema de numeragdo utilizado pelos
Arabes era o hindu. (Boyer, 2001)

2.2 Historia da Trigonometria

A trigonometria € um ramo da matematica que, igualmente a maioria dos outros, ndo
foi descoberta de um Unico individuo, mas sim de grupos de varias civilizacdes (egipcia,
babil6nica, grega, arabe, chinesa e hindu) que impulsionados pela necessidade de resolver
situagbes que surgem constantemente em suas vidas comegaram a realizar estudos que sdo

considerados as raizes da nossa atual trigonometria.
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Os percussores de trabalhos que sdo considerados rudimentos de trigonometria séo 0s
egipcios e os babilénicos calculando razdes entre lados de triangulos semelhantes como, por
exemplo, em medicGes das famosas piramides egipcias. Foi no Egito que surgiu a ideia de
relacionar a sombra projetada de uma vareta vertical com a marcacdo das horas funcionando
como reldgio. Boyer nos evidéncia essa passagem da construgdo da historia da trigonometria
no trecho: “Na construgdo de piramides era essencial manter uma inclina¢do constante das
faces e pode ter sido essa preocupacdo a levar os egipcios a introduzir um conceito

equivalente ao de co-tangente de um dngulo.” (1996, p. 13).

A contribuicdo dos babildnicos se deu expressamente pelo fascino desse grupo pelo
estudo astrondémico. Através disto surgiu a necessidade de usar os triangulos e suas relacdes
para prosseguir com estudos sobre fases da lua, estacbes do ano entre outros que eram de

interesse dos moradores dessa civilizag&o.

No Oriente, mais precisamente na China, o célculo de distancias, comprimento e
profundidade eram constantemente realizados com o auxilio dos triangulos retangulos. Costa
(1997), cita uma passagem da literatura chinesa para mostrar que desde o segundo milénio a.C
a trigonometria plana ja era conhecida. Se traduzirmos essa passagem chegaremos a: “O

conhecimento vem da sombra, e a sombra vem do gnémon”.

A contribuicdo grega com a trigonometria vem dos estudos de sabios como Thales
(625-546 a.C) e Pitagoras (570-495 a.C), que usando seus conhecimentos de geometria - 0
desenvolvimento da trigonometria esta estreitamente relacionado com a geometria —

desenvolveram trabalhos que serviram de base para o estudo da trigonometria.

Hiparco® de Nicéia (180-125 a.C), considerado o “Pai da Trigonometria® foi o
responsavel por grandes avangos nesse ramo da matematica. Realizou trabalhos essenciais
para prosseguimentos e avancos nesse sentido, como por exemplo, o fato de dividir a
circunferéncia em 360 partes e a denominacdo de cada parte dessas como sendo o arco de 1
grau. Influenciado pela matematica dos babilénios, que acreditavam que a base 60 era melhor
para contagem, Hiparco ainda dividiu cada arco de 1 grau em 60 partes iguais resultando

assim o arco de 1 minuto.

3 Hiparco (190 a.C-120 a.C) foi um astrénomo, construtor, cartdgrafo e matematico grego que foi considerado o
“Pai da Trigonometria” por seus importantes trabalhos nesse ramo da matematica.
11



Outros que contribuiram para o desenvolvimento da trigonometria foram os hindus, 0s
arabes e os persas. Os hindus contribuiram, entre outras coisas, com a inser¢do das principais
“fungdes” trigonométricas. Através das influéncias de trabalhos arabes foi o introduzido os
estudos no circulo de raio unitario. J& os trabalhos dos persas (com destaque para 0 astrénomo
persa Nasir ed-dén al-TQOsi) contribuiram diretamente para que a trigonometria se

desvinculasse da astronomia e passasse a figurar como uma ciéncia por ela propria.

Na Europa, a trigonometria ja vinha se desenvolvendo desde o século XI e o campo
que mais se desenvolveu foi os das funcBes trigonométricas que tiveram seu conceito
consolidado e passaram a ser definidas como funcéo do angulo e ndo do arco. No século XVI
o0 termo trigonometria surge pela primeira vez, como titulo de um dos livros publicados por
Bartholoméus Pitiscus® (1561-1613). Outros importantes avancos forma o uso de equacdes e a
definicdo de funcbes trigonométricas de numeros puros e a demonstragdo de sua

periodicidade.

Com Leonahrd Euler® (1707-1783) a trigonometria toma sua forma atual. Grandes
avangos sdo obtidos por suas ideias, simbologias e terminologia. Euler adotou a medida do
raio de um circulo igual a unidade e foi o responsavel para que a transicdo das razdes
trigonométricas para as funcdes periddicas atingisse seu apice. Ele ainda usou pela primeira
vez as abreviagdes que conhecemos hoje (sen, cos, tg, cotg, sec e cossec) e apresentou todos

0s teoremas trigonométricos como corolario da teoria das fun¢des complexas. (Souza, 2011)

A trigonometria teve, em seu inicio, uma participacdo apenas como uma auxiliar da
astronomia e no decorrer de um longo caminho, com importantes contribui¢cbes de varios

povos, foi se transformando autdbnoma até chegar a ser parte da Analise Matematica.

* Bartholomius Pitiscus nasceu em familia pobre da cidade de Griinberg, Silésia no ano de 1561. Em seu livro,
Trigonometria: sive de solutes triangulorum Tractatus brevis et perspicuus , a palavra trigonometria surge pela
primeira vez.
> Leonhard Euler nascido em Basel na Suica em 1707. Foi o escritor matematico mais produtivo de todos os
tempos.

12



3. NOCOES DE TRIGONOMETRIA

3.1 Seno de um arco

Definigdo 3.1: Dado um numero real x € [0,27], seja P sua imagem no ciclo. Denominamos

seno de x (e indicamos sen x) a ordenada OP; do ponto P em relacdo ao sistema uOv.

3.1.1 Funcéo Seno

Defini¢do 3.2: Denominamos funcao seno a funcdo f: R — R que associa a cada real x o

real OP; = sen x, isto é:
f(x) =senx

O dominio da funcéo seno é R e sua imagem o intervalo [-1,1], ou seja, —1 < Senx <1

para todo x real.

Estudaremos o comportamento da fungdo seno a partir das propriedades apresentadas na
tabela abaixo:

Quadrante | Crescimento | Sinal
1° T +
20 l +

13



3 l -
2° D -

A funcéo seno € periddica e seu periodo é 2.

O seguinte grafico representa a variacdo da funcdo seno e € denominado sendide.

sen x

...
ng

3.2 Cosseno de um arco

Defini¢do 3.3: Dado um numero real x € [0,2] seja P sua imagem no ciclo. Denominamos

cosseno de x (indicamos cos x) a abscissa OP, do ponto P em relacdo ao sistema uOv.

3.2.1 Func¢ao Cosseno

Defini¢céo 3.4: Denominamos funcao cosseno a fun¢do f: R — R que associa a cada real x

oreal OP = cos x, isto é:
f(x) =cosx

14



O dominio da fungéo cosseno € R e sua imagem € o intervalo [-1,1], ou seja, —1 < cosx <1

para todo x real.

Estudaremos o comportamento da funcdo cosseno a partir das propriedades apresentadas na

tabela abaixo:

Quadrante | Crescimento | Sinal
1° ) +
2° ) -
3° T -
4° ) +

A funcdo cosseno é periddica e seu periodo é 2.

O seguinte grafico representa a variacdo da funcdo cosseno e é denominado cossendide.

3.3 Tangente de um arco

e~ , 3 . . .
Definicéo 3.5: Dado um numero real x € [0,2], x # %e X # 7” seja P sua imagem no ciclo.

Consideremos a reta OP e seja T sua interse¢cdo com o0 eixo das tangentes. Denominamos

tangente de x (e denominamos tg x) a medida algébrica do segmento AT .

15



3.3.1 Funcédo Tangente

Definigdo 3.6: Denominamos fungio tangente a funcdo f: D — R que associa a cada real

X, x # ~+ km, o real AT = tg x, isto &

fx)=tgx

Observe que, para x = % P estdiem B e, para x = 37” P esta em B’ e, entdo, a reta OP fica

paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso ndo existe o ponto T, a tg x ndo esta

definida.

O dominio da funcdo tangente é D = {x ER|x =+ % + kn} e sua imagem € R, ou seja, para

todo y real existe um x real tal que tg x = y.

Estudaremos o comportamento da funcdo tangente a partir das propriedades apresentadas na

tabela abaixo:

Quadrante | Crescimento | Sinal
1° T +
20 T -
3° ) +
40 ) -

A funcéo tangente é periddica e seu periodo € 7.

16



O seguinte grafico representa a variacao da funcdo tangente e € denominado tangentoide.

i
s
F

3.4 Cotangente de um arco

Definicdo 3.7: Dado um ndmero real x € [0,27], x € {0, m, 2w}, seja P sua imagem no ciclo.

Consideremos a reta OP e seja D sua intersecdo com 0 eixo das cotangentes. Denominamos

cotangente de x (e indicamos cotg x) a medida algébrica do segmento BD.

3.4.1 Funcgéo Cotangente

Definicdo 3.8: Denominamos funcdo cotangente a fungdo f: D — R que associa a cada

real x, x # km, o real BD = cotg x, ou seja:

f(x) = cotg x

17



Observe que, para x = km, P estd em A ou em A’ e, entdo a reta OP fica paralela ao eixo das

cotangentes. Neste caso ndo existe 0 ponto D e, portanto, a cotg x nao esté definida.

O dominio da funcdo cotangente é D = {x € R| x # km} e sua imagem é R, isto &, para todo

y real existe um x tal que cotg x = y.

Estudaremos o comportamento da fungdo cotangente a partir das propriedades apresentadas

na tabela abaixo:

Quadrante | Crescimento | Sinal
1° ) +
20 ) -
3° ) +
40 ) -

A funcdo cotangente é periddica e seu periodo é .

O seguinte grafico representa a variacdo da funcéo cotangente.

NE

~R

[2m
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3.5 Secante de um arco

31

Defini¢do 3.9: Dado um numero real x € [0,27], x & {57} seja P sua imagem no ciclo.

Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P e seja S sua intersecdo com o0 eixo dos

cossenos. Denominamos secante de x (e indicamos sec x) a abscissa OS do ponto S.

3.5.1 Funcéo Secante

Definicéo 3.10: Denominamos funcao secante a funcdo f: D — R que associa a cada real x,

X # g + km, o real 0S = secx, ou seja:
f(x) = secx

Observe que, para x = g + km, P estd B em ou B’, entdo a reta s fica paralela ao eixo dos

cossenos. Neste caso ndo existe 0 ponto S e, portanto, a sec x nao esta definida.
O dominio da fungdo secante é D = {x ER| x # g + kn} e sua imagem é R—] — 1,1[, ou
seja, para todo real y, comy < —1 ouy > 1, existe um x real tal que secx = y.

Estudaremos o comportamento da fungdo secante a partir das propriedades apresentadas na

tabela abaixo:

Quadrante | Crescimento | Sinal
1° ) +
20 ) -

19



3 l -
%0 l *

A funcdo secante € periddica e seu periodo é 2.

O seguinte grafico representa a variacdo da funcédo secante.

3.6 Cossecante de um arco

Definicéo 3.11: Dado um numero real x € [0,2r], x & {0,m, 2rr}, Sseja P sua imagem no
ciclo. Consideremos a reta s tangente ao ciclo P e seja C sua interse¢do com o eixo dos senos.

Denominamos cossecante de x (e indicamos cossec x) a ordenada OC do ponto C.
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3.6.1 Funcéo Cossecante

Definicdo 3.12: Denominamos funcdo cossecante a fungdo f: D — R que associa a cada

real x, x # km, o real OC = cossec x, isto é:
f(x) = cossec x

Observe que, para x = km, P estaem A ou A’ e, entdo, a reta s fica paralela ao eixo dos senos.

Neste caso ndo existe o ponto C e, portanto, a cossec x ndo € definida.

O dominio da funcdo cossecante é D = {x € R| x # km} e sua imagem ¢ R—] — 1,1[, ou

seja, para todo real y, comy < —1 ou y > 1, existe um x real tal que cossec x = y.

Estudaremos o comportamento da fungéo cossecante a partir das propriedades apresentadas na

tabela abaixo:

Quadrante | Crescimento | Sinal
1° ) +
20 ) +
30 0 -
40 ) -

A funcdo cossecante é periddica e seu periodo € 2.

O seguinte grafico representa a variacao da fungdo cossecante.
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3.7 Func0es trigonometricas inversas

Para definirmos as funcbes trigonométricas inversas, necessitamos restringir o
dominio das funcBes trigonométricas que devido a sua periodicidade apresentam infinitos

valores do dominio com a mesma imagem.

3.7.1 Funcéo arco seno

Definicdo 3.13: Seja f: [%”g] — [-1,1] a funcéo definida por f(x) = senx. A funcio
inversa de f, serd chamada arco seno, e denotada porf~1:[—1,1] — [%”%] onde f~1(x) =

arc sen x.

Simbolicamente, temos a equivaléncia:

-1 s
y=arcsenx<=>seny=x,paraTSySE

3.7.2 Fungao arco cosseno

Definicdo 3.14: Seja f: [0, ] — [—1,1] a funcdo definida por f(x) = cos x. A funcdo inversa
de f serda chamada arco cosseno, e denotada por f~1:[—1,1] - [0,m], onde f~1(x) =

arc cos x.
Simbolicamente, temos a equivaléncia:

y=arccosx ©®x =cosy,para0<y<m
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3.7.3 Funcdo arco tangente

Definigdo 3.15: Seja f: (_7”2) — R a funcéo definida por f(x) = tg x. A funcéo inversa de

f, sera4 chamada funcio arco tangente e denotada por f~%: R — (_7"2) onde f~1(x) =

arctg x.
Simbolicamente, temos a equivaléncia:
y=arctgx &S x=tgy

Note que a funcdo inversa f~1(x) = arc tg x é definida para todo niimero real.

3.8 Relagbes Fundamentais

Agora, apds definirmos sen x,cosx,tg x,cotg x,secx e cossec xno ciclo
trigonométrico, vamos demonstrar as relacfes existentes entre esses numeros. Essas relactes

sdo denominadas relagdes fundamentais.
Teorema 3.1: Para todo x real, x € [0,2r], vale a relacéo:

sen®x + cos’x =1

Demonstracao 3.1: Temos que analisar duas situagdes distintas.

e Parax & {O,g,n,%n,Zn},
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a imagem de x é distintade A, B, A’ e B’ e, entdo, existe o triangulo OP, P retangulo.
Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

|0P,|? + |P,P|? = |OP|?
Note que:
Note que a medida algébrica de OP, € o cos x € a medida algébrica de P,P é 0 sen x.
Além disso, OP é o raio do circulo trigonométrico. Portanto, a medida de OP é igual a 1.

Dai temos,

|0P,|% + |P,P|?> = |0P|? = (cosx)? + (sen x)? = 12 = cos?x + sen’x = 1 >

= |sen®x + cos?x = 1|

e Parax e {Og 7'[,37”, Zn}, verificamos diretamente a validade da identidade:

x | senx|cosx| sen’x + cos’x
0 0 1 1

T 1 | 0 1

2

4 0 -1 1
3w 1 | 0 1

2
27T 0 1 1

Teorema 3.2: Paratodo x real, x € [0,2w] e x & {237”} vale a relagéo:

senx

tg x =
9 Cos x



Demonstracéo 3.2: Temos que analisar duas situagdes distintas.

e Parax ¢ {0,m, 2m}, temos que

aimagem de x é distintade A, B,A’ e B', entdo, por semelhanca de triangulos temos:

A OAT~ A OP. :@— PP
27 04| T 0P,

Note que:

e A medida algébricade AT é atg x;
e A medida algébrica de P,P é 0 sen x;
e A medida algébrica de OP, € 0 cos x;

e O0A éoraio do ciclo trigonométrico, logo a medida de OA € igual 1.

Dai,

|AT| _|P,P| ltgx| |senx|

|sen x|
= = = =
|OA| |OP,] |1] |cos x|

®

= |ltg x| = |cos x|

Agora estudando o sinal do quociente % através da tabela de sinais abaixo, observamos

que o sinal de tg x é igual ao de === (2)

CcosXx

senx

Quadrante | Sinaldetg x | Sinal de =/—=
Cos X

10 + +
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20 - -

30 + +

De (1) e de (2) decorre a tese.

e Parax € {0, m, 2}, temos que:

sen x
tgx=0=

COS X

Teorema 3.3: Para todo x real, x € [0,2r] e x & {0, 7, 2r}, vale a relag&o:

COos x

cotg x =
9 senx

Demonstracéo 3.3: Temos que analisar duas situagdes distintas.

e Parax¢ {537"} temos que

o
cv

a imagem de x é distinta de 4, B, A'eB’, entdo, por semelhanca de triangulos temos:

IBD| _ |P,P|

A OBD ~A OP,P > —— =
Y 7 10B| 0P|

Note que:



e A medida algébrica de BD € a cotg x;
e A medida algébrica de P, P é 0 cos x;

e A medida algébrica de OP; é 0 sen x;

e OB é o raio do ciclo trigonométrico, logo a medida de OB é igual a 1.

|BD| B |P,P| |cotg x| B |cos x| |cos x|

= = =
|OB| |OP,| [1] |sen x|

®

Agora estudando o sinal do quociente % através da tabela de sinais abaixo, observamos

que o sinal de cotg x é igual ao de —.(2)

senx

Quadrante | Sinalde cotg x | Sinal de <°*
senx
10 + +
20 - -
30 + +
49 - -
De (1) e de (2) decorre a tese.

T 3T
e Parax = S oux=—, temos que:

CoS x

cotgx =0 =
g senx

A

Teorema 3.4: Paratodo x real, x € [0,2n] e x & {537”} vale a relacdo:

1
cos x

secx =

Demonstracao 3.4: Temos que analisar duas situagdes distintas.
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e Parax ¢ {0, m, 2m}, temos que

a imagem de x é distante de 4, B, A’ e B', entdo, por semelhanca de triangulos temos:

0S| |oP|
|OP|  |OP;]

A OPS ~A OP,P =

Note que:

e A medida algébrica de OS é a secx;
e A medida algébrica de OP, € 0 cos x;

e OP é o raio do ciclo trigonométrico, logo a medida de OP € 1.

Dali,

|0S| |OP| |sec x| [1] | | 1
= = = = =
0P| ~10P,] = 1| Jeosx| |°°”

|cos x|

Agora estudando o sinal de secx e de cos x, através da tabela de sinais abaixo, observamos

que o sinal de sec x e igual ao de cos x. (2)

Quadrante Sinal de secx Sinal de cos x
10 + +
20 - -
30 - -
40 + +
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De (1) e de (2) decorre a tese.

e Parax € {0,m, 2m}, temos:

1
cosx

/ —_ = 1 =
secx 1 Cosx,(x )

v secx=1= ,(x =00ux=2m)

Teorema 3.5: Para todo x real, x € [0,2r] e x & {0, 7, 2r}, vale a relagdo:

1
senx

cossec x =

Demonstracéo 3.5: Temos que analisar duas situagdes distintas.

o Parax ¢ {g%ﬂ} temos que

C

a imagem de x é distinta de A, B, A’e B’, entéo, por semelhanca de triangulos temos:

joc| _ |oP|

A OPC ~A OP;P > —— =
Y 7 lor| " |oP|

Note que:

e A medida algébrica de OC é a cossec x;
e A medida algébrica de OP; é 0 sen x;

e OP é o raio do ciclo trigonométrico, logo a medida de OP € 1.
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loC| |oP| |cossec x| |1]
= = =
loP| |OP| |1] |sen x|

= ||cossec x| =

1
|sen x|

®

Agora estudando o sinal de cossec x e de senx, através da tabela de sinais abaixo,

observamos que o sinal de cossec x é igual ao de sen x.(2)

Quadrante Sinal de cossec x Sinal de sen x
10 + +
20 + +
30 - -
40 - -
De (1) e de (2) decorre a tese.

3
e Paraxe€ Ef} temos:

1 T
v cossecx =1= ,(x=—);
senx 2

1
v cossecx =—1= ,(x = —).
senx

A partir das relacbes fundamentais demonstradas acima, podemos encontrar outras

identidades trigonométricas que nos ajudardo no decorrer deste trabalho.

31

Coroléario 3.1: Para todo x real, x € [0,27] e x & {O,%,n,;, Zn}, valem as relages:

4 cotgx=L

tg x
COS X 1
cotg x = = = |cotg x = —
g senx Se€NX g tg x
cos x

v |tg?x + 1 = sec*x
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tatx 1= (tg x)2 4 1 (sen x)z sen’x sen’x cos*x
X = X = = =
g g COS X cos?x cos?x  cos?x
oyt 1 sen?x + cos’x 1 12 ( 1 )2
= X = = = =
g cos?x cos?x  (cosx)? cos x
2 — 2
= |tg°x +1 = secx
1+ cotg?x = cossec’x
5 5 COS X\ 2 cos’x sen’x cos’x
1+ cotg®x =1+ (cotg x) =1+( ) = —=——t—
sen x sen?x sen?x sen?x
, _ sen’x + cos®x 1 12 1 \?
= 1+ cotg“x = 5 = 5o = So = =
sen?x sen?x sen?x \senx
= |1+ cotg?x = cosseczx|
cos’x =
1+tg2x
2
2y = (cos)? 1 ( 1 )2 12 1
cos’x = (cosx)?’ = ——— | = = =
1 secx (secx)? sec?x
Cos X
) 1
= |cos’x = ————
1+tg<x
tg?x
sen?x = —2
1+tg2x
5 cos?x . sen’x ) sen’x 1 sen x\2
sen’x = > =cos’ X . —— = 2.( ):
cos? x cos?x 1+ tg%x \cosx
2 2 2
= sen’x = —— . (tg x)? = ————.tg*x =
1+tg%x g 1+tg%x g
" tg’x
= |sen’x = ————
1+tgex

=

31



3.9 Simetria: Funcges pares e fungdes impares

A partir do estudo da simetria do grafico das fungdes em relacdo ao eixo vertical (eixo
das ordenadas) ou em relacdo a origem, podemos classifica-las em funcdo par ou funcéo
impar.

Definicéo 3.13: Uma fungdo f: A — B é denominada funcio par se, e somente se:

f(x)=f(=x),vx€A

Neste caso, o grafico da funcdo é simétrico ao eixo vertical (eixo das ordenadas), pois:

xy)ef=(xy)€f

Ay = Ixl A

/ \l/

Definigdo 3.14: Uma fungdo f: A — B é denominada funcdo impar se, e somente se:

f(—x)=—f(x),Vx €A

Neste caso, o grafico da funcdo é simétrico em relacdo a origem do sistema cartesiano, pois:

(xy)€f=(—x,-y)€f
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3.10 Transformagdes: Formulas de adi¢éo

Vamos agora deduzir formulas para obtermos 0 seno, 0 cosseno ou a tangente de certo
arco a partir de dois angulos que ja conhecemos seus valores trigopnométricos. Essas formulas

nos permitem calcular as fungdes trigonométricas da soma e da diferenca de dois arcos.

3.10.1 Cosseno da soma

Sejam P, Q e R pontos do ciclo, associados aos numeros a, a + b, —b, respectivamente.

As coordenadas desses pontos, em relacdo ao sistema cartesiano uOv, sao:
P(cosa,sen a)
Q(cos(a + b),sen(a + b))
R(cos(—b),sen(—b))

Observe que, pela defini¢do de funcédo par e de funcdo impar, a fungdo cosseno é uma fungéo

par e a funcdo seno é uma funcéo impar, sendo assim temos:

cos(—b) =cosh,VbER
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sen(—b) = —sen b,V b € R
E assim, as coordenadas do ponto R, em relacéo a uOv, ficam:
R(cosb,—senb)
Os arcos AQ e RP tém a mesma medida, logo as cordas AQ e PR tém medidas iguais.

Agora, usando a formula da geometria analitica, para calcular a distancia entre dois pontos,

vamos calcular a distancia entre os pontos A e Q e entre 0s pontos R e P.

A distancia entre o ponto A e o ponto Q é dada por:

dag = \/(xQ —x0)2 + (Vo —ya)? = d%p = (XQ - XA)Z + (J’Q — YA)Z =
= d?,o = [cos(a + b) — 1]* + [sen(a + b) — 0]* =
= [cos(a + b)]? — 2.1.cos(a + b) + 12 + [sen(a + b)]? =
= cos?(a+b) —2.cos(a+ b) + sen*(a+b) +1 =
= d?,q = cos*(a + b) + sen®*(a + b) — 2.cos(a+ b) + 1
Do teorema 3.1, segue que:
cos?(a+b) +sen?(a+b) =1
Portanto,
d?4o = cos®*(a+b) + sen*(a+b) —2.cos(a+b) +1 =

=1-2.cos(a+b)+1=

= |d?4g = 2 — 2.cos(a + b)

A distancia entre o ponto R e o ponto P é dada por:

drp =+ (xp — xg)% + (Vp + yr)2 = d%pp = (xp — xp)2 + (¥p — yp)? =
= d?gp = (cosa — cosb)? + [sena — (—sen b)]? =

= (cosa — cosh)? + (sena + sen b)? =
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= (cosa)? — 2.cosa.cosb + (cosb)? + (sen a)? + 2.sena.sen b + (sen b)? =
= cos?a — 2.cosa.cosb + cos? b + sen‘a + 2.sena.senb + sen’* b =
= d?gp = sen*a + cos®*a + sen? b + cos*b + 2.sena.senb — 2.cosa.cosb
Do teorema 3.1, Segue que:
sen?a + cos?a = sen®b + cos?bh =1
Portanto,
d?gp = sen’a + cos? a + sen’b + cos’ b + 2.sena.senb — 2.cosa.cosbh =

=141—2.cosa.cosb+2sena.senb =

= |d?rp =2 —2.cosa.cosh + 2.sena.senb

As cordas AQ e PR tem a mesma medida, ento:
dag = dgp = d?4g = d’gp =
=>2—2.cos(a+hb)=2—2.cosa.cosb+ 2.sena.senb =
= —2.cos(a+b) =—2+2—2.cosa.cosb+ 2.sena.senb =
= —2.cos(a+ b) = —2.cosa.cosb + 2.sena.senb

Dividindo ambos os lados da igualdade por (-2), obtemos a formula do cosseno da soma:

|cos(a+b) =cosa.cosbh —sena.sen b|

3.10.2 Cosseno da diferenca

Vamos agora a deducdo da formula para calcularmos o cosseno da diferenga.
cos(a — b) = cos[a + (=b)] =

= cos(a — b) = cosa.cos(—b) —sen a.sen (—b)
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Da definicdo de funcdo impar e de funcéo par segue que:
cos(—b) = cosb e sen(—b) = —senb
Dai, temos:

cos(a —b) =cosa .cosb —sena.(—senb) =

:olcos(a—b) =cosa .cosb + sena.sen b|

3.10.3 Seno da soma

Antes de iniciarmos o processo de deducdo da formula do seno da soma € necessario observar

0 seguinte:

Dado o numero real x tal que% <x< g seja P a imagem de x no ciclo.

s
N

Py

%)

ey

I

1

|
N

Seja P’ o ponto, do ciclo trigonométrico, simétrico de P em relacdo a bissetriz do 1°

quadrante.

Temos:

AP + PB = g (1) (no sentido anti-horério)

Como P é simétrico a P’ em relacdo a bissetriz do 1° quadrante, entdo:

F=arle
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De () e de (2), vem:

ip =1
= =——
) X

_ =

T T —
AP+PB=E=>AP+AP'=E=>)C+AP'=

T

Os triangulos A OPP, e A OP'P'; sdo semelhantes, portanto, por semelhanga de triangulos

temos:

OP, = OP' = |senx = cos (g - x) 3

P,P = P'\P' =|cosx = sen(g—x) ®

A partir de agora podemos dar inicio ao processo de deducdo da formula do seno da soma.

A partir de (3), temos que:

sen(a+b)=cos[%—(a+b)]=cos[g—a—b]:

= sen(a + b) = cos [(g — a) — b]

Usando a formula deduzida para o cosseno da diferenca temos:

sen(a + b) = cos [(g - a) — b] =3

= sen(a+b) = cos(%—a).cosb+sen(g—a).senb

Agora, a partir das igualdades (3) e (4), obtemos a formula:

|sen(a+ b) = sena.cosb + cosa.senb

3.10.4 Seno da diferenga

Vamos agora a deducédo da formula para calcularmos o seno da diferenca.
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sen(a — b) = sen[a + (—b)] =
= sen(a — b) = sena.cos(—b) + sen(—b).cosa
Da definicdo de funcdo par e de funcdo impar, decorre que:
cos(—b) = cosb e sen(—b) = —senb

Com isso chegamos a formula:

sen(a —b) =sena.cosb + (—senb).cosa =

=>|sen(a—b) = sena.cosb—senb.cosa|

3.10.5 Tangente da soma

Levando em consideracdo o teorema 3.2, usaremos as formulas do cosseno da soma e do seno

da soma pra deduzirmos a férmula da tangente da soma.

sena.cosb+senb.cosa
cosa.cosb —sena.senb

=>tgla+b) =

Vamos agora dividir o numerador e o denominador por cos a.cosb. Com cosa.cosb # 0.

sena.cosb +senb.cosa
cosa.cosb

cosa.cosb—sena. senb
cosa.cosb

tgla+b) =

sena.cesb senb .ecosa sena senb

= tg(a+b) = cosa.€esb ~eesa.cosb _ _cosa cosbh
cosa.€oshb sena. senb sena senb
€osa.€0sh cosa.cosb cosa ' 'senb

Aplicando o teorema 3.2, obtemos a formula:

tga+tg
—tga.tghb

tgla+b) = T
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Note que esta formula so é aplicavel se:

T T T
a¢E+th, b¢5+knea+b¢2+kn

Pois, o dominio da fungdo tangente € D = {x ER|x # g+ kn}.

3.10.6 Tangente da diferenca

Vamos agora a deducédo da formula para calcularmos a tangente da diferenca.
tg(a—b) =tbla+ (—b)] =

tga+tg(—b)
1—-tga. tg(—b)

=>tgla—D>b) =

Da definicdo de funcdo impar, vem que:
tg(—b) =—tgb
Portanto, temos:

tga+(—tgh)  tga—tgh -
—tga. (-tgh) 1—(—tga.tgh)

tgla—»b) = T

tga—tgb
1+tga.tghb

= |tgla—b) =

Note que esta formula so é aplicavel se:
s s T
a¢5+kn, b¢5+knea—b¢§+krr

Pois, o dominio da funcdo tangente é D = {x ER|x# g + kn}.
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3.10.7 Cotangente da soma

Levando em consideracdo o teorema 3.3, usaremos a formula do cosseno da soma e a do seno
da soma para chegarmos a formula da cotangente da soma.

cos(a + b)

cotg(a+Db) = sen(a + b) =

cosa.cosb—sena. senb

= cotg(a+b) =
g( ) senaa.cosb+senb.cosa

Vamos a gora dividir o denominador e o numerador por sena. senb. Com sena. senb #
0.

cosa.cosb—sena. senb

_ sena. senb
cotg(a+b) = sena.cosb +senb.cosa

sena. senb

cosa.cosb sena.senb cosa cosb
sena. senb sena. senb sena'senb_1
= cotg(a+ b) = . - =

sen-a.cosb sen-b.cosa cosb  cosa
sena.senb sena. senb senb  sena

Aplicando o teorema 3.3, obtemos a formula:

cotga. cotgb—1

t b) =
cotg(a +b) cotg a+ cotg b

Note que esta formula so é aplicavel se:

a # km, b+kmea+b+#kn

Pois 0 dominio da funcdo cotangente é D = {x € R X | x # km}.

3.10.8 Cotangente da diferenca

Vamos agora a deducdo da formula para calcularmos a cotangente da diferenca.
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cotg(a — b) = cotgla + (—b)] =

cotga. cotg(—b) — 1
cotg a + cotg(—b)

= cotg(a—b) =

Da definicdo de funcdo impar, vem que:
cotg(—b) = —cotg b
Portanto, temos:

cotga. (—cotgb) — 1

tg(a—b) =
cotg(a—=b) cotg a + (—cotg b)

Agora, multiplicando o numerador e o denominador por (—1) chegamos a férmula:

(—cotga. cotgh—1) (—1)

cotgla—b) = (cotg a—cotgb) "(-1) >
_cotga. cotgb+1
=|cotgla=b) = cotg b — cotg a

Note que essa formula so é aplicavel se:

a # km, b+kmea—>b+#kn

Pois, o dominio da funcéo cotangente é D = {x € R | x # km}.

3.11 Férmulas de Werner

Ao combinarmos adequadamente as formulas de adicdo, vistas no topico anterior,
chegamos relagfes que nos ajudam a transformar as somas e as diferengas trigonométricas em
produtos. Essas formulas recebem o nome de férmulas de reversdo ou formulas de Werner,

em homenagem ao sacerdote e matematico alemao Johann Werner®, primeiro a utilizar essas
relacdes.

Agora vamos a demonstracdo de como chegar as férmulas de Werner.

® Johann Werner (1468-1522). Sacerdote e matematico nascido em Nuremberg, Alemanha.
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No topico das formulas de adigcdo vimos que:
cos(a+ b) = cosa.cosb —sena.senb (1)
cos(a —b) =cosa.cosb + sena.senb @
sen(a+b) =sena.cosb+senb.cosa (3)
sen(a—b) = sena.cosh —senb.cosa (4)
Fazendo (1) + (2), temos:
cos(a+b) + cos(a —b) =
= (cosa.cosb —sena.senb)+ (cosa.cosb + sena.senb) =

=cosa.cosb—sena.senb+cosa.cosb+sena.senb =

= sen-a-senb — sena-—senb + cosa.cosb +cosa.cosb =

:>|cos(a+b) + cos(a—b) = 2.cosa.cosb| 5

Fazendo (1) — (2), temos:
cos(a+ b) —cos(a—b) =
= (cosa.cosb —sena.senb) — (cosa.cosb + sena.senb) =

=cosa.cosb—sena.senb—cosa.cosb—sena.senb =

= —sena.senb —sena.senb + coesa-—cosbh —cosa-—cosbh =

:>|cos(a+b) —cos(a—b) = —2.Sena.senb|@

Fazendo (3) + (4), temos:
sen(a+ b) + sen(a —b) =
= (sena.cosb +senb.cosa) + (sena.cosh —senb.cosa) =

=sena.cosb+senb.cosa+sena.cosb—senb.cosa =

=sena.cosb + sen a.cosb + senb-cosa— senb-cosa>
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=>|sen(a+ b) + sen(a — b) = 2.sena.cosb| @

E fazendo (3) — (4), temos:
sen(a+ b) —sen(a—b) =
= (sena.cosb +senb.cosa) — (sena.cosb —senb.cosa) =
=sena.cosb+senb.cosa—sena.cosb+senb.cosa =

= sen-a-cosbhb — sena-—cosb+senb.cosa+senb.cosa=

:|sen(a+ b) — sen(a —b) = 2.senb.cosa|

As relacdes (5), (6), (7) e (8) séo denominadas formulas de reverséo ou formulas de Werner.

Fazendo em (5), (6), (7) e (8):

v a+b=p
v a—-b=q portanto,a=¥eb=p2;q
Chegamos as férmulas de transformagdo em produto:
_|_ J—
cosp+cosq=2.cosp q.cosp d
2 2
B p+q p—q
Ccosp —cosq = —2.sen .sen
2 2
_|_ —
senp+senq=2.senp q.co%
B p—q ptq
senp —senq = 2.sen .Co —

A partir destas formulas deduzimos mais duas formulas de transformagéo em produto:

Do teorema 3.2 temos que:

senp sengq

t +t =
gpTtgq cosp cosq
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_senp.cosq + senq.cosp

COSp.cosq
Aplicando a formula do seno da soma:

sen(p + q)

t tgq =——""—

gr+igq COSp.cosq

E ainda,

senp sengq

t —t = —_ =
gp—tg4d COSp CO0Sq

senp.cosq — sen q.cosp

CosSp.cosq
Aplicando a férmula do seno da diferenca:
o —taq < P9
gp—1t94 COSp.cosq
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4. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

4.1 Limites

Definigcdo 4.1: Seja f(x) definida num intervalo aberto I, contendo a, exceto possivelmente

no proprio a. Dizemos que limite de f(x) quando x aproxima-se de a é L, e escrevemos,
limf(x) =1L
x—-a

Se paratodo € > 0, existeum § > 0, tal que |f(x) — L] < e sempreque 0 < |x —a| < 4.

Apresentaremos agora propriedades que serdo usadas para facilitar o processo de encontrar

muitos limites.
v' Se a,m e n s80 nlmeros reais, entao:
lim(m.x+n)=m.a+n
x—-a
v' Selim,_, f(x) elim,_, g(x) existem, e c € um nimero real qualquer, entdo:
a) limyq[f(x) £ g()] = lim,q f(x) £ limy,q g(x);
b) lim,_,c.f(x) = c.lim,_, f(x);

¢) lim,_q f(x).g(x) = lim,_, f(x).lim,_, g(x);

f(x) — limy,q f(x)
g(x) limyq g(x)’

d) lim,_, desde que lim,_,, g(x) # 0;

e) lim,_,[f()]™ = [lim,_, f(x)]™ para qualquer n € Z};

f) lim,q V() = Vlime g f(x), se limy,,f(x) >0 e n€Z ou se
lim,_q f(x) < 0 e n & inteiro positivo impar;

g9) limyq In[f(x)] = In[lim,_, f(x)], se limy, f(x) > 0;

h) limy_,q cos[f(x)] = cos[limy_q f(X)];

i) lim,q sen[f (x)] = sen[lim,_q f(X)];

J) limx_)a ef(x) — elimx—>a f(x)
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v Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo a, exceto

possivelmente em x = a, e se
lim f(x) = L = lim g(x)
xX—a x—a
Entéo,

lim h(x) = L.

x—-a

Essa ultima propriedade também ¢ conhecida como Teorema do “Sanduiche”.

4.1.1 Limite trigonométrico fundamental

A trigonometria aprece mais enfaticamente no célculo de limites envolvendo fungdes
trigonométricas. Iremos recorrer frequentemente as formulas, relacdes e definicdes vistas no
estudo de trigonometria. Essas serdo essenciais para que possamos realizar transformacoes a
fim de aplicar os teoremas e propriedades de limite e com isso conseguirmos encontrar 0s

valores dos limites.

O teorema que iremos demonstrar abaixo é o conhecido limite trigonométrico
fundamental, que é importantissimo no estudo das taxas instantaneas de variagdo das fungdes

trigonométricas.

Teorema 4.1:

. sent
lim =1
t-0 t

Demonstracéo 4.1: Seja x pertencente ao primeiro quadrante, ou seja, 0 < t < g

Observe a figura abaixo.
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T(l sen !)
" cos t

P(cos ¢, sen t)

i

A |
(jl/ 0)

A érea do setor circular BOP, da circunferéncia com raio unitario, € dado por:

1

S = .rz.t=§.12.t:>5=

N =

2
Considerando o tridngulo A BOP, temos que sua area é dada por:

by.h
K, = 121

Note que |OB| € a base e |AP| ¢ a altura de A BOP. Sendo assim,

_ [0B|.|4P|
)
Como |OB| = 1 e |AP| = sen t, temos que:
K l.sent K sent
= = =
! 2 )
A reta que passa pelos pontos 0(0,0) e P(cost,sen t)tem por inclinacdo S;’:tt logo sua
equacdo é
sent
= X
Y= Cost

t\ . - ~
T (1, Z’:t) é 0 ponto de intercessdo dessa reta com a reta x = 1.

Considerando o triangulo A BOT, temos que sua area é dada por:

_byhy

K
2 2

Note que |OB| é a base e |BT| é a altura de A BOT. Sendo assim,
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__|0B|.|BT|
2= 2

Como |0B| = 1¢|BT| = %’;f temos que:

K2=1cost_cost_59ntll - sent
2 2 cost 2 2.cost
Note que:
area de A BOP < area do setor circular BOP < area de A BOT
Dali,

K, <S<K,

sent t sent

2 <2 <2.cos1:

Multiplicando cada membro da desigualdade por ﬁ >0 (pois 0<t< %) a desigualdade

fica da forma:

1

1< <
sent cost

Tomando o inverso de cada membro e invertendo os sinais das desigualdades, chegamos a

sent
t

cost <

<1 (O

Da desigualdade a direita, segue que:

sent

<l=sent<t (2

Da formula trigonométrica 3.10.1, segue que:
cos(2a) = cos(a + a) = cosa.cosa — sen a.sen a = cos(2a) = cos?(a) — sen?(a) (3)
Do teorema 3.1, decorre:

sen?(a) + cos?(a) =1 = cos? =1 —sen’a (%)

Substituindo (4) em (3), obtemos:
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cos(2a) = 1 — sen?a — sen?a = cos(2a) = 1 — 2.sen?a (5)
Fazendo 2a =t = a = %em (5), a relacdo trigonométrica obtida sera:

t t t 1—cost
cost =1 — 2.sen? (E) = 2.sen? (E) =1—cost = sen? (5) =— ©®

Agora, substituindo t por % e elevando ao quadrado ambos os membros da desigualdade (2),

temos:

Substituindo (6) em (7),

Multiplicando cada membro da desigualdade acima por 2,

2.(1—cost) 2.t* t? t?
( > )< 2 :>1—cost<?:>1—?<cost

sent
t

2
Comol—%<cost,cost< <1e0<t<§,temos:

" t2<sent
2

T
<1 se0<t<g ©)

Se -~ <t <0,entdo 0 < —t < e assim da desigualdade (9),

_$)2 _
1—(;) <Se(n_(t)t)<1 se—%<t<0

f(t) = sent é uma funcdo par, logo conforme definicao 3.13:
sen(—t) = —sent
Assim, podemos escrever a desigualdade (10) como,

) t? - —sent
2 —t

T
<1 se—E<t<O

E, portanto,
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. t2<sent<1 s
2 t 2

<t<0

De (9) e (1) podemos concluir que:

. t2<sent<1 7T<t<71'
2 t 2 2

et#0 @

Por fim, usando as propriedades de limite, temos que:

v limeo(1-5)=1-2=1

v limt_,o 1=1

De (12) e usando o teorema do “sanduiche”, concluimos a demonstracio do teorema,

Portanto,
. sent
m =
t-0 t
Exemplo 4.1: Ache o limite, se existir:
~ sen 3x
lim
x—0 sen 4x

Solucéo:

e . . 3 .
Devemos, inicialmente, escrever o quociente % de formas que possa ser aplicado o

.y 3 . 4
teorema 4.1. Multiplicando o numerador por ﬁ e 0 denominador por ﬁ, se x # 0, temos:

(sen Sx) 3 ) 3 (sen 3x)

3x _ 3x
(sezxélx). 4x 4. (Sezxélx)
Dai,
sen 3x
i )
4, Ix
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Usando as propriedades de limite,

3 (sen 3X) ) 3 lim (sen 3x)

3x — x>0 3x
x>0 |, (se2x4x) 4 }Cli% (seréLx)

Quando x tende a zero, 3x e 4x também tendem a zero. Logo, usando o teorema 4.1, temos:

sen 3x . sen 3x
v limy P limzy 0 3
sen 4x . sen 4x
v limy P limzy 0 PV
Portanto,
3 lim (sen Sx)
imsenSx: "¥o0 U 3x _§1:> limsen3x:§
x>0sen4x 4 i (sen 4X) 4°1 |x>0sen4x 4
" x50 4x

Usando o teorema 4.1, podemos demonstrar mais um teorema envolvendo limite

trigonomeétrico.
Teorema 4.2:

1 —cost
lim—=0
t—-0 t

Demonstracdo 4.2: Inicialmente devemos multiplicar o denominador e o numerador do

1—cost 1+cost
1+cost’

quociente

1—cost 1+cost (1—cost).(1+cost) 12— (cost)? 1—cos’t
t 14cost t.(1+ cost) T t.(14cost)  t.(1+cost)

Do teorema 3.1, decorre que:
sen’t + cos’t = 1 = sen’t = 1 — cos?t
Com isso,

1 — cos?t B sen’t
t.(1+cost) t.(1+cost)
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1—cost _ sen?t . (sen t sent )

lim———— = lim————— = lim :
t-0 t t-0t.(1+cost) t>0\ t 1+4cost

Usando as propriedades de limites, temos:

. (sent sent ~ sent sent
hm( . ) = Jdim
t—0 t 1+ cost t-0 t t-01+4cost
Do teorema 4.1,
. sent
lim =1
t-0 t

As funcéo seno e a fungdo cosseno séo continuas em 0. Logo,

) sent 0 _0_0
t01+cost 1+1 2
Portanto,
1—cost 1—cost
Iim———=10=>lim—=0
t—0 t t—0 t

Exemplo 4.2: Ache o limite, se existir:

1—-cosx

x->0 Senx

Solucéo:

Se aplicarmos as propriedades de limites obteremos uma indeterminacédo do tipo g pois:

liml—cosx=0e limsenx =0
x—0 x—0

~ .y . 1
Deveremos, entdo, multiplicar o numerador e o denominador por S x#0.

1 1—cosx
_ 1-cosx  |(1—cosx).= T
lim ——— = lim | ———=| = lim | —z55—
x>0 Ssenx x-0 x>0\ 264
(senx).= N
X

Usando as propriedades de limites e os teoremas 4.1 e 4.2, temos:
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1—cosx . 1—cosx
i lim———=

lim L =x0 X —__p
xs0\  senx lim SELX 1
X x—0
Portanto,
. 1—cosx
lim——— =0
x-0 Senx
Exemplo 4.3: Ache o limite, se existir:
. tgx
lim —
x-0 X
Solucéo:
Usando o teorema 3.2,
sen x 1 1
X oS x sen x sen x
lim—=limM=lim( .—)=lim( . )
x-0 X x-0 X x->0\COSX X x-0 X COS X
Agora, aplicando as propriedades de limites, temos:
. tgx . senx 1
lim = lim dim
x-0 X x>0 X x—=>0COS X
Do teorema 4.1,
. senx
lim =
x>0 X
Usando as propriedades de limites,
1 1
im ==-=1
x-0cosx 1
Portanto,
tg x tg x
lim2E =11 = lim2X =1
x-0 X x-0 X




4.2 Derivadas

Nesta secdo, vamos realizar o estudo da derivada de uma funcdo com foco
principalmente no estudo das derivadas das fungfes trigonométricas. Iremos apresentar a
definicdo da derivada de uma fungéo, as regras de derivacdo e demonstraremos as integrais de
todas as funcdes trigonométricas. Para isso, utilizaremos formulas, relacbes e definicdes

estudadas em trigonometria.

4.2.1 Derivada de uma funcao

Definicdo 4.2: A derivada de uma funcdo y = f(x) é a funcdo denotada por f'(x), tal que,

seu valor em qualquer x € D(f) é dado por:

flx+Ax) — f(x)
Ax ’

F1e= g
se este limite existir.

Uma funcdo é derivavel quando existe a derivada em todos 0s pontos de seu dominio.

As notacdes que podem ser usadas no lugar de y' = f'(x) sdo as seguintes:

v Dyf(x)

v' D,y

v ¥
dx

4.2.2 Regras de derivagdo

Apresentaremos agora algumas regras que permitem o calculo das derivadas sem o0 uso da

definicao.
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v" Derivada de uma fungdo constante: Se ¢ € uma fungdo constante e f(x) = ¢ para todo
x, entdo f'(x) = 0.

v Regra da poténcia: Se n é um ndmero inteiro positivo e f(x) = x™, entdo f'(x) =
n.x® 1 Se f(x) =x"" onde n é um inteiro positivo e x # 0, entdo f'(x) =
—n.x"L

v Derivada do produto de uma constante por uma funcdo: Sejam f uma funcéo, ¢ uma
constante e g a funcdo definida por g(x) = c.f(x). Se f'(x) existe, entdo g'(x) =
c. f'(x).

v Derivada de uma soma: Sejam f e g duas fun¢des e h a funcdo definida por h(x) =
f(x) + g(x). Se f'(x) e g'(x) existem, entdo h'(x) = f'(x) + g'(x).

v Derivada de um produto: Sejam f e g funcbes e h a funcdo definida por h(x) =

f(x).g(x). Se f'(x) e g'(x) existem, entdo:

W(x) = f(x).9'(x) + f'(x). g(x)

v Derivada de um quociente: Sejam f e g fungdes e h a funcdo definida por h(x) =

;E_g’ onde g(x) # 0. Se f'(x) e g'(x) existem, entéo:

_ 9 f1G) ~ f(x)-9'(x)
[9(x)]?

h(x)

v' Regra da cadeia (Derivada da funcdo composta): Se y = g(u), u= f(x) e as
derivadas 3—Z e Z—:‘ existem, entdo a fungdo composta y = g[f(x)] tem derivada que é

dada por:

y'(x) = g'(W. f'(x).

4.2.3 Derivadas das funcdes trigonométricas

O ponto de partida para a obtengédo das derivadas das fungdes trigonométricas sera as
formulas de transformacdo em produto. Iremos utilizar também as regras de derivagdo e

algumas das principais relagdes trigonométricas estudadas.
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4.2.3.1  Derivada da funcéo seno

Teorema 4.3: Se f(x) = sen x, entdo f'(x) = cosx.

Demonstracéao 4.3:

Seja f(x) = cos x. Para obtermos f'(x) devemos aplicar a defini¢do 4.2. Entdo:

sen(Ax + x) — sen(x)
Ax

o=
Das formulas trigonomeétricas de transformacgdo em produto,

x+Ax —x x+Ax +x
sen(x + Ax) —senx = 2.sen <#).cos <#>

Ax 2x + Ax Ax Ax
= 2.sen (—) .CoS (—) =2.sen (—) .CoS (x + —)

2 2 2 2
Dali,
2.sen (Az_x) . COS (x + Az_x) ' 2. sen (%) Ax
F1eo = fm, y: = lim, | os(x+
A i Ax
|zsen(F) Ax ~|sen (%) Ax
= lim .COS (x + —) = lim |————=*.cos (x + —)
Ax—0 Ax 2 Ax—0 Ax 2
2. T | 7

Das propriedades de limites,

Ax Ax
sen (T) Ax sen (7) Ax
f'(x) = lim —QAr lim cos (x +—) = lim ———*.cos| lim <x +7)] =

Ax—0 Ax Ax—0 2 Ax—0 A_x Ax—0
2 2
(3
= lim ———=*.cosx
Ax—0 A_x
2

Do teorema 4.1,
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Alalcr—r>10 Ax =1
2
Portanto,
f'(x) =1.cosx=|f'(x) = cosx|

4.2.3.2  Derivada da funcéo cosseno

Teorema 4.4: Se f(x) = cosx, entdo f'(x) = —sen x.

Demonstracéo 4.4: Seja f(x) = cos x. Para obtermos f'(x) devemos aplicar a definigéo 4.2.

Entao:

cos(x + Ax) — cosx

fie) = Alalcr—I}o Ax

Das férmulas trigonométricas de transformacao em produto,

cos(x + Ax) — cosx = —2. sen( >

x+ Ax +x

2x + Ax Ax
= —2.sen( >.sen (—) = —2.5en (x =+

2 2

Dai,

—2.sen (x + Az_x) .sen (A_x)

Ax Ax—0

1=,

x+7

= lim
Ax—0

—sen ( Ax) 2. ﬁ

Das propriedades de limites,

—S€n<
—sen(

) sen

2

x+Ax—x>_

Ax Ax
=)-sen(7)

+Ax
TS

+Ax
TS

)22

).

Ax

(%)

Ax

2
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Ax Ax
i Ax I sen (T) B y Ax y sen (T) B
['= lim —sen (x * 7) e Ax (x + 7) A A
2 2

Ax
= —sen x. lim M

AX—0 Ax

2

Do teorema 4.1,

Portanto,

f'(x) = —senx.1=

f'(x) = —senx

4.2.3.3  Derivada da funcéo tangente

Teorema 4.5: Se f(x) = tg x, entdo f'(x) = sec?x.

Demonstracéo 4.5: Sejaf (x) = tg x. Para obtermos f'(x) devemos aplicar a definicéo 4.2.

Entao:

tg(x +Ax) —tg x
Ax

rrn 1
1=
Das formulas trigonomeétricas de transformacgdo em produto,

sen(x + Ax — x) sen Ax
tg(x + Ax) —tg x = =

cos(x + Ax).cosx cos(x + Ax).cosx
Dai,

sen Ax
cos(x + Ax).cosx sen Ax 1 ]

= lim —
Ax Ax—0 [cos(x + Ax).cosx Ax

fo=fm,
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= lim .
Ax—0 lcos(x + Ax).cosx  Ax

1 sen Ax]

Das propriedades de limites,

') = i sen Ax Aim 1 _ senAx
x) = lim . lim = . lim =
f Ax—0 cos(x + Ax).cosx Ax—0 Ax Alim0 [cos(x + Ax).cosx] ax-0 Ax
X—>
1 . senlx 1 . senAx
= . lim = . lim
cos [ lim (x + Ax)] . COS ( lim x) bx-o Ax - cosx.cosx Ax=0  Ax
Ax—0 Ax—0
Do teorema 4.1,
sen Ax
m =
AxS0 Ax

Portanto,

£ = 1 ) 12 ( 1 )2

cosx.cosx ~  (cosx)? \cosx

E usando o teorema 3.4:

f'(x) = (secx)? >

fl(x) = sec2x|

A partir destas da derivada das fungdes trigonométricas vistas acima e aplicando as
relacBes trigonomeétricas e as regras de derivacdo, obtemos as derivadas das demais funcoes

trigonométricas.

4.2.3.4  Derivada da funcéo cotangente

Teorema 4.6: Se f(x) = cotg x, entdo f'(x) = —cossec?x.

Demonstracédo 4.6: Seja f(x) = cotg x. Do teorema 3.3,

COoS x

fG) =cotgx = f(x) = ——
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Das regras de derivacao,

senx.(—senx) —cosx.cosx —sen’x —cos’x —(sen?x + cos?*x)

f'(x) =

(sen x)? h (sen x)2 B (sen x)?

Aplicando o teorema 3.1, temos:

s PR S (=)

B (senx)? B (senx)?>  \senx

2

Portanto, aplicando o teorema 3.5,

f'(x) = —(cossec x)? = |f'(x) = —cossec?x

4.2.3.5  Derivada da funcéo secante

Teorema 4.7: Se f(x) = secx, entdo f'(x) = secx.tg x.

Demonstracéo 4.7: Seja f (x) = sec x. Do teorema 3.4, temos:

f(x) =secx = f(x) =

cos x
Das regras de derivacao,
100 cosx.0—1.(—sen x) sen x 1 senx
x = = = .
(cosx)? COSX.COSX COSX COSX

Do teorema 3.4,

1
= Secx
cos x
Do teorema 3.2,
sen x ¢
= X
COS X g

Portanto,
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f'(x) =secx.tgx

4.2.3.6  Derivada da funcéo cossecante

Teorema 4.8: Se f(x) = cossec x, entdo f'(x) = —cossec x.cotg x.

Demonstracdo 4.8: Seja f(x) = cossec x. Do teorema 3.5, temos:

f(x) =cossecx = f(x) =

sen x
Das regras de derivacao,
£1(0) senx.0—1.cosx cos x 1 cosx
x p— —_— e .
(sen x)? senx.senx senx senx
Do teorema 3.5,
1
— = —cossecx
sen x
Do teorema 3.3,
cosx
= cotg x
sen x
Portanto,
|f’(x) = —cossec x .tg x
Exemplo 4.4: Determine a derivada da funcéo:
f( ) sen x
X) =—F—
1—2.cosx

Solucéo:

Aplicando as regras de derivagao, temos:
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(1—-2.cosx).cos —senx.[0—2.(—sen x)]

f1 = (1 —2.cosx)?

cosx — 2cos®x —senx .2.senx cosx — 2(cos?*x + sen®x)

(1—-2.cosx)? (1 —2.cosx)?
Do teorema 3.1,
cos’x +sen’x =1
Portanto,
cosx — 2.1 cosx — 2
’ — = ! —_
f') (1 —2.cosx)? f') (1 —2.cosx)?

Exemplo 4.5: Determine a derivada da funcéo:

f(x) =tg x.secx

Solucéo:

Aplicando as regras de derivacao, temos:

f'(x) =tg x.secx.tg x + sec®x.secx = secx.(tg?x + sec?x)

Aplicando as relagfes trigonométricas 3.4 e 3.2, chegamos a:

sen’x + 1

) 1 sen x2 14 1 [sen®x
Fo=—— o) + (o) | om o +
cosx [\cosx cos x cosx '\ cos?x

Por fim, aplicando o teorema 3.1, temos:

1
cos?x cosx

fx) =

1 1——cos’x+1 1 2 — cos?x
cosx cos?x cosx \ cos?x
2 — cos’x
=|f'(x) = 3
cos3x

)
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4.2.4 Derivadas das func@es trigopnométricas inversas

4.2.4.1  Derivada da funcéo arco seno

Seja f:[~1,1] - [~ %, 2| definida por f(x) = arc sen x. Entéo f(x) é derivavel em (~1,1)

e sua derivada é:

f'x) =

1 — x2

4.2.4.2  Derivada da funcéo arco cosseno

Seja f:[—1,1] — [0, ] definida por f(x) = arccos x. Entdo f(x) é derivavel em (—1,1) e

sua derivada é:

e =-

1—x2

4.2.4.3  Derivada da funcéo arco tangente

Sejaf: R — (— gg) definida por f(x) = arc tg x.Entdo f(x) é derivavel e sua derivada é:

[ =172
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4.2.4.4  Derivadas das demais funcGes trigopnométricas inversas

Apresentaremos agora uma tabela contendo as derivadas das demais fungdes

trigonometricas inversas.

Funcao [f(x)] Derivada [f'(x)]
arc cotg x 1
g 1+ x2

1
arcsecx,|x| =1 ———
|x|Vx2 —1

arc cossec x,|x| > 1| —————,|x| > 1
|x|Vx2 —1 '

4.3 Integrais
4.3.1 Integral indefinida

Definicdo 4.3: Uma funcdo F(x) é chamada uma primitiva da funcdo f(x) em um intervalo

1, se paratodo x € I, temos F'(x) = f(x).

Definigdo 4.4: Se F(x) € uma primitiva de f(x), a expressao F(x) + ¢ é chamada integral

indefinida da funcédo f(x) e é denotada por:

Jf(x)dx =F(x)+c
As integrais indefinidas apresentam as seguintes propriedades:

v [Kf(x)dx =K [ f(x)dx
v [If)+g@)]dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
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4.3.2 Integral definida

Definicdo 4.5: Seja f uma funcdo definida no intervalo [a, b] e seja P uma parti¢do qualquer

de [a, b]. A integral definida de f de a até b, denotada por f:f(x) dx, é dada por:

Lbf(x) dx = lim Oif(ci)Axi

max Ax;—

Desde que o limite do segundo membro exista.
As integrais definidas apresentam as seguintes propriedades:

v Se f é integravel em [a, b] e k € um nimero real arbitrario, entdo kf é integravel em
[a, b] e:

b b
j kf(x)dx = kf f(x)dx
a a
v Se f e g sdo funcdes integraveis em [a, b], entdo f + g € integravel em [a, b] e:
b b b
[ 1760 + genax = [ reodx+ [ gGodx
a a a
v Sea<c<bef éintegravel em [a,c] e em [c, b], entdo f é integravel em [a, b] e:
b c b
J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx
a a c
v Se f éintegravel e se f(x) = 0 para todo x em [a, b], entdo:
b
f f(x)dx =0
a
v' Se f e g sdo integraveis em [a, b] e f(x) = g(x) paratodo x em [a, b], entdo:

fbf(x)dx > fbg(x)dx

v Se f é uma funcdo continua em [a, b], entdo:
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ijIX)dx s_[fu1x>|dx

v Se f é uma funcdo continua em [a, b], existe um ponto c entre a e b tal que:

b
[ reax=0-wre©

4.3.3 Integrais das fungdes trigonométricas

Apresentaremos na tabela abaixo as integrais indefinidas das fungdes trigonomeétricas.

f) | rooax

sen x —cosx + ¢

cos x senx+c

tg x In|secx| + ¢

cotg x In|sen x| + ¢

secx In|secx +tg x| + ¢
cossec x | In|cossec x — cotg x| + ¢

4.3.4 Meétodo de integracdo por partes

Sejam u e v fungBes derivaveis de x. A formula,

judv=u.v—Jvdu

E denominada férmula de integracdo por partes e é usada para simplificarmos integrais que

aparecem em forma de produto.
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4.3.4.1  Fbérmulas de reducdo ou recorréncia

A partir do método de integracdo por partes obtemos formulas que nos ajudaram a
reduzir uma integral em outra mais simples do mesmo tipo. Com essas férmulas iremos
reduzindo o expoente da funcdo que desejamos integrar de dois em dois e 0 uso repetido
dessas formulas nos levardo ao calculo da integral pedida. Essas formulas recebem o nome de

formulas de reducéo ou formulas de recorréncia.
Iremos agora apresentar e provar as principais formulas de recorréncia.

12 formula de recorréncia:

n—1

.fsen"_2 x dx

f sen®x dx = ——.sen™ x.cosx +
n

Prova:
Devemos inicialmente pensar em:

n—1

sen™ x = sen x.senx

Com isso podemos escrever,
J sen™ x dx = J sen™ 1 x.sen x dx

Agora consideramos,

Ix

u = sen™"
dv = sen x dx
De modo que:
du = (n —1).sen™ ?x.cos x dx

UV=—C0SX

Portanto, utilizando o método de integracdo por partes, temos:
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f sen™1x.senxdx = sen™ 'x.(—cosx) — f —cosx.(n—1).sen™2%x.cosx dx =

n-—2

= —sen™ 'x.cosx + (n — 1). f cos?x .sen™ ?x dx

Do teorema 3.1,
sen®x + cos’x =1 = cos’x = 1 — sen’x

Dai,

fsen"‘lx .senxdx = —sen™ x.cosx + (n—1). J(l —sen?x).sen" 2 x dx =
= —sen™ x.cosx + (n — 1). j sen™ % x —sen™ x dx =
= —sen™ x.cosx + (n — 1). (f sen™ %x dx — f sen"x dx) =

> fsen"‘l.senx dx = —sen™ 1x.cosx + (n — 1). f sen" 2xdx — (n— 1).fsen"x dx
Logo,

fsen”x dx = —sen™ 1x.cosx + (n — 1). f sen" 2x dx — (n—1). f sen™x dx
Somando (n — 1). [ sen™x dx, a ambos os lados da equagdo, temos:

fsen”x dx + (n — 1). f senx dx = —sen™ 1x.cosx + (n — 1).[ sen™ %x dx —
—(n— 1).[ senx dx + (n — 1). f sen™x dx =

= nj sen™x dx = —sen™ lx.cosx + (n — 1). f sen™ 2x dx

Por fim, dividindo ambos os membros da equacao por n, temos:

n 1 n-1 n-— 1 n-2
sen"x dx = ——.sen™ *x.cosx + .| sen™“x dx
n n
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22 férmula de recorréncia:

n—1

f cosxdx =—.cos " 1x.senx + f cos™ %x dx
n

Prova:
Devemos inicialmente pensar em:
cos™ = cos™ 1x.cosx

Com isso podemos escrever,
fcos"x dx = f cos™x.cosx dx

Agora consideramos,

u = cos™?!

x
dv = cosx dx
De modo que:
du=(n—1).cos™%x.(—senx) dx

vV=senx

Portanto, utilizando o método de integracdo por partes, temos:
J cos™ 'x.cosx dx = cos" lx.senx — j senx.(n—1).cos™?%x.(—senx) dx =

2

= cos™ x.senx + (n — 1). f sen’x .cos™ ?*x dx

Do teorema 3.1,
sen?x + cos’x =1 = sen?x = 1 — cos?x

Dai,
j cos™ 1x.cosx dx = cos™ x.senx + (n — 1). f(l — c0s?x).cos™ %x dx =
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=cos" x.senx + (n — 1).f(cosn_zx — cos™x) dx =

= f cos™x.cosx dx = cos" 'x.senx + (n — 1). f cos™ 2 xdx —(n— 1).J cos™x dx
Logo,

fcos"x dx = cos" 1x.senx + (n — 1).] cos™2xdx — (n— 1).f cos™x dx
Somando (n — 1). [ cos™x dx, aambos os lados da equagéo, temos:

]cos"x dx + (n —1). j cos™x dx = cos" 1x.senx + (n — 1).J cos™%x dx —
—(n—1). j cos"x dx + (n— 1).] cos™x dx =

>n. j cos"x dx = cos" 'x.senx + (n — 1).J cos™ 2x dx

Por fim, dividindo ambos os membros da equacao por n, temos:

1 n—1
f cos™x dx = —.cos™" 'x.senx + J cos™ %x dx
n n

32 formula de recorréncia:

1 n-2, +n—2
.sec""“x.tg x
n—1 g

.Jsec”‘zx dx
n—1

]seczx dx =

Prova:
Devemos inicialmente pensar em:

sec™x dx = sec™ %x .sec?’x

Com isso podemos escrever,

fsec"x dx = fsec"‘zx dx .sec’x dx
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Agora consideramos,

u = sec %x

dv = sec?x dx
De modo que:
du = (n—2).sec" ?x.tg x dx
v=1tgx

Portanto, utilizando o método de integracéo por partes, temos:

fsec"‘zx .sec?x dx = sec" %x .tg x — j tgx.(n—2).sec" %x.tg x dx =

=sec" ?x.tgx — (n— 2).j tg’x .sec" %x dx

Das relac@es trigonométricas fundamentais,

tg?x + 1 = sec®x = tg*x = sec®?x — 1

fsec”‘zx .sec’x dx = sec" ?x.tgx — (n— 2).f(seczx —1).sec™ 2x dx =
=sec" %x.tgx — (n— 2). f secx — sec™ ?x dx =
=sec" ?x.tgx — (n—2). (f sec™x dx — f sec 2%x dx) =
= jsecn‘zx .sec?x dx = sec" %x.tgx — (n — 2). f secx dx + (n — 2). J sec™%x dx
Logo,

j secx dx = sec" ?x.tgx — (n— 2).] sec"x dx + (n — 2). f sec™ 2x dx

Somando (n — 2). [ sec™x dx, a ambos os lados da equagdo, temos:
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J. sec"x dx + (n—2). f sec™x dx =sec" ?x.tgx — (n—2). f sec™x dx +
+(n—2). f sec" 2x dx + (n — 2).secx dx =

= (n-1). f sec™x dx = sec" %x.tg x + (n — 2). f sec™ %x dx

Por fim, dividindo ambos os membros da equacao por n-1, temos:

sec™x dx = 1 sec %x .t x+n_2 sec™ %x dx
n-1 TR

42 férmula de recorréncia:

n—2
f cosssec™x dx = — T cossec™ ?x.cotg x + p— cossec™ %x dx

Prova:

Devemos incialmente pensar em:

cossec™x = cossec™ %x .cossec®x

Com isso podemos escrever,

jcossecnx dx = J cossec™ %x .cossec?x dx
Agora consideramos,
u = cossec™ ?x
dv = cossec?x dx
De modo que:
du = —(n — 2).cossec™ %x .cotg x dx
v = —cotg x

Portanto, usando o método de integragdo por partes, temos:



f cossec™ %x.cossec’x dx = cossec™ %x. (—cotg x) —

— f(—cotg x).(—cossec™ %x).cotg x .(n — 2)dx =

n-—2

= —cossec™ ?x.cotg x — (n — 2).f cotg?x .cossec™ % x dx

Das relagdes trigonométricas fundamentais,

1+ cotg®x = cossec?x = cotg?x = cossec?x — 1

Dai,
f cossec™ ?x .cossec’x dx = —cossec™ %x .cotg x —
—(n-2). f(cosseczx —1).cossec™ % x dx =
= —cossec™ ?x .cotg x — (n — 2). f cossec™x — cossec™ ?x dx =
= —cossec™ ?x .cotg x — (n — 2). (f cossec™x dx — f cossec™ ?x dx) =
= j cossec™ %x .cossec?x dx = —cossec™ ?x .cotg x — (n — 2).J cossec™x dx +
+(n + 2). j cossec™ ?x dx

Logo,

] cossec™x dx = —cossec™ %x .cotg x — (n — 2).J cossec™x dx +

+(n — 2). f cossec™ ?x dx
Somando (n — 2). [ cossec™x dx em ambos os lados da equacéo, temos:

f cossec™x dx + (n — 2). f cossec™x dx =
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= —cossec™ ?x .cotgx — (n — 2).[ cossec™x dx + (n — 2).[ cossec™ %x dx +
+(n— 2).f cossecx dx =

=>n-— 1).[ cossec™x dx = —cossec™ %x .cotg x + (n — 2).] cossec™ ?x dx

Por fim, dividindo ambos os membros da equacéo por n — 1, temos:

1 5 n—2 5
T cossec™ “x .cotg x + T cossec™ % x dx

f cossec™x dx = —
n— n-—

Exemplo 4.6: Calcule a integral,
fsenSZx dx

Solucéo:

Fazendo u = 2x, temos du = 2 dx. Entdo:
1 1
fsenSZx dx = fz.senSZx 2dx = E.fsenSu du

Aplicando a formula de recorréncia pra a funcao seno, sucessivas vezes até chegarmos a uma
integral do tipo [ sen u du, temos:

o= (o[

—. ] Ssenfuadu =—-.{——=.Sen‘u.cosu =. sen"uau ) =

2 2 5 5

1 2 1 2
= ——.sen‘*u.cosu+—.(——.sen2u.cosu+—.Jsenudu) =

10 5 3 3
= —1g-sen*u.cosu — =.sen'u+ =. (= cosu) + ¢
Portanto,
jsen52x dx = ——.sen*2x .cos 2x — —.sen?2x — l cos2x + ¢
10° ' 15° 15°
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4.3.4.2  Integracao de funcgdes envolvendo seno e cosseno de arcos diferentes.

As férmulas de Werner nos auxiliam na resolucdo de integrais que envolvem seno e

cosseno de arcos diferentes, transformando um produto em soma e chegando a integrais ja

conhecidas. Como podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 4.7: Calcule a integral,

fsen 4x .cos2x dx

Solucéo:
Das formulas de Werner, temos:
sen(a + b) + sen(a — b) = 2.sena.cosbh =

= 2.sena.cosb = sen(a + b) + sen(a — b) =

1
= sena.cosbh =E.[sen(a+b)+sen(a—b)]
Logo,
1
]sen 4x .cos2x dx = E.j[sen(élx + 2x) + sen(4x — 2x)] dx =
1
=§.Usen6xdx+fsen2xdx]
Fazendo,
u=6x>=>du=6dx
v=2x>=>dv=2dx
Temos:
1 1 1 1
E.Usen6x dx+fsen2xdx] =E.Ug.sen6x.6dx+JE.sean.de =
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_1[1f d+1f d]—l[l( )+1( )]+
=3z senudu > senv dv =3z cosu > cos v c
Portanto,

171
fsen4x.c052xdx = —Z.[g.cos6x+c052x] +c

4.3.4.3 Integracao por substituicdo trigonométrica

Quando o integrando contiver expressdes do tipo Va? — x2, Va2 + x2 ou Vx? — a?,
onde a > 0, poderemos, em geral, resolver a integral através de substituicdes trigonométricas
que nos levem a integrais que podemos calcular diretamente. As substituicbes usadas devem

ser reversiveis para que posteriormente possamos voltar para a variavel original.

Sdo trés os casos aplicados.

1° Caso: O integrando contém uma expressao da forma va? — x2, onde a > 0.

Considere o triangulo retangulo abaixo:

1
|
A i

fx
i
i
H

# Y |
Ps e |

Vig? =2

x=asenf

Das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo, segue que:
X
senf =—=>x =a.senf
a

Agora introduziremos a nova variavel 6, tomando x = a.sen 6. Onde, 0 < 6 < % sex=0e

<0<0sex<0.Entdodx = a.cos@ do e:

NS

\/a2 —x% = \/a2 — (a.sen 0)? = \/a2 — a%.sen?0 = \/az. (1 —sen?6) = a.\/1 — sen?6

Aplicando o teorema 3.1, temos:
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Ja?—x?=a.+/cos?0

Como —~ < 6 < 7, cos 6 > 0. Entdo Vcos?6 = cos 6 e, portanto,

Ja?—x?=a.cos@

Comosenf =2e-<pg<Z
a 2 2

X
0 = arc sen —
a

Exemplo 4.8: Calcule,

x2
dx
j\/9 — x?
Solucao:

Sejax = 3.sen 6, —§< 2] <§. Entdo dx = 3.cos 0 d@ e:

\/9 —x% = \/9 —(3.sen )2 = \/9— 9.sen?0 = \/9. (1 —sen?6) = 3.4/1 — sen?6

Aplicando o teorema 3.1, temos:

vis vis
V9 —x%2 =3.4cos%0 =3.cos0,——< 0 < —

2 2

Logo,

x? (3.sen 0) 5 "
j dx = —.3.cos€d0=J9.sen 9d0=9.fsen 6 do

V9 — x2 3.cos 6

Se usarmos a formula do cosseno da soma e o teorema 3.1, teremos:
cos(0 +6) = cosB.cos@ — sen B.sen 6 = cos 20 = cos?0 — sen’6 =

= c0s 260 = 1 — sen?6 — sen?6 = cos20 = 1 — 2.sen?6 = 2.sen’d =1 —cos 26 =

1 — cos 26

= sen?f =
sen >
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Com isso,

1 — cos 26 9 9
9.fsen29d9=9.f—d6=§.fl—c0520 d9=§.<fd0—fc0529 d@)::»

2

sen 20
)+c

=>9f 29 do 0 (9
: n ==.l6-
se > 5

Se usarmos a formula do seno da soma, teremos:

sen(6 4+ 6) =sen6.cosf + senbf.cosO = sen 260 = 2.sen f.cos =

sen 260
= senf.cosf = >
Com isso,
9 sen 20 9
E.(B— > )+c=§.(9—sen9.c050)+c

X X
Como sen 6 =§e—§< 0 <§, segue que 6 = arc sen =,

Observe a figura abaixo.

oY

P

\

3
/"/
P \ 0

\/9 —x2

Das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo segue que:

H_x

sen =3
V9 — x2

cosf = 3

Portanto,

x? X x V9 —x2 9 X
dx = arc sen — ——. +c=—.arcsen 3

3 3 3 2

V9 — x2 T2

xX.V9 — x2
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2° Caso: O integrando contém um a expressao da forma vVa? + x2, onde a > 0.

Considere o triangulo retangulo abaixo:

Das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo segue que:
X
tg6=5:>x=a.tg9

Agora introduziremos a nova variavel 6, tomando x = a.tg 6. Onde, 0 < 6 < g sex=0e

—§<9 < 0sex>0.Entdo dx = a.sec?0 df e:

Ja? +x2 = Jaz + (a.tg 0)2 = Ja? +a2.tg 0 = Ja?. (1 +tg?0) = a.\/1+ tg?6
Aplicando o corolério 3.1, temos:
va? + x? = a./sec?0

Como —~ < 6 < 7, sec6 > 1. Entdo vVsec?6 = sec e, portanto,

Jaz +x%2 =a.sech

T
2

Comotgf==e—-<0<Z
a 2
6 = arc tg
=arctyg 2
Exemplo 4.9: Calcule,
f dx
Vita?
Solucéo:

Sejax = 2.tg 0, —g <0< g Entdo dx = 2.sec?6 dé e:
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Va+x2 =4+ Q2.tg0)% =4+ 4.t9260 = J4.(1 + tg?0) = 2./1 + tg?6

Aplicando o corolario 3.1, temos:

T T
VA4 + x%2 = 2.4sec?0 =2.sec9,—5<9 <=

2

Logo,

2.sec?6 dx
fm Y d9=fsec0d@:]m=ln|sec9+tg9|+c

Observe a figura abaixo.

1
V4 + .\'5 i )
i.\

Das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo e do teorema 3.4 segue que:

tg0 ==
9% =3
p 2
cosf =
V4 + x2
1 1 1.vV4 + x2 V4 + x2
secl = = = secl =
cos 6 2 2 2
V4 + x?
Portanto,
\/4+x2+x x 4+ x2
=|+c=1In c
m 2 2

3° Caso: O integrando contém uma expressao da forma vx? — a?, onde a > 0.

Considere o tridngulo retangulo abaixo:
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o

a

x=asech

Das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo e do teorema 3.4 segue que:
a
cosf =—
X

p 1 1.x p
secl = =—=—""5 x =a.sec
cosg 4
X

a

Agora introduziremos a nova variavel 8, tomando x = a.sec6. Onde 0 < 6 < % sex=>ae

<0 S%nsexs —a. Entdo dx = a.secf.tg 6 d0 e:

\/x2 —a? =/(a.sec)? —a? = \/az.secze —a? = /a2 (sec? — 1) = a.\/sec?6 — 1

Aplicando o corolério 3.1, temos:

Vx2 —a? = a.\tg?0

Como0<68< gou T<0< 37” tg 6 = 0. Entdo \/tg?6 = tg 6 e, portanto,

Vx?—a?=a.tg0

Como sec = =e 6 estd em [0, E) U [, 3—”)
a 2

X
0 = arcsec—
a

Exemplo 4.10: Calcule,

J‘ dx S 2
——— x -—
V25x2 — 4 5

Solucéo:
Vamos reescrever a integral como,
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J‘ dx _ dx _ dx
\/25x2—4_f/ 4 _f / 4
25 (Xz —E) 5 XZ _ﬁ

Sejax=§.sec9,0 <6 <§. Entéodng.sece.tgede e:

—zw/t2 —Zt 90<0<n
Ty VY =5 Y 2

Logo,
5 secH.tg 0 secf 1
f f do = Td@zg.fsecedeﬁ
/ - ¢ tgH
:>f dx ! In|secd +tg 6| +
———— = —.lIn|sec g c
5 xz—i >
25
Observe a figura abaixo.
| Va4
/
..

Das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo e do teorema 3.4 segue que:

V25x2%2 — 4

tg 0 = >

9—2
cos =T

p 1 " 5x g 5x
= =—=s1l—>= p—
sec cos8 2 > sec >

5x

Portanto,

5x + V25x2% — 4‘
> +c

J dx 1l
——=—.In
V25x2—4 5
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Os contetdos matematicos apresentam aplicacdes em diversos ramos e conhecer essas
aplicacdes ajudam no entendimento destes contetidos. Particularmente, alguns contetdos tém
aplicacBes dentro da propria matematica e servem como uma base para estudos futuros é
como se ao estudarmos estivéssemos preparando o alicerce para construirmos o conhecimento
em contetdos mais avancados. Esse € o0 caso da trigonometria que assume um papel

importantissimo no entendimento de contetdos de célculo diferencial e integral.

No decorrer deste estudo, podemos constatar as muitas aplicagdes dos conceitos e
férmulas trigonométricas em assuntos essenciais do calculo diferencial e integral como limites
ao demonstrarmos o limite trigonométrico fundamental e usarmos desse limite e de algumas
relacBes trigonomeétricas para encontrarmos diversos outros limites, derivadas na obtencdo de
derivadas trigonométricas e integrais na construcao das férmulas de recorréncia, nas integrais
por substituicdes trigonométricas entre outros topicos apresentados nesse trabalho que para
gue possamos compreendé-los bem é de suma importancia que tenhamos um bom

conhecimento de trigonometria.

O célculo diferencial e integral em si € um dos componentes curriculares com maior
indice de reprovacdo e por isto é um dos mais temidos pelos estudantes do curso de
Matemética. Como ficou evidenciado neste trabalho, um bom conhecimento sobre
trigonometria € o diferencial para um entendimento das demonstracGes de teoremas e
resolucdes de diversas questbes de calculo diferencial e integral, enfim, a trigonometria é um

importante aliado na aprendizagem de limites, derivadas e integrais.
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