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Resumo

Neste trabalho foi estudada a analise de regressao linear multipla, desde seu
contexto historico até um exemplo para aplicacdo da teoria. Para o estudo foi utilizado
um banco de dados referente a registros de horas paradas da linha de producdo de uma
fabrica de calcados de Campina Grande-PB, durante 0 més de Agosto de 2013. O
objetivo é tentar explicar que tipo de problema/defeito tem gerado maior impactado na
linha de producéo ocasionando paradas de maquinas e gerando perda de producdo. Os
calculos foram feitos com a ajuda do software estatistico R, versdo 3.1.1 revelando as

variaveis que estdo relacionadas com a variavel resposta.

Palavras-chave: Anélise de Regressdo, Horas de maquinas paradas, Testes de

hipoteses.



Abstract

In this work we studied the multiple linear regression analysis since its historical
context to an application example of the theory. For the study we used a database of
records related to downtime of the production line of a shoe factory in Campina Grande-
PB, during the month of August 2013. The main goal was to try to explain what kind of
problem/defect has generated major impact on the production line causing machines
stoppage and subsequent loss of production. Calculations were made using the R
software, version 3.1.1, revealing the variables that are related to the response variable.

Keywords: Regression Analysis, Hours of idle machines, Hypotheses tests.
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1 Introducao

A andlise de regressdo linear surgiu a partir da necessidade de cientistas
descobrirem, através do célculo de probabilidades, se algumas caracteristicas fisicas e
psicoldgicas, entre membros de uma mesma familia, poderiam estar associadas de
forma que fosse possivel explica-las através de um modelo matemaético. Neste trabalho
foi estudada a estimagdo dos parametros de regressdo linear multipla, o coeficiente de
determinacéo, testes de hipoteses e somas de quadrados.

Para exemplificar os procedimentos tedricos e metodoldgicos da andlise de
regressdo linear multipla, foi utilizado um banco de dados referentes a registros de horas
paradas da linha de producdo de uma fabrica de calcados de Campina Grande-PB
durante 0 més de Agosto de 2013. O objetivo é tentar explicar que tipo de
problema/defeito tem gerado maior impacto na linha de producédo ocasionando paradas
de méquinas e gerando perda de producéo.

Assim, o principal objetivo deste trabalho foi fazer um estudo minucioso da
teoria da andlise de regressdo linear, com aplicacdo de um modelo de regressao linear
multipla para os dados coletados neste periodo.

As horas paradas foram registradas em livro de ocorréncia conforme
procedimento adotado por esta empresa, contendo 1,315 horas paradas no més de
agosto de 2013, que corresponde a 4,5% do total de 28,704 horas de trabalho disponivel
em cada més considerando as 46 maquinas nos trés turnos contendo todos os problemas
gue ocasionaram paradas de maquina gerando perda de producdo. O software usado foi
0 programa estatistico R, na sua verséo 3.1.1.

O estudo feito a partir destas informagdes traz resultados interessantes
mostrando o turno os tipos de defeitos e as maquinas que tiveram maior tempo de
paradas tendo como referéncia o més de agosto de 2013 e que poderdo ser utilizados
pela geréncia desta fabrica para evitar possiveis perdas de producdo decorrentes destas

paradas.
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2 Fundamentacéao tedrica

2.1 Origem historica do termo Regresséo

Francis Galton em 1886 verificou que, embora houvesse uma tendéncia de pais altos
terem filhos altos e pais baixos terem filhos baixos, a altura média de filhos de pais de uma dada
altura tendia a se deslocar ou “regredir” até a altura média da populagdo como um todo. Em
outras palavras, a altura dos filhos de pais extraordinariamente altos ou baixos tende a se mover
para a altura média da populacéo.

A lei de regressdo universal de Galton foi confirmada por Karl Pearson em (1903), que
coletou mais de mil registros das alturas dos membros de grupos de familias e verificou que a
altura média dos filhos de um grupo de pais altos era inferior a altura de seus pais, e que a altura
média dos filhos de um grupo de pais baixos era superior a altura de seus pais.

Assim, tanto os filhos altos como baixos “regrediram” em diregdo a altura média de todos os

homens (DEMETRIO e ZOCCHI, 2008).

Uma nova interpretacdo da regressao linear simples e multipla

Estudo da dependéncia de uma varidvel explicativa (Y) que se tenha interesse em
conhecer seu comportamento em relagdo a uma ou mais variaveis (X, X, -+, X)) com o
objetivo de estimar e/ou prever valores para Y.

Desta forma, pode-se modelar e tentar descrever como as varidveis estdo relacionadas
entre si, devendo ter sempre a preocupacdo de criar modelos estatisticos que explicitem a
estrutura do fendmeno em observagdo. Um dos métodos mais usados na estatistica para
investigar a relagdo entre variaveis é o modelo de regressao.

A regressao pode ser também definida como metodologia estatistica que estuda (ou
modela) a relacdo entre duas ou mais variaveis, conforme ilustrado pela Figura 1.
NAGHETTINI, M.; ANDRADE PINTO, E. J. de. Hidrologia Estatistica. Belo
Horizonte: [s.n.], 2007.
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Tipos de Modelo de Regressédo

Uma variavel
dependente Duas ou mais
variaveis dependentes
- -
Simples Multiplo
Linear N&o Linear Linear .
Nao Linear

Figura 1: Fluxograma dos modelos de regresséo.
SANTOS, A. M dos. Profa Alcione Miranda dos Santos. Departamento de Saude
Publica UFMA,(2007).



15

A utilizag&o de modelos de regressao pode ter por objetivos:

i) Predicdo. Uma vez que se espera que uma parte (que se deseja que seja a maior) da
variagdo de Y € explicada pelas variaveis X; j = 1,2,---,k, entdo, pode-se utilizar o

modelo para obter valores de y correspondentes a valores de X;.

ii) Selecdo de variaveis. Frequentemente, ndo se tem ideia de quais s@o as variaveis que
afetam significativamente a variacdo de Y. Para responder a esse tipo de questdo,
conduzem-se estudos onde esta presente um grande nimero de varidveis. A analise de
regressdo pode auxiliar no processo de selecdo de variaveis, eliminando aquelas cuja

contribuicdo ndo seja importante.

iii) Estimacdo de parametros. Dado um modelo e um conjunto de dados (amostra)
referente as variaveis resposta e preditoras, estimar parametros, ou ainda, ajustar o
modelo aos dados, significa obter valores (estimativas) para 0s parametros, por algum

processo, tendo por base 0 modelo e os dados observados.
iv) Inferéncia. O ajuste de um modelo de regressao tem, em geral, por objetivos basicos,

além de estimar os parametros, realizar inferéncias sobre eles, tais como testes de

hipdteses e intervalos de confianca.

2.2 Modelo de regressao linear simples

O modelo de regressdo mais simples que pode ser definido é o modelo de

regressao linear simples, dado pela expresséo abaixo
yi = Bo + B1xi +E;j, i=1..,n,

Sendo:

y;i: valor da variavel dependente (resposta) para o i-ésimo elemento da amostra;
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x; : valor (conhecido) da varidvel independente ou preditora para o i-ésimo elemento da

amostra;

B, e B, : sdo parametros desconhecidos;

ej: erro associado ao modelo.

Quanto a interpretacdo do modelo, o intercepto 3, representa o ponto inicial de
y quando o valor de x é igual a zero, x; representa cada observacdo da varidvel
explicativa x, o coeficiente angular 3; representa o grau que a reta faz em relagdo ao

eiXo x € e; € 0 erro associado a cada observacao em relacdo a regressao linear.

2.3 Analise de Regressao Linear Multipla

Tendo em vista que o problema deste trabalho envolve mais de uma variavel. A
partir deste momento a metodologia concentra-se no modelo de regressdo linear
maltipla, pois nos d& a condicdo de trabalhar com vérias varidveis explicativas
simultaneamente.

Para a definicdo do modelo de regressao linear multipla, supdem-se que tem-se
Xy, Xy, -+, Xp_q variaveis preditoras e define-se como modelo de regresséo linear

maultipla, em termos destas variaveis preditoras, da seguinte forma:

Yi =Bo+ Bixsi + B2 Xz +BxXki + €, i=12..n

Uma maneira de melhor visualizar o modelo de regressao linear maltipla é

coloca-lo na sua forma matricial, dada por

y =XB +e,
Em que.
Y1 1 X471 X1 ' X B1 €1
y = y2 X = 1 xq X:zz X|:<2 B B e €2

¥n 1 X1n X2n * Xkn Bk €n
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Suposicdes sobre 0 modelo de regresséao linear multipla:

1- Existe relagdo linear entre y e xj,j = 1,2, kK,

2- Os valores dos x; sdo fixos, logo, ndo sdo variaveis aleatorias;
3- As variaveis aleatorias e; tém distribuicdo normal;

4- E (e;) = 0,0onde 0 representa o vetor nulo;

5- Var (e;) = o2, paratodos os valoresde i = 1,2, ..., n;

6- Os erros sdo ndo correlacionados dois a dois.

2.3.1 Estimagao de parametros

De acordo com Morais (2010), para estimar os parametros do modelo de
regressdo multiplo, é possivel recorrer ao método dos minimos quadrados, que permite
encontrar uma reta que minimize a distancia entre os pontos observados e a reta,
fazendo, em média, a soma dos desvios quadraticos ser igual a zero.

Sejam f3 e e os vetores das estimativas e dos desvios do modelo, onde:
B1 €1
e
B = B:Z e =7
Bx €n

e =y—Xp

Temos que:
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A soma dos quadrados dos erros ¢é dada por:

eq n
e

ele =[e; € - ey]| 2 =e1e1+e2e2+---+en=Zei2.
e, iz1

Também pode-se mostrar que essa soma de quadrados ainda pode ser escrita

como:

Z=ee= (Y -BX)(Y-BX)=YY-YXB-BXY+BXB

como as matrizes Y X — B XY sdo equivalentes, por uma ser a transposta da outra,
entéo:

Z=YY-2BXY+BXXB.

A funcdo Z deve ser igualada a zero para se obter o ponto de minimo para os valores de

B portanto:

aZ—a YY-2BXY+XXB)=
FTie (YY-2BXY+XXB)=0
(YY) -2d(BX)Y+ (8BX)XB=0

—2(8B)XY + (8B)X'XB + BX'X(dB) = 0

Como (8B)X'XB = BX'X(dB) pois sdo matrizes simétricas com um Unico elemento,
pode-se reescrever a equacao acima de maneira que —2(8p )XY + 2(ap )X XB = 0,

e também:

(B (XXB—-XY)=0),

para que df = 0 é necessario que
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XXg =XY,

de onde se pode concluir que, a partir da matriz inversa de X'X, pode-se chegar

facilmente ao estimador dos parametros (3, dados por

B=XX)XY.

2.3.2 Soma de quadrados e analise de variancia da regressao
linear Mdltipla
Uma vez obtido o estimador para o vetor de parametros, deve-se observar a
significancia dos resultados obtidos. Para isso se faz necessario definir as somas de
quadrados, que sé@o descritas a seguir.
Soma de quadrados de residuos é dada pela expressao:
SQRes =YY - BXY.
Ja a soma de quadrados total é dada pela expressao:
n
SQTot = ) (i — §)*.
i=1

E, por fim, a soma de quadrados da regressdo é dada pela expressao:
n
SQReg = » (i — 7)*.
i=1

Sendo assim, apos alguns calculos relativamente simples, pode-se mostrar que a

soma de quadrados de residuos pode ser escrita como:

SQRes = SQTot — SQReg,
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que ¢é conhecida como a decomposic¢ao da soma de quadrados total.

Também é possivel mostrar matematicamente que cada uma destas somas de
quadrados segue distribuicdo de qui-quadrado, sendo que SQRes, SQReg e SQTot tém
n-p, p-1 e n-1 graus de liberdade, respectivamente. A partir destes resultados € possivel
construir o quadro da andlise de variancia da regressdo, dada pela Tabela 1, que € usada
para calcular a estatistica F, utilizada para verificar a validade do modelo estimado.

Através da estatistica F pode-se testar as hipdteses Hy:f; = B2, = =Bx =0
versus H,:pelo menosum ; # 0, i =1,2,...,k. Ou seja, definimos o teste F para
verificar se realmente existe uma relacdo linear entre Y e uma ou mais variaveis X,

conforme € apresentado um pouco mais detalhadamente a seguir. Morais (2010),



Tabela 1: Esquema de anélise
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de variancia e estatistica F para a regressao linear

maltipla.
Causas de variagdo G. L. S.Q. Q.M F
Regressdo Linear  k=p-1 SQReg SQReg MRe
p-1 QMRes
Residuo n-p SQRes SQRes
n-p
Total n-1 SQTot - -

2.3.3 Coeficiente de determinacéo R?

O coeficiente de determinacdo é uma estatistica usada para medir a proporcao da

soma de quadrados que € explicada pela regressdo linear multipla. Este coeficiente pode

ser obtido através da expressao:

qo _ SQReg
SQTot’

2.3.4 Testes de hipoteses

Para verificar se existe regresséo linear entre as variaveis do modelo é necessario

que seja feito um teste de hipoteses, para 0 nosso caso 0 melhor teste a ser feito € o teste

F, assim realiza-se o teste para dois casos.

Teste F para significancia da equacao de regresséo linear multipla



22
Aqui testa-se a existéncia da regressdo linear no modelo, fazendo-se uso da
estatistica F citada na Tabela 1 vista anteriormente, que é:

_ QMReg
"~ QMRes’

utilizado para testar as hipoteses a seguir

[Ho: Br=PB2=Bz=Px=0

Hy:pelomenosumB; # 0, j =1,2,..k

Se Fealculado fOr maior que Fipelado, ONde F tem distribuicdo F de Snedecor com p-
1 e n-p graus de liberdade, entdo rejeita-se H, e pode-se afirmar que, ao nivel a de

significancia, pelo menos um @; # 0, portanto, pode-se dizer que existe regressao

linear entre as variaveis do modelo.
Teste F para as partes de um modelo de regresséo linear

A influéncia de uma variavel explicativa no modelo de regresséo linear multipla
pode ser determinada pelo teste F parcial. Dessa forma, avalia-se a contribui¢do de uma
variavel explicativa para a soma dos quadrados devido a regressdo, depois que todas as
outras variaveis independentes foram incluidas no modelo. Assim, a influéncia desta
variavel x, do modelo para a soma de quadrados da regressdo sera estimada pela

diferenca dada por:
SQReg(Xk) = SQReg(total) - SQReg(tOtal_Xk)
As hipoteses gque serdo testadas séo:

Hy: A variavel X;, ndo melhora significativamente o modelo

H; : A variavel X, melhora de forma significativa o modelo; k = 1,2,:--k
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Uma forma que nos permite mostrar este teste é 0 Fearculado dado pela expresséo.

_ SQReg Xk
¢~ QMRes °

Teste t para significancia de cada variavel

O teste mais utilizado para medir a significancia individual das varidveis do
modelo e o teste t que nos mostra se existe alguma varidvel significativa no modelo.

Assim a quantidade a ser testada para cada (3; sera dada pela férmula.

B .
T' = ~ ) _] = 1F2F'..Fkl
Tos(By)

Em que S(Bii) representa o estimador da variancia de f3;, e T; segue distribuigéo t de

Student com n-p graus de liberdade e que é usado para verificar as seguintes hipdteses

HO:Bj =O
Hi:B; 20, j =12,k

Portanto, se | Tcalculado | > Ttavelado, €NtAO rejeita-se H,, e conclui-se que, ao nivel a
de significancia, B; # 0, j = 1,2,---,n e assim pode-se afirmar que esta variavel &
importante para explicar a regressdo linear. Caso contrario, esta variavel ndo tem

influéncia na regressao linear multipla.

2.3.5 Anélise de residuos

Para uma confirmagdo a respeito das suposi¢fes necessarias para que haja
regressdo linear € fundamental fazer uma investigacdo no conjunto de dados para
verificar a condicdo de normalidade através dos graficos de probabilidade normal que
sdo o PP-plot (Probabilidade acumulada esperada para a distribuicdo normal, em funcéo
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da probabilidade observada acumulada dos residuos) e o QQ-plot (Quantil de
probabilidade esperado para a distribuigdo normal, em fungéo dos residuos).

Apo6s o esboco dos gréficos pode se verificar que, se 0s erros possuirem
distribuicdo normal, os pontos devem estar mais ou menos alinhados sobre uma reta,
caso contrario, os dados ndo apresentam indicios de normalidade.

Para melhor entendimento, podem-se observar os exemplos dados pelas Figuras 2 e 3

que seguem.

[ EEORS P

Diciribuigho obeenvada

Figura 2: Grafico PP-Plot, extraido de Morais (2010).
(Fonte: http://www.estv.ipv.pt/PaginasPessoais/psarabando/Estatistica CA 2009-
2010/slides/regressao/Parte3 e Morais (2010).
A maioria dos pontos da Figura 1 concentram-se em torno de uma reta, o que da

indicios de normalidade dos dados.

Chartd o g o
L]

Resclaiucs

Figura 3: Grafico QQ-plot, extraido de Morais (2010).

Na Figura 2, observa-se também que a maioria dos pontos esta sobre uma reta,

dando a entender que os erros seguem uma distribui¢do normal.


http://www.estv.ipv.pt/PaginasPessoais/psarabando/Estatistica%20CA%202009-2010/slides/regressão/Parte3
http://www.estv.ipv.pt/PaginasPessoais/psarabando/Estatistica%20CA%202009-2010/slides/regressão/Parte3
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3 Aplicacéao

3.1 Banco de dados

Antes de qualquer estudo sobre o banco de dados, é necessario que seja feito um

breve comentario sobre sua origem.

Os dados foram coletados da linha de producdo de uma fabrica de calcados da
regido de Campina Grande em um dos setores produtivos onde existem 46 maquinas
identificadas como prensa, as quais sdao numeradas de 1 a 46 e quando qualquer
interferéncia gera perda de producdo é registrado o tempo de parada em minutos e o
motivo da parada em uma planilha do EXCEL contendo todos os motivos reais que
causaram a perda de producao no total de 1.590 observag¢des no més de Agosto de 2013.

A variavel de interesse € qual dos problemas citados na planilha gerou maior
perda de producdo em consequéncia do tempo que a maquina ficou parada.

De acordo com as informagdes registradas na planilha, conforme a Tabela 2,
pode-se observar que no més de Agosto foram 1.317 horas de maquinas paradas onde,
342h que representa 26,0% foi da turma A (06h00min as 14h00min), 379h que
representa 28,8% foi da turma B (14h00min as 22h00min) e 594h que representa 45,2%
foi da turma C (22h00min as 06h00min) distribuidos em 10 problemas, defeito
mecanico, defeito elétrico, defeito elétrico e mecéanico, varredura, falta de programacéo,
falta de material, falta de sola, material com bolhas, material manchado e material
atrasado. Na Tabela 3 constam os problemas que foram significativos apds o ajuste do
modelo de regressdo e na Tabela 4 sdo apresentadas as maquinas que apresentaram
valores significativos, também apos o ajuste do modelo.



Tabela 2: resumo de horas de maquinas paradas por turma
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Turma Total de Horas %
A 342 26,0
B 379 28,8
C 594 45,2
Total Geral 1.317 100

Tabela 3: resumo de horas paradas por problemas

Problema (cédigo) Total de Horas % de horas
Defeito mecanico (1120) 268 20,5
Defeito elétrico (1121) 77 5,9
Falta de programacéao (2321) 17 1,3
Falta de material (2310) 838 64,0
Falta de sola (2322) 77 5,9
Material ¢ / bolhas (3620) 32 2,4
Total Geral 1309 100,0

Tabela 4: resumo de horas paradas por maquina

Maquina Total de Horas % de horas
7 12 0,9
8 11 0,8
19 16 1,2
20 17 1,3
23 13 1,0
24 12 0,9
36 42 3,2
37 16 1,2
39 39 3,0
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3.2 Analise de regressao

Para dar inicio no estudo de regressdo linear entre as varidveis do banco de
dados, devemos definir a variavel de interesse ou variavel resposta.

Conforme os dados coletados no setor de producdo da fabrica no més de agosto
de 2013 deseja-se saber quais fatores tiveram contribuicdo para explicar o tempo que a
maquina ficou parada gerando perda de producdo, para isto sera definida a variavel
resposta como sendo tempo da i-ésima parada.

As variaveis testadas para validar o modelo de regressao linear foram o tempo de
maquina parada (varidvel resposta), as maquinas, os turnos de trabalho e os problemas

que ocasionaram a parada.

O modelo de regresséo linear multipla a ser testado sera dado por:

¥i = Bo + BixX1i + B2Xzi + B3Xsi + €,

sendo y; 0 tempo da parada do i-ésimo problema, x,; esta associado as maquinas, X;
aos turnos de trabalho e x5; aos problemas que ocasionaram as paradas. €; € 0 erro para
cada observacdo e [; os parametros do modelo de regressdo linear com j =

1,2,3,--,1.590.

Para verificar se existe regressdo entre as varidveis x5; do modelo, foi gerada a
tabela de ANOVA, que esta representada na Tabela 5. Nela pode-se observar as somas
de (Q.M), (S.Q) os graus de liberdade (G.L), quadrados médios de regressao e de

residuos, com a inclusdo do p-valor do teste F na tltima coluna.

Tabela 5: Analise da variancia da variavel x;; do modelo

FV SQ GL QM F P-valor
Regressdo 312,279 9 34,698 18,7336 0,0001
Residuo 292,826 1,581 1,852

Total 605,100 1,590
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Observando-se a Tabela 5, pode-se concluir que, devido o P-valor do teste ser de
0,0001 é altamente significativo, ou seja, ao nivel de 10%, 5% e até 1% de significancia
ha fortes indicios contra H,, ou seja, pode-se considerar que haja regressdo linear para

pelo menos uma variavel tipo de defeito no modelo.

De acordo com os célculos efetuados pelo software foram estimados os valores
dos coeficientes de regressao linear para este modelo conforme Tabela 6, que das 46
maquinas somente 6 apresentaram valores significativos e a Tabela 7 mostra que a
turma C foi quem apresentou maior significancia, ja na Tabela 8 tem-se os 5 problemas
que foram significativos. Sendo o problema “falta de material” com maior significancia,
pois apareceu com 290 minutos a mais que o problema defeito mecanico com 59,7

minutos parado.

Tabela 6: Coeficientes de regressdo linear do modelo, para as categorias da variavel x;

comparativamente a média do erro tipo maquina 1.

Bj Estimativas t P - valor
08 - 28,0358 - 2,6530 0,0080
20 25,4524 -3,0150 0,0026
23 - 28,2820 -2,71330 0,00063
24 - 29,1467 - 2,7150 0,0066
36 25,3804 2,9090 0,0036
39 55,2570 5,2400 <0,0001

Tabela7: Coeficientes de regressdo linear do modelo, para as categorias da variavel

x,comparativamente a média do erro turma A.

Bj Estimativas t P - valor

B 7,8188 2,6750 0,0001
C 13,9944 4,1960 < 0,0001




29

Tabela 8: Coeficientes de regressao linear do modelo, para as categorias da variavel x5,

comparativamente a média do erro tipo 1120.

Bj Estimativas t P - valor
1121 - 23,6882 - 4,3050 <0,0001
2310 290,7743 11,1340 <0,0001
2321 - 18,8383 -5,2201 < 0,0001
2322 - 28,6199 -5,5190 <0,0001
3620 - 24,3600 - 3,5470 0,0004
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4 Conclusao

Os modelos de regressao linear sdo bastante utilizados para explicar a associagdo
entre duas ou mais variaveis. Esta técnica estatistica nos permite escrever uma variavel
em funcdo de outras varidveis independentes desde que estejam correlacionadas,
podendo assim, explicar seu comportamento de acordo com valores estabelecidos para
cada variavel independente.

O uso da regressdo feita neste trabalho nos mostrou a importancia desta técnica
estatistica para modelar problemas do cotidiano nos mostrando onde possa haver uma
relacdo causa- consequéncia.

No estudado realizado, deseja-se responder qual das variaveis em estudo tem
maior impacto no resultado final de producéo deste setor de trabalho em consequéncia
do tempo em que a maquina ficou parada.

Conforme resultado dos dados coletados neste setor no més de Agosto de 2013,
pode-se concluir que, o turno com maior incidéncia de paradas é o turno C, enguanto
que dos 10 problemas mencionados no banco de dados somente 6 foram significativos
para explicar as perdas de producdo devido o tempo em que as maquinas ficaram
paradas mas dos 6 tiveram 2 com maior frequéncia o problema falta de material tem
maior significancia no total de horas parada em seguida vem defeito mecanico.

Entre as maquinas que apresentaram valores significativos a prensa 39 pode ser
desconsiderada, pois neste periodo estava passando por uma alteracdo de manual para
semiautomatica, logo esta alteracdo teve um grande impacto no tempo parado desta

maquina as demais poderdo ser feito um estudo mais aprofundado por cada maquina.
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