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que tardio, quée posśıvel sonhar e realizar os mais impossı́veis sonhos desde que haja dedicação
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Resumo

Geralmente os textos disponı́veis na literatura especializada trata aEstatı́stica Experimen-
tal como um conjunto de procedimentos que se propõe a resolver os problemas inferenciais das
pesquisas cientı́ficas em outraśareas do conhecimento e pouco, ou quase nada, está interessada
em aprofundar-se no formalismo matemático/estat́ıstico que d̃ao origem a estes procedimentos.
Este trabalho se propõe a contribuir com o desenvolvimento teórico dos procedimentos que dão
suportèas ańalises estatı́sticas dos dados de um experimento em blocos casualizados de efeitos
aleat́orios, uma vez que esse enfoque nãoé encontrado com frequência na literatura ou ocorre de
forma bastante fragmentada. Neste sentido, procurou-se apresentar alguns conceitos utilizados
na experimentaç̃ao, definiu-se o modelo matemático associadòas observaç̃oes experimentais,
encontrou-se os estimadores de máxima verossimilhança dos efeitos dos fatores sobre a variável
resposta, discutiu-se algumas propriedades dos estimadores e os argumentos teóricos que fun-
damentam a ańalise da varîancia (ANOVA). Além disso, utilizou-se o ḿetodo da ANOVA para
estimar os componentes da variância discutindo-se as análises complementares. Os dados de
um experimento real foram analisados e os resultados foram comentados detalhadamente.

Palavras-chave- Análise de Varîancia, Componente de Variância, Modelo Aleat́orio.



Abstract

The texts available in specific literature generally treats the experimental statistic like a set
of the procedures that proposes to solve the inferences problems of the scientific researches in
others areas of the knowledge and hardly ever to be interested in to study in depth in math-
ematic/statistic formalism that gives origin to theses procedures. This work proposes to con-
tribute with the theoretical development of the procedures that gives support to the statistics
analysis of the experiment in blocks by chance of the Random process, because this focus
doesn’t is found in frequency in the literature or to happen of the form enough fragmentary.
Therefore it look for present some concept used in the experimentation, defined the mathematic
model associated to the experimental observations, it found the estimators of the maximum
verisimilitude of the factories’ effect about the answer variable, it discussed some estimator´s
property and the theoretical argument that found the analysis of variance (ANOVA). Besides
which, it used the ANOVA method to estimate the complementary analyses. The factor of the
one real experiment was analyzed and the results were commented on details.

Key words - Analysis of Variance, Variance Components, Random model.
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2.8.1 Estimadores da proporção da variabilidade total explicada pelos com-
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nentes da variância . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p. 40

3 Conclus̃oes p. 42

Referências p. 44



Lista de Tabelas

1 Entrada de dados de um experimento em blocos completos casualizados. . . .p. 14
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SQ - Soma de quadrados (variação devida FV)
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1 Introduç ão

Um dos primeiros registros sobre a realzação de experimentos agrı́colas deu-se h́a mais de

três śeculos, pelo Belga Jonhan Baptista Vam Helmont. O objeto de estudo de Helmont baseava-

se no fato de mostrar que os vegetais eram formados somente porágua. Despresando outros

componentes constituı́dos pelo solo ou ambiemte onde estes fossem cultivados. Helmont foi o

pioneiro pesquisador a empregar a técnica decausas controladas,em que se observou com reg-

istro, analisando três varíaveis que foram: uma planta, uma unidade deárea limitada, ou parcela

e uma ilimitada quantidade deágua ou tratamento, no perı́odo de cinco anos. Atualmente um

estudo dessa natureza onde se realiza uma simples observação por causas controladas, de modo

sisteḿatico, chama-se experimento. Em 1834, surge na França a primeira estação experimen-

tal, Boussingault, fundada por Busenka, com a finalidade especı́fica de estudar as fontes de

fornecimento de nitroĝenio para as plantas e outros nutrientes nos manejos rotacionais, desta

estaç̃ao experimental surge investigações consideradas obras primas de uma pesquisa experi-

mental. Santos(2008, p.23).

Em meados do século XIX houve um grande avanço naárea das ciências agron̂omicas, em

virtude da necessidade para implantação de t́ecnicas e ḿetodos que viabilizasse a maximização

da produç̃ao agŕıcola em larga escala, assim como novas variedades de plantas com teor de

produç̃ao elevado obdecendo as pespectivas futuras sobre alimentação.

Para atender as necessidades da produção agŕıcola foram criadas as estações experimen-

tais, que no decorrer dos anos seguintes foi a base para todo desenvolvimento e aplicação dos

termos e t́ecnicas expecı́ficos, chamados de experimentos . No inicio do século XX com o de-

senvolvimento da ind́ustria petroĺıfera surge da quı́mica subst̂ancias necessárias e suficiente para

a fertilizaç̃ao dos solos, aplicando nutrientes ausentes com o objetivo de equilibrar o potencial

produtivo, necessitando de estudos sistematizados dos experimentos, ou seja, o planejamento.

Com os estudos de Ronald Fisher chefe da estação experimentalRothamsted, na Inglaterra

no ṕeriodo de 1912 a 1933. Suas idéias revolucionaram o campo da experimentação, eliminando
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o carater emṕırico, ou seja, t́ecnica conhecida apenas na observação, desprezando no entanto

o estudo. Fisher desenvolveu uma técnica conhecida na estatı́stica como ańalise de varîancia.

Esta t́ecnica teve enorme repercursão entre os cientistas e causou um passo extraodinário ñao

somente no planejamento de experimentos mas também na ańalise e interpretaç̃ao dos resulta-

dos, cujas t́ecnicas s̃ao utilizadas at́e os dias atuais.

Os pesquisadores dispõem de uma gama de Softweres Estatisticos, uma das ferramentas

usadas para análise de dados, que diante do domı́nio devido, efetuaŕa ćalculos complexos em

fração de segundos. Existe atualmente um grande volune de trabalhos publicados naárea da

pesquisa agron̂omica, mas estar sendo notável a aplicaç̃ao sutil em todos os ramos do con-

hecimento humano, e esse avançoé decorrente em parte,ás t́ecnicas e teorias da estatı́stica

para validaç̃ao cientifica desses estudos. Quando um pesquisador realiza um estudo, no decor-

rer do tempo se depara com um problema peculiar generalizado, queé a auŝencia de fontes

bibliográficas que subsidie o desenvolvimento estatı́stico téorico explorat́orio. Quando em um

experimento estamos interessados em estudar apenas um tipo de variável independente dize-

mos que possuimos apenas um fator. O tipo de tratamento tem importância significativa na

forma como os dados serão analisados, inflûenciando nas devidas conclusões posteriores. Os

tratamentos tamb́em s̃ao chamados de variáveis independentes.

As conclus̃oes que se obtém na analise de experimentos com efeitos de tratamentos fixos

são diferentemente das conclusões que se obtém na ańalise de experimentos com efeitos de

tratamentos aleatórios. Se os efeitos são fixos, as conclusões ficam restritas aos tratamentos

em teste, mas se os efeitos dos tratamentos são aleat́orios, as conclus̃oes devem ser estendidas

para toda a população de onde os tratamentos foram amostrados. O pesquisador de posse dos

resultados faz uso de um ramo da estatı́stica chamado inferência estatı́stica ou estatı́stica indu-

tiva, como se refere alguns autores, que faz uso das informações contidas numa amostra (ou

experimento) para concluir para toda população.

O objetivo principal deste trabalhóe apresentar os aspectos téoricos envolvidos na análise

estat́ıstica de um experimento em blocos casualizados com efeitos aleatórios, os quais ñao s̃ao

encontrados facilmente na literatura especializada e quando são encontrados carecem de clareza

e justificativas téoricas. Aĺem disso,́e usado um exemplo real para ilustrar toda teoria, com

interpretaç̃oes adequadas ao problema proposto.
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1.1 Prinćıpios básicos da experimentaç̃ao

Esta seç̃ao tem como objetivo apresentar alguns conceitos básicos da experimentação, que

fundamenta a ańalise estatı́stica dos dados provenientes de um planejamento de experimento

com tratamento em blocos casualizados. Dentre outros, os tipos de delineamento experimental

são: inteiramente casualizado, em blocos ao acaso, em quadrados latinos, etc. No delinea-

mento experimentalinteiramente casualizadoestuda-se apenas duas fontes de variação, que

são: tratamentos e erro, porém no delineamento experimentalem blocos completos ao acaso

são tr̂es fontes: tratamentos, blocos e erro. Os princı́pios b́asicos da experimentação s̃ao tr̂es:

Repetição, casualizaçãoecontrole local.

1.1.1 Repetiç̃ao

Refere-se ao uso de mais de uma unidade experimental por tratamento. Assim, se em um

experimento os tratamentos estiverem repetidosJ vezes, diz-se que o ensa io ou experimento

possuiJ repetiç̃oes. Tal prinćıpio tem por finalidade propiciar a obtenção de uma estimativa do

reśıduo experimental, melhorar a precisão do experimento e fazer com que o teste de hipóteses

seja posśıvel. Santos(2008, p.42).

1.1.2 Casualizaç̃ao

A casualizaç̃ao consiste em se distribuir aleatoriamente os tratamentos nas parcelas, de

modo que cada uma tenha a mesma chance de ocupar qualquer parcela naárea experimen-

tal. A casualizaç̃ao assegura a validade da estimativa do erro experimental, pois permite uma

distribuiç̃ao do erro experimental. Vanderlei(2000, p.53).

1.1.3 Controle local

Controle locaĺe usado quando as parcelas, antes de receberem os tratamentos, apresentam

diferenças entre si. Dessa maneira, deve-se fazer o agrupamento das parcelas homogêneas em

blocos, que t̂em por finalidade diminuir o erro experimental. Os critérios para agrupamentos das

parcelas homoĝeneas em blocos podem ser: idade, sexo, peso textura, localização geogŕafica,

topografia, etc.

Neste trabalho nos detemos ao estudo dos experimentos em blocos completos casualizados

de efeitos aleatórios, cujo desenho desse tipo de ensaio no campo pode assumir várias con-
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figurãoes. Dentre elas, considerando-seI = 5 tratamentos eJ = 4 blocos, um possı́vel desenho

pode ser visto na figura a seguir.

T4

T1

T5

T3

T3

T4

T2

T1

T1

T2

T4

T5

T5

T3

T1

T4

T2

T5

T3

T2

−→ B4

−→ B3

−→ B2

−→ B1

Observe que:

1. cada bloco contém um conjunto completo dos tratamentos;

2. os tratamentos são distribúıdos aleatoriamente dentro de cada bloco.

Os blocos controlam os efeitos de algumas variáveis externas, ou variáveis de perturbação. Este

delineamento experimental talvez seja o tipo mais importante dentro da estatı́stica experimental.

Moore(2003,p.304).

Considerando que uma variável respostaY esteja sendo mensurada, definaYi j como sendo

o valor obtido da varíavel resposta eyi. é o valor obtido para o tratamentoI e ȳi. sua respectiva

média. Paray. j o valor obtido para o blocoJ e ȳ. j a média do bloco. E para ¯y.. representa a

média geral.
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Tabela 1: Entrada de dados de um experimento em blocos completos casualizados.

Tratamentos Blocos Total Média
(Ti) 1 2 · · · j · · · J (yi.) (mi = ȳi)
T1 y11 y12 · · · y1 j · · · y1J y1. m1 = ȳ1.

T2 y21 y22 · · · y2 j · · · y2J y2. m2 = ȳ2.
...

...
...

...
...

...
...

Ti yi1 yi2 · · · yi j · · · yiJ yi. mi = ȳi.
...

...
...

...
...

...
...

TI yI1 yI2 · · · yI j · · · yIJ yI . mI = ȳI .

Total y.1 y.2 · · · y. j · · · y.J y..
Média ȳ.1 ȳ.2 · · · ȳ. j · · · ȳ.J m= ȳ..

1.2 Conceitos do plano experimental

1.2.1 Experimento

É um processo racional e sistematizado,é planejado para descobrir ou obter novos fatos,

aceitar ou rejeitar hiṕoteses pesquisadas ou obtidas anteriormente ou em vigor. Experimento,

tamb́em denominado de ensaio,é uma operaç̃ao na qual se procura avaliar o efeito de vários

tratamentos em conjunto, comparando-os em seguida baseado numa hipótese estatı́stica. Con-

siderando um teste estatı́stico ideal ou adequadóe definido tamb́em como uma experiência que

se aplica a causas controladas. Os blocos, são considerados em um experimeto fator que ob-

jetiva tornar um ambiente heterogêneo em homoĝeneo, controlando o ambiente ou material

experimental afim de que não haja inflûencia de outras variáveis ou varíaveis de perturbação,

como a luz, ventilaç̃ao a temperatura, etc.

1.2.2 Tratamento

Tratamentóe uma condiç̃ao imposta ou objeto que se deseja medir ou avaliar em um exper-

imento. A ńıvel de pesquisa podemos classificar essa condição como delimitaç̃ao do problema

ou objetivo geral. Nos experimentos, em geral,é utilizado uma t́ecnica para o planejamento

do experimento, que por sua vez vai depender da natureza do problema a ser estudado. Os

experimentos podem apresentar mais de um efeito de tratamento, os efeitos de tratamentos se

dividem em dois tipos que são, efeitos de tratamentos aleatórios e efeitos de tratamentos fixos.

Nos efeitos de tratamentos fixo o pesquisador, antes de iniciar a aplicação do experimento es-

pecifica ou escolhe o tratamento que irá comparar, j́a nos tratamentos com efeitos aleatórios, os

tratamentos a ser comparados são sorteados. O pesquisador aplica as técnicas de amostragem
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aleat́orias, para escolher os tratamentos que irá analisar. Os tratamentos se dividem em dois

tipos, tratamento qualitativo e tratamento quantitativo. Os tratamentos que podem ser postos

numa ordem, s̃ao chamados de tratamentos quantitativo. Por outro lado os tratamentos que

não permitem uma ordem são chamados de tratamentos qualitativos. cada tipo de tratamento

tamb́em pode ser chamado de fator. Quando em um experimento estamos interessados em estu-

dar apenas um tipo de variável aleat́oria independente dizemos que possuimos apenas um fator.

O tipo de tratamento tem importância significativa na forma como os dados serão analisados,

influenciando nas devidas conclusões posteriores. Os tratamentos também s̃ao chamados de

variáveis aleat́orias independentes.

1.2.3 Testemunha

É um tratamento padrão, nele ñao se altera as condições naturais ou arbitrária,é a base para

a comparaç̃ao do estudo em que estamos realizando, seja doses de nutrientes, tipos de medica-

mentos, composiç̃ao de uma peça de automóvel, etc. A import̂ancia da varíavel testemunháe

tanto quanto as demais incluidas no experimento, deve ter as mesmas considerações, cont́ınuas

ou discretas,ordinal ou nominal qualitativas ou quantitativas. A variável testemunháe um ponto

de partida e segue uma sequencia dentro da fonte de variação.

1.2.4 Reśıduo experimental

Segundo Santos(2008, p.39)é a medida das variações existentes entre os dados ou observações

que se apresentam nas unidades experimentais que recebem os tratamentos iguais, ou seja,é a

causa da variação que reflete os efeitos do acaso. Classificação dos erros experimentais.

• Inerentes̀a variabilidade nas unidades experimentais, nas quais os tratamentos são apli-

cados, portantóe caracteristica destas unidades produzirem resultados diferentes quando

submetidas ao mesmo tratamento. Logo, em outras palavras, dificilmente os valores ob-

servados a cada repetição dos tratamentos serão iguais.

• Ausência de uniformidade na condução f́ısica do experimento, istóe, quando h́a falhas na

padronizaç̃ao da t́ecnica aplicada.

1.2.5 Parcela

Segundo Vanderlei(2000, p.2), parcelaé a unidade em quée feita a aplicaç̃ao casualizada

do tratamento , de modo a fornecer os dados experimentais que deverão refletir seu efeito. Em
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outras palavras,́e a menor porç̃ao do material experimental onde os tratamentos são avaliados.

Por exemplo, uma parcela pode ser: umaúnica planta ou um grupo delas, umaárea de terreno

com plantas, um lote de sementes, um vaso de barro (argila), uma parte da copa de umaárvore

ou copa inteira, uma caixa de madeira, uma placa de petri, etc.

1.2.6 Consideraç̃oes Gerais do Delineamento em Blocos Casualizados

O delineamento em blocos casualizados, também denominado de delineamento em blo-

cos completos casualizados, se constitui no delineamento estatistico mais utilizado na pesquisa

agron̂omica devido a sua simplicidade, flexibilidade e alta precisão. Os experimentos instalados

de acordo com este delineamento são denominados de experimentos em blocos casualizados.

Os experimentos em blocos casualizados levam em consideração os tr̂es prinćıpios b́asicos da

experimentaç̃ao: repetiç̃ao, casualizaç̃ao e controle local, contudo o controle localé usado na

sua forma mais simples possı́vel eé representado pelos blocos. Vanderlei(200, p.141).

1.2.6.1 Vantagens na instalaç̃ao de um Delineamento em Blocos Casualizados

• A formaç̃ao de blocos permite eliminar, das comparações entre tratamentos e da variação

residual, a parte da variação devidàa heterogeneidade do material experimental atribuı́vel

às diferenças entre os blocos.

• Em tese, o delineamento em blocos ao acaso não limita o ńumero de repetiç̃oes dos trata-

mentos.

• A análise estatı́stica de experiemntos em blocos casualizadosé simples. A perda de um ou

mais tratamento e até de um bloco ñao ocasiona complicações para a ańalise estatı́stica.

• As parcelas perdidas são facilmente estimadas. Santos(2008, p.94).

• Apresenta um ńumero razóavel de graus de liberdade para o resı́duo - Ele se encontra

numa faixa intermediária entre o delineamento inteiramente casualizado, que apresenta

um maior ńumero de graus de liberdade para o resı́duo e o delineamento em quadro latino.

Sabe-se que quanto maior o número de graus de liberdade para o resı́duo, sensibilidade

teŕa os testes de hipóteses para detectar diferença significativa entre os tratamentos avali-

ados, aĺem de proporcionar maior precisão experimental. Portanto, o delineamento em

blocos casualizados apresenta essa vantagem em relação ao delineamento em quadrado

latino. Vanderlei(2000, p.143).
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1.2.6.2 Desvantagens na instalação de um Delineamento em Blocos Casualizados

• Quando o ńumero de tratamentos por bloco aumenta grandemente, a eficiência deste de-

lineamento se reduz muito, devidoà perda de homogeneidade dos mesmos dentro dos

blocos.

• Quando o ńumero de parcelas perdidasé elevado, este delineamentoé menos conviniente

que o inteiramente casualizado.

• Exige que os tratamentos tenham o mesmo número de repetiç̃oes.

1.3 Componentes de varîancia no modelo aleat́orio

1.3.1 Definiç̃ao

Existem v́arios ḿetodos de estimação de componentes de variância. Os mais antigos são

baseados no ḿetodo dos momentos, entre os quais se incluem o método da ańalise de varîancia

ANOVA (Fisher, 1918). Segundo Barbin(1993, p.07) Componentes de variância s̃ao varîancias

associadas aos efeitos aleatórios de um modelo mateḿatico. Entendemos como efeito aleatório

como sendo aqueles representativos de tratamentos de uma amostra oriunda de uma população.

Por exemplo: Se de um rebanho tiramos uma amostra de animais, estes animais entrarão no

experimento representando todo o rebanho. Geralmente, blocos também s̃ao considerados de

efeito aleat́orio pois que se pretende que os resultados experimentais sejam válidos para todo

o local. De modo ańalogo os locais nos grupos de experimentos são considerados de efeito

aleat́orio, já que se pretende estender os resultados para toda uma região. Existem outros dois

tipos de modelos que são envolvidos na ańalise dos experimentos, os modelos de efeito fixo e

efeito misto, estes não ser̃ao estudados neste trabalho.
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2 Desenvolvimento téorico

2.1 Efeitos fixos, efeitos aleatórios e hipóteses de interesse

O principal objetivo deste trabalhóe apresentar a fundamentação Estat́ıstica-Mateḿetica

que dar suporte a análise de um experimento em blocos casualizados com efeitos aleatórios.

Assim sendo, achou-se conveniente apresentar, neste espaço, uma discussão sobre o que carac-

teriza umfator de efeitos fixose umfator de efeitos aleatórios.

Existem duas maneiras pelas quais(os tratamentos) são escolhidos para o experimento:

1. Quando (os tratamentos) são escolhidos (fixados) pelo pesquisador. Nesse caso, o in-

teresse será estimar e contrastar hipóteses sobre os efeitos dos tratamentos,τi. Nestas

circunst̂ancias, as conclusões ser̃ao v́alidas apenas para os tratamentos considerados, não

podendo ser estendidas a outros tratamentos que não foram considerados no experimento.

Sendo assim, diz-se que o modeloé deefeitos fixos;

2. Quuando (os tratamentos) são sorteados aleatoriamente de uma população de ńıveis (de

tratamentos). Nessa situação as conclus̃oes, baseadas numa amostra de tratamentos, serão

válidas para toda população de tratamentos, tendo eles sido considerados explicitamente

no experimento ou ñao. Dessa forma, osτi são varíaveis aleat́orias e o interesse será

estimar e contrastar hipóteses sobre a variabilidade dosτi. Assim sendo, diz-se que o

modeloé deefeitos aleatóriosou decomponentes da variância.

Neste trabalho, considera-se o experimento em blocos casualizados de efeitos aleatórios,

isto é, admite-se que os efeitos dos blocos, os efeitos dos tratamentos e os efeitos do acaso

são aleat́orios. Nestas circunstâncias, as conclusões acerca da variabilidade dos efeitos dos

tratamentos e da variabilidade dos efeitos dos blocos serão estendidas para toda população da

qual foi retirada a amostra de tratamentos e para toda população de onde foi retirada a amostra

dos blocos.
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Formalmente, o procedimento estatı́stico para ańalise dos dados de um experimento com

estas caracterı́sticasé baseado na contrastação das hiṕoteses:

H(τ)
0 : σ2

τ = 0 vs H(τ)
1 : σ2

τ > 0,

H(β)
0 : σ2

β = 0 vs H(β)
1 : σ2

β > 0,

seguido da estimação dos componentes da variância e da construção de interalos de confiaça

para eles. Nas seções seguintes, serão apresentadas as justificativas teóricas para o cumprimento

destas finalidades.

2.2 O modelo estat́ıstico

O modelo Estatı́stico linear apropriado para descrever as observações de um experimento

em blocos ao acasóe denotado por:

yi j = µ + τi + β j + εi j ,

 i = 1,2, · · · , I

j = 1,2, · · · , J,
(2.1)

em que,

• yi j é a observaç̃ao obtida da unidade experimental que recebeu oi-ésimo tratamento no

j-ésimo bloco;

• µ é a ḿedia geral;

• τi é o efeito doi-ésimo tratamento sobre a variável resposta, considerado aleatório e

distribuido segundo uma normal com médiazeroe varîanciaσ2
τ. Sup̃oe-se, tamb́em, que

osτi ’s são independentemente distribuı́dos, istoé,

τi
iid
∼ N

(
0; σ2

τ

)
, i = 1, · · · , I .

• β j é o efeito doj-ésimo bloco sobre a variável resposta, também considerado aleatório

e distribúıdo segundo uma normal com médiazeroe varîanciaσ2
β. Ademais, osβ j ’s são

distribúıdos independentemente um do outro, ou seja,

β j
iid
∼ N(0; σ2

β), j = 1, · · · , J.

• εi j é o erro experimental o qual pode ser entendido como o efeito de outras variáveis

de pertubaç̃ao ñao consideradas no modelo. Além disso, considera-se que os errosεi j
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são varíaveis aleat́orias independentes e identicamente distribuidas como uma normal de

médiazeroe varîanciaσ2, a qual denota-se por:εi j
iid
∼ N

(
0;σ2

)
.

Adicionalmente, admite-se que osτi ’s são independentemente distribuı́dos dosβ j ’s e que,

tantos osτi ’s quanto osβ j ’s são independentemente distribuı́dos dosεi j ’s.

Considerando-se as caractrı́sticas atribúıdas aos termos no modelo (2.1), verifica-se que:

E(µ) = µ; E(µ2) = µ2; E(τi) = 0; E(τ2i ) = σ
2
τ;

E(β j) = 0; E(β2
j ) = σ

2
β; E(εi j ) = 0; E(ε2i j ) = σ

2;

E(τiτi′) = E(τi)E(τi′) = 0, ∀ i , i′; E(β jβ j′) = E(β j)E(β j′) = 0, ∀ j , j′;

E(τiβ j) = E(τi)E(β j) = 0; E(τiεi j ) = E(τi)E(εi j ) = 0; E(β jεi j ) = E(β j)E(εi j ) = 0.

2.3 Estimaç̃ao dos efeitos do modelo

Para encontrar os estimadores dos efeitos do modelo (2.1), utilizou-se o método da ḿaxima

verossimilhança, o qual consiste de encontrar os valores dos componene do vetor de efeitos,θ,

ondeθ′ = (µ τi β j σ
2), que maximixam a funç̃ao de verossimilhança,L(θ), ou seja, sendo

yi j = µ + τi + β j + εi j =⇒ εi j = yi j − µ − τi − β j

e sabendo-se que

εi j
iid
∼ N(0; σ2) =⇒ fε(εi j |θ) =

1
√

2πσ2
e−

1
2σ2 (yi j−µ−τi−β j )2

,

ent̃ao,

L(θ) = L(µ, τi , β j , σ
2|ε11, · · · , εIJ) =

I∏
i=1

J∏
j=1

fε(εi j )

= (2πσ2)−1/2e−
1

2σ2 (y11−µ−τ1−β1)2

. · · · .(2πσ2)−1/2e−
1

2σ2 (yIJ−µ−τI−βJ)2

= (2πσ2)−IJ/2e
− 1

2σ2
∑
i, j

(yi j−µ−τi−β j )2

.
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O logaŕıtmo da funç̃ao de verossimilhança, fica.

`(θ) = ln L(θ) = −
IJ
2

ln(2πσ2) −
1

2σ2

∑
i j

(yi j − µ − τi − β j)
2. (2.2)

O método da ḿaxima verossimilhança consiste em encontrar o estimador deθ, istoé, θ̂, de modo

que maximaza a função de verossimilhança. Como`(θ) é uma funç̃ao crescente deθ, tem-se

queL(θ) seŕa máxima para o mesmôθ que maximizà (θ). Para isto deriva-se parcialmente`(θ)

em relaç̃ao a cada componente do vetorθ, igualando-se a zero e explicita-se cada componente

espećıfico, ou seja:

∂`(θ)
∂µ

= −
2
σ2

∑
i, j

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j)(−1) = 0

∴
∑

i j

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j) = 0, ou

IJµ̂ + J
I∑

i=1

τ̂i + I
J∑

j=1

β̂ j = y.. (2.3)

de modo ańalogo, tem-se:

∂`(θ)
∂τi

= −
2

2σ2

∑
j

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j)(−1) = 0

∴
∑

j

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j) = 0, ou

Jµ̂ + Jτ̂i +
J∑

j=1

β̂ j = yi., (2.4)

∂`(θ)
∂β j

= −
2

2σ2

∑
i

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j)(−1) = 0

∴
∑

i

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j) = 0, ou

I µ̂ +
I∑

i=1

τ̂i + I β̂ j = y. j (2.5)

e, finalmente

∂`(θ)
∂σ2

= −
IJ
2
.

1
2πσ2

.2π +
1
2
.

1
σ4

∑
i, j

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j)
2 = 0

∴ −
IJ

2σ̂2
+

1
2σ̂4

∑
i, j

(yi j − µ̂ − τ̂i − β̂ j)
2 = 0. (2.6)

Multiplicando-se os dois lados da equação (2.6) por 2 ˆσ2 e fazendo-se algumas operações
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algébricas simples, obtém-se:

σ̂2 =
1
IJ

∑
i, j

(yi j − ŷi j )
2, (2.7)

isto é, o estimador da variância do erróe a ḿedia dos quadrados dos resı́duos.

As equaç̃oes (2.3), (2.4) e (2.5) formam o sistema de equações normais (S.E.N). Istóe,

IJµ̂ + J
∑
i
τ̂i + I

∑
j
β̂ j = y.. (I )

Jµ̂ + Jτ̂i +
∑
j
β̂ j = yi. (II )

I µ̂ +
∑
i
τ̂i + I β̂ j = y. j (III )

(2.8)

O sistema de equações normais (S.E.N) em (2.8)é inconsistente, uma vez queé formado portrês

equaç̃oes e (I + J+1) incógnitas (estimadores) e (I , J > 1). Para resolv̂e-lo, em geral, admite-se

as restriç̃oes
∑
i
τ̂i = 0 e

∑
j
β̂ j = 0, conhecidas na literatura comorestrições na solução.

Assim sendo, os estimadores deµ, τi eβ j, s̃ao obtidos facilmente. Ou seja,

µ̂ = ȳ.., τ̂i = ȳi. − ȳ.. e β̂ j = ȳ. j − ȳ... (2.9)

Em palavras: o estimador da média geral,µ, é a ḿedia dos valores observados no experimento,

ȳ.., o estimador do efeito doi-ésimo tratamento sobre a variável respostáe a diferença entre

a média dos valores observados no tratamentoi e a ḿedia geral e o estimador do efeito doj-

ésimo bloco sobre a variável resposta,́e a diferença entre a ḿedia das observações no blocoj,

e a ḿedia geral.

Os estimadores deyi j e εi j , s̃ao dados, respectivamente, por:

ŷi j = µ̂ + τ̂i + β̂ j e ε̂i j = ei j = yi j − ŷi j .

Substituindo-se os resultados encontrados em (2.9), obtém-se,

ŷi j = ȳi. + ȳ. j − ȳ.. e ei j = yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ.. (2.10)

Vale salientar que os reı́duosei j são elementos importantes a serem utilizados para comprovar

as suposiç̃oes impostas aos termos no modelo:Aditividade, Normalidade, independência e

homocedasticidade.
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2.4 Decomposiç̃ao da variabilidade total

Cada observação experimental pode ser escrita pela identidade:

yi j = µ̂ + τ̂i + β̂ j + ε̂i j

ou

yi j = ȳ.. + (ȳi. − ȳ..) + (ȳ. j − ȳ..) + (yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ..) (2.11)

ou, ainda

(yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ..) = (yi j − ȳ..) − (ȳi. − ȳ..) − (ȳ. j − ȳ..). (2.12)

Elevando-se ao quadrado os dois lado da equação (2.12) e somando-se para todas as observações,

aṕos algumas operações alǵebricas simpes, obtém-se o seguinte resultado:∑
i, j

(yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ..)
2

︸                       ︷︷                       ︸
S QResiduos

=
∑
i, j

(yi j − ȳ..)
2

︸          ︷︷          ︸
S QTotal

− J
∑

i

(ȳi. − ȳ..)
2

︸            ︷︷            ︸
S QTratamentos

− I
∑

j

(ȳ. j − ȳ..)
2

︸            ︷︷            ︸
S QBlocos

. (2.13)

É fácil demonstrar que os termos da equação (2.13) podem ser escritos da seguinte maneira:

S QResiduos=

∑
i, j

y2
i j −C

︸         ︷︷         ︸
S QTotal

−

1
J

I∑
i=1

y2
i. −C

︸            ︷︷            ︸
S QTratamentos

−

1
I

J∑
j=1

y2
. j −C

︸            ︷︷            ︸
S QBlocos

, onde C =
(y..)2

IJ
. (2.14)

Dessa forma, observa-se que a variabilidade totalé decomposta em três partes, a saber:

S QTotal= S QTratamentos+ S QBlocos+ S QResiduos.

Na pŕatica, a variabilidade do acaso ou variação residuaĺe calculada por diferença, conforme a

equaç̃ao (2.14), istóe,

S QResiduo= S QTotal− S QTratamentos− S QBlocos.

2.5 Distribuições de probabilidade dos estimadores dos efeitos
dos componentes do modelo e das somas dos quadrados

1. Distribuições de probabilidade dêτi e daS QTrat.
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Já é sabido que:

τ̂i = ȳi. − ȳ.. é uma combinaç̃ao linear de normais e, portanto, τ̂i é normal.

=
1
J

∑
j

yi j −
1
IJ

∑
i, j

yi j

=
1
J

Jµ + Jτi +
∑

j

βi +
∑

j

εi j

 − 1
IJ

IJµ + J
∑

i

τi + I
∑

j

β j +
∑
i, j

εi j


= τi −

1
I

∑
i

τi +
1
J

∑
i

εi j −
1
IJ

∑
i, j

εi j . (2.15)

Dessa forma, tem-se que

E(τ̂i) = 0

e

Var(τ̂i) = E[τ̂i − E(τ̂i)]
2

= E

τi − 1
I

∑
i

τi +
1
J

∑
i

εi j −
1
IJ

∑
i, j

εi j


2

= E

τ2i + 1
I2

∑
i

τi

2

+
1
J2

∑
j

εi j


2

+
1

I2J2

∑
i, j

εi j


2

−
2
I
τi

∑
i

τi

−
2

IJ2

∑
j

εi j


∑

i, j

εi j

 + odp= outros duplos produtos


=

(I − 1)
I

(σ2 + Jσ2
τ)

J
.

Assim sendo, tem-se que

τ̂i = ȳi. − ȳ.. ∼ N

(
0;

(I − 1)
I

(σ2 + Jσ2
τ)

J

)
(2.16)

e segue que
ȳi. − ȳ..√

(I−1)
I

(σ2+Jσ2
τ)

J

∼ N(0; 1)=⇒
(ȳi. − ȳ..)2

(I−1)
I

(σ2+Jσ2
τ)

J

∼ χ2
(1)

ou
J(ȳi. − ȳ..)2

σ2 + Jσ2
τ

∼
(I − 1)

I
χ2

(1).

Como (ȳ1. − ȳ..), (ȳ2. − ȳ..), · · · , (ȳI . − ȳ..) são varíaveis aleat́orias independentes e estão sujeita a

restriç̃ao
∑
i
τ̂i =

∑
i
(ȳi. − ȳ..) = 0, ent̃ao

J
I∑

i=1
(ȳi. − ȳ..)2

σ2 + Jσ2
τ

=
S QTrat.
σ2 + Jσ2

τ

∼ (I − 1)χ2
(1) = χ

2
(I−1). (2.17)
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Portanto, sob a hiṕotese,H0 : σ2
τ = 0, a estat́ıstica S QTrat.

σ2 segue uma distribuição de qui-

quadrado central com (I − 1) graus de liberdade, a qual será denotada por:

S QTrat.
σ2

∼ χ2
(I−1). (2.18)

2. Distribuições de probabilidade dêβ j e daS QBlocos

De acordo com (2.9), tem-se que:

β̂ j = ȳ. j − ȳ.. é uma combinaç̃ao linear de normais e, portanto, β̂ j é normal.

=
1
I

∑
i

yi j −
1
IJ

∑
i, j

yi j

=
1
I

Iµ +∑
i

τi + Iβ j +
∑

i

εi j

 − 1
IJ

IJµ + J
∑

i

τi + I
∑

j

β j +
∑
i, j

εi j


= β j −

1
J

∑
j

β j +
1
I

∑
i

εi j −
1
IJ

∑
i, j

εi j . (2.19)

Dáı, obt́em-se:

E(β̂ j) = 0

e

Var(β̂ j) = E[β̂ j − E(β̂ j)]
2

= E

β j −
1
J

∑
j

β j +
1
I

∑
i

εi j −
1
IJ

∑
i, j

εi j


2

= E

β2
j +

1
J2

∑
j

β j


2

+
1
I2

∑
i

εi j

2

+
1

I2J2

∑
i, j

εi j


2

−
2
J
β j

∑
j

β j

−
2

I2J

∑
i

εi j


∑

i, j

εi j

 + odp


= σ2

β +
1
J
σ2
β +

1
I
σ2 +

1
IJ
σ2 −

2
J
σ2
β −

2
IJ
σ2 + 0+ · · · + 0

=
(J − 1)

J

(σ2 + Iσ2
β)

I
. (2.20)

Portanto,

β̂ j = ȳ. j − ȳ.. ∼ N

0;
(J − 1)

J

(σ2 + Iσ2
β)

I

 =⇒ ȳ. j − ȳ..√
(J−1)

J

(σ2+Iσ2
β)

I

∼ N(0; 1) (2.21)
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e
(ȳ. j − ȳ..)2

(J−1)
J

(σ2+Iσ2
β)

I

∼ χ2
(1) =⇒

I (ȳ. j − ȳ..)2

σ2 + Iσ2
β

∼
(J − 1)

J
χ2

(1).

Como (ȳ.1 − ȳ..), (ȳ.2 − ȳ..), · · · , (ȳ.J − ȳ..), s̃ao varíaveis aleat́orias independentes e sujeitasà

restriç̃ao,
∑
j
β̂ j =

∑
j
(ȳ. j − ȳ..) = 0, ent̃ao,

I
∑
j
(ȳ. j − ȳ..)2

σ2 + Iσ2
β

=
S QBlocos

σ2 + Iσ2
β

∼ (J − 1)χ2
(1) = χ

2
(J−1) (2.22)

Al ém disso, sobH0 : σ2
β = 0, a estat́ıstica S QBlocos

σ2 segue uma distribuição de qui-quadrado

central com (J − 1) grus de liberdade e será denotada por:

S QBlocos
σ2

∼ χ2
(J−1). (2.23)

3. Distribuições de probabilidade dêεi j e daS QResiduos

De acordo com (2.10), os resı́duos s̃ao dados por:

ε̂i j = yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ.. é uma combinaç̃ao linear de normais e, portanto, ε̂i j é normal.

= µ + τi + β j + εi j −
1
J

Jµ + Jτi +
∑

j

β j +
∑

j

εi j


−

1
I

Iµ +∑
i

τi + Iβ j +
∑

i

εi j

 + 1
IJ

IJµ + J
∑

i

τi + I
∑

j

β j +
∑
i, j

εi j


= εi j −

1
I

∑
i

εi j −
1
J

∑
j

εi j +
1
IJ

∑
i, j

εi j . (2.24)

Sendo assim, tem-se que:

E(ε̂i j ) = 0
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e

Var(ε̂i j ) = E[ε̂i j − E(ε̂i j )]
2 = E

εi j − 1
I

∑
i

εi j −
1
J

∑
j

εi j +
1
IJ

∑
i, j

εi j


2

= E

ε2i j + 1
I2

∑
i

εi j

2

+
1
J2

∑
j

εi j


2

+
1

I2J2

∑
i, j

εi j


2

−
2
I
εi j

∑
i

εi j

−
2
J
εi j

∑
j

εi j +
2
IJ
εi j

∑
i, j

εi j +
2
IJ

∑
i

εi j


∑

j

εi j

 − 2
I2J

∑
i

εi j


∑

i j

εi j


−

2
IJ2

∑
j

εi j


∑

i, j

εi j




= σ2 +
1
I
σ2 +

1
J
σ2 +

1
IJ
σ2 −

2
I
σ2 −

2
J
σ2 +

2
IJ
σ2 +

2
IJ
σ2 −

2
IJ
σ2 −

2
IJ
σ2

=
(I − 1)(J − 1)

IJ
σ2. (2.25)

Portanto,

ε̂i j = yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ.. ∼ N

(
0;

(I − 1)(J − 1)
IJ

σ2

)
=⇒

yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ..√
(I−1)(J−1)

IJ σ2

∼ N(0; 1) (2.26)

e
(yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ..)2

(I−1)(J−1)
IJ σ2

∼ χ2
(1) =⇒

(yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ..)2

σ2
∼

(I − 1)(J − 1)
IJ

χ2
(1).

Assim sendo, dada a indepedência entre os resı́duos, segue que∑
i, j

(yi j − ȳi. − ȳ. j + ȳ..)2

σ2
=

S QResiduos
σ2

∼ (I − 1)(J − 1)χ2
(1) = χ

2
[(I−1)(J−1)]. (2.27)

Isto é, a estatı́stica,S QResiduos
σ2 , segue uma distribuição de qui-quadrado central com (I −1)(J−1)

graus de liberdade.

4. Distribuição de probabilidade daS QTotal

Tamb́em,é necesśario conhecer a distribuição de probabilidade daS QTotalsob a hiṕotese

de que ñao existe variabilidade entre os efitos dos tratamentos e nem dos efeitos dos blocos.

Isto é, sob a hiṕotese de que as observações podem ser escritas pelo modeloyi j = µ + εi j , com

i = 1, · · · , I e j = 1, · · · , J.



28

Tomando-se as diferençasyi j − ȳ.., vem:

yi j − ȳ.. = µ + εi j −
1
IJ

IJµ +∑
i, j

εi j


= εi j −

1
IJ

∑
i, j

εi j

Dáı, obt́em-se os seguintes resultados:

E(yi j − ȳ..) = 0

e

Var(yi j − ȳ..) = E[yi j − ȳ.. − E(yi j − ȳ..)]
2 = E

εi j − 1
IJ

∑
i, j

εi j


2

= E

ε2i j + 1
I2J2

∑
i, j

εi j


2

−
2
IJ
εi j

∑
i, j

εi j

 = (IJ − 1)
IJ

σ2.

Portanto, sobH(τ)
0 : σ2

τ = 0 eH(β)
0 : σ2

β = 0,

yi j − ȳ.. ∼ N

(
0;

(IJ − 1)
IJ

σ2

)
=⇒

yi j − ȳ..√
(IJ−1)

IJ σ
2

∼ N(0; 1)

e
(yi j − ȳ..)2

(IJ−1)
IJ σ

2
∼ χ2

(1) =⇒
(yi j − ȳ..)2

σ2
∼

(IJ − 1)
IJ

χ2
(1).

E, admitindo a independência entre as diferenças, (y11− ȳ..), (y12− ȳ..), · · · , (yIJ − ȳ..), ent̃ao,∑
i, j

(yi j − ȳ..)2

σ2
=

S QTotal
σ2

∼ (IJ − 1)χ2
(1) = χ

2
(IJ−1). (2.28)

Em palavras, sobH(τ)
0 : σ2

τ = 0 eH(β)
0 : σ2

β = 0, a estat́ıstica S QTotal
σ2 , segue uma distribuição de

qui-quadrado central com (IJ − 1) graus de liberdade.

NaTabela2 est̃ao apresentadas, de modo resumido, as distribuições de probabilidades dos

estimadores dos efeitos do modelo e das somas dos quadrados.
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Tabela 2: Distribuiç̃oes de probabilidades dos estimadores dos efeitos do modelo e das somas
dos quadrados

Distribuição do estimador sob a(s) hipótese(s) −→ Distribuição daSQsobH(·)
0

τ̂i ∼ N
(
0; (I−1)

I
(σ2+Jσ2

τ)
J

)
H(τ)

0 : σ2
τ = 0 −→

S QTrat.
σ2

sob H(τ)
0
∼ χ2

(I−1)

β̂ j ∼ N
(
0; (J−1)

J

(σ2+Iσ2
β)

I

)
H(β)

0 : σ2
β = 0 −→

S QBlocos
σ2

sob H(β)
0
∼ χ2

(J−1)

ε̂i j ∼ N
(
0; (I−1)(J−1)

IJ σ2
)

Indep. de H(τ)
0 e H(β)

0 −→
S QRes.
σ2 ∼ χ2

[(I−1)(J−1)]

yi j − ȳ.. ∼ N
(
0; (IJ−1)

IJ σ
2
)

H(τ)
0 e H(β)

0 −→
S QTotal
σ2

sob H(τ)
0 e H(β)

0
∼ χ2

(IJ−1)

2.6 Valores esperados das somas dos quadrados e dos quadra-
dos médios

1. Valor esperado da soma de quadrados total

O valor esperado daS QTotal, considerando a expressão (2.13),́e obtido do seguinte modo:

E(S QTotal) = E

∑
i, j

y2
i j −C

 = E

∑
i, j

y2
i j

 − E(C).

Mas,

E

∑
i, j

y2
i j

 = ∑
i, j

E(µ + τi + β j + εi j )
2 =

∑
i, j

E(µ2 + τ2i + β
2
j + εi j + dp)

=
∑
i, j

(µ2 + σ2
τ + σ

2
β + σ

2 + 0)

= IJµ2 + IJσ2
τ + IJσ2

β + IJσ2 (2.29)

e

E(C) =
1
IJ

E

∑
i, j

yi j


2

=
1
IJ

E

IJµ + J
∑

i

τi + I
∑

j

β j +
∑
i, j

εi j


2

=
1
IJ

E

J2I2µ2 + J2

∑
i

τi

2

+ I2

∑
j

β j


2

+

∑
i, j

εi j


2

+ dp


= IJµ2 + Jσ2

τ + Iσ2
β + σ

2 (2.30)
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Subtraindo-se (2.30) de (2.29), obtem-se:

E(S QTotal) = J(I − 1)σ2
τ + I (J − 1)σ2

β + (IJ − 1)σ2. (2.31)

2. Valores esperados da soma de quadrados e do quadrado médio de tratamentos

E(S QTrat.) = E

1
J

∑
i

y2
i. −C

 = 1
J

E

∑
i

y2
i.

 − E(C).

Mas,

1
J

E

∑
i

y2
i.

 = 1
J

∑
i

E

Jµ + Jτi +
∑

j

β j +
∑

j

εi j


2

=
1
J

∑
i

E

J2µ2 + J2τ2i +

∑
j

β j


2

+

∑
j

εi j


2

+ dp


= IJµ2 + IJσ2

τ + Iσ2
β + Iσ2. (2.32)

Subtraindo-se (2.30) de (2.32), encontra-se:

E(S QTrat.) = J(I − 1)σ2
τ + (I − 1)σ2. (2.33)

O valor esperado daQMTrat., é obtido do seguinte modo:

E(QMTrat.) = E
(S QTrat.

I − 1

)
= σ2 + Jσ2

τ. (2.34)

3. Valor esperado da soma de quadrados e do quadrado médio de blocos

E(S QBlocos) = E

1
I

∑
j

y2
. j −C

 = 1
I
E

∑
j

y2
. j

 − E(C).

Mas,

1
I
E

∑
j

y2
. j

 = 1
I
E

∑
j

Iµ +∑
i

τi + Iβ j +
∑

i

εi j

2
=

1
I

∑
j

E

I2µ2 +

∑
i

τi

2

+ I2β2
j +

∑
i

εi j

2

+ dp


= IJµ2 + Jσ2

τ + IJσ2
β + Jσ2. (2.35)

Subtraindo-se (2.30) de (2.35), obtem-se:
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E(S QBlocos) = I (J − 1)σ2
β + (J − 1)σ2 (2.36)

e o valor esperado doQMBlocosé obtido da seguinte maneira:

E(QMBlocos) = E

(
S QBlocos

J − 1

)
= σ2 + Iσ2

β. (2.37)

4. Valor esperado da soma de quadrados e do quadrado médio dos reśıduos

E(S QRes.) = E(S QTotal) − E(S QTrat.) − E(S QBlocos).

Tomando-se as expressões (2.33) e (2.36) e subtraindo-se da expressão (2.31), encontra-se

o valor esperado daSQResı́duos. Isto é,

E(S QRes.) = (I − 1)(J − 1)σ2 (2.38)

O valor esperado do quadrado médio dos reśıduosé dado por:

E(QMRes.) = E

(
S QRes.

(I − 1)(J − 1)

)
= σ2. (2.39)

Dáı, conclui-se que o quadrado médio dos reśıduosé um estimador ñao viciado para a variância

do erro experimental,σ2.

A Tabela3 exibe um resumo dos resultados importantes obtidos nesta seção.
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Tabela 3: Tabela da análise de varîancia com as esperaças dos quadrados médios

F. Variaç̃ao GL S Q QM E(QM) F

Tratamentos (I − 1) S QTrat. QMTrat. σ2 + Jσ2
τ QMTrat./QMRes.

Blocos (J − 1) S QBlocos QMBlocos σ2 + Jσ2
β QMBlocos/QMRes.

Reśıduos (I − 1)(J − 1) S QRes. QMRes. σ2 -

Total IJ − 1 S QTotal - - -

2.7 Análises estat́ısticas

1. De acordo com Rohatgi, Mood e Hogg, dentre outros, uma variável aleat́oria com distribuiç̃ao

F é dada pela razão entre duas variáveis aleat́orias com distribuiç̃ao de qui-quadrado inde-

pendentes, divididas pelos seus respectivos graus de liberdade. Ou seja, seU ∼ χ2
[ν1] , V ∼

χ2
[ν2] e U e V s̃ao varíaveis aleat́orias independente então, a estatı́stica:

F =
U/ν1
V/ν2

segue uma distribuição de probabilidadeF comν1 graus de liberdade do numerador eν2

graus de liberdade do denominador, a qualé denotada por:

F =
U/ν1
V/ν2

∼ F[ν1; ν2] .

2. Na seç̃ao 2.4, mostrou-se que a variabilidade totalé decomposta emtrêspartes indepen-

dentes, a saber:

S QTotal= S QTrat. + S QBlocos+ S QRes.

3. Na seç̃ao 2.5, demonstrou-se também, que:

S QTrat.
σ2 =

(I−1)QMTat.
σ2 ∼ χ2

(I−1), sob H(τ)
0 : σ2

τ = 0;

S QBlocos
σ2 =

(J−1)QMBlocos
σ2 ∼ χ2

(J−1), sob H(β)
0 : σ2

β = 0;

S QRes.
σ2 =

(I−1)(J−1)QMRes.
σ2 ∼ χ2

[(I−1)(J−1)], independentemente deH(τ)
0 e H(β)

0 .

4. De acordo com os resultado encontrados para as esperanças dos quadrados médios, na

seç̃ao 2.6, observa-se que:

• SobH(τ)
0 : σ2

τ = 0, o QMTrat. é um estimador ñao viciado paraσ2 e que indepen-
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dentemente de queH(τ)
0 se verifique o QMRes tambémé um estimador ñao viciado

paraσ2. Ent̃ao pode-se deduzir que uma estatı́stica apropriada para contrastar as

hipótesesH(τ)
0 : σ2

τ = 0 vs H(τ)
1 : σ2

τ > 0 é aquela que compara oQMTrat. com

QMRes., ou seja,

Ft =

S QTrat.
σ2

(I−1)
S QRes.
σ2

(I−1)(J−1)

=

(I−1)QMTrat.
σ2

(I−1)
(I−1)(J−1)QMRes.

σ2

(I−1)(J−1)

=
QMTrat.
QMRes.

∼ F[(I−1); (I−1)(J−1)],

ou seja, a estatı́sticaFt segue uma distribuiçãoF com (I − 1) graus de liberdade do

numerador e (I − 1)(J − 1) graus de liberdade do denominador.

Dessa forma, seH(τ)
0 : σ2

τ = 0 for verdadeira, tanto o numerador quanto o denom-

inador deFt são estimadores não viciado paraσ2, no entanto, seH(τ)
0 : σ2

τ = 0

for falsa, a esperança matemática doQMTrat. seŕa maior queσ2. Assim sendo,

rejeita-seH(τ)
0 : σ2

τ = 0, quando o valor deFt for maior que o correspondente valor

teórico da distribuiç̃ao F com (I − 1) e (I − 1)(J − 1) grau de liberdade e nı́vel de

significânciaα, a qual seŕa denotado por:F[(I−1); (I−1)(J−1); α].

Portanto, a região de rejeiç̃ao deH(τ)
0 seŕa dada por:

RC= {Ft ∈ R
+ | Ft > F[(I−1); (I−1)(J−1); α]}.

• De modo semelhante, tem-se que, sobH(β)
0 : σ2

β = 0, QMBlocosé um estimador ñao

viciado paraσ2, enquado que independentemente de queH(β)
0 se verifique,QMRes.

é, tamb́em, um estimador ñao viciado paraσ2. Assim sendo, a estatı́stica de teste

para contrastar as hipótesesH(β)
0 : σ2

β = 0 vs H(β)
0 : σ2

β > 0 seŕa:

Fb =

S QBocos
σ2

(J−1)
S QRes.
σ2

(I−1)(J−1)

=

(J−1)QMBlocos
σ2

(J−1)
(I−1)(J−1)QMRes.

σ2

(I−1)(J−1)

=
QMBlocos
QMRes.

∼ F[(J−1); (I−1)( j−1)],

isto é, a estatı́sticaFb segue uma distribuição F com (J − 1) graus de liberdade do

numerador e (I − 1)(J − 1) graus de liberdade do denominador.

De modo ańalogo, seH(β)
0 : σ2

β = 0 for verdadeira, tanto o numerador quanto o

denominador deFb são estimadores não viciado paraσ2, no entanto, seH(β
0 : σ2

β = 0

for falsa, a esperança matemática doQMBlocosseŕa maior queσ2. Portanto, rejeita-

seH(β)
0 : σ2

β = 0, quando o valor deFb for maior que o correspondente valor teórico

da distribuiç̃aoF com (J−1) e (I−1)(J−1) grau de liberdade e nı́vel de signifiĉancia

α, a qual seŕa denotado por:F[(J−1); (I−1)(J−1); α]. Sendo assim, a região de rejeiç̃ao de

H(β)
0 seŕa dada por:
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RC= {Fb ∈ R
+ | Fb > F[(J−1); (I−1)(J−1); α]}.

2.8 Estimaç̃ao por ponto dos componentes da variância

Conforme Montgomery, num modelo de efeitos aleatórios, usualmentée necesśario estimar

os componentes da variância. Neste sentido, tem-se que a variância de qualquer observação

experimental,yi j , é chamada de variância total ée denotada porσ2
T , é dada por:

σ2
T = Var(yi j ) = σ

2
τ + σ

2
β + σ

2. (2.40)

O procedimento para estimarσ2
τ, σ

2
β eσ2 é chamado demétodo da análise da variância, que

consiste em utilizar as linhas da tabela da análise da varîancia. Tal ḿetodo ñao exige a hiṕotese

de normalidade das observações. O procedimento consiste em igualar os valores esperados dos

quadrados ḿedios a seus valores observados na análise da varîancia e resolver a equação em

relaç̃ao aos componente da variância. Para este caso, tem-se que:

V1 = QMTrat. = σ2 + Jσ2
τ

V2 = QMBlocos = σ2 + Iσ2
β

V3 = QMRes. = σ2.

Assim, os estimadores dos componentes da variância s̃ao:

σ̂2 = V3 = QMRes.

σ̂2
τ =

V1−V3
J =

QMTrat−QMRes
J

σ̂2
β =

V2−V3
I =

QMBlocos−QMRes.)
I .

(2.41)

Portanto, o estimador da variabilidade totalé dado por:

σ̂2
T = σ̂

2
τ + σ̂

2
β + σ̂

2. (2.42)
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2.8.1 Estimadores da proporç̃ao da variabilidade total explicada pelos
componente da varîancia

A express̃ao (2.42) sugere que, se todas as estimativas dos componentes da variância s̃ao

positivas, o estimador da proporção da varîancia total explicada pelos tratamentos e pelos blo-

cos, seja:

R2 =
100(σ̂2

τ + σ̂
2
β)

σ̂2
T

(2.43)

e para cada componente de variância individual, seja:

R2
τ =

100σ̂2
τ

σ̂2
T
−→ estimador da proporção da variaç̃ao total explicada pelos tratamentos,

R2
β =

100σ̂2
β

σ̂2
T
−→ estimador da proporção da variaç̃ao total explicada pelos blocos,

R2
ε =

100σ̂2

σ̂2
T
−→ estimador da proporção da variaç̃ao total explicada pelo acaso.

(2.44)

Observaç̃ao: Note que, quando há uma ou mais estimativas de componentes de variância ne-

gativas, ñaoé simples interpretar os resultados fornecidos pelas expressões dadas em (2.44).

2.8.2 Estimativa negativa de um componente da variância

algumas vezes, o ḿetodo da ańalise de varîancia produz uma estimativa negativa de um

componente da variância. Como os componentes da variância s̃ao, por definiç̃ao, ñao-negativos,

uma estimativa negativa de um componente da variânciaé inaceit́avel. Uma alternativáe aceitar

a estimativa e uśa-la como evid̂encia de que o verdadeiro valor do componente da variânciaé

zero, adimitindo-se que a variação amostral levou a uma estimativa negativa. Embora isso tenha

um apelo intuitivo, atrapalhará as propriedades estatı́sticas de outras estimativas. Outra alter-

nativaé reestimar o componente negativo da variância por um ḿetodo que sempre resulte em

estimativas ñao-negativas. Outra possibilidadeé ainda considerar a estimativa negativa como

evidência de que o modelo linear propostoé incorreto, o que exige um estudo do modelo e de

suas hiṕoteses para a determinação de um modelo mais apropriado.

2.9 Estimaç̃ao por intervalo dos componentes da varîancia
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De acordo com Barbin, Considerando-se os elementos daTabela3, os intervalos com (1−

α)100% de confiança para os componentes de variância s̃ao, obtidos como segue:

IC(σ2)[(1−α)100%] :
[

νeσ̂
2

χ2
[νe; (1−α/2)]

; νeσ̂
2

χ2
[νe; α/2]

]
, onde,νe é o ńumero de GL dos resı́duos;

IC(σ2
τ)[(1−α)100%] :

[
ν′t σ̂

2
τ

χ2
[ν′t ; (1−α/2)]

; ν′t σ̂
2
τ

χ2
[ν′t ; α/2]

]
; onde,ν′t é obtido por:ν′t =

[QMTrat.−QMRes.]2

(QMTrat.)2
(I−1) +

(QMRes.)2
(I−1)(J−1)

IC(σ2
β)[(1−α)100%] :

[
ν′bσ̂

2
β

χ2
[ν′b; (1−α/2)]

;
ν′bσ̂

2
β

χ2
[ν′b; α/2]

]
, onde,ν′b é obtido por:ν′b =

[QMBlocos−QMRes.]2

(QMBlocos)2
J−1 +

(QMRes.)2
(I−1)(J−1)

.

(2.45)

As express̃oes usadas para calcular os graus de liberdade,ν′t e ν′b, associados̀as respectivas

estimativas dos componentes de variâncias, ˆσ2
τ e σ̂2

β em (2.44), s̃ao conhecidas porfórmulas de

Satterthwaite.1

2.10 Procedimento pŕatico para a ańalise dos dados de um
experimento em blocos ao acaso de efeitos aleatórios

Um procedimento prático a ser utilizado na análise dos dados de um experimento em blocos

ao acaso com efeitos aleatórios, pode ser o seguinte:

1. Enunciar as hiṕoteses:

H(τ)
0 : σ2

τ = 0 vs H(τ)
1 : σ2

τ > 0

e

H(β)
0 : σ2

β = 0 vs H(β)
1 : σ2

β > 0.

2. Fixar o ńıvel de signifiĉanciaα e observar as estatı́sticas dos testes, que são

Ft =
QMTrat.
QMRes.

∼ F[(I−1); (I−1)(J−1); α]

e

Fb =
QMBlocos
QMRes.

∼ F[(J−1); (I−1)(J−1); α] .

3. Com o auxilio da tabela da distribuição de probabilidade daF estabelecer as regiões de

rejeiç̃ao das hiṕotesesH(τ)
0 e H(β)

0 . Isto é,

1Ver B(1993), pg. 44-48.
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RCt = {Ft ∈ R
+|Ft ≥ F[(I−1); (I−1)(J−1); α]}

e

RCb = {Fb ∈ R
+|Fb ≥ F[(J−1); (I−1)(J−1); α]}.

4. Com os dados de um experimentais real, organizar a tabela da análise da varîancia, para

obter os valores das variáveis de teste, ou seja,

F. Variaç̃ao GL S Q QM F

Tratamentos I − 1 S QTrat. QMTrat. Ft = QMTrat./QMRes.

Blocos J − 1 S QBlocos QMBlocos Fb = QMBlocos/QMRes.

Reśıduo (I − 1)(J − 1) S QRes. QMRes. -

Total IJ − 1 S QTotal - -

onde,

S QTotal=
∑
i, j

y2
i j −C, e C =

(∑
i, j

yi j

)2

IJ ;

S QTrat. = 1
J

∑
i

y2
i. −C e QMTrat. = S QTrat./(I − 1);

S QBlocos= 1
I

∑
j

y2
. j −C e QMBlocos= S QBlocos/(J − 1);

S QRes. = S QTotal− S QTrat. − S QRes. e QMRes. = S QRes./(I − 1)(J − 1).

Concluir: SeFt > F[(I−1); (I−1)(J−1); α] rejeita-seH(τ)
0 : σ2

τ = 0 e conclui-se, ao nı́vel de

significânciaα, que as variaç̃oes na varíavel resposta devidas aos efeitos dos tratamentos

são estatisticamente significativas (istoé, aceita-seH(τ)
0 : σ2

τ > 0). De modo ańalogo, se

Fb > F[(J−1); (I−1)(J−1)], rejeita-seH(β)
0 : σ2

β = 0 e conclui-se, ao nı́vel de signifiĉanciaα, que

as variaç̃oes na varíavel resposta provocadas pelos efeitos dos blocos são estat́ısticamente

significativas (ou seja, aceita-seH(β)
0 : σ2

β > 0).

5. Estimar os componentes da variância;

6. Estimar as proporç̃oes da variabilidade total explicadas pelos componentes da variância

individualmente;

7. Construir os intervalos com (1−α)×100% de confiça para cada componente da variância;

8. Fazer comentários sobre os achados na pesquisa.
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2.11 Uma aplicaç̃ao da teoria a uma pesquisa real

NaTabela4 encontram-se as produções, em toneladas por hectare, de 10 cultivares de arroz

(I = 10), considerados num experimento em blocos casualizados, com três blocos (J = 3).

Adaptado de Magno.

Tabela 4: Dados da produão de gr̃aos (ton/ha) de 10 cultivares de arroz obtidos de um experi-
mento em blocos casualizados com tês repetiç̃oes, Lavras-MG.

Cultivares Blocos Totais Médias
(Ci) B1 B2 B3 (yi.) (ȳi.)

C1 5,43 5,98 5,40 16,81 5,60
C2 3,72 3,58 4,77 12,07 4,02
C3 4,37 3,79 3,75 11,91 3,97
C4 4,59 5,31 5,76 15,66 5,22
C5 4,74 4,00 4,81 13,55 4,52
C6 3,23 2,93 3,00 9,16 3,05
C7 4,32 4,17 4,79 13,28 4,43
C8 4,38 3,74 3,65 11,77 3,92
C9 6,37 5,08 5,29 16,74 5,58
C10 4,84 4,20 4,75 13,79 4,60

Totais 45,99 42,78 45,97 134,74 4,49

2.11.1 Ćalculos das somas dos quadrados e a análise da variância

A partir dos dados experimentais calcula-se:

C = (∑i, j yi j)2

IJ =
(134,74)2

10×3 = 605,1623;

S QTotal=
∑
i, j

y2
i j −C = 626,8852− 605,1623= 21,7229;

S QTrat. = 1
J

∑
i

y2
i. −C = 1

3

[
(16,81)2 + · · · + (13,79)2

]
− 605,1623= 17,5497;

S QBlocos= 1
I

∑
j

y2
. j −C = 1

10

[
(45,99)2 + (42,78)2 + (45,97)2

]
− 605,1623= 0,6827;

S QRes. = S QTotal− S QTrat. − S QRes. = 21,7229− 17,5497= 3,4905.

e em seguida, organiza-se os resultados na tabela da análise da varîancia,Tabela5.
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Tabela 5: A ańalise da varîancia

F. Variaç̃ao GL S Q QM F

Tratamentos 9 17,5497 1,9500Ft = 9,53
Blocos 2 0,6827 0,3413Fb = 1,67
Reśıduos 18 3,6827 0,2046 -

Total 29 21,7229 - -

Conclus̃oes: Conforme pode ser observado, Os resultados apresentados naTabela 5, levamàs

seguintes conclusões: ComoFt = 9,53 > F[9; 18; 0,01] = 3,71, ent̃ao rejeita-seH(τ)
0 : σ2

τ = 0 e

conclui-se, ao ńıvel de signifiĉancia de 1%, que as variações na varíavel resposta provocadas

pelos efeitos dos tratamentos são estatisticamente significativas (istoé, aceita-seH(τ)
1 : σ2

τ > 0).

De modo ańalogo, comoFb = 1,67 < F[2; 18; 0,05] = 3,55, ent̃ao aceita-seH(β)
0 : σ2

β = 0 e

conclui-se, ao ńıvel de signifiĉancia de 5%, que as variações na varíavel resposta devidas aos

efeitos dos blocos ñao s̃ao estat́ısticamente significativas.

2.11.2 Estimativas dos componentes da variância

De acordo com as equações (2.41) e (2.42), as estimativas dos componentes da variância

encontradas foram:

σ̂2 = QMRes. = 0,2046;

σ̂2
τ =

QMTrat.−QMRes.
J = 1,9500−0,2046

3 = 0,5818;

σ̂2
β =

QMBlocos−QMRes.
I = 0,3413−0,2046

10 = 0,0137;

σ̂2
T = σ̂

2
τ + σ̂

2
β + σ̂

2 = 0,5818+ 0,0137+ 0,2046= 0,8001.

Conclus̃oes:Conforme pode ser observado, estima-se que a variabilidade provocada na produção

de arroz, devidas aos efeitos dos cultivares ( ˆσ2
τ = 0,5818) é quasetrês vezes maior que a

variabilidade provocada pelos efeitos do acaso ( ˆσ2 = 0,2046) e quase 43 vezes maior que a

variabilidade provocada pelos efeitos dos blocos ( ˆσ2
β = 0,0137).
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2.11.3 Estimativas das proporç̃oes da variabilidade total explicada pelos
componentes da varîancia

A partir dos resultados encontrados na seção 2.11.2,é posśıvel estimar as prporç̃oes da

variaç̃ao total explicada pelos componentes individualmente, a saber:

R2 =
100(σ̂2

τ+σ̂
2
β)

σ̂2
T

=
100(0,5818+0,0137)

0,8001 = 74,4%;

R2
τ =

100σ̂2
τ

σ̂2
T
= 100×0,5818

0,8001 = 72,7%;

R2
β =

100σ̂2
β

σ̂2
T
= 100×0,0137

0,8001 = 1,7%;

R2
ε =

100σ̂2

σ̂2
T
= 100×0,2046

0,8001 = 25,6%.

Conclus̃oes: Estima-se que a variabilidade total observada na produção do arroz, 72,7% são

devidas aos efeitos dos cultivares, 1,7% são provocadas pelos efeitos dos blocos e 25,6% pelo

efeito do acaso.

2.11.4 Estimativas dos intervalos com 95% de confiança para os compo-
nentes da varîancia

Usando os resulados daTabela5 e as expressões dadas em (2.45), tem-se que:

IC(σ2)[95%] :

18× 0,2046

χ2
[18; 0,975]

;
18× 0,2046

χ2
[18; 0,025]

 = [
3,6828
31,50

;
3,6828
8,23

]
= [0,1169; 0,4475];

IC(σ2
τ)[95%] :

8× 0,5818

χ2
[8; 0,975]

;
8× 0,5818

χ2
[8; 0,025]

 = [
4,6544
17,50

;
4,6544
2,18

]
= [0,2660; 2,1350],

uma vez que,

ν′t =
[QMTrat. − QMRes.]2

(QMTrat.)2

(I−1) +
(QMRes.)2

(I−1)(J−1)

=
[1,9500− 0,2046]2

(1,9500)2

9 +
(0,2046)2

18

= 7,1710≈ 8.

IC(σ2
β)[95%] :

1× 0,0137

χ2
[1; 0,975]

;
1× 0,0137

χ2
[1; 0,025]

 = [
0,0137
5,02

;
0,0137
0,001

]
= [0,0027; 13,7000],

tendo em vista que,

ν′b =
[QMBlocos− QMRes.]2

(QMBlocos)2

J−1 +
(QMRes.)2

(I−1)(J−1)

=
[0,3413− 0,2046]2

(0,3413)2

2 +
(0,2046)2

18

= 0,3085≈ 1.
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Interpretaç ão:

Se forem instalados um grande número de experimentos em condições ident̂enticas ao en-

saio aqui analizado e para cada um deles construı́rem-se os intervalos do tipo,
[

νeσ̂
2

χ2
[νe; (1−α/2)]

; νeσ̂
2

χ2
[νe; α/2]

]
,[

ν′t σ̂
2
τ

χ2
[ν′t ; (1−α/2)]

; ν′t σ̂
2
τ

χ2
[ν′t ; α/2]

]
e

[
ν′bσ̂

2
β

χ2
[ν′b; (1−α/2)]

;
ν′bσ̂

2
β

χ2
[ν′b; α/2]

]
, ent̃ao em (1−α)×100% deles conterão os verdadeiros

valores dos componentes da variânciaσ2, σ2
τ eσ2

β, respectivamente. Assim, para esse experi-

mento, pode-se concluir que há 95% de confiança de que o intervalo [0,1169; 0,4475] contenha

o verdadeiro valor deσ2, 95% de confiança de que o intervalo [0,2660; 2,1350] contenha o

verdadeiro valor deσ2
τ e 95% de confiança de que o intervalo [0,0027; 13,7000] contenha o

verdadeiro valor deσ2
β.
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3 Conclus̃oes

Ao desenvolver a teoria estatı́stica para as análises dos dados de um experimentos em blocos

completos casualizados de efeitos aleatórios, evidenciou-se claramente os seguintes aspectos:

1. O modelo mateḿatico associado aos dados do experiemnto onde os tratamentos e os

blocos s̃ao de efeitos aleatórios é exatamente o mesmo, daqueles nos quais se considera

que os efeitos dos tratamentos ou blocos ou ambos, sobre a variável resposta, são de

efeitos fixos. Diferenciando-se apenas, no que se refereàs suposiç̃oes acerca dos termos

no modelo;

2. O método utilizado para obtenção dos estimadores dos efeitos dos tratamentos e dos blo-

cos, foi o ḿetodo da ḿaxima verossimilhança, tendo em vista que os estimadores obtidos

a partir deste ḿetodo, apresentam excelentes propriedades e, além disso, sugere de pronto

a estimaç̃ao da varîancia do erro,σ2, enquanto que o ḿetodo dos ḿınimos quadrados não

deixa claro quée necesśario estiḿa-lo;

3. O que se pretende inferir sobre os efeitos dos tratamentos e/ou blocos numa pesquisa

baseada num experimento de efeitos aleatórios é diferente daquilo que se pretende com

um experimento onde os efeitos são considerados de efeitos fixos. No primeniro caso, o

que se pretende,é verificar se os efeitos dos tratamentos ou dos blocos, sobre a variável

resposta, ñao variam de um tratamento para outro ou de um bloco para outro. Em lin-

guagem estatı́stica, estas ideias serão formalizadas, através da contrastação das seguintes

hipóteses:H(τ)
0 : σ2

τ = 0 vs H(τ)
1 : σ2

τ > 0 e H(β)
0 : σ2

β = 0 vs H(β)
1 : σ2

β > 0. De

acordo com a literatura, no caso onde os efeitos dos tratamentos e blocos são considera-

dos fixos, o que se pretendeé verificar se os efeitos dos tratamentos ou dos blocos, sobre

a varíavel resposta, ñao existem. Formalmente, seria contrastar as seguintes hipóteses:

H(τ)
0 : τ1 = τ2 = · · · = τI = 0 vs H(τ)

1 : τi , 0, para pelo menos umτi , i = 1, · · · , I

queé equivalente a contrastar as hipótesesH(τ)
0 : µ1 = µ2 = · · · = µI = µ vs H(τ)

1 : µi ,

µi′ , para pelo menos um par de médias (µi , µi′), i , i′; i, i′ = 1, · · · , I .
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4. Após a constatação da exist̂encia da variabilidade dos efeitos dos tratamentos e blocos,

sobre a varíavel resposta, istóe, aṕos a rejeiç̃ao das hiṕoteses,H(τ)
0 e H(β)

0 , a um ńıvel

de signifiĉanciaα desejado, as análises estatı́sticas complementares, serão baseadas em

estimaç̃ao dos componentes da variância, coeficientes de explicação e construç̃ao de in-

tervalos de confiaça para os componentes de variância. Por outro lado, de acordo com

a literatura, se os efeitos dos tratamentos e blocos forem considerados fixos, as análises

estat́ısticas ser̃ao complementadas aplicando-se um teste de comparações ḿultipas das

médias, por exemplo:Tukey, t-Student, Duncan, Scheffé, dentre outros;

5. É Oportuno enfatizar a importância da validaç̃ao das suposiç̃oes impostas aos termos

no modelo mateḿatico utilizado para descrever as observações experimentais. As con-

clus̃oes acerca dos achados na pesquisa só dever̃ao ser consideradas verdadeiras após a

comprovaç̃ao estat́ıstica das suposições:Aditividade, Normalidade, Homocedasticidade,

Independência dos erros.

6. As ańalises estatı́sticas dos dados do experimento utilizado para ilustrar a teoria, con-

stataram que a variabilidade dos efeitos dos tratamentosé estatisticamente significativa,

ao ńıvel de 1% de signifiĉancia, enquanto que a variabilidade dos efeitos dos blocos não

apresentaram significância estatı́stica, ao ńıvel de 5% de probabilidade pelo teste F. Ao

empregar o ḿetodo da ANOVA, encontrou-se as seguintes estimativas para os compo-

nentes da variância: σ̂2
τ = 0,5818,σ̂2

β = 0,0137 eσ̂2 = 0,2046 estes valores estimam

que 72,7% da variância totaĺe explicada pelos efeitos dos tratamentos, 1,7%é explicada

pelos efeitos dos blocos e 25,6% pela variação do acaso. A estimativa da variância total

foi σ̂2
T = σ̂

2
τ + σ̂

2
β + σ̂

2 = 0,8001.

7. Há dificuldade de se encontrar na literatura especializada, textos que abordem de modo

completo, a teoria estatı́stica que foi proposta e desenvolvida nesta monografia. Embora

os resultados encontrados estejam em concordância com aqueles disponı́veis na literatura,

é posśıvel que alguns equı́vocos, do ponto de vista teórico, tenham sido cometidos.
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