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Resumo

Devido ao carater de um trabalho de conclusao de curso, prezamos por utilizar recur-
sos de nivel de graduacao, objetivando a compreensao de todos. Supomos inicialmente
o conhecimento basico do leitor sobre conceitos como funcoes, operagoes, equivaléncia,
congruéncia e divisibilidade. Assim, apds uma breve visao historica, apresentamos uma
introducao a Teoria dos Grupos, onde foram fundamentadas nogoes de grupos, subgrupos,
classes laterais, subgrupos normais, grupos quocientes, homomorfismos, grupo das sime-
trias e representacoes de grupos, além de resultados de destaque na Teoria dos Grupos
Finitos, tais como o Teorema de Lagrange, o Teorema do Homomorfismo, o Teorema de
Cayley e o Teorema Orbita-estabilizador dando assim todo o suporte tedrico necessario
a abordagem ao nosso foco, os Teoremas de Sylow. Neste item, foi necessario conceituar
p-Grupos para finalmente podermos chegar ao nosso objetivo de enunciar os Teoremas de

Sylow, demonstra-los e, em seguida, exibirmos algumas aplicac¢oes.

Palavras chave: Teoria dos Grupos Finitos, Teorema de Lagrange, Representacoes de

Grupos, Teoremas de Sylow.



Abstract

Due to the character of a completion of course work, cherish to use resources at the un-
dergraduate level, aiming at the understanding of all. We assume initially the reader’s
basic knowledge about concepts such as functions, operations, equivalence, congruence
and divisibility. So, after a brief historical overview, we present an introduction to Group
Theory, which were based notions of groups, subgroups, cosets, normal subgroups, quo-
tient groups, homomorphisms, the group of symmetries and representations of groups, as
well as outstanding results in theory of Finite Groups, such as Lagrange’s Theorem, the
Homomorphism Theorem, Cayley’s Theorem and Theorem Orbit-stabilizer thus giving
all the support necessary theoretical approach to our focus, the Sylow theorems. In this
section, it was necessary to conceptualize p-Groups to finally be able to reach our goal of

listing the Sylow theorems, and show them, then display some applications.

Keywords: Finite Group Theory, Lagrange’s Theorem, Representations of Groups, Sy-

low theorems.
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Introducao

Uma breve visao histédrica

A Teoria dos Grupos foi, sem divida, uma peca chave no desenvolvimento da
Matematica Moderna. A estrutura de grupo, por sua vez, é basica a Algebra Abstrata,
basta observar que outras estruturas algébricas podem ser consideradas grupos com cer-
tas caracteristicas mais especificas. O termo grupo foi usado pela primeira vez pelo
matematico francés Evarist Galois (1811 - 1832) em "Memoiron the Conditions for Solv-
ability of Equations by Radicals", em 1830.

Galois, enquanto estudava a solubilidade de equagoes polinomiais por meio de rad-
icais, deu origem a esse novo ramo da matematica. O que s6 veio a confirmar o que
D’Alembert (1717 - 1783), com brilhantismo, afirmou "A &lgebra é generosa: frequente-
mente ela da mais do que se lhe pediu".

Esse jovem matemaético e revolucionario (até mais revolucionario do que matemaético),
que faleceu antes mesmo de completar 22 anos, estava tao a frente de sua época que
seu novo conceito foi inicialmente rejeitado por nao ser compreendido nem mesmo pelos
grandes matematicos da época, dentre eles, Fourier (1768 - 1830). Apenas quando Liou-
ville (1809 - 1882) teve acesso a uma copia do seu trabalho e o interpretou, em 1846, é que
sua obra foi finalmente reconhecida e hoje é considerada uma das maiores da matematica
do século.

Nao podemos deixar de citar que sao intimeras e grandiosas as contribuicoes do
inglés Arthur Cayley (1821 - 1895)!, como a criagao do proprio termo grupo abstrato, por

exemplo.

! Brilhante matematico e advogado que tem contribuicdes em praticamente todas as dreas da Matematica,
superado em publica¢oes apenas por Leonhard Euler e Augustin Louis Cauchy.
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No século XIX o estudo de grupos limitou-se a grupos de permutacoes, especial-
mente de raizes de polindmios.

No entanto, o estudo de grupos veio ganhar aceitacao mais posteriormente com
o estudo de grupos infinitos, representacoes de grupos e classificacao dos grupos simples
finitos. Alids, em 1872, o matematico noruegués Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832 -
1918), divulgou um trabalho intitulado "Théorémes sur lés groupes de substitutions",
onde apresentou os teoremas que constituem o foco do nosso trabalho e, a partir dai,
quase todos os avangos no tocante aos grupos finitos tiveram como base esses resultados.

Galois, quando pensou nessa estrutura, certamente nao tinha ideia de quao impor-
tante ela viria a ser. Atualmente, muitas pesquisas da Mateméatica Moderna seguem essa
linha, cujas aplicagoes estao nos mais diversos ramos da ciéncia, tais como: criptografia
- na codificacdo de dados computacionais; quimica - na Teoria Quantica sao bastante
utilizados os chamados grupo de Poincaré? e grupo de Lorentz (1853 - 1928)3; fisica -
onde constitui uma ferramenta essencial para compreender as propriedades dos sistemas
atomicos e moleculares; entre outras. Isso s6 mostra quao certo estava Lobachevsky (1792
- 1856), quando sabiamente declarou: "Nao ha ramo da Matematica, por mais abstrato
que seja, que nao possa um dia vir a ser aplicado aos fenomenos do mundo real."

Outra aplicacao curiosa desse tao belo ramo da matemaética é o uso da simetria
de grupos na resolucao do famoso quebra-cabeca chamado "Cubo de Rubik"ou "Cubo
Magico"que consiste, originalmente, num cubo cujas faces sao coloridas, onde as cores sao
diferentes duas a duas, e compostas por outros nove quadrados menores. Conceitos como
permutagoes e r-ciclos escritos como produto de ciclos disjuntos sao utilizados na busca
pela solu¢ao com menor niimero de movimentos. Infelizmente, os grupos das simetrias

4

espaciais® nao serao abordados nesse trabalho por nao haver ligagao direta com nossos

objetivos.

2 Uma homenagem ao matemético, fisico e filésofo francés Jules Henri Poincaré.

3 Em honra ao fisico holandés ganhador do Prémio Nobel, 1902, por seu trabalho sobre radiacdes eletro-
magnéticas.

4 Caso o leitor tenha interesse em conhecé-los, ver Modern Algebra, DURBIN, 1992.



1 Grupos

Admitiremos que o leitor tenha os conhecimentos preliminares necessarios a com-
preensao da teoria apresentada, tais como: nocoes de conjuntos, nimeros inteiros, relacoes
de equivaléncia, classes de equivaléncia e conjuntos quociente, congruéncias, dentre outros
inerentes.

O estudo de grupos nos permite generalizar as operacoes binarias aritméticas,
a idéia é a de operar dois elementos de um conjunto de modo que o elemento encon-
trado pertenca também ao conjunto, no entanto, nao trabalhamos apenas com conjuntos
numeéricos.

Inicialmente veremos o conceito de grupo e as propriedades basicas dessa estrutura,
obviamente estivemos bastante atentos em fundamentar toda a teoria necessaria a com-
preensao dos resultados subsequentes. Cayley, em sua famosa frase "Um grupo é definido
por meio de leis que combinam seus elementos."definiu de forma clara e sucinta esse ob-
jeto que opera elementos de um conjunto e obtém como resultado um elemento do proprio
conjunto, onde, nao necessariamente, os elementos sao nimeros e nem as operacoes sao
as usuais; no caso dos grupos simétricos, inclusive, podem ser rotagoes, translagoes.

Interior ao conceito de grupo, estudaremos subgrupos dos mais diversos tipos,
dentre os quais os subgrupos normais e p-subgrupos de Sylow serao os mais trabalhados.
Assim como, obviamente, todos os conceitos citados no primeiro paragrafo.

Apresentaremos ainda um resultado que nos ajudard a identificar quais subcon-
juntos poderao vir a ser subgrupos, denominado o Teorema de Lagrange (1736 - 1813) 1,
cuja importancia em nossos estudos é enorme. Outro teorema de destaque serd o Teo-
rema do Homomorfismo, pois nao hé estrutura algébrica que nao tenha dependéncia dessa
aplicacao particular, e a proposicao ird nos permitir trabalhar com grupos iguais em sua

esséncia.

! Em homenagem ao italiano Joseph Louis Lagrange.
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Como ja foi dito, por muito tempo o estudo de grupo se resumiu aos grupos de
permutagoes e estes estao intrinsecamente ligados aos nossos objetivos, por este motivo,
fomos mais cuidadosos e os apresentamos de forma mais detalhada.

O Teorema de Cayley ou Teorema da Representacao, por sua vez, usa os dois
ultimos conceitos citados para facilitar atividades ao nos permitir trabalhar com conjuntos
mais concretos. Devemos citar também a explanacio do Teorema Orbita-Estabilizador e
da Equacgao das Classes como parte indispenséavel deste item.

De posse dos conceitos e proposicoes supracitados, estaremos assim em condigoes
de abordarmos o nosso foco, os famosos teoremas de Sylow, um dos quais consiste na
proposi¢ao mais proxima de uma reciproca do também famoso Teorema de Lagrange. Ao
enuncia-los e demonstra-los, faremos algumas classificagoes de grupos finitos utilizando
as ferramentas nos foram dadas pelo noruegués.

Para as demostracoes dos resultados neste trabalho que nao forem apresentadas

sugerimos as referéncias FRALEIGH (1994), HERSTEIN (1980) ou GARCIA (2010).

1.1 Conceito de Grupos

Definicao 1.1.1 Sejam G um conjunto nao -vazio e x uma operacao sobre G. Diz-se que

G munido com esta operagao € um grupo quando as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(a) A operagao * € associativa, ou seja,
ax(bxc)=(axb)xc, V a,bceQG.
(b) Existe elemento neutro para a operagdao, ou seja,
d eed, talque exa=axe=a, VacdCG.
(c) Todo elemento em G possui inverso,
VaecG, 3 decG talque axd =dxa=e.

Indicaremos o grupo assim definido por (G, *) ou simplesmente por G, caso nao
haja davidas quanto a operagao em G.

Se o grupo (G, x) satisfaz a condicao
axb=bxa, V a,beaq,

entao diz-se que G é comutatitivo ou abeliano.
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Alguns exemplos classicos de grupos abelianos aditivos sao: (Z,+), (Z,,+), (Q, +)
e (R,+). Por sua vez, (Z, — {0},.), (Q —{0},.) e (R —{0},.) sdao exemplos de grupos
abelianos multiplicativos.

Agora, seja G o conjunto das matrizes de ordem n x n com a multiplicacao usual.
E facil ver que o conjunto ndo constitui estrutura de grupo, pois é possivel exibir uma
matriz quadrada A tal que a equacao matricial A.X = I, nao possui solucao, logo nem
todo elemento possui inverso em G.

No entanto, se G = {A € M, (R);|A| # 0}, entdo G é um grupo denominado grupo

linear real e denotado por GL,(R).

Observacao 1.1.1 Os elementos e e a’ das propriedades 1 e 2 sdo tinicos e sao chamados
itdentidade de G e inverso de a, respectivamente. Quando um grupo G for multiplica-
tivo, entdo indicaremos o inverso de a por a~!. Ja para um grupo aditivo, o indicaremos

por —a. Ademais, se a,b € G, entao
(aHt=a e (ab) ' =bltal.

Exemplos 1.1.1 Seja C um conjunto finito de n elementos. Considere S, = {f : C —
C; f é uma bije¢ao}. O conjunto S, com a composi¢ao de funcgéoes é um grupo. Em
especial, este vird a ser bastante utilizado em nossos estudos, o chamado grupo simétrico

ou grupos das permutacoes de n letras.

Para n = 3, temos o conjunto C' = {1,2,3} e o grupo S, cujas permutagoes sao:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

a1 = , Qg = g = )
1 2 3 21 3 3 2 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Qy = y Q5 = y Qe = :
1 3 2 2 31 3 1 2

Considerando os elementos

1 2 3 1 2 3
o= e f[= ,
(231) <213>

temos
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(123)(123) (123)
ba = = .
291 3 2 3 1 1 3 2

Observe que a partir de « e 3 é possivel construir o grupo S3. Isso se traduz dizendo que
a e 8 geram o grupo S3. Foi possivel observar também que af # (o, assim, S5 nao é

comutativo.

Observacao 1.1.2 Por questao de praticidade, quando nao houver confusao, usaremos
G para denotar o grupo (G, +), como também poderemos omitir o sinal da operagao. Com

efeito de ilustracao: ao invés de anotar a - b anotamos ab.

1.2 Subgrupos

Definicao 1.2.1 Se G € um grupo e H € um subconjunto nao-vazio de G, entao dizemos
que H ¢ um subgrupo de G quando a operagao de G restringida a H faz deste um grupo,

1sto €, quando as condigoes sequintes sao satisfeitas:

1. hhho € H,V hyho € H

2. hi(haohs) = (hiha) hs, ¥ hi he,hs € H

3. dey € H tal que egh = hey =h,Vhe H

4. Para cada h € H, existe k € H tal que hk = kh = ey.

Para indicar que H é um subgrupo de G, usaremos a notacao H < G.

Exemplos 1.2.1 Para um grupo qualquer G, {e} e G sao claramente subgrupos de G,

chamados subgrupos triviais de G.

Exemplos 1.2.2 Com a adicao usual, temos que Z < Q. Alias, temos os subgrupos
7Z<Q<R<C.
Exemplos 1.2.3 Sob a multiplicacao usual, obtemos

Q"< R* < C.
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Exemplos 1.2.4 O conjunto 2Z = {2k : k € Z} é um subgrupo de Z. Mais geralmente,
se n € Z, entao nZ é um subgrupo de Z. Reciprocamente, se H é um subgrupo de Z,entao
existe n € Z tal que

H=nZ={nk:keZl}.

Exemplos 1.2.5 Seja G um grupo qualquer. Considere o subconjunto Z(G) = {z €
G;xg = gx,¥g € G}. Pode-se mostrar que Z(G) é um subgrupo de G, chamado centro

de G. Observe ainda que G é abeliano se, e somente se, Z(G) = G.

Proposicao 1.2.1 Seja H um subconjunto nao vazio de um do grupo G. Entao H é um
subgrupo de G se, e somente se as duas condigoes sequintes sao satisfeitas:

1. hy.hg € H, ¥ hi hy € H.

2. h"'e H,VheH.

Se S é um subconjunto nao-vazio do grupo G, o conjunto (S) = {ajas...a,, n € N;
a; € S ou a; € S7'} é o subgrupo gerado por S. Quando S = {ay,as,...,a,} é finito,
denotaremos ({ay, g, ...,a,}) por (aq, e, ...,q,). Observe que se g € G, entdo (g) =
{..,(g7H% 97 e,g,9° ...}. Escreveremos (g) = {¢';t € Z} para denotar que o grupo é
gerado pelo elemento g. Quando existe g € G tal que (g) = G, entao dizemos que G é
ciclico.

O grupos aditivos (Z,+) e (Z,,+) sdo exemplos classicos de grupos ciclicos.

Definicao 1.2.2 A ordem de um grupo G € o nimero de elementos em G; denotaremos
por |G|. Se a é um elemento do grupo G, a ordem de a é a ordem do subgrupo gerado por

a, ela serd denotada por O(a).

Exemplos 1.2.6 |Z,| =n e |S,| =nl.

1.3 Classes laterais e Teorema de Lagrange

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Definindo sobre G a relacao de
equivaléncia:

y~ax< 3dheH tal que y = xh.

O conjunto xH = {y € G; y ~ x} = {xh; h € H} é chamado classe lateral
esquerda de H em G. Em particular, H é a classe lateral do elemento neutro e a esquerda.
Além disso, observe que y € tH < yH = xH.

Analogamente, podemos definir a classe lateral a direita de H em G como Hx =
{hx;h € H}.

Definicao 1.3.1 O indice n de H em G € a cardinalidade do conjunto das classes laterais

a esquerda; anotamos (G : H) = n.
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Proposigao 1.3.1 Para todo x € G tem-se |[tH| = |H]|.
Demonstracao: Veja que, ao definirmos uma aplicacao

f: H — zH
h — xh
claramente temos uma bijecao. ]

O teorema a seguir é o principal teorema sobre grupos finitos.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de
G. Entao |G| = |H|- (G : H).

Demonstracao: Tomaremos a relacao de equivaléncia ~ em G. Particionando G em
classes de equivaléncia cujo nimero de elementos em cada umas delas e |H| (garantido
pela proposi¢ao anterior). Ao passo que definimos o indice de H em G como o nimero de

classes de equivaléncia, donde

G| = |H[- (G : H)

Como consequéncias do Teorema de Lagrande, destacamos:

Corolario 1.3.1 Sejam G um grupo finito e o € G. Entao a ordem de o divide a ordem
de G. Em particular,

ol =,

Demonstragdo: Por definicdo, O(a) = |{(«)| e pelo Teorema de Lagrange, temos que

O(«) divide |G|. Fagamos entao |G| =n e O(a) =r. Dai, n = - k para algum k € Z e
oGl =g =k = (" =¢eb == ol =
u

Corolario 1.3.2 Todo grupo G de ordem prima € ciclico. Em particular, G € abeliano.

Demonstrag¢do: Seja G um grupo tal que |G| = p, em que p € um nimero primo. Desse
modo, existe x € G — {e}. Pelo Teorema de Lagrange, |(«)| divide p. Mas, sendo p primo,

temos |(z)| = p, pois |[(z)| # 1. Por isso, |(z)| = G e, por conseguinte, G ¢é ciclico. n

Corolario 1.3.3 Se G ¢ um grupo finito tal que |G| < 5, entao G € abeliano.
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Demonstragao: Se |G| =1 = G = {e} e, desse modo, G é ciclico. Se |G| = 2,3 ou 5,
entao G tem ordem prima e pelo Corolario 1.3.2, G é abeliano. S6 nos resta considerar o
caso em que |G| = 4.

Suponhamos que |G| = 4. Se existe x € G — {e} tal que (z) = G, entao G é ciclico

e, portanto, abeliano. Suponhamos entao
(xy #G, ¥V z €.

Assim, pelo Teorema de Lagrange, temos |(x)| = 2 para todo © € G — {e} . Assim, para
todo = € G,

Dai, para x,y € G,

Portanto, G é abeliano.

1.4 Subgrupos normais e grupos quocientes

Definicao 1.4.1 Um subgrupo N de G se diz wm subgrupo normal de G se para todo
g € G e para todo n € N temos gng~* € N (e anotamos N < G).

Os subgrupos normais tém a particularidade de que as classes laterais a esquerda
sao iguais as classes laterais a direita, neste caso, iremos chama-las apenas de classes

laterais de N.

Exemplos 1.4.1
1) {e} e G sao subgrupos normais de G

Z(G) <

)

2)

3) G' = ({zyz~'y~ Y2,y € aG}) é um subgrupo normal de G;
) S
)

4) Se (G: H) =2, entao H < G,

5) Se G é um grupo abeliano, entao todo subgrupo de G é normal em G.

Definicao 1.4.2 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. O conjunto das

classes laterais com a operagao induzida de G por N é o grupo quociente de G por N.

Denotaremos por G/N ou %
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1.5 Homomorfismo de grupos

Definicao 1.5.1 Sejam (G1,-) e (Ga,*) dois grupos. Uma fungio f : G1 — Gy € um

homomorfismo se ela é compativel com as estruturas dos grupos, isto €, se

fla-b) = f(a)* f(b), para todo a,b € G.

Exemplos 1.5.1

1) Id: (G, ) = (G,-), Id(g) = g, ¢ um homomorfismo chamado identidade;

2) e: Gy — Gy, e(g) = eg, para todo g € G, ¢ um homomorfismo chamado trivial.

3) Se (G, -) é um grupo abeliano, entao f, : G — G, f,(g) = ¢", € um homomorfismo;

4) Seja H < G, entao f : G — G/H, f(g) = gH, é um homomorfismo chamado de

projecao candnica.

Definigao 1.5.2 Se ¢ é um homomorfismo de Gy em G, definimos nicleo de ¢ (e

denotamos por kery) como sendo o conjunto kerp = {x € G;p(x) = e4}.

Definicao 1.5.3 Um homomorfismo ¢ € de G em Gs € dito um isomorfismo se ¢ €

bijetivo. Dizemos entao que G1 e Gy sao isomorfos (anotamos G1 = Gs).

Algumas propriedades elementares de um homomorfismo f : (Gy,:) — (Gs, *) sao:

Seja f : (G1,-) = (G2, *) um homomorfismo de grupos. Entao:

flec,) = eq,-

fla™) = f@)~"

ker f é um subgrupo normal de Gj.
A imagem Im f de f,

Ll

Im f={f(x):x € G}
é um subgrupo de Gs.
5. ker f = {eq, } < f ¢ injetiva, em que eg, ¢ a identidade de G.
6. Se a ordem de x € (G é finita, isto é, se O(x) < 0o, entdo O(f(z)) divide O(x).

Teorema 1.5.1 (Fundamental dos Homomorfismos) Seja f : G — K um homomorfismo

de grupos. Entao,

~ Imf.
kerf mf
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1.6 Grupo de Permutacoes

A maior parte dos grupos finitos surgiu como permutacoes, os grupos S,. Arthur
Cayley, em 1878, afirmou que todo grupo pode ser escrito como subgrupo do grupo das

permutacoes S, resultado conhecido como Teorema de Cayley.

Definicao 1.6.1 Um grupo G € dito simples quando possui apenas dois subgrupos nor-

mais distintos entre si.

Observagao 1.6.1 Se G ¢ um grupo simples, necessariamente temos que G # {e} e os

unicos subgrupos normais de G sio G e {e}.

Proposicao 1.6.1 Seja G um grupo de ordem prima. Entao G € um grupo simples.
Demonstragdao: Seja G tal que |G| = p, com p primo. Pelo Teorema de Lagrange, se H
¢ um subgrupo proprio de G, isto é, H # G entao

p=(G:H)-|H = (G:H) =H={e}=(G:H)=|G|=p

_ P
| H|
m

Teorema 1.6.1 (Teorema de Cayley) Todo grupo é isomorfo a um subgrupo de um grupo

de permutacoes.

Devido ao resultado do taltimo teorema, também conhecido como Teorema da Rep-
resentacao, podemos perceber que é de extrema importancia estudar os grupos 5,, e seus

subgrupos. Por isso o faremos com mais detalhes nessa secao.

Definigao 1.6.2 Uma permutacao o € S, é chamada de r-ciclo se existem elementos
distintos aq, ..., em {1,...,n} tais que a(a1) = as, alaz) = as, ..., a(a,—1) = a,
ala,) = ay, e tais que a(j) = j, para todo j € {1,...n} —{ai,...,a.}; tal r-ciclo serd
denotado por (ay...a.); o nimero v é chamado comprimento do ciclo. Os 2-ciclos sao

também chamados de transposicoes.

Exemplos 1.6.1 Consideremos o grupo Sy. Temos que:

1 2 3 4
2 3 41

é um 4-ciclo denotado por (1234). Podemos também representd-lo por (2341), (3412) ou

(4123).
123 4
321 4

Jd a permutacao
é um 2-ciclo, representado por (13) ou (31).
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Definigao 1.6.3 Seja o € S,, um r-ciclo e seja € S,, um s-ciclo. As permutacgoes o e

B sao disjuntas se, Ya € {1,2,...,n}, temos a(a) = a ou f(a) = a.

Exemplos 1.6.2
1) Os ciclos (13) e (24) sao disjuntos.
2) Os ciclos (1234) e (234), por sua vez, ndo sao disjuntos visto que 2, 8 e 4 sao

"movidos" por ambos.

Proposicao 1.6.2 Toda permutacao pode ser expressa de forma unica como um produto

de ciclos disjuntos.

Com o intuito de restringir o nimero de elementos do conjunto com o qual se ira
trabalhar, apresentamos um teorema que gen- eraliza o Teorema de Cayley epermite-nos

reduzir o nimero de elementos ao encontrarmos um grupo isomorfo "menor":

Teorema 1.6.2 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e X = {gH : g € G}. Entao
existe um homomorfismo de G em Sx tal que o nicleo deste homomorfismo € o maior
subgrupo normal de G que estd contido em H, onde Sx € o grupo de permutacoes do

conjunto X.
Demonstracao: Considere a aplicacao

¢o: G — Sy
9 = fg
onde fy(xH) = grH e seja g € kerg. Assim, f,(vH) = grH = xH, para todo z € G.
Se, em particular, x = e temos que gH = H. Dai, g € ker¢ nos diz que g € H, isto é,
ker¢ C H. Para tanto, se N é um subgrupo normal de G, N C H e n € N, temos entao
que g-'ngN C HNg € G. Logo, g~ 'ng € H e isso nos da ngH = gH, donde n € kera.
Portanto, se N <<G e N C H entao N C kerg. [ ]

Corolario 1.6.1 Seja G um grupo finito e H # G um subgrupo tal que |G|t (G : H)!,

entao H contém um subgrupo normal nao trivial.

Demonstragdo: Como |G| ndo divide (G : H)!, pelo Teorema de Lagrange temos que
Sg nao possui nenhum subgrupo de ordem |G|, portanto nenhum subgrupo isomorfo a
G. No entanto, temos que Sg D ¢(G), assim ¢(G) nao pode ser isomorfo a G. Dai,
ker ¢ # {e}. Portanto, pelo resultado precedente ker ¢ <« H e ker ¢ # {e} nos leva a

concluir que existe um subgrupo normal nao trivial de H. [

Corolario 1.6.2 Seja G um grupo finito, H < G tal que (G : H) = p, onde p é o menor
primo que divide |G|. Entao H < G.
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Demonstragao: Sabemos que ker ¢ < G e, pelos teoremas de Lagrange e do Homomor-
fismo, |G/ker ¢| é um divisor de |Sx| = p!; voltando a aplicar o Teorema de Lagrange
deduzimos, como p é o menor primo divisor de |G|, segue que p é o menor divisor primo
de |G/ker ¢, ja que |G| = (G : H)|H| = (G : H)(H : ker ¢)|ker ¢|. Resta-nos inferir
que se |G/ker ¢| divide p!, entao |G/ker ¢| = p. Portanto,

|G _ |Gl

=p=1— = |ker ¢| = |H|,
her 9] — 2= 1m) = Fer o1 = 1H]

ou seja, ker ¢ = H < G. [

APLICACAO: Seja G um grupo de ordem 99 e suponha H um subgrupo de ordem
11 (é possivel provar essa existéncia usando um resultado conhecido como "Teorema de
Cauchy"). Mostraremos que este subgrupo é normal. De fato, seja H um subgrupo, pelo
Teorema de Lagrange (G : H) = 9. Por outro lado, como 99 { 9! segue do Coroldrio 2.1
que H contém um subgrupo normal nao trivial N de G em H. Mas |H| = 11, como a
ordem de H é ntimero primo, segue que H é um grupo simples, logo N = H. Portanto, H

¢ um subgrupo normal de G.

Proposicao 1.6.3

a) Todo elemento de S,, é um produto de transposicoes, isto é, S, = ({transposi¢ées});

b) S, = ({(12),(13),...,(In)});

c) S, = ((12),(23),...,((n — 1)n)).

Observacao 1.6.2 A decomposicao de um elemento o € S,, como um produto de trans-

posi¢oes nao é tnica, mesmo se exigirmos um nimero minimo de transposicoes; por ex-

emplo, (123) = (13)(12) = (23)(13).

Proposicao 1.6.4 Seja o € S,, € seja a = 1, 0... 0711 uma fatora¢ao qualquer de o como

um produto de transposicoes. Se X, ..., X, sao indeterminadas sobre Z, entao

I Koy —Xew)=(=0" J] X;-X0).

1<i<j<n 1<i<j<n
Em particular, se « = T4 0...0T) = 1, 0 ... 0 j7 $ao duas fatoragoes de o como produto de

transposicoes, entao t = u mod 2.

Nao apresentamos as demonstracoes das duas proposi¢oes apresentadas anteri-
ormente devido ao seu carater bastante independente em relacao aos nossos resultados

principais.
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Definigao 1.6.4 Um elemento o € S,, € uma permutacao par quando € possivel escrevé-

lo como um produto de um nimero par de transposicoes, isto €

H (Xa(j) - Xa(i)) = H (Xj — XZ)

1<i<j<n 1<i<j<n
Analogamente, podemos definir permutacao impar como um elemento o« € S, que pode

ser escrito como o produto de um niumero impar de transposicoes. Equivalentemente
Il Koy —Xew)=- J] X;-X).
1<i<j<n 1<i<j<n

Proposicao 1.6.5 Seja A, = {a € S,;a é uma permutacao par}. Entao A, € um
subgrupo de S, de indice 2; o denominamos grupo alternado ou grupo das permutacoes

pares.

Demonstrag¢do: Seja 1) : S, - W = {—1,1} dada por

w(ﬁ):{ 1 se fB € par,

—1 se [ € impar.

Como v é um homomorfismo e seu nucleo é A,,, que é normal em S,,, entao i—z ~ W.
Portanto,
S
2=0W)=0 (A_) = 0(5,)/0(A,).
|

Defini¢ao 1.6.5 Sejan > 2. Sep € S, e se p = (ay1...a1,)---(ay1...a4r,) € a sua decom-
posi¢ao em ciclos disjuntos com r1 < 1o < ... < 1y, dizemos que {ry,...,r} € o tipo de

decomposicao de p.

Exemplos 1.6.3 p := (123)(45)(67) e p’ := (15)(36)(247) tém o mesmo tipo de decom-
posigao, a saber {2, 2, 3}.

Proposicao 1.6.6 Sejam o e p permutacgoes disjuntas. Entao op = po, e para todos os k

k

inteiros positivos, (op)* = o*p*. Seja m um produto de ciclos disjuntos de comprimentos

ki, ks, ..., k., entao a ordem de m € o minimo muiltiplo comum dos inteiros kq, ks, ..., k.

Demonstracao: Inicialmente, iremos comutar permutacoes disjuntas. Se p fixa ¢, entao
op(i) = o(i), considerando po(i) = p(o(i)). Como p e o sao disjuntos, p deve fixar o(7)
e assim por op(i) = po(i). Por outro lado, se p nao fixar i entdao o fato de p e o serem
disjuntas nos d& que o deve fixar i, e novamente segue que op(i) = po(i). Uma vez que
sigma e p comutam, uma prova indutiva mostra que, para todos os k inteiros positivos,

(op)k = o*pk. Faremos em duas etapas. Primeiro mostraremos por inducao sobre k que
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se op = po, entdo opF = pro:
Quando k = 1, a veracidade decorre da hipotese. Se supusermos que op* = op* = pFo,

entao

o = gptp = prap = prpo = o,

Segue-se entdo, também por indugdo sobre k, que (0p)* = o*p*: Quando k = 1, segue

claramente. Ao passo que, se (op)* = o*p,

k41 _ ko kok_ o k_ k___ _k+l k+l

(op)""" = (op)iop=o"p op=c"op'p=0""p"",
conforme queriamos. E assim 7™ = 1. A ordem de 7, portanto, divide m. No entanto, se
m° =1, entao os ciclos sao disjuntos, cada um p; = 1 e assim s é divisivel por cada k;, e

entao s é divisivel por m. Logo, a ordem de 7 é m. [

Proposicao 1.6.7 Seja n > 3.
a) Todo elemento de A, é um produto de 3-ciclos, isto €, temos A, = ({3-ciclos}).
b) Sejam a,b € {1,2,....,n},a # b. Entao

A, = {(abl);l =1,2,...,1, com | # a,b})



2 Representacao por Permutacao e Teoremas

de Sylow

Até o momento, tratamos de nocgoes basicas de grupos, alguns exemplos e seus
elementos. Observe, no entanto, que tudo o que foi feito se resume a um ’estudo interno
ao grupo’, como o de certas propriedades, elementos, subgrupos, entre outros conceitos.

Por sua vez, nesta parte do trabalho iremos proceder uma abordagem diferente ao
utilizarmos um homomorfismo de grupos para transportar certas caracteristicas de grupo
a0 outro por meio do que chamamos representacoes por permutacoes.

Outro tipo de representacao historicamente bastante utilizado é do tipo p : G —
GL(n, K), onde K é um corpo e n um inteiro positivo, a chamada representa¢ao matricial
ou linear de G de grau n.

Nosso interesse aqui sao as representacoes por permutacoes de um conjunto, visando
maximo de informagcoes possiveis sobre o grupo. Nesse sentido, examinaremos a existéncia
de subgrupos de certa ordem dada bem como, em caso positivo, o nimero destes e quais

relacoes ocorrem entre eles.

2.1 Representacoes por permutacoes

Definicao 2.1.1 Sejam G um grupo, C' um conjunto e P(C) o grupo das permutagoes
de C. Uma representacao de G no grupo de permutacoes de C € um homomorfismo
p: G — P(C), isto €, uma fungao tal que p(g192) = p(g1) © p(g2). Diz-se também que o

grupo G opera sobre o conjunto C.

Em algumas situacoes poderemos usar o conjunto GG sem a estrutura de grupo,

neste caso usaremos a notagao Gy (e dizemos que Gy é o conjunto subjacente ao grupo

Q).
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Exemplos 2.1.1
1) Seja G um grupo e seja C' = Gy. Considere

T: G — P(Go)
g = Igi Go — GO

a gagfl

Sabemos que T é um homomorfismo, logo uma representacao de G no grupo de permu-
tagoes do conjunto Gy.

2) Sem maiores dificuldades, podemos verificar que

T: G — P(Go)
g — Ty Gy — Gy
a +— ga

¢ um homomorfismo, seque que T € uma representac¢ao de G no grupo de permutacoes de
Gp.
3) Sejam G um grupo, H e K subgrupos de G e seja C = {aH;a € G} o conjunto das

classes laterais a esquerda de H em G. Considere

T: K —» P)
aH — kaH

Assim, T € uma representacao de K no grupo de permutacoes do conjunto das classes

laterais a esquerda de H em G.

Observacao 2.1.1 Utilizaremos somente representagoes definidas a partir de uma funcao
"automorfismo interno" Z : g ~— Z, e representacoes definidas a partir da funcao
"translacao" T : g — Tj; as primeiras chamaremos representacoes por conjuga¢do, en-
quanto as tltimas chamaremos representacoes por translacao ou representagoes requlares.
Veja que nos exemplos anteriores em 1) temos uma representagao por conjugagao, ja em

2) e 3) temos representagoes por translagoes.

Sejam GG um grupo, C' um conjunto e seja p : G — P(C) uma representacao de G.

Sobre o conjunto C', definimos uma relacao de equivaléncia do seguinte modo:

Ve,ye Cix v~y Jge G tal que p(g)(z) =v.

Definigao 2.1.2 Seja x € C'. A orbita de x € o conjunto

O(x) :={y € Ciy ~z} ={p(g)(v); g € G}.
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O estabilizador de x € o conjunto dos elementos de G que deizam o elemento x fizo, isto €,

E(z) :={g € G; p(g)(x) = z}.

Observacao 2.1.2 Quando existe apenas uma orbita, dizemos que a representacao é

transitiva.

Teorema 2.1.1 (Orbita-estabilizador) Sejam G um grupo, C um conjunto e v : G —

P(C) uma representagao de G. Seja x € C. Entao a aplica¢ao ¢ abaizo é uma bijecao:

¢: O) — {gE(z);9€ G}
p(g9)(x) — gE ()

Em particular, no caso de G ser um grupo finito, temos que |O(x)| = (G : E(z)) e que
|O(x)| divide |G].

Demonstracdo: Sejam gi,g, € G tais que p(g1)(z) = p(g2)(z), aplicando p(gy') em
ambos os lados, como p é um homomorfismo, tem-se p(g; 'g1)(x) = 2. Assim, temos
92 g1 € E(x), logo g1 € g2 E(x) e g1 E(x) = g2 E(x).

Verificaremos agora a injetividade de 1. Sejam y; = p(g1)(x) e yo = p(g2)(x) elementos de
O(z) tais que ¥(y1) = (1), isto &, tais que g1 E(z) = g2 E(x). Entdo temos g, 'g1 € E(z),
logo p(gy ' g2)(x) = x, ou seja, p(gy ') o p(g2)(x) = = e, portanto,

y2 = p(g2)(x) = p(g1) 0 p(gr ")) 0 p(g2)(x) = p(g1)(x) = w1

Por sua vez, a sobrejetividade é direta, pois se gF(z) é uma classe lateral & esquerda de

E(z) em G, entao temos que E(x) = 1(y), com y = p(g)(x). [ ]

2.1.1 Equacao das Classes

Exibiremos uma relacao, provaremos que é uma relacao de equivaléncia, e em
seguida, iremos encontrar uma descricao algébrica clara do "tamanho" de cada classe
de equivaléncia. A partir desta simples descricao, vird uma bela e poderosa série de

resultados sobre grupos finitos.

Definicao 2.1.3 Se a,b € G, entao b se diz um conjugado de a em G se existe um

elemento ¢ € G tal que b = ¢ tac.

Escrevemos entao a ~ b e nos referimos a esta relacao como conjugacao.

Lema 2.1.2 A conjugac¢ao é uma relagao de equivaléncia sobre G.
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Demonstracao: Devemos agora mostrar que a relagao é reflexiva, simétrica e transitiva.

a) Como a = e tae, a ~ a, assim ¢ = e pela defini¢do de conjugagao;

b) Se a ~ b, entdo b = z'ax para algum z € G, donde a = (z7')"'b(z~1). Como

y=1z"1€Gea=y by, segue que b ~ q;

c¢) Suponhamos que a ~ b e b ~ ¢ com a,b,c € G. Entao b = v lax e ¢ = y by para

algum b e algum ¢ em (. Substituindo a expressao de b na expressao de ¢, obtemos

c=y Yz tar)y = (ry) ta(zy). Como zy € G, tem-se que a € c.

Logo a relacao é de equivaléncia. ]
Para © € Gy seja Cl(z) = {a € G;a ~ z}, a classe de equivaléncia de z em Gy no

que diz respeito a relacao acima estudada, usualmente chamamos de classe de conjugacao

de x. Veja que Cl(z) consiste no conjunto de elementos da forma g 'zg quando x toma

valores em G. Além disso, observe que temos Cl(z) = {z} © grg ' =2,Vge @& e

Z(G).

Definicao 2.1.4 Se x € Gy, entdo o centralizador de x em G € o conjunto Z(x) = {g €

G;gx = xg}, isto €, sao os elementos de G que comutam com x.
Lema 2.1.3 Z(z) € um subgrupo de G.

Demonstra¢cao: Aqui nao podemos fazer restricoes quanto a ordem de G, devido ao fato
deste ser finito ou infinito.

Suponhamos que g,h € Z(x). Teremos pois gr = xg e hx = xh. Portanto (gh)xr =
g(hz) = g(zh) = (gx)h = (zg)h = z(gh), logo gh € Z(x).
De gz = xg segue que g~'z = g~ '(zg)g~" = g~ (g9)g~
g teZ(x). m

Agora, estamos prontos para enunciar o nosso principio de contagem.

L' = 297!, logo também temos

Teorema 2.1.4 Se G é um grupo finito e ¢, o nimero de elementos de Z(x), entao
Cp = %; isto €, o numero de elementos conjugados x em G € o indice do normalizador
de x em G. Em simbolos,

ICl(x)| = (G : Z(x)).

Demonstracao: Inicialmente, veja que a classe de conjugados de = em G é exata-

g com g em G, e ¢, mede o ntimero de g~xg distintos.

mente o elementos da forma ¢~
Mostraremos que os elementos de mesma classe lateral a esquerda de Z(x) em G dao
lugar a um mesmo conjugado de x, enquanto os elementos de diferentes classes laterais
a esquerda de Z(x) em G dao lugar a diferentes conjugados de z. Desta forma, teremos
uma correspondéncia bijetiva entre os conjugados de x e classes laterais a esquerda de
Z(x) em G.

Suponhamos que g, h € G estdo em uma mesma classe lateral & esquerda de Z(z) em G.

Entdo h = ng donde n € Z(z) e entao nx = xn. Portanto, como h™' = (ng)™' = g 'n~!
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L2g, temos que g e h dao lugar a um mesmo

e h~tah = g 'n"tang = g 'n"tnag = g~
conjugado de x.
Por outro lado, se = e y pertencem a classes laterais a esquerda distintas de Z(z) em G,

! Yy = zhg™!,

afirmamos que g~ 'xg # h™'zh. Caso contrério, g-'zg = h~'xh nos daria hg~
que por sua vez implicaria que hg~' € Z(z). Isto nos diz que x e y estdo na mesma classe
lateral & esquerda de Z(z) em G, o que contradiz o fato de estarem em diferentes classes
laterais. E isto encerra a demonstracao. [

Naturalmente, o conjunto G é igual a uniao disjunta das classes de conjugacao.
Em cada classe de conjugagao escolhemos um representante z,. Entao, temos |G| =

>, [Cl(2a)], logo
Gl =12+ Y [Clxa)l

zatZ(G)
Esta igualdade se chama a equacao das classes de conjugagao.

Seja G um grupo e seja C' = {subgrupos de G}. Considere a aplicacao

T: K — P(C)
g — T,: C — C
H v+~ gHg™!

Seja H € C. A orbita O(H) = {T,(H);g € G} = {gHg ;g9 € G} de um subgrupo H
se chama a classe de conjugacio de H. Os elementos de O (H) se chamam os subgrupos
conjugados de H. Observe que O(H) = {H} & H 9 G. O estabilizador E(H) = {g €
G, T,(H)=H}={g € G;gHg' = H} se chama o normalizador de H em G (denota-se
Ne(H)).

2.2 p-Grupos e Teoremas de Sylow

A reciproca do Teorema de Lagrange, de modo geral, nao é valida. No entanto,
nesta secao iremos enunciar dois resultados, um dos quais est4 mais proximo dessa recip-
roca. Os Teoremas de Sylow se apresentam como ferramentas basicas para verificar se um
determinado grupo possui subgrupos normais préprios, um problema de grande importan-
cia na Teoria dos Grupos Finitos, especialmente no século XX. Antes de apresenté-los,

introduziremos algumas nogoes sobre p-Grupos.

2.2.1 p-Grupos

Definigao 2.2.1 Seja G um grupo (finito ou nao), p um primo, entao G é um p-Grupo

se todo elemento de G tem ordem correspondente a uma poténcia de p, isto €,

G um p— Grupo < g€ G = O(g) =p", para algum n € 7Z.
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E possivel observar que G pode ser finito. Neste caso, se G tem ordem par entio
G deve ter elementos de ordem 2. A seguir, apresentaremos a generalizacao deste fato,

caso tenhamos a cardinalidade de G divisivel por um primo.

Teorema 2.2.1 (Cauchy-Frobenius) Sejam G um grupo finito e p um nimero primo tal
que p||G|. Entao
#{g € G;O(g) = p} = (1) mod p.

Demonstracao: Definindo o produto cartesiano de G por ele mesmo p vezes como:

X ={(z1,....,xp);0, € Gexy..xp =eqt —{(eq,....eq)} = {ex},

a componente z, dos elementos de X fica determinada pelos primeiros p — 1 elementos,
ou seja, ¥, = (21..7p-1)" " de modo que |X| = |GP~! — 1. Particularmente, |X| =

(—=1) mod p. Tomando (¢) um grupo tal que O(¢)) = p, definiremos ¢ uma aplicagao

o (YY) = S
Yo fyi

onde
f@[)i(mla ...,$p) = (xl-H, ceey Lpy X1, ,SCZ)

Por outro lado,
Ty..Tp = G = [L'l_ll’l...l'pﬂfl = eq = T2T3...TpT1 = €q,
Usando inducao matematica, obtemos

Lit1.--Tply... 05 = €3,
N—————

p fatores

assim concluimos que ¢ é um homomorfismo, e assim (1) opera sobre X. Logo, as érbitas
de X sobre a representagao definida por ¢ possui 1 ou p elementos. Seja X' = (z1,...,x,) €

X, entao |O(X)| =14 X = (x,...,x) & aP = eg. Por sua vez, definiremos o conjunto

X' ={X e X;[D(x)| =1},
de forma que a cardinalidade de X’ é igual ao numero de elementos em G de ordem p e
| X| = |Gt —1=|X'| mod p, como querfamos. ]

Corolario 2.2.1 Se G € um grupo finito, entao G € um p-Grupo se, e somente se, |G| =

p" para algum n.

Demonstragao: Seja G um p-grupo, por definicao, todo elemento de G tem ordem igual

a uma poténcia de p.
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Suponha, por absurdo, que a ordem de G nao é uma poténcia de p, assim existe um primo
q # p tal que ¢||G|. Mas se G é um grupo finito e ¢ € um nimero primo nessas condigoes,
tem-se que existe x € G com ordem ¢, o que contradiz a hipdtese.

Reciprocamente, seja |G| = p" e seja x € G, entao O(x)|p"™, isto é, a ordem de x é uma

poténcia de p, e isto encerra nossa prova. [
Corolario 2.2.2 Se G # {eg} € um p-grupo finito, entio |Z(G)| > 1.

Demonstrag¢ao: De acordo com a Equacao das Classes,

Gl=12(@)|+ Y (G:Z(xa))

za@Z(Q)

e com o corolario anterior, temos que:

1) Se G = Z(G), é direto.

2) Se G # Z(G), entao para cada 2,Z(G) tem-se Z(xg) # Z(x,). Logo, 32, 47q)(G :
Z(x4)) € um maltiplo de p. Dai, obtemos que |Z(G)| > 1. u

Definicao 2.2.2 Seja G um grupo finito, p um nimero primo e p™ a maior poténcia de
p que divide |G|. Os subgrupos de G que tém ordem p™ sao chamados de p-subgrupo de
Sylow.

2.2.2 Teoremas de Sylow

Teorema 2.2.2 (1° Teorema de Sylow) Seja G um grupo finito e P um p-subgrupo de

Sylow e seja n, o nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Entao
ny | |Gl en, =1 mod p.
Além disso, os p-subgrupos de Sylow sao conjugados.

Demonstragao: Inicialmente, consideremos a representacao de G em seus subgrupos por
conjugacao. Se P é um p-subgrupo de Sylow, consideraremos X = {P = P, P,, ..., B},
o conjunto dos subgrupos conjugados de P. E direto que se um subgrupo é maximal
seus conjugados também o sao, assim os elementos de X sao subgrupos de Sylow. Como
X é& uma oOrbita sobre a representacao descrita, entao G opera em X e, por restricao,
P opera em X. Dado Q € X, (P : E|p(Q)) = p°, para algum s. Temos entdo que
s =0« P = FE|p(Q) = Ng(Q) N P, e este tltimo quando P C Ng(Q). Como @ é
um subgrupo normal de seu normalizador, entao P ® ) é um p-subgrupo de G tal que
PRQDPeP®E D Q. Devido & maximalidade destes, devemos ter P = (). Logo, P é
o Unico elemento de X que tem oOrbita com um sé elemento quando é opera em X. Dali,
|1 X|=r=> |9 |p(Q)] =1+ pl, para algum [ € N, ou seja, |X| =1 mod p. Por outro



33

lado, ao considerarmos X como a orbita de P sobre a representagao de GG obtemos que
|X| = (G : Ng(P)) e este é um divisor da ordem de G.

Nos preocuparemos agora em provar que os p-subgrupos de Sylow sao conjugados. Para
tanto, suponhamos que ) é um p-subgrupo de Sylow e que ) ¢ X, em particular, Q) # P,.
Pelo mesmo motivo, temos que () opera sobre X e suas Orbitas sobre esta representagao
tem cardinalidade multipla de p, o que contradiz o fato anterior. Deste modo, deduzimos
que todo p-subgrupo de Sylow é conjugado a P e, portanto, #{p— subgrupos de Sylow} =

Ny, =r. n

Teorema 2.2.3 (2° Teorema de Sylow) Sejam G um grupo e p wm nimero primo tal que

|G| = p™b com mdc {p,b} = 1. Entao, todo p-subgrupo de Sylow tem cardinalidade p".

Demonstragao: Concentrar-nos-emos apenas em mostrar que, para algum p-subgrupo
de Sylow P, mde {(G : P),p} = 1. Observe que (G : P) = (G : Ng(P)) - (Ng(P) : P),
onde Ng(P) é o normalizador de P. Para mostrar que (G : P) e p sdo primos entre si
¢ basta-nos mostrar que mdc {p, (G : Ng(P))} =1 e mdc {p, (Ng(P) : P)} = 1. Como
(G : Ng(P)) é o nimero de p-subgrupos de Sylow de G, pelo teorema anterior, concluimos
que (G : Ng(P)) =1 mod p. Por sua vez, (Ng(P))/P nao possui elementos de ordem p,
observe que se T € (Ng(P))/P é um elemento tal que Z° é a identidade, entao o grupo
(x, P)/P & um p-grupo, com efeito, este grupo é o gerado por Z. Ora, se um quociente é
um p-grupo assim como o seu denominador, entao o numerador ¢ um p-grupo. Dai, pela

maximalidade de P, deduzimos que x € P. [

2.2.3 Aplicacoes dos Teoremas de Sylow

Nesta secao apresentaremos alguns problemas cujos teoremas de Sylow podem

ajudar-nos a resolver:

(a) Grupos de Ordem 2p

Seja p um ntmero impar primo, e seja G um grupo com 2p elementos. Podemos
aplicar a teoria Sylow para os primos 2 e p, por sua vez. Assim, o nimero n, de p-
subgrupos de Sylow divide 2p e é congruente a 1 mod p pelo 1° Teorema de Sylow. Dai n,,
é¢ um dos 1, 2, p ou 2p. Como p e 2p sao divisiveis por p ambos sao congruentes a 0 mod p.
Como 2 é menor de p, 2 nao é congruente a 1 mod p, entao concluimos que n, é¢ 1. Assim
o p-subgrupo de Sylow, P, é um subgrupo normal de G. Como P tem p elementos, P
é ciclico, digamos P = (x). Sabemos também que G tem pelo menos um 2-subgrupo de

Sylow, entao existe um elemento y de ordem 2. Os elementos de G sao, portanto,

{1,z,...,2"  y, gy, .., yzP '}
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1

Como P é normal, yxy~! ¢ um elemento de P e por isso é da forma 2 para alguns i.

Assim, desde y? = 1,

(yz)? = yay 'z = 2™

Isto significa que as poténcias pares de yx sao iguais poténcias de x enquanto as poténcias
impares de yx sao da forma ya’ para algum j. Pelo corolario do teorema de Lagrange, a
ordem de yx divide 2p, e assim é um de 1,2, p ou 2p. Se i # —1 na equacao acima, vemos
que yx nao é de ordem 1 (ndo é o elemento de identidade), ndo é de ordem 2 (uma vez
que (yz)? ¢ igual a x't1) e nao de ordem p (desde a sua p-ésima poténcia ¢ da forma ya’
para algum j). Assim yx deve ter ordem 2p, de modo as poténcias de yx incluem todos
os elementos de G e G é ciclico. Isto implica que G é abeliano e, assim, de fato, zy = yz.
Mostramos assim que quando p é um nimero impar primo, um grupo com 2p elementos

é ciclico ou é da forma (z,y ; 2P =1 =1y% e yz = 2~ y).

(b) Grupos de Ordem 21

Ha dois resultados preliminares necessarios antes da discussao dos grupos com 21

elementos.

Lema 2.2.4 Seja p e q primos com p > q. Um grupo de ordem pq tem um p-subgrupo

normal de Sylow.

Demonstracao: Os dividores de pg sao 1, p, ¢ e pq. Destes p e pq tem resto 0 quando
dividido por p, ¢ tem resto g quando dividido por p, pois ¢ ¢ menor que p. Portanto, pelo

resta apenas um p-subgrupo de Sylow, e assim que este subgrupo é normal. [

Lema 2.2.5 Sejam x, y sao elementos de um grupo G tal que xy = yx. Entao, para todo

o inteiro k, (zy)* = z*y*.

Demonstragao: Podemos provar esse resultado por permutacoes disjuntas quando k é
um inteiro positivo, como vimos na Proposicao 4 do Capitulo II. O caso quando k£ =0 é
trivial, e o caso quando k < 0 segue facilmente. [

Agora, seja G um grupo com 21 elementos. O lema anterior mostra que G tem um

" =1), por exemplo, e um elemento de y ordem 3.

1

tinico 7-subgrupo de Sylow P = (x ; x

Como P ¢ um subgrupo normal de G, yzy ' = 2* para algum i com 0 < i < 6. Assim

v = Yoy =y (yxy Dy

_ meiy—Q — <y2xy—2)i
= (y'y ')

2 1;3

= (yzy )" =a".

Dai, i = 1 mod 7, assim que 7 divide i - 1. Considerando os sete possiveis

valores de 7, por sua vez, vemos que as unicas solucoes para ¢ sao ¢ = 1,2 ou 4 mod 7. No
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primeiro caso, quando yxy~! = x, vemos que xy = yx. Usando o tiltimo lema, vemos que
(ry)® =23 e (xy)” = y, entdo a ordem de zy, sendo um divisor de 21, deve ser igual a 21,
de modo que G é ciclico.

Os casos em que ¢ = 2 ou 4 mod 7 produzem grupos isomorfos pois se y é um

elemento de ordem 3 para os quais yzy ! = 22, entdo z = 3? é um elemento de ordem 3

1

para os quais zzxz~ ' = . Assim, via isomorfismo, existem dois grupos com 21 elementos,

o grupo ciclico e que, com a apresentacao
(ry; 2" =1=y’eyry ' =2?).

A fim de mostrar que existe um grupo com 21 elementos com esta apresentacao,

considere as matrizes com entradas em Zr:

1 1 4
X = Y = 0 )
01 0 2
E facil de verificar que essas matrizes satisfazem as relagoes do grupo de ordem 21.

(c) Grupos de Ordem 12

Em muitas situagoes os resultados Sylow sao usados como ponto de partida para
investigacoes mais detalhadas. Por exemplo, pode ser habil para deduzir que um ou outro
subgrupo de Sylow é normal, como consideraremos nas situagoes seguintes. Em geral,
esses métodos nao podem conduzir a uma classificagao completa em si proprio. Observe
que temos agora obteve algumas informagdes sobre a estrutura de todos os grupos com

11 elementos ou menos.

Lema 2.2.6 Um grupo com 12 elementos ou tem um 2-subgrupo normal de Sylow normal

ou um 3-subgrupo normal de Sylow.

Demonstracao: Observe que um 2-subgrupo de Sylow do grupo G de ordem 12 tem 4
elementos. O nimero de 3-subgrupos de Sylow é 1 ou 4. Mostramos que se este niimero
é 4, entao o nuamero de 2-subgrupos de Sylow deve ser 1. Se G tem quatro 3-subgrupos
Sylow distintos P,, P», P3, P,, cada intersecao P; N P;(i # j) ¢ um subgrupo proprio de
P;, um grupo com trés elementos. Daqui resulta que P, N P; = {1} para i # j. Assim,
G contém a identidade, juntamente com oito elementos de ordem 3, dois deles ocorrendo
em cada um dos quatro 3-subgrupos de Sylow. Apenas trés elementos permanecem, e
assim G tem um tunico 2-subgrupo de Sylow, este subgrupo de trés elementos diferentes
da identidade. [

Observacao 2.2.1 Uma classificagao mais detalhada dos grupos com 12 elementos pode

ser dada em um estudo mais aprofundado da Teoria dos Grupos Finitos. O argumento
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usado para provar o lema acima ¢ algo mais sofisticado do que um simples argumento de
contagem, uma vez que olharam mais minunciosamente a possibilidade de que o grupo
tinha mais de um 3-subgrupo de Sylow. Note que é importante a escolha da ordem dos
ntmeros primos: se supunha que a G tinha trés 2-subgrupos de Sylow T}, T, e T3, nao
poderiamos ter concluido que T} N Ty = {1}, ja que esta intersec¢ao poderia conter dois

elementos.

(d) Os grupos de ordem p?q

Lema 2.2.7 Sep e q sao primos distintos, entio um grupo de ordem p*q tem um subgrupo

normal de Sylow.

Demonstracao: O ntimero de p-subgrupos de Sylow divide p?q e ndo é um miltiplo de
p, entao é 1 ou q. Se p > ¢, entao ¢ nao pode ser congruente a 1 mod p e assim o niimero
de p-subgrupos de Sylow é 1, como requerido. Se, no entanto, ¢ > p, poderia haver ¢
p-subgrupos de Sylow se ¢ = 1 mod p. Neste caso, o nimero de ¢-subgrupos de Sylow
nao é um multiplo de ¢ mas divide p?q, por isso é 1, p ou p?. Esse nimero nao pode ser
p (pois p nao é congruente a 1 mod ¢). Se esse ntimero fosse p?, teriamos p*> =1 mod q,
de modo que ¢ iria dividir (p — 1)(p + 1). Isso s6 pode ocorrer se ¢ divide p — 1 ou ¢
divide p + 1. No entanto, se ¢ > p, entao a unica possibilidade é de ¢ = p + 1, que
fazem p e ¢ ntimeros primos consecutivos e por isso temos que p é 2 e g é 3. Neste caso,

G tem 12 elementos, portanto o resultado segue entao pelo lema anteriormente provado. =

(e) Os grupos de ordem 24

Por fim, apresentaremos uma situagao em que nem sequer é possivel garantir que

um p-subgrupo de Sylow é normal.

Lema 2.2.8 Seja G um grupo com 2 elementos. Entao G tem um subgrupo normal de

ordem 8 ou tem um subgrupo normal de ordem /.

Demonstracao: O numero de 2-subgrupos de Sylow é 1 ou 3. Se esse numero for 1, o
2-subgrupo de Sylow é um subgrupo normal de ordem 8. Por isso, suponha que G tem
trés 2-subgrupo de Sylow 57, S5, S3 cada um dos quais tem ordem 8. Mas sabemos que se
‘L‘;‘A@'P donde o subconjunto S} tem 2323 /2"
elementos, com |S; (] S2| = 2". Uma vez que S1S; é um subconjunto de um grupo G com
24 elementos, segue-se que 2323 < |5 S,|-2" de modo que 64 = 26 < 24-27. Assim, r > 2.

Uma vez que S;[)S2 é um subgrupo proprio de Sj, tem mais de 22 elementos, entao é

A e B sao subgrupos finitos, entdo |AB| =

possivel deduzir que, se G tem trés 2-subgrupos de Sylow, logo a intersecao de quaisquer

dois deles tem ordem 4. ]
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Seja T = S1[)S2 de forma que T tem 4 elementos. Como 7' é um subgrupo de S
de indice 2, T" é um subgrupo normal de S;. Do mesmo modo, 7" ¢ um subgrupo normal
de Sy. Assim S e S3 s@o os dois subgrupos de Ng(T), entao H = (57, Ss) € um subgrupo
de Nr(G) e, portanto, T é um subgrupo normal de H. Como H é um subgrupo, ele
contém S1S5. Vimos que contém S1Sy possui 2°6/2% = 16 elementos. Uma vez que o tinico
subgrupo de G que contém pelo menos 16 elementos é o proprio G, vemos que H = G e

assim T é um subgrupo normal de G de ordem 4.



Conclusao

O desenvolvimento deste estudo proporcionou o conhecimento introdutoério da Teo-
ria dos Grupos Finitos, onde podemos perceber o cumprimento de uma ordem gradual
de conceitos de modo coerente com o nivel de graduacao. As representacoes de grupos
por permutagao sao de grande importancia por fundamentar conceitos de grande apli-
cabilidade na classificacao de grupos e, portanto, no estudo dos grupos finitos em geral,
tais como Orbita, estabilizador, a equacao das classes, p-grupos e Teoremas de Sylow.

Permitindo assim a contagem de subgrupos normais algumas classes de grupos.
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