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Resumo

Devido ao caráter de um trabalho de conclusão de curso, prezamos por utilizar recur-

sos de nível de graduação, objetivando a compreensão de todos. Supomos inicialmente

o conhecimento básico do leitor sobre conceitos como funções, operações, equivalência,

congruência e divisibilidade. Assim, após uma breve visão histórica, apresentamos uma

introdução à Teoria dos Grupos, onde foram fundamentadas noções de grupos, subgrupos,

classes laterais, subgrupos normais, grupos quocientes, homomor�smos, grupo das sime-

trias e representações de grupos, além de resultados de destaque na Teoria dos Grupos

Finitos, tais como o Teorema de Lagrange, o Teorema do Homomor�smo, o Teorema de

Cayley e o Teorema Órbita-estabilizador dando assim todo o suporte teórico necessário

à abordagem ao nosso foco, os Teoremas de Sylow. Neste item, foi necessário conceituar

p-Grupos para �nalmente podermos chegar ao nosso objetivo de enunciar os Teoremas de

Sylow, demonstrá-los e, em seguida, exibirmos algumas aplicações.

Palavras chave: Teoria dos Grupos Finitos, Teorema de Lagrange, Representações de

Grupos, Teoremas de Sylow.



Abstract

Due to the character of a completion of course work, cherish to use resources at the un-

dergraduate level, aiming at the understanding of all. We assume initially the reader's

basic knowledge about concepts such as functions, operations, equivalence, congruence

and divisibility. So, after a brief historical overview, we present an introduction to Group

Theory, which were based notions of groups, subgroups, cosets, normal subgroups, quo-

tient groups, homomorphisms, the group of symmetries and representations of groups, as

well as outstanding results in theory of Finite Groups, such as Lagrange's Theorem, the

Homomorphism Theorem, Cayley's Theorem and Theorem Orbit-stabilizer thus giving

all the support necessary theoretical approach to our focus, the Sylow theorems. In this

section, it was necessary to conceptualize p-Groups to �nally be able to reach our goal of

listing the Sylow theorems, and show them, then display some applications.

Keywords: Finite Group Theory, Lagrange's Theorem, Representations of Groups, Sy-

low theorems.
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Introdução

Uma breve visão histórica

A Teoria dos Grupos foi, sem dúvida, uma peça chave no desenvolvimento da

Matemática Moderna. A estrutura de grupo, por sua vez, é básica à Álgebra Abstrata,

basta observar que outras estruturas algébricas podem ser consideradas grupos com cer-

tas características mais especí�cas. O termo grupo foi usado pela primeira vez pelo

matemático francês Evarist Galois (1811 - 1832) em "Memoiron the Conditions for Solv-

ability of Equations by Radicals", em 1830.

Galois, enquanto estudava a solubilidade de equações polinomiais por meio de rad-

icais, deu origem a esse novo ramo da matemática. O que só veio a con�rmar o que

D'Alembert (1717 - 1783), com brilhantismo, a�rmou "A álgebra é generosa: frequente-

mente ela dá mais do que se lhe pediu".

Esse jovem matemático e revolucionário (até mais revolucionário do que matemático),

que faleceu antes mesmo de completar 22 anos, estava tão à frente de sua época que

seu novo conceito foi inicialmente rejeitado por não ser compreendido nem mesmo pelos

grandes matemáticos da época, dentre eles, Fourier (1768 - 1830). Apenas quando Liou-

ville (1809 - 1882) teve acesso a uma cópia do seu trabalho e o interpretou, em 1846, é que

sua obra foi �nalmente reconhecida e hoje é considerada uma das maiores da matemática

do século.

Não podemos deixar de citar que são inúmeras e grandiosas as contribuições do

inglês Arthur Cayley (1821 - 1895)1, como a criação do próprio termo grupo abstrato, por

exemplo.

1 Brilhante matemático e advogado que tem contribuições em praticamente todas as áreas da Matemática,
superado em publicações apenas por Leonhard Euler e Augustin Louis Cauchy.
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No século XIX o estudo de grupos limitou-se a grupos de permutações, especial-

mente de raízes de polinômios.

No entanto, o estudo de grupos veio ganhar aceitação mais posteriormente com

o estudo de grupos in�nitos, representações de grupos e classi�cação dos grupos simples

�nitos. Aliás, em 1872, o matemático norueguês Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832 -

1918), divulgou um trabalho intitulado "Théorèmes sur lês groupes de substitutions",

onde apresentou os teoremas que constituem o foco do nosso trabalho e, a partir daí,

quase todos os avanços no tocante aos grupos �nitos tiveram como base esses resultados.

Galois, quando pensou nessa estrutura, certamente não tinha ideia de quão impor-

tante ela viria a ser. Atualmente, muitas pesquisas da Matemática Moderna seguem essa

linha, cujas aplicações estão nos mais diversos ramos da ciência, tais como: criptogra�a

- na codi�cação de dados computacionais; química - na Teoria Quântica são bastante

utilizados os chamados grupo de Poincaré2 e grupo de Lorentz (1853 - 1928)3; física -

onde constitui uma ferramenta essencial para compreender as propriedades dos sistemas

atômicos e moleculares; entre outras. Isso só mostra quão certo estava Lobachevsky (1792

- 1856), quando sabiamente declarou: "Não há ramo da Matemática, por mais abstrato

que seja, que não possa um dia vir a ser aplicado aos fenômenos do mundo real."

Outra aplicação curiosa desse tão belo ramo da matemática é o uso da simetria

de grupos na resolução do famoso quebra-cabeça chamado "Cubo de Rubik"ou "Cubo

Mágico"que consiste, originalmente, num cubo cujas faces são coloridas, onde as cores são

diferentes duas a duas, e compostas por outros nove quadrados menores. Conceitos como

permutações e r-ciclos escritos como produto de ciclos disjuntos são utilizados na busca

pela solução com menor número de movimentos. Infelizmente, os grupos das simetrias

espaciais4 não serão abordados nesse trabalho por não haver ligação direta com nossos

objetivos.

2 Uma homenagem ao matemático, físico e �lósofo francês Jules Henri Poincaré.
3 Em honra ao físico holandês ganhador do Prêmio Nobel, 1902, por seu trabalho sobre radiações eletro-
magnéticas.

4 Caso o leitor tenha interesse em conhecê-los, ver Modern Algebra, DURBIN, 1992.



1 Grupos

Admitiremos que o leitor tenha os conhecimentos preliminares necessários à com-

preensão da teoria apresentada, tais como: noções de conjuntos, números inteiros, relações

de equivalência, classes de equivalência e conjuntos quociente, congruências, dentre outros

inerentes.

O estudo de grupos nos permite generalizar as operações binárias aritméticas,

a idéia é a de operar dois elementos de um conjunto de modo que o elemento encon-

trado pertença também ao conjunto, no entanto, não trabalhamos apenas com conjuntos

numéricos.

Inicialmente veremos o conceito de grupo e as propriedades básicas dessa estrutura,

obviamente estivemos bastante atentos em fundamentar toda a teoria necessária à com-

preensão dos resultados subsequentes. Cayley, em sua famosa frase "Um grupo é de�nido

por meio de leis que combinam seus elementos."de�niu de forma clara e sucinta esse ob-

jeto que opera elementos de um conjunto e obtém como resultado um elemento do próprio

conjunto, onde, não necessariamente, os elementos são números e nem as operações são

as usuais; no caso dos grupos simétricos, inclusive, podem ser rotações, translações.

Interior ao conceito de grupo, estudaremos subgrupos dos mais diversos tipos,

dentre os quais os subgrupos normais e p-subgrupos de Sylow serão os mais trabalhados.

Assim como, obviamente, todos os conceitos citados no primeiro parágrafo.

Apresentaremos ainda um resultado que nos ajudará a identi�car quais subcon-

juntos poderão vir a ser subgrupos, denominado o Teorema de Lagrange (1736 - 1813) 1,

cuja importância em nossos estudos é enorme. Outro teorema de destaque será o Teo-

rema do Homomor�smo, pois não há estrutura algébrica que não tenha dependência dessa

aplicação particular, e a proposição irá nos permitir trabalhar com grupos iguais em sua

essência.

1 Em homenagem ao italiano Joseph Louis Lagrange.
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Como já foi dito, por muito tempo o estudo de grupo se resumiu aos grupos de

permutações e estes estão intrinsecamente ligados aos nossos objetivos, por este motivo,

fomos mais cuidadosos e os apresentamos de forma mais detalhada.

O Teorema de Cayley ou Teorema da Representação, por sua vez, usa os dois

últimos conceitos citados para facilitar atividades ao nos permitir trabalhar com conjuntos

mais concretos. Devemos citar também a explanação do Teorema Órbita-Estabilizador e

da Equação das Classes como parte indispensável deste item.

De posse dos conceitos e proposições supracitados, estaremos assim em condições

de abordarmos o nosso foco, os famosos teoremas de Sylow, um dos quais consiste na

proposição mais próxima de uma recíproca do também famoso Teorema de Lagrange. Ao

enunciá-los e demonstrá-los, faremos algumas classi�cações de grupos �nitos utilizando

as ferramentas nos foram dadas pelo norueguês.

Para as demostrações dos resultados neste trabalho que não forem apresentadas

sugerimos as referências FRALEIGH (1994), HERSTEIN (1980) ou GARCIA (2010).

1.1 Conceito de Grupos

De�nição 1.1.1 Sejam G um conjunto não -vazio e ∗ uma operação sobre G. Diz-se que

G munido com esta operação é um grupo quando as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) A operação ∗ é associativa, ou seja,

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, ∀ a, b, c ∈ G.

(b) Existe elemento neutro para a operação, ou seja,

∃ e ∈ G, talque e ∗ a = a ∗ e = a, ∀ a ∈ G.

(c) Todo elemento em G possui inverso,

∀ a ∈ G, ∃ a′ ∈ G talque a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

Indicaremos o grupo assim de�nido por (G, ∗) ou simplesmente por G, caso não

haja dúvidas quanto à operação em G.

Se o grupo (G, ∗) satisfaz a condição

a ∗ b = b ∗ a, ∀ a, b ∈ G,

então diz-se que G é comutatitivo ou abeliano.
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Alguns exemplos clássicos de grupos abelianos aditivos são: (Z,+), (Zn,+), (Q,+)

e (R,+). Por sua vez, (Zp − {0}, .), (Q − {0}, .) e (R − {0}, .) são exemplos de grupos

abelianos multiplicativos.

Agora, seja G o conjunto das matrizes de ordem n× n com a multiplicação usual.

É fácil ver que o conjunto não constitui estrutura de grupo, pois é possível exibir uma

matriz quadrada A tal que a equação matricial A.X = In não possui solução, logo nem

todo elemento possui inverso em G.

No entanto, se G = {A ∈Mn(R); |A| 6= 0}, então G é um grupo denominado grupo

linear real e denotado por GLn(R).

Observação 1.1.1 Os elementos e e a′ das propriedades 1 e 2 são únicos e são chamados

identidade de G e inverso de a, respectivamente. Quando um grupo G for multiplica-

tivo, então indicaremos o inverso de a por a−1. Já para um grupo aditivo, o indicaremos

por −a. Ademais, se a, b ∈ G, então

(a−1)−1 = a e (ab)−1 = b−1a−1.

Exemplos 1.1.1 Seja C um conjunto �nito de n elementos. Considere Sn = {f : C →
C; f é uma bijeção}. O conjunto Sn com a composição de funções é um grupo. Em

especial, este virá a ser bastante utilizado em nossos estudos, o chamado grupo simétrico

ou grupos das permutações de n letras.

Para n = 3, temos o conjunto C = {1, 2, 3} e o grupo S3, cujas permutações são:

α1 =

(
1 2 3

1 2 3

)
, α2 =

(
1 2 3

2 1 3

)
α3 =

(
1 2 3

3 2 1

)
,

α4 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, α5 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, α6 =

(
1 2 3

3 1 2

)
.

Considerando os elementos

α =

(
1 2 3

2 3 1

)
e β =

(
1 2 3

2 1 3

)
,

temos

α2 =

(
1 2 3

2 1 3

)(
1 2 3

2 1 3

)
=

(
1 2 3

3 1 2

)
,
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β2 =

(
1 2 3

2 1 3

)(
1 2 3

2 1 3

)
=

(
1 2 3

1 2 3

)
= id,

αβ =

(
1 2 3

2 3 1

)(
1 2 3

2 1 3

)
=

(
1 2 3

3 2 1

)
,

βα =

(
1 2 3

2 1 3

)(
1 2 3

2 3 1

)
=

(
1 2 3

1 3 2

)
.

Observe que a partir de α e β é possível construir o grupo S3. Isso se traduz dizendo que

α e β geram o grupo S3. Foi possível observar também que αβ 6= βα, assim, S3 não é

comutativo.

Observação 1.1.2 Por questão de praticidade, quando não houver confusão, usaremos

G para denotar o grupo (G, ·), como também poderemos omitir o sinal da operação. Com

efeito de ilustração: ao invés de anotar a · b anotamos ab.

1.2 Subgrupos

De�nição 1.2.1 Se G é um grupo e H é um subconjunto não-vazio de G, então dizemos

que H é um subgrupo de G quando a operação de G restringida a H faz deste um grupo,

isto é, quando as condições seguintes são satisfeitas:

1. h1h2 ∈ H, ∀ h1,h2 ∈ H
2. h1(h2h3) = (h1h2)h3, ∀ h1,h2, h3 ∈ H
3. ∃ eH ∈ H tal que eHh = heH = h, ∀ h ∈ H
4. Para cada h ∈ H, existe k ∈ H tal que hk = kh = eH .

Para indicar que H é um subgrupo de G, usaremos a notação H < G.

Exemplos 1.2.1 Para um grupo qualquer G, {e} e G são claramente subgrupos de G,

chamados subgrupos triviais de G.

Exemplos 1.2.2 Com a adição usual, temos que Z < Q. Aliás, temos os subgrupos

Z < Q < R < C.

Exemplos 1.2.3 Sob a multiplicação usual, obtemos

Q∗ < R∗ < C∗.
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Exemplos 1.2.4 O conjunto 2Z = {2k : k ∈ Z} é um subgrupo de Z. Mais geralmente,

se n ∈ Z, então nZ é um subgrupo de Z. Reciprocamente, se H é um subgrupo de Z,então
existe n ∈ Z tal que

H = nZ = {nk : k ∈ Z}.

Exemplos 1.2.5 Seja G um grupo qualquer. Considere o subconjunto Z(G) = {x ∈
G;xg = gx,∀g ∈ G}. Pode-se mostrar que Z(G) é um subgrupo de G, chamado centro

de G. Observe ainda que G é abeliano se, e somente se, Z(G) = G.

Proposição 1.2.1 Seja H um subconjunto não vazio de um do grupo G. Então H é um

subgrupo de G se, e somente se as duas condições seguintes são satisfeitas:

1. h1.h2 ∈ H, ∀ h1,h2 ∈ H.
2. h−1 ∈ H, ∀ h ∈ H.

Se S é um subconjunto não-vazio do grupo G, o conjunto 〈S〉 = {a1a2...an, n ∈ N;
ai ∈ S ou ai ∈ S−1} é o subgrupo gerado por S. Quando S = {α1, α2, ..., αr} é �nito,

denotaremos 〈{α1, α2, ..., αr}〉 por 〈α1, α2, ..., αr〉. Observe que se g ∈ G, então 〈g〉 =
{..., (g−1)2, g−1, e, g, g2, ...}. Escreveremos 〈g〉 = {gt; t ∈ Z} para denotar que o grupo é

gerado pelo elemento g. Quando existe g ∈ G tal que 〈g〉 = G, então dizemos que G é

cíclico.

O grupos aditivos (Z,+) e (Zn,+) são exemplos clássicos de grupos cíclicos.

De�nição 1.2.2 A ordem de um grupo G é o número de elementos em G; denotaremos

por |G|. Se a é um elemento do grupo G, a ordem de a é a ordem do subgrupo gerado por

a, ela será denotada por O(a).

Exemplos 1.2.6 |Zn| = n e |Sn| = n!.

1.3 Classes laterais e Teorema de Lagrange

Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. De�nindo sobre G a relação de

equivalência:

y ∼ x⇔ ∃ h ∈ H tal que y = xh.

O conjunto xH = {y ∈ G; y ∼ x} = {xh; h ∈ H} é chamado classe lateral à

esquerda de H em G. Em particular, H é a classe lateral do elemento neutro e à esquerda.

Além disso, observe que y ∈ xH ⇔ yH = xH.

Analogamente, podemos de�nir a classe lateral à direita de H em G como Hx =

{hx;h ∈ H}.

De�nição 1.3.1 O índice n de H em G é a cardinalidade do conjunto das classes laterais

à esquerda; anotamos (G : H) = n.
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Proposição 1.3.1 Para todo x ∈ G tem-se |xH| = |H|.

Demonstração: Veja que, ao de�nirmos uma aplicação

f : H −→ xH

h 7−→ xh

claramente temos uma bijeção.

O teorema a seguir é o principal teorema sobre grupos �nitos.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo �nito e H um subgrupo de

G. Então |G| = |H| · (G : H).

Demonstração: Tomaremos a relação de equivalência ∼ em G. Particionando G em

classes de equivalência cujo número de elementos em cada umas delas e |H| (garantido
pela proposição anterior). Ao passo que de�nimos o índice de H em G como o número de

classes de equivalência, donde

|G| = |H| · (G : H)

Como consequências do Teorema de Lagrande, destacamos:

Corolário 1.3.1 Sejam G um grupo �nito e α ∈ G. Então a ordem de α divide a ordem

de G. Em particular,

α|G| = e.

Demonstração: Por de�nição, O(α) = |〈α〉| e pelo Teorema de Lagrange, temos que

O(α) divide |G|. Façamos então |G| = n e O(α) = r. Dai, n = r · k para algum k ∈ Z e

α|G| = αr·k = αr·k = (αr)k = ek = e⇒ α|G| = e.

Corolário 1.3.2 Todo grupo G de ordem prima é cíclico. Em particular, G é abeliano.

Demonstração: Seja G um grupo tal que |G| = p, em que p é um número primo. Desse

modo, existe x ∈ G−{e}. Pelo Teorema de Lagrange, |〈α〉| divide p. Mas, sendo p primo,

temos |〈x〉| = p, pois |〈x〉| 6= 1. Por isso, |〈x〉| = G e, por conseguinte, G é cíclico.

Corolário 1.3.3 Se G é um grupo �nito tal que |G| ≤ 5, então G é abeliano.
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Demonstração: Se |G| = 1 ⇒ G = {e} e, desse modo, G é cíclico. Se |G| = 2, 3 ou 5,

então G tem ordem prima e pelo Corolário 1.3.2, G é abeliano. Só nos resta considerar o

caso em que |G| = 4.

Suponhamos que |G| = 4. Se existe x ∈ G−{e} tal que 〈x〉 = G, então G é cíclico

e, portanto, abeliano. Suponhamos então

〈x〉 6= G, ∀ x ∈ G.

Assim, pelo Teorema de Lagrange, temos |〈x〉| = 2 para todo x ∈ G− {e} . Assim, para

todo x ∈ G,
x2 = e⇔ x = x−1.

Daí, para x, y ∈ G,
xy = (xy)−1 = y−1x−1 = yx.

Portanto, G é abeliano.

1.4 Subgrupos normais e grupos quocientes

De�nição 1.4.1 Um subgrupo N de G se diz um subgrupo normal de G se para todo

g ∈ G e para todo n ∈ N temos gng−1 ∈ N (e anotamos N C G).

Os subgrupos normais têm a particularidade de que as classes laterais à esquerda

são iguais as classes laterais à direita, neste caso, iremos chamá-las apenas de classes

laterais de N.

Exemplos 1.4.1

1) {e} e G são subgrupos normais de G;

2) Z(G) C G;

3) G′ = 〈{xyx−1y−1;x, y ∈ aG}〉 é um subgrupo normal de G;

4) Se (G : H) = 2, então H C G;

5) Se G é um grupo abeliano, então todo subgrupo de G é normal em G.

De�nição 1.4.2 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. O conjunto das

classes laterais com a operação induzida de G por N é o grupo quociente de G por N.

Denotaremos por G/N ou G
N
.
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1.5 Homomor�smo de grupos

De�nição 1.5.1 Sejam (G1, ·) e (G2, ∗) dois grupos. Uma função f : G1 → G2 é um

homomor�smo se ela é compatível com as estruturas dos grupos, isto é, se

f(a · b) = f(a) ∗ f(b), para todo a, b ∈ G.

Exemplos 1.5.1

1) Id : (G, ·)→ (G, ·), Id(g) = g, é um homomor�smo chamado identidade ;

2) e : G1 → G2, e(g) = eg, para todo g ∈ G, é um homomor�smo chamado trivial.

3) Se (G, ·) é um grupo abeliano, então fn : G→ G, fn(g) = gn, é um homomor�smo;

4) Seja H C G, então f : G → G/H, f(g) = gH, é um homomor�smo chamado de

projeção canônica.

De�nição 1.5.2 Se ϕ é um homomor�smo de G1 em G2, de�nimos núcleo de ϕ (e

denotamos por kerϕ) como sendo o conjunto kerϕ = {x ∈ G;ϕ(x) = eg}.

De�nição 1.5.3 Um homomor�smo ϕ é de G1 em G2 é dito um isomor�smo se ϕ é

bijetivo. Dizemos então que G1 e G2 são isomorfos (anotamos G1 ≈ G2).

Algumas propriedades elementares de um homomor�smo f : (G1, ·)→ (G2, ∗) são:
Seja f : (G1, ·)→ (G2, ∗) um homomor�smo de grupos. Então:

1. f(eG1) = eG2 .

2. f(x−1) = f(x)−1.

3. kerf é um subgrupo normal de G1.

4. A imagem Im f de f,

Im f = {f(x) : x ∈ G1}

é um subgrupo de G2.

5. ker f = {eG1} ⇔ f é injetiva, em que eG1 é a identidade de G1.

6. Se a ordem de x ∈ G1 é �nita, isto é, se O(x) <∞, então O(f(x)) divide O(x).

Teorema 1.5.1 (Fundamental dos Homomor�smos) Seja f : G→ K um homomor�smo

de grupos. Então,

G

kerf
' Imf.
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1.6 Grupo de Permutações

A maior parte dos grupos �nitos surgiu como permutações, os grupos Sn. Arthur

Cayley, em 1878, a�rmou que todo grupo pode ser escrito como subgrupo do grupo das

permutações Sn, resultado conhecido como Teorema de Cayley.

De�nição 1.6.1 Um grupo G é dito simples quando possui apenas dois subgrupos nor-

mais distintos entre si.

Observação 1.6.1 Se G é um grupo simples, necessariamente temos que G 6= {e} e os

únicos subgrupos normais de G são G e {e}.

Proposição 1.6.1 Seja G um grupo de ordem prima. Então G é um grupo simples.

Demonstração: Seja G tal que |G| = p, com p primo. Pelo Teorema de Lagrange, se H

é um subgrupo próprio de G, isto é, H 6= G então

p = (G : H) · |H| ⇒ (G : H) =
p

|H|
⇒ H = {e} ⇒ (G : H) = |G| = p

Teorema 1.6.1 (Teorema de Cayley) Todo grupo é isomorfo a um subgrupo de um grupo

de permutações.

Devido ao resultado do último teorema, também conhecido como Teorema da Rep-

resentação, podemos perceber que é de extrema importância estudar os grupos Sn e seus

subgrupos. Por isso o faremos com mais detalhes nessa seção.

De�nição 1.6.2 Uma permutação α ∈ Sn é chamada de r-ciclo se existem elementos

distintos α1, ..., αn em {1, ..., n} tais que α(a1) = a2, α(a2) = a3, ..., α(ar−1) = ar,

α(ar) = a1, e tais que α(j) = j, para todo j ∈ {1, ..., n} − {a1, ..., ar}; tal r-ciclo será

denotado por (a1...ar); o número r é chamado comprimento do ciclo. Os 2-ciclos são

também chamados de transposições.

Exemplos 1.6.1 Consideremos o grupo S4. Temos que:(
1 2 3 4

2 3 4 1

)

é um 4-ciclo denotado por (1234). Podemos também representá-lo por (2341), (3412) ou

(4123).

Já a permutação (
1 2 3 4

3 2 1 4

)
é um 2-ciclo, representado por (13) ou (31).
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De�nição 1.6.3 Seja α ∈ Sn um r-ciclo e seja β ∈ Sn um s-ciclo. As permutações α e

β são disjuntas se, ∀a ∈ {1, 2, ..., n}, temos α(a) = a ou β(a) = a.

Exemplos 1.6.2

1) Os ciclos (13) e (24) são disjuntos.

2) Os ciclos (1234) e (234), por sua vez, não são disjuntos visto que 2, 3 e 4 são

"movidos" por ambos.

Proposição 1.6.2 Toda permutação pode ser expressa de forma única como um produto

de ciclos disjuntos.

Com o intuito de restringir o número de elementos do conjunto com o qual se irá

trabalhar, apresentamos um teorema que gen- eraliza o Teorema de Cayley epermite-nos

reduzir o número de elementos ao encontrarmos um grupo isomorfo "menor":

Teorema 1.6.2 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e X = {gH : g ∈ G}. Então

existe um homomor�smo de G em SX tal que o núcleo deste homomor�smo é o maior

subgrupo normal de G que está contido em H, onde SX é o grupo de permutações do

conjunto X.

Demonstração: Considere a aplicação

φ : G → SX

g 7→ fg,

onde fg(xH) = gxH e seja g ∈ kerφ. Assim, fg(xH) = gxH = xH, para todo x ∈ G.
Se, em particular, x = e temos que gH = H. Daí, g ∈ kerφ nos diz que g ∈ H, isto é,

kerφ ⊂ H. Para tanto, se N é um subgrupo normal de G, N ⊂ H e n ∈ N, temos então

que g−1ngN ⊂ H,∀g ∈ G. Logo, g−1ng ∈ H e isso nos dá ngH = gH, donde n ∈ kerφ.
Portanto, se N C G e N ⊂ H então N ⊂ kerφ.

Corolário 1.6.1 Seja G um grupo �nito e H 6= G um subgrupo tal que |G| - (G : H)!,

então H contém um subgrupo normal não trivial.

Demonstração: Como |G| não divide (G : H)!, pelo Teorema de Lagrange temos que

SG não possui nenhum subgrupo de ordem |G|, portanto nenhum subgrupo isomorfo a

G. No entanto, temos que SG ⊃ φ(G), assim φ(G) não pode ser isomorfo a G. Daí,

ker φ 6= {e}. Portanto, pelo resultado precedente ker φ C H e ker φ 6= {e} nos leva a

concluir que existe um subgrupo normal não trivial de H.

Corolário 1.6.2 Seja G um grupo �nito, H < G tal que (G : H) = p, onde p é o menor

primo que divide |G|. Então H C G.
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Demonstração: Sabemos que ker φ C G e, pelos teoremas de Lagrange e do Homomor-

�smo, |G/ker φ| é um divisor de |SX | = p!; voltando a aplicar o Teorema de Lagrange

deduzimos, como p é o menor primo divisor de |G|, segue que p é o menor divisor primo

de |G/ker φ|, já que |G| = (G : H)|H| = (G : H)(H : ker φ)| ker φ|. Resta-nos inferir

que se |G/ker φ| divide p!, então |G/ker φ| = p. Portanto,

|G|
|ker φ|

= p =
|G|
|H|
⇒ |ker φ| = |H|,

ou seja, ker φ = H C G.

APLICAÇÃO: Seja G um grupo de ordem 99 e suponha H um subgrupo de ordem

11 (é possível provar essa existência usando um resultado conhecido como "Teorema de

Cauchy"). Mostraremos que este subgrupo é normal. De fato, seja H um subgrupo, pelo

Teorema de Lagrange (G : H) = 9. Por outro lado, como 99 - 9! segue do Corolário 2.1

que H contém um subgrupo normal não trivial N de G em H. Mas |H| = 11, como a

ordem de H é número primo, segue que H é um grupo simples, logo N = H. Portanto, H

é um subgrupo normal de G.

Proposição 1.6.3

a) Todo elemento de Sn é um produto de transposições, isto é, Sn = 〈{transposições}〉;
b) Sn = 〈{(12), (13), ..., (1n)}〉;
c) Sn = 〈(12), (23), ..., ((n− 1)n)〉.

Observação 1.6.2 A decomposição de um elemento α ∈ Sn como um produto de trans-

posições não é única, mesmo se exigirmos um número mínimo de transposições; por ex-

emplo, (123) = (13)(12) = (23)(13).

Proposição 1.6.4 Seja α ∈ Sn e seja α = τt ◦ ... ◦ τ1 uma fatoração qualquer de α como

um produto de transposições. Se X1, ..., Xn são indeterminadas sobre Z, então

∏
1≤i<j≤n

(Xα(j) −Xα(i)) = (−1)t
∏

1≤i<j≤n

(Xj −Xi).

Em particular, se α = τt ◦ ... ◦ τ1 = µu ◦ ... ◦ µ1 são duas fatorações de α como produto de

transposições, então t ≡ u mod 2.

Não apresentamos as demonstrações das duas proposições apresentadas anteri-

ormente devido ao seu caráter bastante independente em relação aos nossos resultados

principais.
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De�nição 1.6.4 Um elemento α ∈ Sn é uma permutação par quando é possível escrevê-

lo como um produto de um número par de transposições, isto é

∏
1≤i<j≤n

(Xα(j) −Xα(i)) =
∏

1≤i<j≤n

(Xj −Xi).

Analogamente, podemos de�nir permutação ímpar como um elemento α ∈ Sn que pode

ser escrito como o produto de um número ímpar de transposições. Equivalentemente

∏
1≤i<j≤n

(Xα(j) −Xα(i)) = −
∏

1≤i<j≤n

(Xj −Xi).

Proposição 1.6.5 Seja An = {α ∈ Sn;α é uma permutação par}. Então An é um

subgrupo de Sn de índice 2; o denominamos grupo alternado ou grupo das permutações

pares.

Demonstração: Seja ψ : Sn → W = {−1, 1} dada por

ψ(β) =

{
1 se β é par,

−1 se β é ímpar.

Como ψ é um homomor�smo e seu núcleo é An, que é normal em Sn, então Sn
An
≈ W .

Portanto,

2 = O(W ) = O
(
Sn
An

)
= O(Sn)/O(An).

De�nição 1.6.5 Seja n ≥ 2. Se ρ ∈ Sn e se ρ = (a11...a1r1)...(at1...atrt) é a sua decom-

posição em ciclos disjuntos com r1 ≤ r2 ≤ ... ≤ rt, dizemos que {r1, ..., rt} é o tipo de

decomposição de ρ.

Exemplos 1.6.3 ρ := (123)(45)(67) e ρ′ := (15)(36)(247) têm o mesmo tipo de decom-

posição, a saber {2, 2, 3}.

Proposição 1.6.6 Sejam σ e ρ permutações disjuntas. Então σρ = ρσ, e para todos os k

inteiros positivos, (σρ)k = σkρk. Seja π um produto de ciclos disjuntos de comprimentos

k1, k2, ..., kr, então a ordem de π é o mínimo múltiplo comum dos inteiros k1, k2, ..., kr.

Demonstração: Inicialmente, iremos comutar permutações disjuntas. Se ρ �xa i, então

σρ(i) = σ(i), considerando ρσ(i) = ρ(σ(i)). Como ρ e σ são disjuntos, ρ deve �xar σ(i)

e assim por σρ(i) = ρσ(i). Por outro lado, se ρ não �xar i então o fato de ρ e σ serem

disjuntas nos dá que σ deve �xar i, e novamente segue que σρ(i) = ρσ(i). Uma vez que

sigma e ρ comutam, uma prova indutiva mostra que, para todos os k inteiros positivos,

(σρ)k = σkρk. Faremos em duas etapas. Primeiro mostraremos por indução sobre k que
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se σρ = ρσ, então σρk = ρkσ:

Quando k = 1, a veracidade decorre da hipótese. Se supusermos que σρk = σρk = ρkσ,

então

σρk+1 = σρkρ = ρkσρ = ρkρσ = ρk+1σ.

Segue-se então, também por indução sobre k, que (σρ)k = σkρk: Quando k = 1, segue

claramente. Ao passo que, se (σρ)k = σkρk,

(σρ)k+1 = (σρ)kσρ = σkρkσρ = σkσρkρ = σk+1ρk+1,

conforme queríamos. E assim πm = 1. A ordem de π, portanto, divide m. No entanto, se

πs = 1, então os ciclos são disjuntos, cada um ρsi = 1 e assim s é divisível por cada ki, e

então s é divisível por m. Logo, a ordem de π é m.

Proposição 1.6.7 Seja n ≥ 3.

a) Todo elemento de An é um produto de 3-ciclos, isto é, temos An = 〈{3-ciclos}〉.
b) Sejam a, b ∈ {1, 2, ..., n},a 6= b. Então

An = 〈{(abl); l = 1, 2, ..., l, com l 6= a, b}〉



2 Representação por Permutação e Teoremas

de Sylow

Até o momento, tratamos de noções básicas de grupos, alguns exemplos e seus

elementos. Observe, no entanto, que tudo o que foi feito se resume a um 'estudo interno

ao grupo', como o de certas propriedades, elementos, subgrupos, entre outros conceitos.

Por sua vez, nesta parte do trabalho iremos proceder uma abordagem diferente ao

utilizarmos um homomor�smo de grupos para transportar certas características de grupo

ao outro por meio do que chamamos representações por permutações.

Outro tipo de representação historicamente bastante utilizado é do tipo ρ : G →
GL(n,K), onde K é um corpo e n um inteiro positivo, a chamada representação matricial

ou linear de G de grau n.

Nosso interesse aqui são as representações por permutações de um conjunto, visando

máximo de informações possíveis sobre o grupo. Nesse sentido, examinaremos a existência

de subgrupos de certa ordem dada bem como, em caso positivo, o número destes e quais

relações ocorrem entre eles.

2.1 Representações por permutações

De�nição 2.1.1 Sejam G um grupo, C um conjunto e P(C) o grupo das permutações

de C. Uma representação de G no grupo de permutações de C é um homomor�smo

ρ : G → P(C), isto é, uma função tal que ρ(g1g2) = ρ(g1) ◦ ρ(g2). Diz-se também que o

grupo G opera sobre o conjunto C.

Em algumas situações poderemos usar o conjunto G sem a estrutura de grupo,

neste caso usaremos a notação G0 (e dizemos que G0 é o conjunto subjacente ao grupo

G).
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Exemplos 2.1.1

1) Seja G um grupo e seja C = G0. Considere

T : G → P(G0)

g 7→ Ig : G0 → G0

a 7→ gag−1

Sabemos que T é um homomor�smo, logo uma representação de G no grupo de permu-

tações do conjunto G0.

2) Sem maiores di�culdades, podemos veri�car que

T : G → P(G0)

g 7→ Tg : G0 → G0

a 7→ ga

é um homomor�smo, segue que T é uma representação de G no grupo de permutações de

G0.

3) Sejam G um grupo, H e K subgrupos de G e seja C = {aH; a ∈ G} o conjunto das

classes laterais à esquerda de H em G. Considere

T : K → P(C)
k 7→ Tk : C → C

aH 7→ kaH

Assim, T é uma representação de K no grupo de permutações do conjunto das classes

laterais à esquerda de H em G.

Observação 2.1.1 Utilizaremos somente representações de�nidas a partir de uma função

"automor�smo interno" I : g 7→ Ig e representações de�nidas a partir da função

"translação" T : g 7→ Tg; as primeiras chamaremos representações por conjugação, en-

quanto as últimas chamaremos representações por translação ou representações regulares.

Veja que nos exemplos anteriores em 1) temos uma representação por conjugação, já em

2) e 3) temos representações por translações.

Sejam G um grupo, C um conjunto e seja ρ : G→ P(C) uma representação de G.

Sobre o conjunto C, de�nimos uma relação de equivalência do seguinte modo:

∀x, y ∈ C, x v y ⇔ ∃ g ∈ G tal que ρ(g)(x) = y.

De�nição 2.1.2 Seja x ∈ C. A órbita de x é o conjunto

O(x) := {y ∈ C; y ∼ x} = {ρ(g)(x); g ∈ G}.
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O estabilizador de x é o conjunto dos elementos de G que deixam o elemento x �xo, isto é,

E(x) := {g ∈ G; ρ(g)(x) = x}.

Observação 2.1.2 Quando existe apenas uma órbita, dizemos que a representação é

transitiva.

Teorema 2.1.1 (Órbita-estabilizador) Sejam G um grupo, C um conjunto e ψ : G →
P(C) uma representação de G. Seja x ∈ C. Então a aplicação ψ abaixo é uma bijeção:

φ : O(x) −→ {gE(x); g ∈ G}
ρ(g)(x) 7−→ gE(x)

Em particular, no caso de G ser um grupo �nito, temos que |O(x)| = (G : E(x)) e que

|O(x)| divide |G|.

Demonstração: Sejam g1, g2 ∈ G tais que ρ(g1)(x) = ρ(g2)(x), aplicando ρ(g
−1
2 ) em

ambos os lados, como ρ é um homomor�smo, tem-se ρ(g−12 g1)(x) = x. Assim, temos

g−12 g1 ∈ E(x), logo g1 ∈ g2E(x) e g1E(x) = g2E(x).

Veri�caremos agora a injetividade de ψ. Sejam y1 = ρ(g1)(x) e y2 = ρ(g2)(x) elementos de

O(x) tais que ψ(y1) = ψ(y2), isto é, tais que g1E(x) = g2E(x). Então temos g−12 g1 ∈ E(x),
logo ρ(g−11 g2)(x) = x, ou seja, ρ(g−11 ) ◦ ρ(g2)(x) = x e, portanto,

y2 = ρ(g2)(x) = ρ(g1) ◦ ρ(g−11 )(x) ◦ ρ(g2)(x) = ρ(g1)(x) = y1.

Por sua vez, a sobrejetividade é direta, pois se gE(x) é uma classe lateral á esquerda de

E(x) em G, então temos que E(x) = ψ(y), com y = ρ(g)(x).

2.1.1 Equação das Classes

Exibiremos uma relação, provaremos que é uma relação de equivalência, e em

seguida, iremos encontrar uma descrição algébrica clara do "tamanho" de cada classe

de equivalência. A partir desta simples descrição, virá uma bela e poderosa série de

resultados sobre grupos �nitos.

De�nição 2.1.3 Se a, b ∈ G, então b se diz um conjugado de a em G se existe um

elemento c ∈ G tal que b = c−1ac.

Escrevemos então a ∼ b e nos referimos a esta relação como conjugação.

Lema 2.1.2 A conjugação é uma relação de equivalência sobre G.
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Demonstração: Devemos agora mostrar que a relação é re�exiva, simétrica e transitiva.

a) Como a = e−1ae, a ∼ a, assim c = e pela de�nição de conjugação;

b) Se a ∼ b, então b = x−1ax para algum x ∈ G, donde a = (x−1)−1b(x−1). Como

y = x−1 ∈ G e a = y−1by, segue que b ∼ a;

c) Suponhamos que a ∼ b e b ∼ c com a, b, c ∈ G. Então b = x−1ax e c = y−1by para

algum b e algum c em G. Substituindo a expressão de b na expressão de c, obtemos

c = y−1(x−1ax)y = (xy)−1a(xy). Como xy ∈ G, tem-se que a ∈ c.
Logo a relação é de equivalência.

Para x ∈ G0 seja Cl(x) = {a ∈ G; a ∼ x}, a classe de equivalência de x em G0 no

que diz respeito a relação acima estudada, usualmente chamamos de classe de conjugação

de x. Veja que Cl(x) consiste no conjunto de elementos da forma g−1xg quando x toma

valores em G. Além disso, observe que temos Cl(x) = {x} ⇔ gxg−1 = x,∀ g ∈ G⇔ x ∈
Z(G).

De�nição 2.1.4 Se x ∈ G0, então o centralizador de x em G é o conjunto Z(x) = {g ∈
G; gx = xg}, isto é, são os elementos de G que comutam com x.

Lema 2.1.3 Z(x) é um subgrupo de G.

Demonstração: Aqui não podemos fazer restrições quanto a ordem de G, devido ao fato

deste ser �nito ou in�nito.

Suponhamos que g, h ∈ Z(x). Teremos pois gx = xg e hx = xh. Portanto (gh)x =

g(hx) = g(xh) = (gx)h = (xg)h = x(gh), logo gh ∈ Z(x).
De gx = xg segue que g−1x = g−1(xg)g−1 = g−1(gx)g−1 = xg−1, logo também temos

g−1 ∈ Z(x).
Agora, estamos prontos para enunciar o nosso princípio de contagem.

Teorema 2.1.4 Se G é um grupo �nito e cx o número de elementos de Z(x), então

cx =
O(G)

O(N(x))
; isto é, o número de elementos conjugados x em G é o índice do normalizador

de x em G. Em símbolos,

|Cl(x)| = (G : Z(x)).

Demonstração: Inicialmente, veja que a classe de conjugados de x em G é exata-

mente o elementos da forma g−1xg com g em G, e cx mede o número de g−1xg distintos.

Mostraremos que os elementos de mesma classe lateral à esquerda de Z(x) em G dão

lugar a um mesmo conjugado de x, enquanto os elementos de diferentes classes laterais

à esquerda de Z(x) em G dão lugar a diferentes conjugados de x. Desta forma, teremos

uma correspondência bijetiva entre os conjugados de x e classes laterais a esquerda de

Z(x) em G.

Suponhamos que g, h ∈ G estão em uma mesma classe lateral à esquerda de Z(x) em G.

Então h = ng donde n ∈ Z(x) e então nx = xn. Portanto, como h−1 = (ng)−1 = g−1n−1
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e h−1xh = g−1n−1xng = g−1n−1nxg = g−1xg, temos que g e h dão lugar a um mesmo

conjugado de x.

Por outro lado, se x e y pertencem a classes laterais à esquerda distintas de Z(x) em G,

a�rmamos que g−1xg 6= h−1xh. Caso contrário, g−1xg = h−1xh nos daria hg−1x = xhg−1,

que por sua vez implicaria que hg−1 ∈ Z(x). Isto nos diz que x e y estão na mesma classe

lateral à esquerda de Z(x) em G, o que contradiz o fato de estarem em diferentes classes

laterais. E isto encerra a demonstração.

Naturalmente, o conjunto G0 é igual à união disjunta das classes de conjugação.

Em cada classe de conjugação escolhemos um representante xα. Então, temos |G| =∑
α |Cl(xα)|, logo

|G| = |Z(G)|+
∑

xα /∈Z(G)

|Cl(xα)|

Esta igualdade se chama a equação das classes de conjugação.

Seja G um grupo e seja C = {subgrupos de G}. Considere a aplicação

T : K → P(C)
g 7→ Tg : C → C

H 7→ gHg−1

Seja H ∈ C. A órbita O(H) = {Tg(H); g ∈ G} = {gHg−1; g ∈ G} de um subgrupo H

se chama a classe de conjugação de H. Os elementos de O(H) se chamam os subgrupos

conjugados de H. Observe que O(H) = {H} ⇔ H C G. O estabilizador E(H) = {g ∈
G;Tg(H) = H} = {g ∈ G; gHg−1 = H} se chama o normalizador de H em G (denota-se

NG(H)).

2.2 p-Grupos e Teoremas de Sylow

A recíproca do Teorema de Lagrange, de modo geral, não é válida. No entanto,

nesta seção iremos enunciar dois resultados, um dos quais está mais próximo dessa recíp-

roca. Os Teoremas de Sylow se apresentam como ferramentas básicas para veri�car se um

determinado grupo possui subgrupos normais próprios, um problema de grande importân-

cia na Teoria dos Grupos Finitos, especialmente no século XX. Antes de apresentá-los,

introduziremos algumas noções sobre p-Grupos.

2.2.1 p-Grupos

De�nição 2.2.1 Seja G um grupo (�nito ou não), p um primo, então G é um p-Grupo

se todo elemento de G tem ordem correspondente a uma potência de p, isto é,

G um p−Grupo ⇔ g ∈ G⇒ O(g) = pn, para algum n ∈ Z.
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É possível observar que G pode ser �nito. Neste caso, se G tem ordem par então

G deve ter elementos de ordem 2. A seguir, apresentaremos a generalização deste fato,

caso tenhamos a cardinalidade de G divisível por um primo.

Teorema 2.2.1 (Cauchy-Frobenius) Sejam G um grupo �nito e p um número primo tal

que p||G|. Então
#{g ∈ G;O(g) = p} ≡ (−1) mod p.

Demonstração: De�nindo o produto cartesiano de G por ele mesmo p vezes como:

X = {(x1, ..., xp);xi ∈ G e x1...xp = eG} − {(eG, ..., eG)} = {eX},

a componente xp dos elementos de X �ca determinada pelos primeiros p − 1 elementos,

ou seja, xp = (x1...xp−1)
−1 de modo que |X| ≡ |G|p−1 − 1. Particularmente, |X| ≡

(−1) mod p. Tomando 〈ψ〉 um grupo tal que O(ψ) = p, de�niremos φ uma aplicação

φ : 〈ψ〉 → Sx

ψi 7→ fψi
,

onde

fψi(x1, ..., xp) := (xi+1, ..., xp, x1, ..., xi).

Por outro lado,

x1...xp = eG ⇒ x−11 x1...xpx1 = eG ⇒ x2x3...xpx1 = eG,

Usando indução matemática, obtemos

xi+1...xpx1...xi︸ ︷︷ ︸
p fatores

= eG,

assim concluímos que φ é um homomor�smo, e assim 〈ψ〉 opera sobre X. Logo, as órbitas

de X sobre a representação de�nida por φ possui 1 ou p elementos. Seja X = (x1, ..., xp) ∈
X, então |O(X )| = 1⇔ X = (x, ..., x)⇔ xp = eG. Por sua vez, de�niremos o conjunto

X ′ = {X ∈ X; |O(X )| = 1},

de forma que a cardinalidade de X ′ é igual ao número de elementos em G de ordem p e

|X| = |G|p−1 − 1 ≡ |X ′| mod p, como queríamos.

Corolário 2.2.1 Se G é um grupo �nito, então G é um p-Grupo se, e somente se, |G| =
pn para algum n.

Demonstração: Seja G um p-grupo, por de�nição, todo elemento de G tem ordem igual

a uma potência de p.
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Suponha, por absurdo, que a ordem de G não é uma potência de p, assim existe um primo

q 6= p tal que q||G|. Mas se G é um grupo �nito e q é um número primo nessas condições,

tem-se que existe x ∈ G com ordem q, o que contradiz a hipótese.

Reciprocamente, seja |G| = pn e seja x ∈ G, então O(x)|pn, isto é, a ordem de x é uma

potência de p, e isto encerra nossa prova.

Corolário 2.2.2 Se G 6= {eG} é um p-grupo �nito, então |Z(G)| > 1.

Demonstração: De acordo com a Equação das Classes,

|G| = |Z(G)|+
∑

xα /∈Z(G)

(G : Z(xα))

e com o corolário anterior, temos que:

1) Se G = Z(G), é direto.

2) Se G 6= Z(G), então para cada xαZ(G) tem-se Z(xβ) 6= Z(xγ). Logo,
∑

xα /∈Z(G)(G :

Z(xα)) é um múltiplo de p. Daí, obtemos que |Z(G)| > 1.

De�nição 2.2.2 Seja G um grupo �nito, p um número primo e pm a maior potência de

p que divide |G|. Os subgrupos de G que têm ordem pm são chamados de p-subgrupo de

Sylow.

2.2.2 Teoremas de Sylow

Teorema 2.2.2 (1o Teorema de Sylow) Seja G um grupo �nito e P um p-subgrupo de

Sylow e seja np o número de p-subgrupos de Sylow de G. Então

np | |G| e np ≡ 1 mod p.

Além disso, os p-subgrupos de Sylow são conjugados.

Demonstração: Inicialmente, consideremos a representação de G em seus subgrupos por

conjugação. Se P é um p-subgrupo de Sylow, consideraremos X = {P = P1, P2, ..., Pr},
o conjunto dos subgrupos conjugados de P . É direto que se um subgrupo é maximal

seus conjugados também o são, assim os elementos de X são subgrupos de Sylow. Como

X é uma órbita sobre a representação descrita, então G opera em X e, por restrição,

P opera em X. Dado Q ∈ X, (P : E|P (Q)) = ps, para algum s. Temos então que

s = 0 ⇔ P = E|P (Q) = NG(Q) ∩ P , e este último quando P ⊂ NG(Q). Como Q é

um subgrupo normal de seu normalizador, então P ⊗ Q é um p-subgrupo de G tal que

P ⊗Q ⊃ P e P ⊗Q ⊃ Q. Devido à maximalidade destes, devemos ter P = Q. Logo, P é

o único elemento de X que tem órbita com um só elemento quando é opera em X. Daí,

|X| = r =
∑
| O |P (Q)| = 1 + pl, para algum l ∈ N, ou seja, |X| ≡ 1 mod p. Por outro
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lado, ao considerarmos X como a órbita de P sobre a representação de G obtemos que

|X| = (G : NG(P )) e este é um divisor da ordem de G.

Nos preocuparemos agora em provar que os p-subgrupos de Sylow são conjugados. Para

tanto, suponhamos que Q é um p-subgrupo de Sylow e que Q /∈ X, em particular, Q 6= Pi.

Pelo mesmo motivo, temos que Q opera sobre X e suas órbitas sobre esta representação

tem cardinalidade múltipla de p, o que contradiz o fato anterior. Deste modo, deduzimos

que todo p-subgrupo de Sylow é conjugado a P e, portanto, #{p−subgrupos de Sylow} =
np = r.

Teorema 2.2.3 (2o Teorema de Sylow) Sejam G um grupo e p um número primo tal que

|G| = pmb com mdc {p, b} = 1. Então, todo p-subgrupo de Sylow tem cardinalidade pn.

Demonstração: Concentrar-nos-emos apenas em mostrar que, para algum p-subgrupo

de Sylow P , mdc {(G : P ), p} = 1. Observe que (G : P ) = (G : NG(P )) · (NG(P ) : P ),

onde NG(P ) é o normalizador de P . Para mostrar que (G : P ) e p são primos entre si

é basta-nos mostrar que mdc {p, (G : NG(P ))} = 1 e mdc {p, (NG(P ) : P )} = 1. Como

(G : NG(P )) é o número de p-subgrupos de Sylow de G, pelo teorema anterior, concluímos

que (G : NG(P )) ≡ 1 mod p. Por sua vez, (NG(P ))/P não possui elementos de ordem p,

observe que se x ∈ (NG(P ))/P é um elemento tal que xe é a identidade, então o grupo

〈x, P 〉/P é um p-grupo, com efeito, este grupo é o gerado por x. Ora, se um quociente é

um p-grupo assim como o seu denominador, então o numerador é um p-grupo. Daí, pela

maximalidade de P , deduzimos que x ∈ P .

2.2.3 Aplicações dos Teoremas de Sylow

Nesta seção apresentaremos alguns problemas cujos teoremas de Sylow podem

ajudar-nos a resolver:

(a) Grupos de Ordem 2p

Seja p um número ímpar primo, e seja G um grupo com 2p elementos. Podemos

aplicar a teoria Sylow para os primos 2 e p, por sua vez. Assim, o número np de p-

subgrupos de Sylow divide 2p e é congruente a 1 mod p pelo 1o Teorema de Sylow. Daí np
é um dos l, 2, p ou 2p. Como p e 2p são divisíveis por p ambos são congruentes a 0 mod p.

Como 2 é menor de p, 2 não é congruente a 1 mod p, então concluímos que np é 1. Assim

o p-subgrupo de Sylow, P , é um subgrupo normal de G. Como P tem p elementos, P

é cíclico, digamos P = 〈x〉. Sabemos também que G tem pelo menos um 2-subgrupo de

Sylow, então existe um elemento y de ordem 2. Os elementos de G são, portanto,

{1, x, ..., xp−1, y, yx, ..., yxp−1}.
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Como P é normal, yxy−1 é um elemento de P e por isso é da forma xi para alguns i.

Assim, desde y2 = 1,

(yx)2 = yxy−1x = xi+1.

Isto signi�ca que as potências pares de yx são iguais potências de x enquanto as potências

ímpares de yx são da forma yxj para algum j. Pelo corolário do teorema de Lagrange, a

ordem de yx divide 2p, e assim é um de 1,2, p ou 2p. Se i 6= −1 na equação acima, vemos

que yx não é de ordem 1 (não é o elemento de identidade), não é de ordem 2 (uma vez

que (yx)2 é igual a xi+1) e não de ordem p (desde a sua p-ésima potência é da forma yxj

para algum j). Assim yx deve ter ordem 2p, de modo as potências de yx incluem todos

os elementos de G e G é cíclico. Isto implica que G é abeliano e, assim, de fato, xy = yx.

Mostramos assim que quando p é um número ímpar primo, um grupo com 2p elementos

é cíclico ou é da forma 〈x, y ; xp = 1 = y2 e yx = x−1y〉.

(b) Grupos de Ordem 21

Há dois resultados preliminares necessários antes da discussão dos grupos com 21

elementos.

Lema 2.2.4 Seja p e q primos com p > q. Um grupo de ordem pq tem um p-subgrupo

normal de Sylow.

Demonstração: Os dividores de pq são 1, p, q e pq. Destes p e pq tem resto 0 quando

dividido por p, q tem resto q quando dividido por p, pois q é menor que p. Portanto, pelo

resta apenas um p-subgrupo de Sylow, e assim que este subgrupo é normal.

Lema 2.2.5 Sejam x, y são elementos de um grupo G tal que xy = yx. Então, para todo

o inteiro k, (xy)k = xkyk.

Demonstração: Podemos provar esse resultado por permutações disjuntas quando k é

um inteiro positivo, como vimos na Proposição 4 do Capítulo II. O caso quando k = 0 é

trivial, e o caso quando k < 0 segue facilmente.

Agora, seja G um grupo com 21 elementos. O lema anterior mostra que G tem um

único 7-subgrupo de Sylow P = 〈x ; x7 = 1〉, por exemplo, e um elemento de y ordem 3.

Como P é um subgrupo normal de G, yxy−1 = xi para algum i com 0 ≤ i ≤ 6. Assim

x = y3xy−3 = y2(yxy−1)y−2

= y2xiy−2 = (y2xy−2)i

= (yxiy−1)i = (yxy−1)i
2

= xi
3

.

Daí, i3 ≡ 1 mod 7, assim que 7 divide i3 - 1. Considerando os sete possíveis

valores de i, por sua vez, vemos que as únicas soluções para i são i = 1,2 ou 4 mod 7. No
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primeiro caso, quando yxy−1 = x, vemos que xy = yx. Usando o último lema, vemos que

(xy)3 = x3 e (xy)7 = y, então a ordem de xy, sendo um divisor de 21, deve ser igual a 21,

de modo que G é cíclico.

Os casos em que i ≡ 2 ou 4 mod 7 produzem grupos isomorfos pois se y é um

elemento de ordem 3 para os quais yxy−1 = x2, então z = y2 é um elemento de ordem 3

para os quais zxz−1 = x4. Assim, via isomor�smo, existem dois grupos com 21 elementos,

o grupo cíclico e que, com a apresentação

〈x, y ; x7 = 1 = y3 e yxy−1 = x2〉.

A �m de mostrar que existe um grupo com 21 elementos com esta apresentação,

considere as matrizes com entradas em Z7:

X =

(
1 1

0 1

)
, Y =

(
4 0

0 2

)
.

É fácil de veri�car que essas matrizes satisfazem as relações do grupo de ordem 21.

(c) Grupos de Ordem 12

Em muitas situações os resultados Sylow são usados como ponto de partida para

investigações mais detalhadas. Por exemplo, pode ser hábil para deduzir que um ou outro

subgrupo de Sylow é normal, como consideraremos nas situações seguintes. Em geral,

esses métodos não podem conduzir a uma classi�cação completa em si próprio. Observe

que temos agora obteve algumas informações sobre a estrutura de todos os grupos com

11 elementos ou menos.

Lema 2.2.6 Um grupo com 12 elementos ou tem um 2-subgrupo normal de Sylow normal

ou um 3-subgrupo normal de Sylow.

Demonstração: Observe que um 2-subgrupo de Sylow do grupo G de ordem 12 tem 4

elementos. O número de 3-subgrupos de Sylow é 1 ou 4. Mostramos que se este número

é 4, então o número de 2-subgrupos de Sylow deve ser 1. Se G tem quatro 3-subgrupos

Sylow distintos P1 , P2, P3, P4, cada interseção Pi ∩ Pj(i 6= j) é um subgrupo próprio de

Pi, um grupo com três elementos. Daqui resulta que Pi ∩ Pj = {1} para i 6= j. Assim,

G contém a identidade, juntamente com oito elementos de ordem 3, dois deles ocorrendo

em cada um dos quatro 3-subgrupos de Sylow. Apenas três elementos permanecem, e

assim G tem um único 2-subgrupo de Sylow, este subgrupo de três elementos diferentes

da identidade.

Observação 2.2.1 Uma classi�cação mais detalhada dos grupos com 12 elementos pode

ser dada em um estudo mais aprofundado da Teoria dos Grupos Finitos. O argumento
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usado para provar o lema acima é algo mais so�sticado do que um simples argumento de

contagem, uma vez que olharam mais minunciosamente a possibilidade de que o grupo

tinha mais de um 3-subgrupo de Sylow. Note que é importante a escolha da ordem dos

números primos: se supunha que a G tinha três 2-subgrupos de Sylow T1, T2 e T3, não

poderíamos ter concluído que T1 ∩ T2 = {1}, já que esta intersecção poderia conter dois

elementos.

(d) Os grupos de ordem p2q

Lema 2.2.7 Se p e q são primos distintos, então um grupo de ordem p2q tem um subgrupo

normal de Sylow.

Demonstração: O número de p-subgrupos de Sylow divide p2q e não é um múltiplo de

p, então é 1 ou q. Se p > q, então q não pode ser congruente a 1 mod p e assim o número

de p-subgrupos de Sylow é 1, como requerido. Se, no entanto, q > p, poderia haver q

p-subgrupos de Sylow se q ≡ 1 mod p. Neste caso, o número de q-subgrupos de Sylow

não é um múltiplo de q mas divide p2q, por isso é 1, p ou p2. Esse número não pode ser

p (pois p não é congruente a 1 mod q). Se esse número fosse p2, teríamos p2 ≡ 1 mod q,

de modo que q iria dividir (p − 1)(p + 1). Isso só pode ocorrer se q divide p − 1 ou q

divide p + 1. No entanto, se q > p, então a única possibilidade é de q = p + 1, que

fazem p e q números primos consecutivos e por isso temos que p é 2 e q é 3. Neste caso,

G tem 12 elementos, portanto o resultado segue então pelo lema anteriormente provado.

(e) Os grupos de ordem 24

Por �m, apresentaremos uma situação em que nem sequer é possível garantir que

um p-subgrupo de Sylow é normal.

Lema 2.2.8 Seja G um grupo com 24 elementos. Então G tem um subgrupo normal de

ordem 8 ou tem um subgrupo normal de ordem 4.

Demonstração: O número de 2-subgrupos de Sylow é 1 ou 3. Se esse número for 1, o

2-subgrupo de Sylow é um subgrupo normal de ordem 8. Por isso, suponha que G tem

três 2-subgrupo de Sylow S1, S2, S3 cada um dos quais tem ordem 8. Mas sabemos que se

A e B são subgrupos �nitos, então |AB| = |A||B|
|A

⋂
B| , donde o subconjunto S1S2 tem 2323/2r

elementos, com |S1

⋂
S2| = 2r. Uma vez que S1S2 é um subconjunto de um grupo G com

24 elementos, segue-se que 2323 ≤ |S1S2| ·2r de modo que 64 = 26 ≤ 24 ·2r. Assim, r ≥ 2.

Uma vez que S1

⋂
S2 é um subgrupo próprio de S1, tem mais de 22 elementos, então é

possível deduzir que, se G tem três 2-subgrupos de Sylow, logo a interseção de quaisquer

dois deles tem ordem 4.
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Seja T = S1

⋂
S2 de forma que T tem 4 elementos. Como T é um subgrupo de S1

de índice 2, T é um subgrupo normal de S1. Do mesmo modo, T é um subgrupo normal

de S2. Assim S1 e S2 são os dois subgrupos de NG(T ), então H = 〈S1, S2〉 é um subgrupo

de NT (G) e, portanto, T é um subgrupo normal de H. Como H é um subgrupo, ele

contém S1S2. Vimos que contém S1S2 possui 26/22 = 16 elementos. Uma vez que o único

subgrupo de G que contém pelo menos 16 elementos é o próprio G, vemos que H = G e

assim T é um subgrupo normal de G de ordem 4.



Conclusão

O desenvolvimento deste estudo proporcionou o conhecimento introdutório da Teo-

ria dos Grupos Finitos, onde podemos perceber o cumprimento de uma ordem gradual

de conceitos de modo coerente com o nível de graduação. As representações de grupos

por permutação são de grande importância por fundamentar conceitos de grande apli-

cabilidade na classi�cação de grupos e, portanto, no estudo dos grupos �nitos em geral,

tais como órbita, estabilizador, a equação das classes, p-grupos e Teoremas de Sylow.

Permitindo assim a contagem de subgrupos normais algumas classes de grupos.
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