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RESUMO

Neste trabalho é apresentado a congruéncia de triangulos e algumas aplicagdes dos casos de
congruéncia, tendo como principal objetivo servir de instrumento para auxiliar os alunos de
graduacdo nas aulas de Topicos de Geometria I. O trabalho foi desenvolvido atraves de
pesquisas bibliogréficas e na internet, buscando reunir conceitos que facilitem a abordagem
do conteudo estudado, visto que o alunado sente muita dificuldade em compreendé-lo.
Iniciamos com uma abordagem histérica sobre tridngulos e a biografia de Euclides de
Alexandria, em seguida apresentamos algumas definicdes e teoremas que sdo de suma
importancia para o entendimento dos casos de congruéncia de tridngulos, posteriormente
apresentamos 0s casos de congruéncia com suas respectivas demonstracdes. Finalizamos com
algumas aplicagdes, cuja resolucgdo foi feita da forma mais simples possivel, buscando atingir
nosso objetivo de facilitar o entendimento do contetido e despertar o interesse pelo estudo
desta &rea da matematica.

Palavras-Chave: Triangulos; Congruéncia; Aplicacdes.



ABSTRACT

In this work the congruence of triangles and applications cases of congruence is presented.
The study aims to serve as a tool to assist graduate students in the classes of geometry topics
I. The work was developed through literature searches and the Internet, seeking to bring
together concepts that facilitates approach the study content. And is divided into four
chapters, the first is the introduction of work, presenting as did the study , the second is a
historical approach on triangles and Euclid's biography of Alexandria , the third presents some
definitions and theorems before being addressed case of congruence of triangles . In the fourth
chapter are present applications cases of congruence of triangles with their respective
resolutions. To meet the objective of this study the resolutions of the applications were made
as simple as possible, trying to meet the needs of students. We conclude that this work had
been available for reviews by the student, where it has access to work decided whether to aid
to serve you in class topics because it was not possible to make their application in the
classroom.

Keywords: Triangles; Congruence; Applications.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho é sobre congruéncia de triangulos, mais especificamente sobre os
casos de congruéncia de triangulos.

O desejo de desenvolver um trabalho sobre congruéncia de triangulos surgiu nas aulas
de Topicos de Geometria I, disciplina oferecida no curso de graduacdo em Matematica, por
ser um conteldo interessante, pois apresenta muitas demonstracdes e nos mostra as condicoes
minimas para garantir que dois tridngulos sejam congruentes.

O objetivo deste trabalho é servir de instrumento para auxiliar os alunos de graduacgao
nas aulas de Tdpicos de Geometria, pois apresenta a resolucdo de algumas aplicacdes dos
casos de congruéncia de triangulos. Ja que nas bibliografias trabalhadas na disciplina de
topicos sentia-se a necessidade de uma quantidade maior de aplicacdes resolvidas que servisse
de instrumento para facilitar a compreensdo do contetdo, por isso elaboramos este trabalho
com intuito de suprir essas necessidades.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 abordamos a presente
Introducdo. No Capitulo 2 apresentamos a abordagem histérica, que trata da historia dos
triangulos e um pouco da biografia de Euclides de Alexandria. No Capitulo 3 abordamos
alguns conceitos e definicdes, bem como alguns teoremas, com suas respectivas
demonstragfes, que sdo necessarios para a apresentacdo dos casos de congruéncia de
tridangulos, que sdo: 1° caso — lado, angulo, lado (L.A.L), 2° caso — angulo, lado, angulo
(A.L.A), 3° caso — lado, lado, lado (L.L.L), 4° caso — lado, angulo, angulo (L.A.A) e o caso
especial que é o Teorema da Hipotenusa e do Cateto. O capitulo 4 apresenta algumas
aplicacdes dos casos de congruéncia de triangulos com suas respectivas resolucoes.

A metodologia utilizada para elaborar o trabalho foi a pesquisa bibliogréafica e na
internet, buscando reunir os conceito e definicdes de um modo que facilite a apresentacdo do

contetido abordado assim como sua compreenséo pelo aluno.
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2 ABORDAGEM HISTORICA

A Geometria (do grego geo = terra e metrein = medicdo) surgiu da necessidade que,
desde os tempos mais remotos, 0 homem teve que medir terras, construir casas, templos e
monumentos, navegar e calcular distancias.

O triangulo pode ser considerado a figura mais importante da geometria, pois qualquer
poligono com numero maior de lados pode ser decomposto em triangulos, tracando suas
diagonais a partir de um de seus vértices. Nao ha registros de quem tenha inventado o
tridangulo ou como ele tenha sido descoberto.

Com as inundacdes do rio Nilo as demarcacGes feitas para dividir os lotes de terras
eram apagadas, e para fazer novas demarcagdes quando o rio baixava existia os chamados
puxadores de corda. O que conta a historia é que eles usavam cordas nas quais davam nos em
intervalos iguais entre si, e ao estica-la formavam assim o que conheciam como triangulo de
lados 3, 4 e 5. Esse processo ficou conhecido como corda de treze nés. Conseguiam com esse
processo fazer as novas divisoes dos lotes de terras.

O uso do tridngulo na antiguidade aparece também com Tales de Mileto quando em
uma de suas viagens ao Egito recebeu um pedido de um mensageiro do farad, que calculasse a
altura da piramide Queéope. Para isso enterrou na areia, em frente a piramide, uma vara na
vertical, cujo comprimento ele conhecia, € mediu sua sombra. Fez o0 mesmo com a piramide,
deduzindo assim sua altura, pois a sombra e a altura de ambas s&o proporcionais, qualquer que

seja seus tamanhos, usando para isso a comparacgéo entre triangulos.

2.1 EUCLIDES

O grande gebmetra Euclides de Alexandria desenvolveu grandiosos trabalhos
geomeétricos e os publicou em sua obra Os Elementos (a maior obra ja publicada, neste ramo,
de toda historia da humanidade). A Geometria Plana, como é conhecida, é também chamada
de Geometria Euclidiana em homenagem ao seu grande mentor Euclides de Alexandria.

Nao se sabe exatamente em que ano Euclides nasceu, sabe-se que seu nascimento foi
registrado na Siria. H& poucos registros sobre sua vida, 0 que se pode afirmar € que ele foi
convidado para ensinar Matematica na escola criada por Ptolomeu Soter, em Alexandria, onde
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se destacou pela forma brilhante que ensinava geometria e Algebra. Por isso ficou conhecido
como Euclides de Alexandria.
Seus estudos ndo limitaram-se a Geometria, estenderam-se a MUsica, a Astronomia, a

Fisica e a Moral. Muitas de suas obras foram perdidas, dentre as que foram encontradas estao:

e Os Elementos de Geometria (obra composta por treze livros ou capitulos, onde os seis
primeiros sdo sobre geometria plana elementar).

o Optica (teoria contraria & de Avristételes, segundo o qual o olho envia os raios que vao até
ao objeto que vemos e ndo o inverso).

e Os Fenbmenos (estuda a geometria esférica e suas aplicacdes a astronomia).

e Dados (serve como guia para resolucdo de problemas que envolvem medidas lineares a
angulares num circulo).

e Divisdo de Figuras (divisdo de figuras geométricas num numero dado de partes iguais, ou
obedecendo a uma razéo dada).

e Conicas (obra composta por quatro volumes que estuda as se¢fes conicas).

Euclides ficou conhecido e tornou-se um dos mais influentes matematicos da antiguidade,

devido a sua grandiosa obra Os Elementos, e é até hoje um dos mais importantes.
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3 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos que serdo necessarios para melhor
compreender o conteudo que sera abordado, e uma nocdo dos termos indefinidos: ponto, reta

e plano, ja que ndo existe uma definicdo formal desses elementos da geometria.

3.1 CONCEITOS BASICOS

Ponto: Um ponto tem apenas posi¢do, ndo tem comprimento, largura ou espessura.
O ponto sera representado por uma letra maiuscula latina: A, B, C,...

Pontos colineares: sdo pontos que pertencem a uma mesma reta.

Pontos coincidentes: dois pontos séo coincidentes quando forem 0 mesmo ponto.

Reta: Uma reta tem comprimento, porém ndo tem largura ou espessura.
A reta sera representada por uma letra minuscula latina: a, b, c,...

Plano: Um plano tem comprimento e largura, porém nao espessura.
O plano serd representado por uma letra grega minuscula: a, B, v,...

Semiplano: Parte do plano limitado por uma reta.

Angulos consecutivos: Dois dngulos sdo consecutivos se um lado de um deles coincide com
um lado do outro.

Angulos adjacentes: Dois angulos consecutivos sdo adjacentes se ndo tém pontos internos
em comum.

Angulos opostos pelo vértice: Dois angulos s&o opostos pelo vértice se os lados de um deles
s8o as respectivas semi-retas opostas aos lados do outro.

Bissetriz de um angulo: E a semi-reta, de origem no vértice de um angulo, que divide esse
angulo em dois angulos iguais.

Triangulo: E um poligono de trés lados e tem como elementos: trés vértices, trés lados e trés
angulos internos. Usaremos as seguintes notacdes:
AABC — triangulo ABC;

A, B, C — Vértices do triangulo;
AB, BC e CA — Os lados do triangulo;
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ABC,BCAeCABou 4, B e €— Os angulos internos do triangulo;

O triangulo pode ser classificado quanto &:

Medida de seus lados em:

Triangulo equilatero, quando possui os trés lados dois a dois congruentes.

Triangulo isosceles, quando possui dois de seus lados congruentes entre si. O terceiro lado é
chamado base do triangulo isdsceles.

Triangulo escaleno, aquele em que quaisquer dois de seus lados tém medidas diferentes.

Medida de seus angulos em:

Triangulo retangulo, quando possui um angulo reto. Neste caso, o lado oposto ao angulo

reto € chamado hipotenusa e o0s outros dois sdo chamados catetos.
Triangulo acutangulo, quando possui os trés angulos agudos.
Triangulo obtusangulo, quando possui um angulo obtuso.
Triangulo equiangulo, quando possui os trés angulos dois a dois congruentes.
Abordaremos alguns conceitos decorrentes de retas e angulos, que aparecerdo na

forma de postulados, teoremas e/ou defini¢cbes. Sendo esses conceitos necessarios para

prosseguirmos com nosso trabalho.

3.2 RESULTADOS PRELIMINARES

Os Postulados (1, 2 e 3) sdo denominados postulados de incidéncia.

Postulado 1- Dados dois pontos distintos, existe uma unica reta que os contém.

Postulado 2- Em qualquer reta estdo no minimo dois pontos distintos.
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Postulado 3- Existem pelo menos trés pontos distintos ndo colineares.

Postulado 4- (Postulado da distancia) A cada par de pontos corresponde um unico nimero
maior ou igual a zero, sendo que este nimero so € zero se os pontos forem coincidentes. (este
namero é chamado distancia entre os dois pontos e denotaremos por PQ a distancia entre os
pontos P e Q).

Postulado 5- (Postulado da régua) Os pontos de uma reta podem ser postos em
correspondéncia biunivoca com os nimeros reais de modo que:

1) Cada ponto da reta corresponde a exatamente um namero real.

2) Cada numero real corresponde a exatamente um ponto da reta.

3) A distancia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenca entre os numeros

correspondentes.

4 Q O S
Figura 1: Sistema de coordenadas para a reta.

Temos na Figura 1 que o nimero real -4 esta em correspondéncia com o ponto P, o0 -2
com o ponto Q e assim por diante.

Este postulado ¢ chamado de postulado da régua, pois podemos, com uma “régua
infinita” colocada sobre uma reta, medir a distancia entre dois pontos quaisquer da reta.

Chamamos de um sistema de coordenadas para a reta, uma correspondéncia do tipo
descrita neste postulado. A coordenada de um ponto é o nimero correspondente a qualquer
ponto da reta. Portanto, se temos dois pontos A e B com coordenadas a e b respectivamente, a

distancia entre os pontos Ae B é dadapor AB=|a-b|.

Postulado 6- (Postulado da colocacao da régua) Dados dois pontos P e Q numa reta, pode
ser escolhido um sistema de coordenadas de modo que a coordenada de P seja zero e a
coordenada de Q seja positiva.

Definicdo: Sejam A, B e C trés pontos colineares e distintos dois a dois. Se AB + BC = AC,

dizemos que B esta entre A e C, 0 que denotaremos por A—-B - C.
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Figura 2: Pontos colineares e distintos.

Note que se temos A — B — C entdo temos também C — B — A.
Para apresentarmos o0s teoremas a seguir devemos lembrar da relacdo para os nUmeros
reais: “Estar entre”: Se X, y € Z S40 nUmeros reais e se X <y <z ou z <y < X, entdo dizemos

que y esta entre X e z, 0 que representaremos por X —y — z.

Teorema- Sejam dados uma reta r e trés pontos A, B e C pertencentes a ela, com coordenadas
X, Yy € z, respectivamente. Se x —y —z, entdo A- B - C.

Demonstragédo: Sex<y<z,entio AB=|y-x|=y-x;BC=|z-y|=z-y;e AC=|z—X|
=z—X. Logotemos AB+BC=(y—x)+(z—y)=z—x=AC. Logotemos A-B—-C.Sez<y

< X, procedendo analogamente obtemos C — B — A.

Teorema- Dados trés pontos distintos pertencentes a mesma reta, um e apenas um deles esta
entre os outros dois.

Demonstracdo: Sejam A, B e C trés pontos colineares distintos. Vamos mostrar inicialmente
gue um deles esta entre os outros dois.

Sejam x, y e z as coordenadas dos pontos A, B e C, respectivamente. Por propriedades de
nameros reais, apenas um, entre 0s nUmeros X, y e z, esta entre os outros dois. Pelo teorema
anterior obtemos que o correspondente ponto A, B ou C esté entre os outros dois.

Agora vamos mostrar a unicidade, isto é, considerando que um dos pontos, por
exemplo B, esta entre os pontos A e C, vamos mostrar que ndo podemos ter que A esta entre
B e C e nem que C esta entre A e B.

De fato, se A estivesse entre B e C, teriamos BA +AC = BC. Como por hipdtese. B
esta entre A e C, temos AB + BC = AC. De ambos resulta 24B = 0, o que é impossivel, visto
que A e B séo pontos distintos. Analogamente, demonstramos que C ndo pode estar entre A e
B.

Teorema- Se A e B s@o pontos distintos quaisquer, entdo
1) Existe um ponto C tal que A—B - C,;
2) Existe um ponto C' tal que C'— A — B;
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3) Existe um ponto D tal que A—- D — B.
Demonstracéo: Sejam x e y as coordenadas dos pontos A e B, respectivamente. Suponhamos

X <y. Tomamos o ponto C com coordenada y + 1, o ponto C' com coordenada X — 1 e 0 ponto
D com coordenada % e as situacdes 1), 2) e 3) acima sdo facilmente verificadas. Para o

caso y < x 0 procedimento é anélogo.

Definicdes: Sejam A e B pontos distintos.
a) O segmento de reta AB, ou simplesmente segmento AB, ¢é definido como sendo o conjunto
dos pontos A e B, e dos pontos X tais que A — X — B. Os pontos A e B sdo denominados

extremidades do segmento AB.

A B

Figura 3: Segmento de reta AB.

Observacdo: O ponto médio de um segmento bissecciona o segmento.

b) A medida ou comprimento de um segmento AB ¢ definido como a distancia entre os pontos
A e B e, como tal, é denotado por AB.

c) A semi- reta de origem A contendo o ponto B, a qual € denotada por AB, é definida como a
unido dos pontos do segmento AB com o conjunto dos pontos X tais que A — B — X. O ponto

A é denominado origem da semi-reta.

Iy B X A B A

Figura 4: Semi-retas de origem A contendo o ponto B.

Se A esta entre B e C, entéio AB e AC sdo chamadas semi-retas opostas.

Definicdo: Dois segmentos que possuem a mesma medida sdo chamados de segmentos

congruentes.
Teorema- (Teorema da localizagdo de pontos) Seja AB uma semi-reta e seja X um ndmero

positivo. Entdo existe um Unico ponto P em AB tal que AP =x.
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Demonstracdo: Pelo postulado da colocacdo da régua, podemos escolher um sistema de

coordenadas para a reta AB de modo que a coordenada de A seja zero e a coordenada de B

seja um numero positivo r.

A B P
0 r X

Figura 5: Semi-reta AB contendo o ponto P.

Seja P 0 ponto cuja coordenada é o numero positivo x. Entdo P pertence a AB e
AP =|x-0|=]|x|=x Como somente um ponto da semi-reta tem a coordenada X, somente

um ponto da semi-reta estard a uma distancia x de A.

Defini¢do: Um ponto B é ponto médio de um segmento AC se B estaentre Ae C, e

AB = BC.

A B C

Figura 6: Ponto médio de um segmento.

Teorema- Todo segmento tem um dnico ponto medio.
Demonstracdo: Vamos inicialmente provar a existéncia do ponto médio. Consideremos o

segmento AC. Queremos obter um ponto B tal que AB + BC = AC e AB = BC.
Consideremos o numero real positivo x = %R Pelo Teorema da Localizacdo de

Pontos, existe um Unico ponto B na semi-reta AC tal que AB =x.

Como B estd em AC, temos que B ou estaiem AC ou A—C —B,sendo B# A, e B #C.
Se B esta em AC temos A — B —C, logo AB + BC = AC e portanto

BC =AC - AC =5AC = 4B.
Se B ¢ tal que A — C — B entdo temos AC + CB = AB e portanto
CB :%A—C—A_C :—%A—C <0, 0 que € um absurdo.
Logo temos AB + BC = AC e AB = BC, isto €, B é ponto médio de AC.
Para provarmos a unicidade do ponto médio, suponhamos que existe M, um outro

ponto médio de AC, isto é, um ponto M satisfazendo: AM + MC = AC e AM = MC.
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AC, e pelo Teorema da

N |-

Dessa forma, teriamos 2AM = AC, portanto AM =

Localizagdo dos Pontos, M coincidiria com B. Logo o ponto médio do AC € Unico.

Defini¢do: Um éangulo é a unido de duas semi-retas que tém a mesma origem, mas néo estdo
contidas numa mesma reta. Se um angulo é formado pelas semi-retas AB e AC ento essas
semi-retas sdo chamadas lados do angulo, e o ponto A é chamado vértice do angulo. Tal
angulo é denominado angulo BAC ou angulo CAB e respectivamente por BAC ou CAB,

respectivamente. Algumas vezes, quando esta claro no texto, € simplesmente denominado

angulo A e representado por A.

C

Figura 7: Angulo BAC.

Definicdo: Dizemos que o ponto P est4 no interior do angulo BAC ou é ponto interior do
angulo BACse os pontos P e B estdo no mesmo lado da reta AC e 0s pontos P e C estdo no

mesmo lado da reta AB.

O exterior de BAC é o conjunto dos pontos que ndo estdo no interior e ndo estio no
préprio angulo BAC. Um ponto desse tipo é chamado ponto exterior do angulo BAC.

Na Figura 8, P é o ponto interior de BAC, pois P e B estdo do mesmo lado de AC e P e

C estio do mesmo lado de 4B. Os pontos Q, R, T, S e U s&o pontos exteriores do BAC.

B Vs
: E
B |-
SR C
Q/./ U S

’

Figura 8: Ponto exterior do angulo BAC.

Postulado 7- (Postulado da Medida de Angulos) A cada angulo BAC corresponde um

numero real entre 0 e 180.
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Definicdes:
(@) O numero correspondente ao postulado anterior é chamado medida do angulo, o que é

denotado por mBAC.
(b) Angulos que tém a mesma medida s&o chamados angulos congruentes.

Se BAC e PQR s&o congruentes, isto é denotado por BAC = PQR.

Postulado 8- (Postulado da Construcéo do Angulo) Seja AB uma semi-reta contida na reta

origem de um semiplano #. Para cada numero r entre 0 e 180 existe exatamente uma semi-reta

AP com P em #, tal que mPAB =r.

P
H
(r

A B

Figura 9: Semi-reta AB contida na reta origem do semiplano H.

Postulado 9- (Postulado da Adicdo de Angulos) Se D é um ponto interior do BAC, entéo
mBAC = mBAD + mDAC.

Figura 10: Adi¢do de &ngulos.

Definicdo: Se a soma das medidas de dois angulos é 180° entdo dizemos que os angulos sdo

suplementares e que cada um € o suplemento do outro.

Definicdo: Se a soma das medidas de dois angulos € 90°, entdo os angulos sdo chamados

complementares, e cada um € o complemento do outro.
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Um angulo com medida menor que 90° é chamado angulo agudo, e um angulo com medida

maior que 90° é chamado angulo obtuso.

Definicao: Se AB e AC sdo semi-retas opostas e AD é uma outra semi-reta, entdo BAD e DAC

formam um par linear.

Figura 11: Par linear

Postulado 10- (Postulado do Suplemento) Se dois angulos formam um par linear, entdo séo

suplementares.

Definicdo: Se dois angulos de um par linear sdo congruentes, entdo cada um é um angulo

reto.

r r

[ 1]

Figura 12: Angulo reto.

Definicdo: Dois conjuntos, sendo cada um deles uma reta, uma semi-reta, ou um segmento,
séo perpendiculares se as retas que os contém determinam um angulo reto.

Sejam r e s retas perpendiculares, denotaremos isso por r Ls.

Definicdo: Dois angulos sdo opostos pelo vértice se os lados de um sdo as semi-retas opostas

aos lados do outro.

Teorema- Dois angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.
Demonstracéo: Consideremos os angulos opostos pelo vértice BAC e DAE tais que AC e AE,

e AB e 4D, sejam dois pares de semi-retas opostas. Entdo, pelo Postulado do Suplemento,
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BAC e CAD, e CAD e DAE s&o pares de angulos suplementares. Assim BAC e EAD tém o

mesmo suplemento. Portanto mCAB = mDAE.

Figura 13: Angulos opostos pelo vértice.

3.3 CASOS DE CONGRUENCIA

Dizemos que duas figuras planas sao congruentes se ao deslocarmos uma delas néo se
altere sua forma nem suas medidas, de modo a coincidirem uma com a outra. Aqui iremos
mostrar a congruéncia entre triangulos. Denotaremos por AABC = AEFG, a congruéncia entre
os triangulos ABC e EFG.

Apresentaremos e demonstraremos as condi¢ces minimas para garantir que dois
triangulos sejam congruentes, € o que chamaremos de casos de congruéncia de triangulos.
Para d& suporte as nossas demonstracdes quando necessario abordaremos alguns teoremas,

corolarios e definigdes.

Definicdo: Dois triangulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam
congruentes.

Para representarmos a congruéncia de triangulos iremos usar a notagdo: AABC =
AEFG.

Consideremos os triangulos abaixo ABC e EFG:

. i c e G

Figura 14: Tridngulos congruentes.
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Se AABC e AEFG sao congruentes entdo temos as seguintes correspondéncias:

Ao E,

B« F
CeoG
E valem as seguintes relaces:
AB =EF BC=FG AC=EG
A=E B=F C=G

Postulado 11- (1° Caso de Congruéncia de triangulos — caso L.A.L) Dados dois triangulos
ABC e DEF, se AB =DE, B =E e BC = EF entdo AABC = ADEF.

B C E F

Figura 15: Tridngulos congruentes pelo caso L.A.L.

Teorema- (Teorema do Tridngulo Isésceles) Em um tridngulo isésceles, os angulos da base
s8o congruentes.
Demonstracédo: Consideremos o triangulo isésceles ABC com base BC.

Queremos provar que B = C. Para isso, consideremos a correspondéncia que leva o
triangulo ABC nele mesmo de modo que A <~ A, B« Ce C < B.

Por hipdtese obtemos AB = AC e AC = AB e, como A = A segue, pelo caso L.A.L de
congruéncia de triangulos, que AABC = AACB.

Como consequéncia temos B =C.
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B C

Figura 16: Triangulo is6sceles.

Corolério: Todo triangulo equilatero possui seus trés angulos com a mesma medida.

Definicdo: Uma semi-reta OC é uma bissetriz de um angulo AOB se C esta no interior de

AOB e AOC = BOC. Neste caso, temos mAOC = mBOC = %mAOB.

Figura 17: Bissetriz de um angulo.

Teorema- Todo angulo tem exatamente uma bissetriz.

Demonstragédo: Consideremos o angulo A da figura:

o/

A
\—
/ M
= I.'-
/ 1 \
I = —
A G

Figura 18: Unicidade da bissetriz.

Escolhemos os pontos B e C, um em cada lado de A, tais que AB = BC. Seja M 0

ponto médio do BC, que esta no interior de A. Pelo Teorema do Tridngulo issceles aplicado
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ao triangulo ABC, obtemos a congruéncia dos angulos ABM e ACM. Pelo caso L.A.L de
congruéncia de tridngulos, obtemos AABM = AACM. Como consequéncia temos BAM =
CAM. Portanto AM ¢ bissetriz do BAC.

Para mostrarmos a unicidade da bissetriz, suponhamos que uma outra semi-reta, AD,

seja também uma bissetriz de A. Entdo mBAD = mBAM = %mBAC, do que resulta que

ADcoincide com AM, pelo Postulado da Construcdo do Angulo. Portanto AM ¢ a Unica

bissetriz de A.

Definicdo: Uma bissetriz de um tridngulo é um segmento da bissetriz de cada angulo do
tridangulo compreendido entre o vértice correspondente e o lado oposto. (Cada tridngulo possui

trés bissetrizes.)

Teorema- (2° Caso de Congruéncia de Triangulo - caso A.L.A) Dados dois triangulos
ABC e DEF, se A= D, AB =DE e B = E, entdo os tridngulos s&o congruentes.
Demonstracdo: Consideremos os triangulos ABC e DEF, satisfazendo as hipdteses do

teorema.

A

B C

Figura 19: Tridngulos congruentes pelo caso A.L.A.

Seja F' um ponto da semi-reta DF tal que DF' = AC.

Comparemos os tridngulos ABC e DEF'.

Como AB =DE, A=D e AC = DF', segue que eles sdo congruentes, pelo caso L.A.L.
Portanto ABC = DEF".

Deste fato e da hipotese seque que DEF = DEF'. Pelo Postulado da Construgdo do
Angulo, EF e EF’ coincidem.

Portanto F e F’ sao o mesmo ponto, logo os triangulos DEF e DEF’ coincidem, e como

temos que AABC = ADEF’, entao AABC = ADEF.
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Teorema- (3° Caso de Congruéncia de Triangulos — caso L.L.L) Se dois tridngulos tém os

trés pares de lados correspondentes congruentes, entdo sdo tridngulos congruentes.

Demonstrag&o: Consideremos os tridangulos ABC e DEF tais que AB = DE, BC = EF e AC

FD.

Figura 20: Tridngulos congruentes pelo caso L.L.L. (com B —H - C).

No semipleno determinado por BC e que ndo contém o ponto A, consideremos uma

semi-reta de origem B formando com BC um angulo congruente ao DEF. Escolhamos sobre
ela um ponto D' tal que BD' = DE. Pelo caso L.A.L., obtemos AD'BC = ADEF.

Vamos mostrar agora que AABC = AD'BC.

Seja H o ponto em que AD' corta BC.

VVamos supor primeiro que H esté entre B e C, como na figura 20.

Pelo Teorema do Triangulo Isésceles aplicado aos tridngulos BD'A e CAD’
respectivamente, obtemos BAD' = BD'A e CAD' = CD'A.

Utilizando o Postulado da Adicdo de Angulos, obtemos
mBAC =mBAD' + mD'AC =mBD'A + mAD'C =mBD'C.

Dai, pelo caso L.A.L, segue que AABC = AD'BC.

No caso em que B esta entre H e C como na figura 21, é demonstrado analogamente
que AD'BC = ADEF e que AABC = AD'BC.
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T >
O
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DI

Figura 21: Triangulos congruentes pelo caso L.L.L.(com H - B - C).

Em ambos os casos, por transitividade, obtemos AABC = ADEF.

Analisemos agora o caso em que H = B, isto ¢, A, B ¢ D’ sdo colineares.

A D
1]

B‘b”\/ C T

E T - E &

!

1 ’//

I //’/

1 ’

I, 24
p*

Figura 22: Triangulos congruentes pelo caso L.L.L (com H = B)

Neste caso, A4 = D', pelo Teorema do Triangulo Isésceles, e, por transitividade, A = D.

Novamente, pelo caso L.A.L e por transitividade, obtemos AABC = ADEF.

Teorema: Por um ponto de uma reta dada passa uma Unica reta perpendicular a essa reta.
Demonstracdo: Consideremos a reta r e o ponto P pertencente a r.

P X r

m

Figura 23: Reta perpendicular.
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Seja #um dos semiplanos que contém r como origem, e seja X um ponto de r distinto

de P. Pelo Postulado da Constru¢do do Angulo, existe um ponto Y em # tal que XPY é um

angulo reto. Seja m a reta PY. Entdo m Lr e, assim, temos demonstrado que existe pelo menos
uma reta que satisfaz as condi¢des do teorema.

Para mostrarmos a unicidade, suponhamos que existam duas retas, m; e my, passando
pelo ponto P e perpendiculares a r, e contendo respectivamente os pontos Y1 e Y2 ambos
pertencentes a .

As retas m1 e mz contém respectivamente as semi-retas PY1 e PY,, que estdo no
mesmo semipleno # que tem r como origem. Pela definicdo de retas perpendiculares, mXPY
= 90°. De modo analogo, mXPY, = 90°. Isto contradiz o Postulado da Construcéo do Angulo
que diz que existe somente uma semi-reta PY com Y em #, tal que mXPY = 90°. Portanto

temos uma Unica reta passando por P e perpendicular ar.

Defini¢do: A mediatriz de um segmento € a reta perpendicular ao segmento e que contém seu

ponto médio.

Teorema: A mediatriz de um segmento € o conjunto dos pontos que equidistam das
extremidades do segmento.
Demonstracéo: Seja AB um segmento com ponto médio M. Seja m a mediatriz de AB e seja

P um ponto perpendicular a m.

~
-
’ S
s ~
3 ~
-’ N
7 ~
- ~
- ~
s ~
L ~
- ~
4 ~
’ ~
, ~
s ~ s
- | l | S
Z T 1

Figura 24: Mediatriz de um segmento.

Se P estd em AB, entdo P = M e portanto PA = PB, pela definicdo de ponto médio.
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Se P néo esta no 4B, entdo temos PM = PM, MA = MB e PMA = PMB pela hip6tese.
Pelo caso L.A.L., temos APMA = APMB. Portanto PA = PB. Nos dois casos obtemos que P é
equidistante dos pontos A e B.

Agora, seja P um ponto equidistante dos pontos A e B. Se P esta em AB, entdo P
coincide com o ponto médio M de AB, e, portanto, P estd em m.

Consideremos agora o caso em que P ndo pertence a AB.

A\P
//, \\\
// \\
7 P
X AL
> \\
’ 3
/,/ \\
. N 11 T S
A M B
m’

Figura 25: Mediatriz de um segmento (caso em que P ndo pertence a AB).

Sejam’ = PM. Como PM = PM, MA = MB e PA = PB, pelo caso L.L.L. temos APMA
= APMB. Portanto mPMA = mPMB = 90°, e, pela definicdo de retas perpendiculares, m' é

perpendicular a AB. Pela unicidade da mediatriz temos m = m'e, portanto, P esta em m.

Definicdo: Uma mediana de um tridngulo é um segmento cujas extremidades sdo um vértice
do triangulo e o ponto médio do lado oposto.

Definic&o: Se C esta entre B e D entdo ACD é um angulo externo do triangulo ABC.

Figura 26: Angulo externo.
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Ainda, como no triangulo ABC os angulos ABC, CAB e ACB s&o os angulos internos
do tridngulo, os suplementos desses angulos sdo chamados de angulos externos do triangulo.
Neste caso, os angulos A e B s&o os angulos internos ndo adjacentes ao angulo externo ACD.

Cada triangulo tem seis angulos externos, como indicados na Figura 27. Estes angulos

formam trés pares de angulos congruentes, pois constituem trés pares de angulos opostos pelo
vertice.

By e

Figura 27: Pares de angulos externos e opostos pelo vértice.

Teorema- (Teorema do Angulo Externo) Um angulo externo de um triangulo é maior que
qualquer um dos seus angulos internos ndo adjacentes.
Demonstracéo: Seja AABC um triangulo qualquer.

Figura 28: Relacdo do &ngulo externo com angulo interno.

Seja D um ponto tal que C esté entre B e D; vamos demonstrar que
ACD>/Ae ACD > B.
Seja E 0 ponto médio de AC e seja F o ponto da semi-reta oposta a EB tal que
EF = EB.
Temos ABEA = AFEC pelo Postulado L.A.L., j4 que AE = CE e BE = FE por
construgdo e BEA = FEC, pois sdo angulos opostos pelo vértice.

Portanto A = ECF.



33

Disso, e verificando que o ponto F é ponto interior ao angulo ACD, pelo Postulado da
Adicdo de Angulos aplicado aos angulos ACD, ACF e FCD, obtemos ACD > A.

Analogamente mostramos que ACD > B.

Corolério: Se um tridngulo tem um angulo reto, entdo os seus outros dois angulos séo
agudos.
Demonstracéo: Consideremos o triangulo ABC, retangulo em B, e 0 ponto D com B entre C

e D. Observamos que DBA e ABC formam um par linear, portanto ambos s&o angulos retos.

D B C

Figura 29: Tridngulo com um angulo reto e dois agudos.

Pelo teorema anterior mABD > mC, e portanto mBCA < 90°.

De maneira analoga, podemos mostrar que mBAC < 90°.

Teorema: Por um ponto ndo pertencente a uma reta, existe uma unica reta perpendicular a
reta dada.

Demonstracéo: Sejam r uma reta e P um ponto ndo pertencente a ela.

Figura 30: Existéncia de reta perpendicular.
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Existéncia: Vamos construir por P uma reta perpendicular a reta r. Sejam Q e R dois
pontos distintos quaisquer de r. Se w ou PR for perpendicular a r, ndo ha mais o que
construir.

Se ndo, consideremos, no semiplano determinado por r e que ndo contém P, uma semi-
reta com origem no ponto Q, formando com Q_If um angulo congruente ao PQR.

Seja T um ponto dessa semi-reta tal que QP = QT. O triangulo QTP assim

determinado é isosceles com base PT, sendo QR a bissetriz do angulo TQP. Logo PT é
perpendicular ar.
Unicidade: Suponhamos que pelo ponto P ndo pertencente a reta r passem duas retas s

e t, ambos perpendiculares a reta r, as quais cortam r nos pontos S e T respectivamente.

T S

Figura 31: Unicidade reta perpendicular.

Dessa forma temos PTS e PST ambos angulos retos do triangulo PTS, o que contradiz
o corolario 3.35.16. Logo a reta perpendicular € Unica.

Dado um ponto A e uma reta r, o ponto A’ onde a perpendicular por A encontra a reta
r é chamado pé da perpendicular baixada de A até r, ou também, projecdo ortogonal de A
sobre r (ou simplesmente projecdo de A sobre r) e denotado por projrA. O ponto A”
pertencente a reta AA’ tal que A”A’=A'A ¢ o simétrico do ponto A em relagdo aretar.

A projecdo ortogonal de um segmento AB qualquer sobre a reta r é o segmento A'B’,

denotado por proj:AB, tal que A’ = proj:A e B’ = proj:B.

Defini¢do: Uma altura de um triangulo é o segmento perpendicular que une um veértice do

tridngulo a reta que contem o lado oposto.
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Figura 32: Altura de um tridngulo.

Denotamos por AH a altura desde A a BC, ou altura relativa ao lado BC.

Teorema- (4° Caso de congruéncia de triangulos - L.A.A) Sejam ABC e DEF dois
triangulos tais que AB = DE, B=E e C = F. Entdo AABC = ADEF.
Demonstracéo: Consideremos os triangulos ABC e DEF, e X um ponto da semi-reta BC tal

que BX = EF. Consideremos inicialmente B — X — C.

£ F

"

Figura 33: Tridngulos congruentes pelo caso L.A.A.

Pelo Postulado L.A.L. obtemos AABX = ADEF. Disto, portanto, obtemos
AXB=DFE (I).

Mas, ABX ¢ um angulo externo do AAXC, do qual ACX é angulo interno ndo
adjacente. Logo, pelo Teorema do Angulo Externo, AXB > ACX e, portanto, pela hipotese,
AXB > DFE, o que contradiz (1).

Se tivéssemos B — C — X, demonstrariamos analogamente que AXB < DFE, o que
novamente contradiz (1).

Logo o ponto coincide com C, e portanto AABC = ADEF.



Teorema- (Teorema da Hipotenusa e do Cateto) Sejam ABC e DEF dois triangulos
retdngulos. Se a hipotenusa e um cateto do triangulo ABC s@o congruentes com as partes
correspondentes do tridangulo DEF, entdo os dois triangulos sdo congruentes.

Demonstracdo: Consideremos os tridangulos ABC e DEF com mB = mE = 90°, AC = DF e

B =DE.

LA D
A | 0 f\\ \
'_//’ ‘ ~
) X = 4 \<
> 0 i 22y
.’/"’ l -\\ \
/ : e I Roac 1 odfieites e ——— =
C 8 Q E F

Figura 34: Triangulos retangulos.

Tomemos o0 ponto Q na semi-reta oposta a EF de modo que EQ = BC. Pelo Postulado
L.A.L. temos ADEQ = AABC (D).

O triangulo DQF assim obtido € um triangulo isdsceles visto que, por (I) e pela
hipétese, DQ = DF. Logo EED = EQD. Disso e de (I) decorre que EFD = BCA. Entéo, pelo
Teorema L.A.A., obtemos ADEF = AABC.
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4 APLICACOES

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicagfes dos casos de congruéncia de

tridngulos com suas respectivas resolugdes.

1) Demonstre que, se dois segmentos AH e RE se bisseccionam no ponto F, entdo AFAB =

AFHR.

Figura 35: Figura da aplicagdo 1.

Solucéo:

Por hipotese AF = FH e RF = FB, pois AH e RB se bisseccionam no ponto F.

Dai, temos: AF = FH (hipGtese), RFA = HFB (angulos opostos pelo vértice) e RF = FB
(hipdtese), logo, pelo caso L.A.L de congruéncia de triangulos tem-se AFAB = AFHR.

2) Na figura 36, temos AE = AC. Mostre que DEC = ECB.

Figura 36: Figura da aplicagéo 2.

Solugéo:

Temos AB = AC por hipotese, logo o triangulo ABC é isdsceles, sendo assim BC é a base
desse tridngulo e ABC = ACB, pois, sd0 os angulos da base.

Sabendo que CED e ECB sdo os suplementos dos ABC e ACB respectivamente, COmo 0s

suplementos de angulos congruentes s&o também congruentes, temos que CED = ECB.
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Figura 37: Figura da aplicacéo 3.

Solucéo:

Considere E como sendo o ponto onde AC e ED se bisseccionam, assim AE = CE e BE = DE.
Considerando os tridngulos AED e CEB, temos: AE = CE (por hipétese), AED = CEB
(angulos opostos pelo vértice) e DE = BE (hipétese), logo AAED = ACEB pelo caso L.A.L de
congruéncia de tridngulos. Assim AD = BC (lados correspondentes de tridngulos congruentes

sdo congruentes).

4) Sejam AB = AC e DB = DC como na figura 38. Mostre que AED = ACD.

A

A AN
B e

Figura 38: Figura da aplicagéo 4.

Solucéo:

Tracando AD teremos:

AABD e AACD e deles temos: AB = AC (hipotese), BD = CD (hipGtese) e AD = AD (lado
comum aos triangulos).

Logo pelo caso L.L.L de congruéncia de tridangulos temos AABC = AACD, portanto,

ABD = ACD (angulos correspondentes de tridngulos congruentes séo congruentes).
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5) Mostre que, se dois angulos de um triangulo sdo congruentes, entdo o tridngulo é isdsceles.

A A

Figura 39: Figura da aplicagéo 5.

Solucéo:

Seja ABC um triangulo com ABC = ACB. Comparando o tridngulo com ele mesmo teremos
as seguintes correspondéncias entre seus vértices: A=A, B&C e CoB. Assim, ABC = ACE
(hipdtese), BC = CB (hipotese) e ACB = ABC(lado comum aos triangulos), logo pelo caso
A.L.A de congruéncia de tridngulos o tridngulo ABC é congruente a ele mesmo. Assim como

consequiéncia AB = AC, portanto o triangulo ABC é isosceles.

6) Considere um triangulo equilatero ABC em que P, Q e R sdo os pontos médios dos seus

lados, respectivamente. Mostre que o APQR ¢ equilatero.

Figura 40: Figura da aplicagéo 6.

Solucéo:

O AABC ¢ equilatero por hipétese, logo temos BAC = ABC = ACB e AB = BC = AC. Como
P, Q e R sdo os pontos médios dos lados do triangulo ABC, tracando P@, QR e PR, teremos
os seguintes triangulos: APBQ, ARCQ, AAPR e APQR. Considerando APBQ e ARCQ, temos:
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PB = RC (hipltese)
PEQ = RCQ (hipotese)
BQ = CQ (hipbtese)

Logo pelo caso L.A.L de congruéncia de trisngulos APBQ = ARCQ, disso PQ = RQ (I).
Agora considerando APBQ e APAR, temos:

PB = PA (hipétese)

PEQ = PAR (hipotese)

BQ = AR (hipbtese)

Logo APBQ = APAR pelo caso L.A.L, portanto PQ = PR (lI).

De (1) e (I1) temos, PQ = RQ = PQ = PR, ou seja, PQ = RQ = PR, dai o triangulo PQR é

equilétero.

7) Sejam FBA = RMQ e HE = HM como na figura 41. Mostre que HF = HR.

Figura 41: Figura da aplicagéo 7.

Solucéo:

Na figura 41 podemos observar que os angulos FEH e RMH sfo os suplementos dos angulos
FBA e RMQ respectivamente. Como FEA = RMQ entdo FEH = RMH, pois suplementos de
angulos congruentes sao também congruentes.

Considerando AFBH e ARMH, teremos:

FBH = RMH (suplementos dos angulos FBA e R Q)

BH = MH (hipOtese)

FHB = RAM (angulos opostos pelo vértice)

Logo pelo caso A.L.A de congruéncia de trisngulos AFBH = ARMH. Assim HF = HR (lados

correspondentes de triangulos congruentes sdo congruentes).
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8) Na figura 42 temos AR = AH e RF = BH. Mostre que AB = AF.

R B F H

Figura 42: Figura da aplicacéo 8.

Solucéo:

Como por hipétese AR = AH entéo o triangulo ARH é isosceles, sendo assim ARH = AHR,
pois sdo os angulos da base do triangulo ARH. Considerando AARF e AABH, temos:

AR = AH (hipotese), ARF = AHB (angulos da base AARH) ¢ RF = BH (hipétese), logo pelo
caso L.A.L AARF = AABH. Portanto AB = AF (lados correspondentes de tridngulos

congruentes).

9) Como na figura 43, sejam: PA = PB, M o ponto médio de AE, e Q pertencente a reta PM.

Mostre que QA = QB.
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Figura 43: Figura da aplicacéo 9.

Solugéo:

Considerando AAMP e ABMP, temos: AP = BP (hipétese), MB = MA (hipétese) e MP = MP
(lado comum aos triangulos), pelo caso L.L.L de congruéncia de tridangulos AAMP = ABMP,
assim AMP = BMP. Logo os angulos AMQ e BMQ s&o os suplementos dos angulos AMP e

BMP respectivamente, sendo assim AMQ = BMQ.
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Agora tracando QA e QB, temos AAMQ e ABMQ, assim AM = BM (hipétese), AMQ = BMQ
(suplementos dos AMP e BMP) e QM = QM (lado comum aos triangulos), logo pelo caso
L.A.L de congruéncia de triangulos AAMQ = ABMQ, como conseqiiéncia QA = QB.

10) Sejam m a mediatriz do segmento QT, P um ponto do mesmo lado de m que Q, e R 0

ponto de interseccdo de m e PT. Demonstre que PT = PR + RQ.

Figura 44: Figura da aplicagéo 10.

Solucéo:

Trace @R, agora comparemos 0os AQSR e ATSR e deles temos: SQ = ST (S é ponto médio de
QT), QSR = TSR (a reta m é perpendicular a @T) e SR = SR (lado comum aos triangulos),
assim concluimos que os AQSR = ATSR pelo caso L.A.L de congruéncia de tridngulos e que
QR = TR (lados correspondentes de tridngulos congruentes).

Como PT = PR + TR, mais TR = QR, logo PT = PR + QR.

11) Em um triangulo ABC a altura do vértice A é perpendicular ao lado BC e o divide em

dois segmentos congruentes. Mostre que AB = AC.

A

B "p C

Figura 45: Figura da aplicagdo 11.
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Solucéo:

Como AD 1 BC entdo ADB e ADC sdo ambos angulos retos. Considerando AADB ¢ AADC,
temos: BD = DC (por hipotese), ADB = ADC (angulos retos) e AD = AD (lado comum aos
tridangulos), logo pelo caso L.A.L de congruéncia de tridngulos o AADB = AADC, como

consequiéncia AB = AC.

12) Na figura 46, AC = AD e AB ¢ a bissetriz do angulo CAD. Prove que os tridngulos ACB e

ADB sdo congruentes.

C

D

Figura 46: Figura da aplicagdo 12.

Solucéo:
Como AF é bissetriz de CAD entéo CAB = DAB. Temos que AC = AD (por hipétese), CAB =
DAB e AB = AB (lado comum aos triangulos), logo pelo caso L.A.L de congruéncia de

triangulos o AACB = AADB.

13) Em um quadrilatero ABCD sabe-se que AB = CD e BC = AD. Mostre que os tridngulos
ACB e CAD sé&o congruentes.

A I I D

Figura 47: Figura da aplicagéo 13.



Solucéo:
Tragando AC temos AACB e ACAD, por hipétese AB = CD e BC = AD, e AC = AC, pois AC é
lado comum aos tridngulos, logo pelo caso L.L.L o AACB = ACAD.

14) Na figura 48 o ponto A é ponto médio do segmento CB e DE. Prove que os triangulos

ABD e ACE séo congruentes.

Figura 48: Figura da aplicagéo 14.

Solucéo:

Considerando os triangulos ABD e ACE temos:

AD = AE (hip6tese), DAB = EAC (angulos opostos pelo vértice) e AB = AC (por hip6tese),
assim pelo caso LA.L o AABD = AACE.

15) Na figura abaixo os angulos 4 e C sdo retos e 0 segmento DE corta CA no ponto médio B

de AC. Mostre que DA = CE.

E

Figura 49: Figura da aplicagdo 15.

Solugéo:
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Considere ABEC ¢ ABDA, dai ECB = DARB (hipotese), CB = BA (pois B é ponto médio de
CA) e CBE = ABD (angulos opostos pelo vértice), logo pelo caso A.L.A de congruéncia de

triangulos o ABEC = ABDA, portanto DA = CE.

16) Da figura abaixo sabe-se que OC = OB, OD = AO e BGD = COA. Mostre que CD = BA.

Se, além disto, soubermos que CD = OB conclua que os trés triangulos formados s&o

isdsceles.
C B
X
z Y
D o) A
Figura 50: Figura da aplicagéo 16.
Solucéo:

Chame COB de X, COD de Z e BOA de ¥, sendo assim BOD =X +Z e COA =X + Y. Como
BAD = COA (por hipotese), entdo ¥ + Z = X + V. Dai, Z = ¥, ou seja, COD = BOA. Logo
temos que: OC = OB (hip6tese), COD = BGA e OD = AO (hipdtese), portanto pelo caso L.A.L
ACOD = ABOA e como consequéncia CD = BA.

Por hipotese temos que OC = OB, disso podemos concluir que o tridngulo COB ¢é isosceles,
pois se um triangulo tem dois lados congruentes ele € isdsceles.

Temos CD = OB, mais como OB = OC entdo CD = OB = OC assim CD = OC, portanto o
triangulo COD ¢ isdsceles. E agora CD = BA e CD = OB, logo CD = BA = OB sendo assim

BA = OB e, portanto, o triangulo BOA é is6sceles.

17) Prove que, se um triangulo tem dois angulos externos congruentes, entdo ele é isdsceles.
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Figura 51: Figura da aplica¢édo 17.

Solucéo:

Como « e B sdo os suplementos dos angulos 4 e B respectivamente, entdo temos: & + A =
180° = f + B, mais @ = 8 logo A = B. Como vimos anteriormente se dois angulos de um
triangulo sdo congruentes entdo o tridngulo é isosceles. Portanto, como A = B entdo o

tridangulo ABC é isosceles.

18) Na figura abaixo os angulos externos ACE e ABED satisfazem a desigualdade: ACE <

ABD. Mostre que ABD > AEC.

B C

Figura 52: Figura da aplicagéo 18.

Solucéo:
Pelo teorema do angulo externo ACE > ABC, mas por hipotese ABD > ACE, assim ABD >

ACE > AEc, portanto por transitividade 45D > ABC.

19) Na figura abaixo O é o ponto médio de AD e ABO = DCO. Se B, O e C sdo colineares,

conclua que os triangulos ABO e DOC séo congruentes.
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Figura 53: Figura da aplica¢éo 19.

Solucéo:

Como O é o ponto médio de AD entdo A0 = OD. Assim A0 = 0D (por hip6tese), AOB =
COD (angulos opostos pelo vértice) e ABO = DCO (hipdtese), logo pelo caso L.A.A de
congruéncia de triangulos o AABO = ADOC.

20) Mostre que em todo tridngulo isdsceles a mediana relativa a base é também bissetriz e

altura.

Figura 54: Figura da aplicagéo 20.

Solucéo:

Seja ABC um triangulo isosceles com base BC e seja AM sua mediana relativa a base.
Devemos provar que BAM = CAM e que AMB ¢ reto. Considere AABM e AACM,
comparando-os temos:

BM = CM (pois AM ¢é mediana)

ABC = ACB (angulos da base do triangulo ABC)

AB = AC (lados congruentes do triangulo isdsceles ABC)
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Logo pelo caso L.A.L o AABM = AACM, dai temos:

BAM = CAM () e AMB = AMC (I1).

De (1) temos que AM é bissetriz do BAC. Como AMB e AMC so adjacentes e suplementares
entdo AMB + AMC = 180°. Mas de (1) temos AMB = AMC entfo concluimos que AMB =

AMC =90°. Portanto AM é perpendicular a BC, ou seja, AM ¢ a altura do triangulo ABC.

21) Na figura 55, M é o ponto médio do segmento CD, ou seja, CM = MD. ACM = BDM e 0s

pontos A, M e B sio colineares. Prove que AM = MB.

Figura 55: Figura da aplicagdo 21.

Solucéo:

Comparando os triangulos ACM e BDM temos:

ACM = BDM (por hipétese), CM = MD (por hipotese) eAMC = BMD (angulos opostos pelo
vértice), sendo assim pelo caso A.L.A 0 AACM = ABDM, portanto AM = MB.

22) Dado um tridngulo is6sceles ABC de base BC, considere as bissetrizes internas BD e CE

desse triangulo. Prove que BD = CE.

B C

Figura 56: Figura da aplicacdo 22.
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Solucéo:

Da figura 56 considere os triangulos BEC e CDB e deles temos:

EBC = DCB (angulos da base do tridngulo isosceles ABC)

BC = BC (lado comum aos triangulos)

BCE = CED (pois BD e CE sdo as bissetrizes do ABC e ACB respectivamente e ainda
ABC = ACB).

Logo pelo caso A.L.A o ABEC = ACDB, portanto BD = CE.

23) Prove que as medianas relativas aos lados congruentes de um triangulo isésceles séo
congruentes.
A

B C

Figura 57: Figura da aplicagédo 23.

Solucéo:

Seja ABC um triangulo isésceles de base BC.

Considerando os triangulos BAM e CAN temos:

AB = AC (lados congruentes do triangulo isdsceles ABC) BAM = CAN (angulo comum aos
triangulos)

AM = NA (pois CN e BM s&o as medianas de AB e AC)

Logo 0 ABAM = ACAN pelo caso L.A.L entio BM = CN.

24) Na figura 58 tem-se AB = AC e BD = CE. Mostre que: AACD = AABE e ABCD = ABCE.
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C
E

Figura 58: Figura da aplicacéo 24.

Solucéo:

Considere primeiro os triangulos ACD e ABE.

Como AE = AC + CE e AD = AB + BD e ainda,

AC = AB e CE =BD, dai AE = AB + BD = AD.

Portanto AE = AD. Assim, como AB = AC (por hipotese),

BAE = CAD (angulo comum) e AE = AD (como vimos), pelo caso L.A.L o AACD = AABE,
logo DC = BE.

Agora considere os triangulos BCD e CBE.

BD = CE (por hipo6tese), BC = BC (lado comum) e DC = BE (como concluimos

anteriormente), logo pelo caso L.L.L. o ABCD = ACBE.

25) Na figura abaixo tem-se AD = DE, DAB = DEC e ADE = BED. Mostre que os triangulos

ADB e EDC séo congruentes.

Figura 59: Figura da aplicagéo 25.

Solucéo:
Considere os triangulos ADB e EDC.
O angulo ADB = ADE + EDB e EDC = BDC + EDB, como ADE = BDC
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Logo ADB = BDC + EDB = EDC, entdo concluimos que ADB = EDC.
Assim, BAD = CED (por hipétese), AD = DE (por hipétese) e ADB = EDC (como
concluimos), logo pelo caso A.L.A 0 AADB = AEDC.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos o conteldo congruéncia de tridngulos, que tem como
objetivo servir de instrumento para auxiliar os alunos nas aulas de topicos de geometria I,
foram apresentados teoremas, defini¢bes e os casos de congruéncia de triangulos, bem como
algumas aplica¢fes dos mesmos. Podemos concluir que este trabalho contribuird de forma
significativa na compreensdo do conteudo e na resolucdo de questdes que envolvam
congruéncia de triangulos, ja que muitos alunos enfrentam dificuldades quando lhes é
apresentado este conteudo. Portanto as resolucdes das aplicacBes foram feitas de modo a
facilitar a vida dos alunos.

Foi de grande importéncia o desenvolvimento deste trabalho, pois contribuiu para um
maior dominio do contetido abordado e proporcionou a satisfacdo de poder de alguma forma

colaborar com a aprendizagem de futuros alunos.
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