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Epigrafe

O SUCESSO E CONSTRUIDO A NOITE

Nao conheco ninguém que conseguiu realizar seu sonho, sem sacrificar feriados e domin-
gos pelo menos uma centena de vezes. Da mesma forma, se vocé quiser construir uma relacdo
amiga com seus filhos, terd que se dedicar a isso, superar o cansago, arrumar tempo para ficar
com eles, deixar de lado o orgulho e o comodismo. Se quiser um casamento gratificante, terd
que investir tempo, energia e sentimentos nesse objetivo, pois ao contrdrio, acabard perdendo
seu grande amor.

O sucesso é construido a noite! Durante o dia vocé faz o que todos fazem. Mas, para
obter um resultado diferente da maioria, vocé tem que ser especial. Se fizer igual a todo mundo,
obterd os mesmos resultados. Ndo se compare a maioria, pois infelizmente ela ndo é modelo de
sucesso. Se vocé quiser atingir uma meta especial, terd que estudar no hordrio em que os outros
estdo tomando chope com batatas fritas. Terd de planejar, enquanto os outros permanecem a
frente da televisdo. Terd de trabalhar enquanto os outros tomam sol a beira da piscina.

A realizacdo de um sonho depende de dedicacdo. Hd muita gente que espera que o
sonho se realize por mdgica. Mas toda mdgica é ilusdo. A ilusdo ndo tira ninguém de onde
estd. Ilusdo é combustivel de perdedores. Quem quer fazer alguma coisa, encontra um meio.
Quem ndo quer fazer nada, encontra uma desculpa.

DE UM GAS EXTRA NOS SEUS PROJETOS PORQUE O SEU LUGAR E NO PODIUM.

Roberto Shinyashiki
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Resumo

Iremos abordar neste trabalho a teoria da Integracdo de Lebesgue, a qual é construida a partir
da Teoria da Medida, lembrando que este ndo € o tinico meio da sua construcdo (Vide Refe-
réncia [6]). A integral de Lebesgue estende a integral de Riemann para uma classe maior de
funcgdes, em virtude de alguns resultados que também serdo estudados nesta pesquisa. Por fim,
apresentaremos alguns modos de convergéncia além daqueles ja estudados no curso de Andlise
Matematica, sdo elas: Quase certamente, em Medida, em L, e quase uniforme. Além disso,

serd ilustrado um diagrama relacionando estes novos tipos de convergéncia.

Palavras-chave: Teoria da Medida; Integral de Lebesgue; Espacos L,; Modos de Convergén-

cia.
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Abstract

We will approach in this paper the theory of Lebesgue integration, which is built from the Mea-
sure Theory, remembering that this is not the only way of its construction (See References [6]).
The Lebesgue’s integral extends the Riemann’s integral to a larger class of functions, because
some results which will also be studied in this study. Finally, we present some convergences
modes beyond those already studied in the course of Mathematical Analysis, they are: Almost
everywhere, in Measure, in L, and almost uniform. Furthermore, it is shown a diagram relating

these new types of convergence.

Keywords: Theory Measure; Lebesgue’s Integral; L, spaces; Convergences Modes.
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Introducao

O presente trabalho € fruto de uma pesquisa feita no Programa Institucional de Bolsa de
Iniciacao Cientifica (PIBIC), realizado nesta mesma universidade na cota de 2013 — 2014 inti-
tulado por “Uma Introducao a Teoria da Medida e Integragcdo de Lebesgue", onde o objetivo do
professor-orientador foi de introduzir ao aluno bolsista um novo conceito ligado a matematica
pura, uma vez que nosso curso € voltado para a formacao de professores e ainda temos pouco
contato com este ramo da matematica.

Apesar de inicialmente ndo ter recebido este nome, a teoria da integracao tem origem na
Grécia antiga com matematicos como Eudoxos (408 —355 a.C.) e Archimedes (287 —212 a.C.)
a partir do “método de exaustdo", os quais foram responsdveis pela no¢do de aproximagdes de
regides curvas a partir de regides poligonais. O movimento do século X/X em direcdo ao rigor
matematico tentou colocar o calculo em bases sélidas, desse modo, muitos matematicos dedi-
caram tempo para o estudo de sequéncias e fungdes até chegarem a primeira defini¢do formal
de funcdo e logo em seguida a definicdo de diferenciacdo e integracdo, dentre eles podemos
destacar Leibniz (1646 — 1716), Cauchy (1789 — 1857) e Riemann (1826 — 1866) . As ideias
fundamentais do célculo integral ndo foram desenvolvidas diretamente por Riemann, mas esta
foi um resultado do aprofundamento nos estudos de Newton (1642 — 1727), Leibniz, Cauchy,
entre outros. Riemann ampliou a definicao de integral dada por Cauchy, distinguindo continui-
dade de integrabilidade.

Durante muito tempo foi predominante a teoria da integracdo segundo as ideias de Rie-
mann, uma vez que era a tnica teoria estabelecida em bases rigorosas onde fornecia o resultado
esperado para muitos problemas conhecidos e, para problemas novos que iam surgindo. Nao
obstante, ela vem sendo substituida pelo pioneiro trabalho do matemaético francés Henri Léon
Lebesgue (1875 — 1941) desde o inicio do século passado. A principio, suas ideias ndo foram
bem aceitas, mas a originalidade dessas ideias encontraram crescente reconhecimento, vindo a
complementar certas lacunas inerentes a integral j& existente, pois a integral de Riemann nao
interage bem com as operacdes de limite de sequéncias de funcdes. Isto € importante, por
exemplo, no estudo das Séries de Fourier. J4 com a integral de Lebesgue € mais facil saber
quando € possivel tomar o limite dentro da integral e tird-lo da integral sob menos hipéteses.

Estas propriedades melhores decorrem do fato que a integral de Lebesgue €, num paralelo com



séries, “absolutamente convergente", enquanto a integral de Riemann € “condicionalmente con-
vergente".

A integral de Lebesgue estende, para uma classe maior de fungdes, a integral de Rie-
mann e, toda fun¢do integrdvel a Riemann em um intervalo é também integravel a Lebesgue e
seus respectivos valores coincidem, em virtudo do seguinte resultado cuja demonstra¢do nao é
cabivel neste trabalho, podendo ser encontrada na Referéncia [8].

Para distinguir a integral de Riemann da integral de Lebesgue, aqui nesta introdugao,
denotamos por & o conjunto das fun¢des integraveis a Riemann e por L o conjunto das fungdes

integraveis a Lebesgue, as quais sdo atribuidas, respectivamente, as seguintes notacdes

K/abfdx e L/abfdx.

Teorema 0.0.1. Se f € R em [a, b, entdo f € L em [a,b], e o valor de suas integrais é o mesmoy

L/abfdx:ﬂi/abfdx.

Além desse importante teorema que acabamos de enunciar, podemos apresentar outras

isto é,

vantagens que a integral de Lebesgue tem sobre a integral de Riemann. Para fungdes f,, > 0
integraveis a Lebesgue vale:

b e © b
/a ,,Z'lfn(X)dx:,;/a Sn(x)dx.

Esta é uma consequéncia do Corolario No entanto, para uma sequéncia de fungdes inte-
graveis a Riemann a integral a esquerda da igualdade acima pode nao estd definida. Por exem-
plo, seja xi,x7,...,x, uma sequéncia enumerével dos racionais do intervalo [0, 1] e considere

para cada n € N a sequéncia de fungdes f;, : [0,1] — R, onde

1, se x = xp;

0, se x # x,.

fu(x) =

Constate que Z fa(x) = f(x), onde f é a fungdo de Dirichlet, que vale 1 se x € Q e 0 se
x € (R\Q), ar(l]:ulal ¢ Lebesgue-integravel, mas nao é Riemann-Integravel.

Também podemos apresentar alguns resultados que, a partir da teoria da integracdo de
Lebesgue, podem ter suas hipéteses enfraquecidas para obtencdo das mesmas conclusdes ou,

até mesmo, resultados melhores. Podemos citar:



Teorema 0.0.2. Se uma sequéncia de fungées integrdveis a Riemann f, : [a,b] — R converge

uniformemente para uma fungdo f, entdo f é integrdvel e

b b
/ f(x)dx=lim [ f,(x)dx.

n—eo fa

Teorema 0.0.3. Se f : [a,b] — R ¢ integrdvel a Riemann, entdo |f| é integrdvel a Riemann em
la,D] e

[ rwax| < (17

As demonstragdes do Teoremas [0.0.2] ¢ do Teorema [0.0.3| podem ser encontradas na
Referéncia [S]. Apds alguns estudos a respeito da integracdo de Lebesgue, podemos comparar
o Teorema [0.0.2]com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema [2.1.4)
e o Teorema [0.0.3| com o Teorema [2.1.2] os quais, em um certo ponto de vista técnico, sdo
mais simples de trabalhar e alguns tém solu¢des mais fortes.

Com a pretencdo de possuir um material para futuros possiveis estudos nesta area, ten-
tamos justificar a0 maximo os passos de cada resultado. Além disso, este trabalho foi dividido
em trés capitulos. No primeiro Capitulo apresentaremos os conceitos de c-algebra, fungdes
mensurdveis, medida, e algumas teorias que sdo fundamentais para o desenvolvimento deste
trabalho. Vale salientar que a integral de Lebesgue apresentada aqui € construida a partir da
Teoria da Medida, mas este ndo é o tnico caminho. E possivel construir a Teoria de Integracio
sem a Teoria da Medida e utilizar a integral para definir medida. Para detalhes ver Referéncia
[2]. Olhando por esta vertente, uma medida em uma c-dlgebra de X é uma fungdo que atribui
a cada elemento de X um numero real estendido. Podendo ser interpretada como édrea, massa,
volume, capacidade térmica ou qualquer propriedade aditiva; isto €, uma propriedade tal que
a medida da unido de dois conjuntos disjuntos € igual a soma de suas medidas; no segundo
Capitulo discutiremos a Integral de Lebesgue e as fungdes que sdo Lebesgue-integraveis. Neste
capitulo encontra-se grande parte da teoria estudada para o desenvolvimento deste TCC, sendo
ele também a motivagdo para tais escritos; no terceiro Capitulo definiremos os Espacos L, de
Lebesgue e alguns resultados que estes carregam consigo. Exibiremos também alguns modos de
convergéncia além daqueles que ja aprendemos na disciplina de Andlise Matematica, sdo elas:
quase certamente, em medida, em L, e quase uniforme. E por fim, elaboramos um fluxograma
resumindo os resultados apresentados em nosso trabalho a respeito dos tipos de convergéncia

que apresentamos neste.



1 A Teoria da Medida

Faremos neste capitulo a constru¢do da Teoria da Medida de Lebesgue, apresentando os concei-
tos pertinentes para que, a partir deles, possamos definir a Integral de Lebesgue e, finalmente,
apresentar alguns modos de convergéncia em determinados espagos. Para tanto, definiremos os
conceitos de ¢-dlgebra, funcdes mensuréveis e alguns tipos de fungdes, juntamente com algu-
mas propriedades importantes que estas carregam consigo. Também abordaremos o conceito
de medida de conjuntos, relatando algumas propriedades, tais como a propriedade u-ae, a qual
¢ a base para toda a constru¢do desta Teoria. Por fim, encerraremos o capitulo com o conceito
de medida com sinal ou carga, sendo esta necessdria para estudar o caso da nossa conhecida

integral indefinida.

1.1 Funcbes Mensuraveis

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto. Uma G-dlgebra (ou um G-campo) é uma familia X de

subconjuntos de X se satisfaz as seguintes propriedades:
(i) 0 e X pertence a X;
(ii) Se A pertence a X, entdo o complemento A° = (X \ A) pertencem a X;

(iii) Se (A,) é uma sequéncia de conjuntos em X, entdo a unido U;,_,A, pertence a X.

Observacio 1.1.1. O item (iii) da Defini¢do [1.1.1é vdlido para uma unido finita, basta consi-

derar o conjunto Ay UAU...UA, = UAj, ondeA; =0, para j > n+1.
j=1

Observacio 1.1.2. Se (A,) € X para todo n € N, entdo ﬂ An € X; isto é, na Definigdo|l1.1.1
n=1
poderiamos substituir, sem perda de generalidade, a unido pela intersecdo em (iii).

(o)

Justificativa: Com efeito, se tivermos ﬂ A, € X entdo, pelo item (ii) da Definicao |1.1.1}

n=1

o o c
mAnex:><ﬂAn) cX.
n=1 n=1

Agora, pelas Leis de De Morgan, inferimos que

(m) _Jurex
n=1

n=1

temos



Exemplo 1.1.1. Seja X um conjunto ndo enumerdvel, isto é, ndo conseguimos exibir uma bije-

cdo de X com o conjunto dos niimeros naturais N. A familia
X ={A C X; A é enumerdvel ou A é enumerdvel }
é uma G-dlgebra.

Solucio:

(i) 0, X € X. De fato,
0 é enumeravel =0 X e X°=0éenumerdvel = X € X.

(ii) Se A € X, entdo A é enumerdvel ou A° é enumeravel. Suponha que A é enumerdvel e
como A = (A)¢, entdo A° € X. Por outro lado, se A° é enumerdvel, entdo A° € X.
(iii) Suponha que (A,) é uma sequéncia de conjuntos enumerdveis de X, entdo U Ay

n=1
(]

¢ enumeravel. Logo, U A, € X. Agora, suponha que ao menos um dos seus elementos € ndo
n=1
enumerdvel e seja Ay, este elemento. Por hipétese, A;, | € enumerdvel. Pelas Leis de De Morgan,

inferimos que
(oo} C oo
<UAn) = (A5 C A,
n=1 n=1
(oo} c (oo}
Desse modo, <U An> ¢ enumerdvel. E, portanto, U A, € X.
n=1 n=1
1.1.1 o©-algebra de Borel

A dlgebra de Borel é uma G-dlgebra B gerada por todo intervalo (a,b) C R.

Definicdo 1.1.2. Seja X =R e defina a cole¢io C = {(—o0,x|;x € R}. A G-dlgebra de Borel de

R, denotada por B(R), se define como a colegdo de subconjuntos de R que cumpre:
(i) B(R) € uma c-dlgebra;
(ii) CC B(R);

(iii) ‘B é minimay; isto é, se C C A e A é uma G-dlgebra de subconjuntos de R, entdo B(R) C
A.

Os elementos de B(RR) se chamam Conjuntos de Borel de R ou Conjuntos Borel mediveis

ou ainda Borelianos de R.



Definimos a ¢-édlgebra de Borel de R como sendo a menor 6-dlgebra gerada por todos os
intervalos da forma (—oo,x) com x € R. Vamos exibir explicitamente alguns elementos desta

c-algebra B(R):

(1) (x,+o0) € B(R), pois (x,4o0) = (oo—oo,x]C,Vx € ]R,C

2) (—o0,x] € B(R), pois (—oo,x) = | J (—oo,x— —} Vx € R;
3) [x, +o0) € B(R), pois [x, +e0) = ( o0, x)¢,¥x € R;

4) [x,y] € B(R), pois [x,y] = (—e0,y] — (—o0,x),Vx,y € R;

(2)
(3)
(4)
(5) [x,y) € B(R), pois [x,y) = (—o0,y) = (—o0,x),¥x,y € R;
(6) (x,y] € B(R), pois (x,y] = (—o0,y] = (—o0,a], Vx,y € R;
(7) (—o0,y) = (o0, 4], Vi, y € R;
(8)
©)
(

)=
{x} € B(R);
);

X,y
4),
9N, Z,Q, (R\Q) € B(
10) R € B(R), pois R = U —

n=1

s (
(

8) Tomando x =y em

Observacao 1.1.3. Um par ordenado (X, X) consistindo de um conjunto X e uma G-dlgebra
X de subconjuntos de X é chamado espaco mensurdvel. Qualquer conjunto, o qual é elemento
de X, é chamado X-conjunto mensurdvel, mas quando a G-dlgebra X é fixada, o conjunto

geralmente ¢ dito mensurdvel.
Podemos exemplificar um conjunto limitado o qual € ndo mensurdvel consultando a Re-
feréncia [6].

Definicao 1.1.3. Uma funcgdo f : X — R ¢é dita X-mensurdvel, ou simplesmente mensurdvel,

quando para todo o. € R o conjunto

[f >0 :={xeX: f(x)>a}

é mensurdvel; isto é, [f > o] € X. Ou ainda, se (X, X) e (Y,Y') sdo espacos mensurdveis, uma
fungdo f: (X,X) — (Y, é X-mensurdvel se f~' (Y1) € X para cada Y, € .

Exemplo 1.1.2. Se f: X — R é dada por f(x) = ¢, em que c é constante, entdo f é mensurdvel.

Ou seja, toda fungdo constante é mensurdvel.
Solucao: Seja a € R. Logo,
0, se o> c;
{xeX;f(x)>a} =
X, sea<c.
Em ambos os casos, [f > o] € X. Portanto, f é mensuravel.
O Lema posterior nos diz que a forma de apresentar a Defini¢o [1.1.3|ndo € tnica; isto é,

podemos apresentd-la com os conjuntos abaixo descritos.
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Lema 1.1.1. Seja f: X — R uma fungdo. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(a) Ag={x€X: f(x)>a}e X VacR;
(b) B ={xeX:f(x)<a}eX,VaeR;
(c) Co={xeX:f(x)>a}e X VaeR;

(d) Do, ={xeX: f(x) <a}eXVaeR

Demostracdo: Por simplicidade, trataremos os conjuntos em (a), (b), (¢) e (d) respectivamente
por:
fx)>a], [f(x)<a], [fx)=a] e [flx)<d

De acordo com a Defini¢éio [1.1.1] temos que (a) <= (b) e (¢) <= (d), pois

(F>a)=[f<a] e ([f<a])=[f>a]

Desse modo, se provarmos que (a) <= (¢), entdo o presente Lema estard demonstrado. Su-

pondo que (a) ocorre, entdo A,_1 € X, Vn € N. Queremos mostrar que Co, = ﬂ A,_1,

n=1

Yo € R. De fato,

1
x€Cop= f(x)2a>0——-,VneN=x€cA _1,VneN
n n

1
x € ﬂA 1= fx )>OL—Z,Vn€N:>f(x)20c:>x€Ca.

Logo, Cy, = ﬂ A, 1 , Vo € R. Como (a) ocorre, entdo

A, 1 EXVneN= (A, 1 €X,VneN=Cy € X.

o
n=1

0 que implica na ocorréncia de (c).

Reciprocamente, suponhamos que (c) ocorre. Entdo C, 41 € X, paratodo n € N e, assim,

LJCOc +1 € X. Queremos mostrar que Ay, = U 41 ,VYa € R. Com efeito,

n

1
x€Ag= f(x) >0 = f(x) >0+— >a0,
no

(o)

para algum ng suficientemente grande. Entdo x € U

n=1

ot ! Vo€ R. Agora,

1
x€ UC(H%:meC(H% =>f(x)20c+%>oc:>xeAa.



Assim, Ag = U Ca i , VYoo € R, donde segue que Ay, € X, implicando na ocorréncia de (a).

n=1
[ |

Exemplo 1.1.3 (Funcao Caracteristica). Se E € X, entdo a fungdo caracteristica g : X —

R, definida por
( ) 1, sexe E;
xX) =
XE 0, sex € E€.

é mensurdvel.
Solucao: Com efeito,

0, seo>1;
{reX:qe(x)>a}t=<¢ E,se0<oa<l;
X, sea<0.

Como 0, E, X € X, segue que {x € X : xg(x) > o} é mensuravel.

Lema 1.1.2. Sejam f,g: X — R funcdes mensurdveis e ¢ € R. Entdo

Cfa f27 f+g7 f_ga fg7 |f|7

sdo também fungoes mensurdveis.

Demonstracao: Para facilitar na manipulacdo da demonstra¢io, enumeraremos as acertivas
acima como (a), (b), (¢), (d), (e) e (f), respectivamente.
(a) De fato, se ¢ = 0, temos que cf = 0 que é constante e, portanto, mensuravel.

Se ¢ > 0, entdo
o
rex:cf(x)>a}={reX: f(x)> ;},
que é mensurdvel pela Definicao [1.1.3]

Se ¢ < 0, entdo
o
(xeX:cf(x) <o} = {xEX:f(x) > —},
c
que é mensurdvel pela Definicao [1.1.3]

(b) Note que, se o < 0, entdo
{xGX:fz(x) >af=XeX.
Agora, se o0 > 0, temos

{xex:fAx)>al={xeX: flx) >vVa}u{xeX: f(x)<-va}.
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Como o segundo membro da igualdade é a uniio de conjuntos mensuriveis, segue que f2 é
mensuravel.

(c) Paraa € Re r € Q, considere o conjunto
Ss={xeX:fx)>rin{xeX:glx)>a—r}ex

e observe que

xeX:(f+g)x)>a}= ]S exX. (1.1)
reQ

De fato, sejaxp € {x € X : (f+g)(x) > a}. Logo,

(f+2)(x0) >0 = f(xo)+g(x0) >a= f(xo) > a—g(xo).

Seja rp € Q, tal que f(xp) > ro > o — g(xp) (rp existe, pois Q é denso em R). Temos que

f(x0) > ro e g(xo) > a—rp, logo xg € S,,. Agora, se xo € U S,, entdo, para algum rg €
reQ
U Sy, temos xo € S,. Logo, f(xg) > ro e g(xo) > a — rg, ou ainda, (f + g)(xp) > o. Dai,

reQ
xo0 € {x € X;(f+g)(x) > a} e, portanto, temos a igualdade (1.1).

(d) De fato, f —g = f+ (—g). Por (a) e (b), temos f — g é mensurdvel.

(e) Observe a seguinte igualdade

fe==[(f+8*-(f-g?.

FN,

Segue-se a partir de (a), (D) e (c) que f.g é mensuravel.
(f) Sea<0,entdo {xe X :|f(x)| >0} =X € X.

Por outro lado, se o0 > 0, entao
{xeX:|fx)| >} ={xeX: f(x) >alU{xeX: f(x) < —a}eX.

Assim, a fungdo |f| é mensurdvel.

Definicao 1.1.4 (Parte Positiva e Parte Negativa de uma Funcio). Seja f qualquer funcdo

de X em R e, sejam [~ e fT funcédes reais ndo-negativas definidas em X por

fT(x) =sup{f(x),0} e f(x)=sup{—f(x),0}.

xeX xeX

A fungdo f é chamada a parte positiva de f e a fungdo f~ é chamada a parte negativa de f.
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Observe que
f=f"=f e Ifl=f"+1,

donde segue, a partir destas identidades, que

1 1
f+=§(|f|+f) e f_=§(|f|—f)~

Pelo Lema concluimos que f é mensurével se, e somente se, f e f~ sdo mensuraveis.
Em lidar com sequéncias de fungdes mensurdveis frequentemente desejamos a forma su-

prema, limites, etc, e € conveniente permitir a extensao dos nimeros reais, ou seja, permitiremos

que —oo € +oo sejam tomados como “valores"; isto €, terdo as propriedades que intuitivamente

esperamos para “infinito"e “menos infinito".

Definicao 1.1.5 (Sistema Numérico Real Estendido). A reta estendida é o conjunto

R=RU{—o0,+oo} ou [—oo,00].

Em R, definimos as operagdes usuais de R e

(

a-+oo =00+ qa=oo paratodoa € R;
a—oo = —oco4qg = —oo paratodoa € R;
o+ oco0o—=o00¢ —oo—|—(—oo):—oo,
oo, seheReb>0;
h-co=oco-h= N
—oo, sebEReb <0
—oo, sesheReb>0;
oo, sebeReb<0;

0:00=0-(—0) =00-0=(—00)-0=0.

\

Definicao 1.1.6 (Funcao de Valores Reais Estendidos). Uma fungdo a valores reais estendi-
dos f : X — R é mensurdvel se o conjunto

{xeX: f(x)>a}eX,VaecR.

Observacao 1.1.4. A colecdo de todas as fungcoes X-mensurdvel de X nos niimeros reais es-
tendidos serd denotado por M(X,X). Jd a representagdo M+ (X, X) diz respeito ao conjunto
{feM(X,X);f >0}

11



Se f € M(X,X), mostra-se

{xeX: f(x) = 4o} = ﬁ{xeX:f(x)>n}€X
n=1

C

{xeX: f(x)=—oo} = [U {xeX: f(x)>—-n}| eX.
n=1
Lema 1.1.3. Seja f: X — R. Entdo, f é mensurdvel se, e somente se, 0s conjuntos
A={xeX : f(x) =4} e B={xeX:f(x)=—co}
pertencem a X e a funcdo de valores reais f| definida por

_J fx), sexe€ (AUB)S,
filx) = { 0, sexec AUB.

é mensurdvel.

Demonstracao: Inicialmente, suponhamos que f é mensuravel. Entao A, B € X, pois

Xx€EA<= f(x) >nVneN<=x¢e ﬁ{xEX:f(x)>n}

n=1

e,
XEB<— f(x) < —nVneN<=«x¢€ ﬁ{xeX:f(x)<—n}.
Note que "
{xeX;filx)y <a}={xeX;f(x) <o} \A={xeX;f(x) <a}NA“e X, sea<0
e,

{xeX;filx)y <a}l={xeX;f(x) <a}UBe X, sea>0.

Logo, f1 € mensuravel.

Reciprocamente, suponhamos que A, B € X e f; € mensuravel. Como
{xeX;f(x)<a}l={xeX;filx) <a}UA, sea>0

{xeX;f(x)<oa}={xeX;f(x)<a}\B, sea>0,

entdo f € mensuravel.
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Observacio 1.1.5. E uma consequéncia dos Lemas e que se f € M(X,X), entdo as
funcoes

cf [ IfLf e f”

também pertencem a M(X, X ). Basta observar que
feMX,X)=> fi é mensurdvel => cfi, f7,|fi . fi" e f{ sdo mensurdveis =

- Cf,fz, \f|,fT e f~ sdo mensurdveis.

Adotaremos a convengédo que 0(+) = 0, de modo que cf = 0, quando ¢ = 0.

Observacao 1.1.6. Se f e g pertencem a M(X,X), entdo a soma f + g ndo estd bem definida
pela formula (f + g)(x) = f(x) + g(x) nos conjuntos

Ey={xeX:f(x)=—weglx)=te},

Ey={xeX:f(x)=+oeg(x)= —oo},

com, ao menos um, sendo ndo vazio. Ndo obstante, se definirmos f + g como sendo zero em
E\UE; e f1,81 definidas como no Lemal[l.1.3| entdo

f.8 EM(X,X) = f1,81 € M(X,X) = f1+g1 € M(X,X).

Isto é,
—oo, sef:—oooug:—oo7

fHg=1< oo, se f=—+o0oug= oo,
0, Sef::tooeg:IFoo_

Desse modo f + g é mensurdvel.

Lema 1.1.4. Dada uma sequéncia (f,) em M(X,X), as seguintes fun¢des sdo mensurdveis:
a) f(x) = inf f(x);
b) F(x) = sup f(x);
¢) f*(x) =liminf f,(x),

d) F*(x) = limsup f,(x).

Demonstracdo: (a) Para provar que f é mensurdvel basta notar que

{xeX;f(x) >a}= ﬁ {x€X; fu(x) > a} € X, paratodo o € R.
n=1
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Com efeito, seja x € {x € X; f(x) > a}, como f(x) = inf f,,(x) segue que
fn(x) > f(x) > a, paratodon € N.

Logo,
xe [ {reX;fulx) > a}.
n=1

Por outro lado, se x € ﬂ {x € X; fu(x) > a}, entdo f,(x) > a,Vn € N. Desse modo, o é cota
n=1
inferior de f,(x). Como o infimo é a maior de todas as cotas inferiores, segue que f(x) > o,

donde x € {x € X; f(x) > a} e, portanto f é mensurdvel sempre que (f,,) for mensurdvel.

(b) Agora, considere a igualdade

(o)

{xe X;F(x) >a} = J{xeX;fulx) > a}.

n=1

Para justificar esta igualdade acima, temos
xe{xeX;F(x) > a} <= F(x) > o <= sup f,(x) > 0,
se, e somente se, existe ny € N tal que

o< fro(x) <F(x)<=x¢€ O{xGX;fn(x)>OC}.

n=1
Logo, a igualdade acima se verifica e concluimos que f é mensurdvel sempre que (f,) for
mensuravel.

(c) Observe que

£*(x) = liminf £, (x) = sup { inf f,, (x)}

n>1 (mzn
e aplicando os itens (a) e (b), segue que f* é mensuravel.
(d) Temos que
F*(x) =limsup f,(x) = inf {sup fm (x)} .

n>1 m>n

z

Logo, pelos itens (a) e (b), F* é mensuravel.

Corolario 1.1.1. Se (f,,) é uma sequéncia em M(X,X) e lim f,(x) = f(x), entdo f € M(X,X).
Demonstracdo: Desde que lim f,(x) = f(x), entdo

limsup f,,(x) = f(x) = liminf f,,(x),Vx € X.
Logo, pelo Lema[1.1.4] f € M(X, X).
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Observacdo 1.1.7. Se f,g € M(X,X), entdo fg € M(X,X).

Justificativa: Ver referéncia [4]

Foi visto no Corolario que o limite de uma sequéncia de fun¢des em M (X, X)
pertence também a M (X, X). Vamos mostrar no Lema posterior que uma fun¢io ndo-negativa
em M(X,X) é limite de uma sequéncia nao-decrescente em M (X, X) e tal sequéncia pode ser

escolhida de modo que seja ndo negativa e assumindo apenas um nimero finito de valores reais.

Lema 1.1.5. Se f € uma func¢do ndo-negativa em M (X, X), entdo existe uma sequéncia (¢,) €
M(X,X) tal que

(a) 0 <@u(x) <Qui1(x), parax € X etodon € N;
(b) f(x)=1lim@,(x) para cada x € X;

(c) Cada @, assume apenas um niimero finito de valores.

Demonstracao: Seja n € N fixado. Considere os conjuntos

k k+1
Ek,n:{XEX;ﬁgf(X)< ;:1 },kzO,l,...,nZ”l;

Ern={xeX;f(x) >n},k=n2".

Isto €,

1
Eo,= {xeX;ng(x) < ﬁ};

1 1
E17n:{x6X;ﬁ§f(x)<F};

1
Enpn_1p= {xEX;n—ﬁ < f(x) <n};

Epnp={x€X;f(x) >n}.
Com isso, podemos afirmar que

n2"
ExnNEj,=0,sek#jeX = UE;M, para cadan € N.
k=0

Observe que

Ein = ({XEX;f(x) > 2—kn}ﬂ{xex;f(x) < k;l })
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ou Ex, = {x € X; f(x) >n}.Logo, Ej, ¢ mensurdvel para cada k.
Definindo a funcdo ¢, : X — R por
n2"
Onlx) = Y 555, ()
k=0
pode-se observar que @, € mensuravel para cada n € N, pois Ey , € mensurdvel pelo Exemplo
(a) Como k =0,1,2,...,n2" ' e n € N, entio
k k

omn = 2n+1

Portanto, 0 < @, (x) < @n41(x), parax € X e todo n € N, pois xg,, (X) > 0.

(b) Se f(x) = oo, entdo x € Ey ,, com k = n2". Logo,

n2" n n
n2 n2
Pu(x) = ];)7)(&@” (x) = o n,

de modo que ¢,(x) — f(x), quando n — oo. Por outro lado, se f(x) < oo, existe ng € N, tal

que x € Ey ,,. Dai,

k k+1 k+1
0 < flx) < 0 < T,Vn > no,
de modo que
k k k+1 k 1
Oﬁﬁ—ﬁgf(x)_q’n(x)< on —ﬁ:i,VHZHO.

Com isso, podemos observar que se f(x) < 4oo, dado € > 0, existe n; € N, tal que
0<|f(x) —@u(x)| <&Vn=>ny,

mostrando que

lim @y (x) = f(x).

n—oo

(c) Observe que cada @, assume n2" 4 1 valores reais.

1.2 Espacos de Medida

Consideraremos agora certas fungdes as quais sdo definidas em X e podem assumir tanto valores
reais como valores reais extendidos. Tais fun¢des serdo chamadas de “medidas" e sdo sugeridas

por nossa ideia de comprimento, drea, volume e assim por diante.

Definicao 1.2.1 (Medida). Seja (X,X) um espaco mensurdvel. Uma medida em X é uma
funcdo u: X — R que satisfaz as seguintes condicdes:
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(i) u(0) =
(ii) u(E) >0, para todo E € X;

(iii) u é contdvel aditiva, ou seja, se (E;)icn C X, com E;(\E; =0, i # j, entdo
u(U E) =Y u(Ey). (1.2)
n=1 n=1

Observacao 1.2.1. Quando u(E) < 4oo para todo E € X, dizemos que a medida é finita.
Quando existe (A,) € X tal que

e u(A,) < +oo, dizemos que u é o-finita.

Exemplo 1.2.1 (Medida de Lebesgue em R). Sejam X =R e X = B. Considere a aplicacdo
A: X — R, definida por M(a,b)) = b —a, com a,b € R. Esta é a tinica medida definida em
B que coincide com o comprimento de intervalos abertos. Ela ndo é uma medida finita, mas é

C-finita, pois
R= U (=n,n) e A((—n,n)) =2n,Vn e N.

n=1
Lema 1.2.1. Seja u uma medida definida em uma c-dlgebra X. Se E,F € X e E C F, entdo
H(E) Su(F). Se u(E) < +oo, entdo u(F \ E) = u(F) — u(E).

Demonstracdo: Podemos escrever F' como uma unido de conjuntos disjuntos, F = EU (F \ E).
Logo,
p(F) = u(E) +u(F\E) > p(E) = p(E) < u(F).

Agora, seja u(E) < oo, entdo

u(F) —p(E) = [u(E) +u(F\E)]| —u(E) = u(F\ E).

Portanto, u(F \ E) = u(F) — u(E).

Lema 1.2.2. Seja u uma medida definida em uma G-algebra X.

(a) Se (E,) é uma sequéncia em X, comEy CEy CEzC ... CE,..., entdo
(UE) = limu(E,). (1.3)
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(b) Se (F,) é uma sequénciaem X, comFiy DF, DF3D...DF,... e u(F) < +oo, entdo

(ﬂF) =limu(F,). (1.4)

(c) Se (T,) é uma sequéncia em X, entdo
+oo =)
plUT ) <Y u() (1.5)
n=1 n=1

Demonstracdo: (a) Suponha que existe ng € N, tal que u(E,,) = +oo. Entdo, ambos os lados
de (1.3) sdo +oo. De fato, desde que (E,) é crescente e u(E,) = +co para todo n > ng, segue

que u(E,) > u(Ey,). Dai,
Emu(E,) = +o. (1.6)

Por outro lado,
Eqy C <UEn) :>y<U En> = oo, (1.7)
n=1 n=1
De (1.6) e (1.7) resulta que

() v

Suponha agora que u(E,) < +eo para todo n € N e considere (A,) uma sequéncia de

elementos de X, definida por

Ay = Ej;
Ay = E)\Ep;
A3 = E3\Ep

An = E, \Enfl;

(1.8)

Note que os (A,) sdo disjuntos e

N N
Ey = UEJ': UAJ' para cada N € N.
j=1 j=1

Observe ainda que,



Utilizando o Lema [I.2.T em (L.8) e pela Definicdo de Medida, inferimos que

H(UAn> = u(U En) = i#(Aj) = lim )" p(4))
n=1 = j=1 J

= 111’1’1 E1 —I—Z J 1))
= Jlim [u(Ey)+ (u(Ez)—u(El))+--~+(#(EN)—#(EN_l))]
= Jlim u(Ey).

Portanto, para n € N, temos

(3) -

(b) Sejam B,, = Fy \ F;,, para todo n € N. Desse modo, B C B, C ... C B, C .... Logo,
utilizando o item (a) e o Lema obtemos

u([oj Bn> = limu(B,) = lim(u(F) — u(Fn))
n=1

= u(R)—limy(F,). (1.9)

Por outro lado, pelas regras de De Morgan,

o)

Fl\ﬂF _D (F\F,) = B
n=1

n=1

Logo,
u(UBn> =u<Fl\ﬂFn> Zu(F1)—u<ﬂ Fn>. (1.10)
n=1 n=1 n=1
De (1.9) e (1.10) segue que
u(F) —p <ﬁ Fn) = u(F) — limu(Fy)

n=1

Dai,
H <ﬂ Fn) = limu(F,)
n=1
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(c) Considere a sequéncia (C,) C X, definida por:

G = Ty
G = D©\Ti;
C; = T3\(T2UT1);

G = Tn\<nL_JlTj>;
j=1

Podemos observar que os (C,) sdo conjuntos disjuntos e C, C T, para todo n € N. Além disso,
Uci=UT.vjeN
j=1 j=1

Dai,

n=1

n=1
— tim Y 4(C) <lim Y. u(T) = Y (T,
j=1 =1

J

A desigualdade acima se deu mediante ao Lema([1.2.1] Portanto,
u (U Tn) < Z‘L‘(Tn>-
n=1 n=1

Definicdo 1.2.2 (Espaco de Medida). Chamamos de espago de medida uma tripla (X, X,u)
consistindo de um conjunto X, uma 6-dlgebra X de subconjuntos de X, e uma medida u definida
em X.

Agora, apresentaremos uma no¢ao muito importante para a Teoria da Medida, que se
da quando uma certa propriedade ocorre u-quase certamente ou u-quase todo ponto (u-ae ou
u-qtp); isto é, se existe um subconjunto N € X com u(N) = 0 tal que a propriedade ocorre no
complementar de N.

Por exemplo, dizemos que duas fungdes f e g sdo iguais u-ae, no caso em que f(x) = g(x)
para todo x € N¢, sendo N € X com u(N) = 0 e, dizemos que o conjunto N tem medida nula.

Para este caso escrevemos

f=g, w-aeouyu-qtp.
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Do mesmo modo, dizemos que uma sequéncia (f,) de fun¢des em X converge u-ea se
existe um conjunto N € X, com u(N) = 0, tal que f(x) = lim f,,(x) para cada x € N¢ e escreve-

mos
f=limf,, u-ea.

Exemplo 1.2.2. Seja f : (a,b) — R uma func¢do continua, exceto em QN (a,b). Entdo, f é

continua u-ae em (a,b).

Solucdo: De fato, QN (a,b) é um subconjunto da c-dlgebra gerada por R. Além disso, observe
que u(QN(a,b)) =0, pela densidade de Q em R. Temos, por hipétese que f é continua exceto
nos racionais de (a,b). Logo, f é continua y-ae em (a,b).

E importante comentar a respeito de alguns casos em que uma fun¢do comporta-se como
uma medida, mas que podem ser assumidos tanto valores positivos como negativos. Para con-
tornar o problema de se ter a expressdo (+o0) 4 (—o0), uma vez que nem sempre estes simbolos
sdo permitidos, introduziremos o conceito de carga.

Definicao 1.2.3. Se X ¢é uma o-dlgebra de subconjuntos de X, entdo uma funcdo de valores

reais \ definida em X é dita ser carga se L(0) = 0 e A € contdvel aditiva no sentido que se (E,)

é uma sequéncia disjunta de conjuntos em X, entdo

x(D E) Y AME,).
n=1 n=1

Note que a soma e a diferenca de duas cargas € uma carga. Mais geralmente, qualquer

combinacao linear finita de cargas ¢ uma carga.
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2 A Integral de Lebesgue

Introduziremos aqui a Integral de Lebesgue, a qual é dada a partir das fungdes simples. Aqui
também faremos alguns resultados relevantes ligados a esta, por exemplo, o Teorema da Con-
vergéncia Mono6tona, o Lema de Fatou e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Citaremos também algumas classes de func¢des integraveis a Lebesgue. Devemos considerar a
partir de agora, um espago mensuravel fixo (X, X,u). Denotaremos a cole¢do de toda fungio
X-mensurédvel de X em R por M = M(X,X) e a colegdo de toda X-fungio mensurdvel nio
negativa de X em R por M = M* (X, X). E conveniente exigir que fungdes simples tenham

valores em R e ndo em R.

2.1 A Integral de Lebesgue

Definicao 2.1.1 (Funcao Simples). Uma funcdo de valores reais é dita fung¢do simples se ela

tem apenas um niimero finito de valores, a qual pode ser representada por
n
0= ) ajL; @.1)
j=1

onde X\, é a fungdo caracteristica de um conjunto Ej = {x € X;0(x) = a,} = ¢ '({a;}) em
XeajeR

Observacao 2.1.1. Os valores assumidos ay,az, ... ,a, em sdo distintos e os E disjuntos,
n

comX = U E;. Por estes motivos, a representacdo (2.1) é chamada de forma fundamental. Se
Jj=1
ndo exigirmos que os a; sejam distintos e/ou os conjuntos E; sejam disjuntos, entdo podemos

ter outras representacoes para uma funcdo simples, por exemplo, uma combinacdo linear de

fungées caracteristicas.

Observacio 2.1.2. ¢ € M1 (X, X) se, e somente se, E; € X, com j=1,2,...,n.
n
Justificativa: Seja ¢(x) = Z ajxe;(x). Se@ e M (X, X) e
j=1
Ei=[¢>ajlN[¢ <aj],paraj=1,2,...,n.

Como a intersecao acima pertence a X, pois cada um dos subconjuntos também pertencem,
entdo E; € X, com j=1,2,...,n.

Reciprocamente, se E; € X, com j=1,2,...,n, entdo Y, € M*(X,X),com j=1,2,...,n¢,



portanto,
n
o(x) =Y ajxe;(x) e M*(X,X),
j=1
pois a soma e a multiplicacao por escalar de funcdes mensuravel é mensurdvel.

Observacao 2.1.3. A forma fundamental é vinica.

n m

Justificativa: Sejam Z ajxe;(x) e Z bixr, (x) duas formas fundamentais de ¢. Agora, por
j=1 k=1

definicdo, se x € E; entdo @(x) = a; = by, para algum k = 1,2,...,m. Logo,

Ei={xeX;p(x)=a;} ={x € X;0(x) = b} = Fr.

n m
Como U E; =X, segue que U F, = X. Donde concluimos que m = n e como a; = by, para
j=1 k=1
todo j =1,2,...,n temos que a representacdo € Unica.

Defini¢iio 2.1.2 (A Integral). Seja © uma fungdo simples em M (X, X) com a representagdo
da Definigdo 2.1.1) Definimos a integragdo de ¢ com respeito a u como sendo um niimero real

extendido dado por

[ odu=Y aju(E)).
X =

Observacao 2.1.4. A seguir, por simplicidade, omitiremos o conjunto sobre o qual estamos
integrando. Quando este for um conjunto diferente do conjunto X, evidenciaremos na notagcdo

da integral em questdo.
Lema 2.1.1. Propriedades elementares da integral:

(a) Se ¢ e ¥ sdo funcdes simples em M (X, X) e c € R, com ¢ > 0, entdo

/c(pd,u:c/(pd,u (2.2)

/ (¢ +y)du = / Odu+ / ydu. (2.3)

(b) Se \ é definida em um conjunto E de X por

ME) = [ oredu

entdo A é uma medida em X.
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Demonstracdo: (a) Sec=0,entdo c9=0p=0¢
/c(pd,u Ou(X)=0= O/q)d,u—c/(pd,u

Sec>0e@(x Z ajxE;(x) € a representacio fundamental, entdo c@ € X e

/C@dy = /(Cilaijj) d,U:/<an]XE>d.U

J J

= Y caulEp) = Y amlE)) =c [ olx)du.
j=1 j=1

o que prova (2.2).

Sejam @ e y duas fungdes simples com representacdes fundamentais,

0=Y ame @) e v =Y ban )
j=1 k=1

Observe que dado x € X, existem j,k € N, tais que E; N F # 0. A fung@o simples de @+ é

representada por

o+y = Z ajE, +Zbkka

a\Xg, +aXE, + ..+ anXE,) + (b1XE +b2XE + -+ buXE,)

Q

Jj=
(
(a1 +Db1)xE,nF + - .-+ (a1 +bw)XE NE, + (a2 +b1)XEF + -+
(

2+ bm)XEE, + -+ (an +b1)XE,AF, + - - -+ (an +bw)XE,NF,

I
M=

[(aj+D1)XEnR + (aj+b2)XEnF + -+ (@) + bw)XEjNF,]

.
Il
R

I
™=
ngE

-
Il
—
=~
Il
—_

(aj +b)XEnF -

Isto €,

Y= Z Z aj+bi)XE;F,- (2.4)
o

A representacdo (2.4) como uma combinagdo linear de fungdes caracteristicas de conjuntos
disjuntos E; N Fj ndo necessariamente € a representa¢do fundamental para @+, pois os valores
aj+ b, podem permanecer inalterados para alguns valores j, k, ou seja, os valores a; + by podem
ndo ser distintos e assim a representacdo ndo € tinica. Para manipular tal problema, considere o

seguinte conjunto

Aj={aj+by, comj=12,.. . nek=12,..m}

24



e sejam c,, com h =1,2,..., p como sendo os valores distintos dos elementos de A j, e

G = U(EjﬂFk), comE;NF, #0eaj+bi=cy.
Jsk
Como E;NF; #0, j # k e pelo Lema temos
Ik h

A forma fundamental de ¢ 4y € dada por

14
O+V =Y X

h=1
Dai,
p p
/((P'i'\lf)d,u = Y cuw(Gy) = Z hZ,UE NFy)
h=1
P
= Y Y .(aj+b)u(E;NF)
h=1jk
n m
= ). ) (aj+b)u(E;NF)
j=lk=1
n m n m
= Y Y aju(EinF)+ ZZ,pEka
j=1k=1 j=1lk=1
Desde que

n m

UEi=x e k=

j=1 k=1
onde, E;NE; =0=F,NF,se j#iek#l, pois

EjﬂFkCEj e EiﬂFkCEiﬁ(EjﬂFk)ﬂ(EiﬂFk)C(EimEj):®

<,
E;NF CE e EjﬂF}CF}:(EjﬂFk)ﬂ(EjﬂFe)C(FkﬂFl):@.
Temos que
m m
E;=E;,NX=E;N (U Fk> = J(E;NF)
k=1 k=1
<,
n n
F,=FNX=FnN (UE,) = J(E;NF).
j=1 j=1
Logo,

m n
u(Ej) =Y uE;NF) e Z (E;NF).
k=1 j=1
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Portanto, de (2.5), temos

[@rwdn = Y Y uEnF)+ Y by Y (0

provando (2.3).

(b) Para que tal fungdo seja uma medida, é necessério atender aos trés critérios da Defi-

nicdo [I.2.1] Temos
(i) M0) = [ @xodu = [ Ot =0

(i1) Usando o fato que XX = Xkr¢, t€mos

ME) = / Oxedu = / (Zi:aij>xEdu

= (Z a;XE; XE> (Z anEij> du
j=1

= Zaij NE)>0,VE € X.
j=1

n
(iii) E = UE ,(Ej) C X, (E;NEj)=0,comi# j,e@= chka. Temos
j= 1 k=1

ME) = /(PXEd,U:/(PiXEjd,UZ/ (ilakXFk> (i%E,) du

= /Z ZakXFkﬂE du = Z/ZakXkaEjdll
=

j=lk=

I
M:

© n
nlll_f{}n Z AKX FNE; A1 = ; ; u(FNE;)

~
I

1

[
agk
1=
S
E
&

~

i
I
)
I

Logo, A é uma medida em X.
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Observacao 2.1.5. Podemos mostrar, por indugcdo matemadtica, que

/((Pl+(P2+---+<Pn)d,u:/(P1du+/(P2du+---+/(Pndﬂ-

No que segue, introduziremos a integral de uma fungfo arbitrdria de M. Note que ndo
€ exigido que o valor da integral seja finito e este € um dos motivos que difere a integral de

Lebesgue da integral de Riemann.

Defini¢iio 2.1.3 (Integracgio de Fungdes Nao-Negativas). Se f € M™ (X, X), definimos a inte-

gral de f com respeito a u como sendo um niimero real extendido dado por

/ fdu = sup / Pdp,

onde o supremo é tomado sobre toda fungdo simples @ € M (X, X) satisfazendo 0 < @(x) <
f(x),paratodox €X. Se fe M (X, X) e E € X, entdo fyg € M (X, X) e definimos a integral

de f sobre E com respeito a u como sendo o niimero real estendido

[ fdu= [ fredu

Lema 2.1.2. Sejam f,g € M+ (X, X):

(a) Se f < g, entdo

[ fau< [ gdu
[ sau< | fau

Demonstracdo: (a) Considere os seguintes conjuntos

(b) Se E,F € X, e se E CF, entdo

A= {/(pdp;(pEM+(X,X),(péfungéo simples e 0 < @(x) Sf(x)}

B= {/(pd/,l;(p €M™ (X,X), é funcio simples e 0 < @(x) < g(x)}

e como f < g, temos que supA < sup B, pois A C B. Logo,

[ fau< [ gdu
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(b) Note que fxe < fxr, pois E C F. Logo, pelo item (a), temos que

/fXEd,US /fXFd.U-

[ sau= | fan

Donde,

Apresentaremos agora um resultado muito importante. Este Teorema fornece a chave

para as propriedades fundamentais de convergéncia da integral de Lebesgue.

Teorema 2.1.1 (Teorema da Convergéncia Monétona (TCM) / Beppo Levi). Se (f,,) é uma

sequéncia mondtona crescente de funcées em M (X, X) a qual converge para f, entéo

/ fdu= / lim f,du = lim / fod.

Demonstracdo: De acordo com o Corolario a fungdo f € mensurdvel, pois as (f;,) sdo

mensuraveis. Como

fo(x) < fup1(x) < f(x),VxeXeVneN,
segue do Lema[2.1.2(a) que
/fnd,uﬁ /fn+1d,u§ /fdu,Vn eN.

Portanto, existe em X o limite

lim / fudp < lim / fdu= / fdp. (2.5)

Por outro lado, seja @ € M1 (X, X) uma fun¢io simples dada por
N
O(x) = ) ajxe;(x)
j=1

satisfazendo 0 < @(x) < f(x) para todo x € X e seja o € R, com 0 < o < 1. Considere o

conjunto
Ap={xeX: f(x) >opx)},neN.
Note que A, € X, X = UA” e Ay C A,y1. De fato, para cada n, f, € MT(X,X) e g €
n=1
M™(X,X), por hipétese. Logo,
Ap={xeX: fulx) > ap(x)} € X <= {x € X fu(x) —op(x) >0} € X.
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Como f,(x) —o(x) € MT(X,X) segue que A, é mensurdvel para cada n € N. Agora, seja
xo € X qualquer. Logo,

lim fn(X()) = f(xo).

n—yoo

Considerando € > 0, tal que € < f(x9) — a@(xp), temos que
|fn(x0) — f(x0)| < & < f(x0) — ®(x0), 7 > no.

Assim, f,(xp) > a@(xg) e, portanto, xg € A, ¥V n > ng. Donde xo € UAn, dai X C U A,.

Como naturalmente A,, C X,V n € N, segue que U A, C X. Logo,

n=1

X=JA.

n=1

E, ainda temos que A, C A, +1, pois f, < fu+1. De acordo com o Lema2.1.2

[ avdu< [ fudu< [ fudu 2.6)
Ap Ap X
Além disso, para cada j fixado,

EjeX, EjNA,€X, EjNA € (EjNAu1) e Ej=|JEjnA,.

n=1

Utilizaremos os Lemas 2.1.1(b) e[1.2.2(a) para fazer as seguintes deducdes

u(E;) = u (UE,- ﬂAn> = 1ir13w(Eij,,).

Desse modo, podemos observar que,

N
lim/ odu = lim/(prnzlim/ (ZaijjXAn d
n A, n n =1

N N
= lirrln/ Z a;xXE;nu,du = lim Z a;u(E;jNAy,)

= Za]hmy (EjNA,) Za]y /(pd,u.
Jj=

Donde segue
lim/ Odu = /(pd,u. 2.7)
n Al‘l
Tomando o limite com respeito a n em (2.6) e combinando com (2.7)), obtemos

OL/(pd,u < lim/f,,d,u, paratodo 0 < o < 1.
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Assim, inferimos que
[ odu<tim [ fud
uma vez que @ é uma fungdo simples arbitraria em M satisfazendo 0 < ¢ < f. Dai, concluimos
que
[ fau=sup [ odu<tim [ dy
¢
ou ainda,

/ fdu < lim / fudp. (2.8)
n
De (2.5) e (2.8), segue que

/ fdu= / lim f,du = lim / fod.

Vamos agora apresentar algumas consequéncias do Teorema da Convergéncia Moné-

tona (Teorema 2.1.1)

Corolario 2.1.1. Se f,g € M+ e c >0, entdo

/cfd,uzc/fd,u.

[+ epdu= [ rau+ [ gdu

(a) cfEMT e

(b) f+geMte

Demonstragio: (a) Se ¢ = 0, entdo ¢f = 0 e pela Defini¢ao

/ cfdu=sup / Pdpu,

onde ¢ é uma fungio simples de M, a qual satisfaz

0 <o(x) <cf(x),Vx€X.

/cfd,uzOzO(sup/(pd,u) :c/fd,u.

Se ¢ > 0, entdo pelo Lema existe uma sucessao de funcdes simples ndo-negativas e nao-

Donde,

decrescente (@) tal que

lim@,(x) = f(x),Vx € X.
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Entao,

limc, = clim@, = cf.

Utilizando o Lema 2.1.1(a) e o TCM (Teorema 2.1.1), inferimos

/cfd,u: /limc(pndy: clim/(pnd,u:c/fd,u.

(b) Suponha que (@,) e (y,) sdo sequéncias mondtonas nao-decrescente de fungdes sim-
ples tais que
lime,=f e limy,=g,
entdo (@, + y,) é também uma sequéncia mondtona nao-decrescente e além disso
lim(@, + ;) = lim@, +limy, = f +g.

Segue do TCM (Teorema 2.1.1) que

JU+epdu = tim [ (@u+va)du=tim [ Quyi+1im [ vida
= /fdy—l—/gdy.

Observacao 2.1.6. Podemos mostrar, por inducdo matemdtica, que a propriedade acima é

vdlida para qualquer soma finita de fungoes em M™; isto é,
[+ttt fdu= [ fidur [ fadur .+ [ fdn

O préximo Lema trata de nos apresentar um importante resultado para quando estamos

lidando com sequéncias de fungdes ndo mondtonas e este € uma consequéncia do TCM (Teo-

rema [2.1.1).
Lema 2.1.3 (Lema de Fatou). Se (f,,) € M1 (X, X), entdo

/ (liminf £,)du < liminf / fudu.

Demonstracao: Seja g, = igf {fu}- Desse modo, g,, < gi, para todo k > m, uma vez que
n>m

8m = inf{fmafm—i-l?' . } < inf{fm+lafm+27 .. } = gm—l—l;vm eN.
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Isto é, (g,) € uma sequéncia ndo-decrescente de fungdes e, portanto
limg,, = sup(gm,) = sup(inf f,) = liminf f,,.
m m m h=m
Logo, pelo TCM (Teorema [2.1.1)),
lim / gy = / (liminf f,)du. (2.9)
m
Note que g,, < fy, para todo m < n. Logo, pelo Lema [2.1.2(a), temos
/gmd,u < /fnd,uavn > m.
Pela definiciio de Infimo, segue que
[ gndu< int [ fudu
n>m
Portanto,
sup/gmd,u <sup <inf /fnd,u> = liminf/fndy,
m m \n=m m
ou ainda, pelo fato de / gmdu ser uma sequéncia ndo-decrescente, podemos ter
lim / gy < liminf / Fdu (2.10)
m m
Donde, por (2.9) e (2.10), obtemos

/ (liminf f,)du < liminf / jm

Corolario 2.1.2. Se f € M e se A é definida em X por

ME) = [ fdn
E
entdo A\ é uma medida sobre X.

Demonstracao: Para que A seja uma medida, devemos mostrar que as trés condi¢des da
Definicdo [1.2.1] sdo satisfeitas.
(a) Se E = 0, entdo como ndo existe x € E, segue que Xz (x) = 0, para todo x € X. Dai,
fxe =0. Logo,
ME)=20) = | fdu= [ faedu= [ odu=o0.
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(b) Desde que f > 0, por hipétese, entdo pelo Lema 2.1.2} temos

Z/fXEd,UEO-

(c) Seja (E,) uma sucessdo de conjuntos disjuntos em X, de modo que

Para cada n € N, defina

Logo, pelo Corolario 2.1.1

[ = [ ¥ soonsto=¥ [ om0

Perceba que,

far1(x) = ) )X (x) = (x5, + ki] FO)XE (%) = FO)XE, (%) + falx) 2 falx).

E ainda,

XE (X)-

Isto é, (f,;) é uma sequéncia monétona nao-decrescente que converge para fXg. Pelo TCM

(Teorema 2.1.1)), temos

(o)

/fd.u /fXEd,u—hm/fnd,u—hmZkEk :Z

Logo,
A <U En) = i ME,
n=1 n=1

Portanto, de (a), (b) e (c), obtemos o resultado.
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Corolario 2.1.3. Assuma que f € M. Entdo f(x) = 0 u-ae em X se, e somente se

/fd,u:O.

Demonstracdo: Suponhamos que f =0u-acemX.Se E = {x € X; f(x) > 0}, entdo u(E) =0.

Considere a sequéncia de fungdes mensuraveis f,, = nxg, com n € N. Constata-se que

f < liminf f,, = sup { inf (fm)}

/fnd.u = /and,u =nu(E) =0.

Logo, utilizando o Lema de Fatou (Lema [2.1.3) e a igualdade acima, inferimos que

0< /fd,u < /liminffnd,u < liminf/fnd,u =0.

/fd,u:O.

Reciprocamente, suponhamos que / fdu=0esejaE, = {x €X;f(x 1} Note que
E,CE,;1ef> nXEn‘ Dai, pelo Lemam

E, portanto,

1 1
0= [ fdu> [ xe,du=u(En) = 0.

Logo, u(E,) =0, com n € N. Além disso,
{xeX;f(x)>0}= U E,.

Pelo Lema [1.2.2] obtemos

p({x € X;f(x) >0}) = (UE>_hmy ) = 0.

Portanto, f = 0 y-ae em X.

Corolario 2.1.4. Seja f € M™. Entdo f = g u-ae se, e somente se /fd,u = /gd,u.
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Demonstracao: Temos que

f=g wae— f—g=0 uy-ae.

Agora, pelo Corolario 2.1.3, segue que / (f —g)du = 0. Dai, do Corolario [2.1.1} concluimos

[ fdu= [ san

Reciprocamente, suponhamos que / fdu= / gdu. Dai, / (f —g)du= 0, pelo Coroléario|2.1.1
Segue do Corolario que f— g =0 u-ae e, portanto, f = g u-ae.

que

Definicao 2.1.4. Dizemos que uma medida A € X é absolutamente continua com relagcdo a
uma medida u € X se
u(E)=0=A(E)=0.
Corolario 2.1.5. A medida
ME) = / Fdu, com f € M*(X,X)
E
é absolutamente continua em relagdo a p.
Demonstracdo: Com efeito, seja E € X, com u(E) = 0. Observe que
Ei={xeX;fxe(x) >0} CE.

Logo, u(E) < u(E) =0. Donde, u(E1) = 0. Dai, fxz = 0 u-ae e portanto, pelo Corolério[2.1.3]
concluimos que / fxe = 0. Ou ainda,

ME) Z/fduz/fXEdMZO-

Corolario 2.1.6. Se (f,) é uma sequéncia mondtona nédo-crescente de fungoes em M+ (X, X) a

qual converge u-ae em X para uma fungéo f € M, entdo

/fd,u: /limfnd,u:lim/fnd,u.
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Demonstracdo: Seja N € X com u(N) = 0 tal que f, converge em todo ponto de M = (X \ N).
Temos que (f,,(x)xam(x)) converge para f(x)xa(x), para todo x € M. Pela hipdtese de (f,) ser
mondtona ndo-crescente e da convergéncia de (f,(x)xum(x)), segue do TCM (Teorema
que

[ Frondi= [ tim fd=tim [ i
Por outro lado, desde que u(E) = 0, pelo Corolario temos

/fd,u:/fnd,u:O u-ae em X. (2.11)
N N

Observe que
f=Mx=ftmon =+ fan e fo=fudx = fakmuon = fadm + faXN-
Dai, pelo Corolario e por (2.11)), obtemos

[sau = [rontsovdu= [ fouda+ [ ravds
= / SAmdu = lim / SnXmdp
~ lim ( [ finwsdu+ [ fandu) = tim [ fitwdu

H
Corolario 2.1.7. Seja (g,) uma sequéncia em M™, entdo
/ (Z gn>d;u: Z (/gnd;u) .
n=1 n=1
Demonstracio: Seja f, = g1 +g2+ g3+ ...+ gu. Como cada (g,) € M, entdo
n
fon= Z 8 € M*.
i=1
Vejamos
n+1 n n 0o
o= Yo=Y etenzYa—fi e lm[f=Y [e
i=1 i=1 i=1 i=1
Aplicando o TCM (Teorema 2.1.1)), obtemos
| L gidu= [tim fudu=1im [ fudu=Y. [ sidu
i=1 i=1
H
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2.1.1 Funcgdes Integraveis

Discutiremos nessa secao a integracdo de fungdes mensuraveis positivas € negativas, uma vez
que até agora discutimos apenas fungdes em M™'. Aqui é mais conveniente lidar com valores

reais tanto das fun¢des como também da integral.

Definicio 2.1.5. A colecdo L = L(X, X, u) é composta por todas as fungoes X-mensurdveis de
XemR(f:X —R), tais que ambas as partes, positiva f+ e negativa f~ de f, tém integrais

finitas com respeito a u. Neste caso, definimos a integral de f com respeito a u como sendo

[ sau= [ rrau- [ (2.12)

[ fdu= [ frdu= [ £ du

Embora a integral de f seja definida como a diferenca das integrais de f* e f~, podemos

Se E € X, definimos

verificar que se f = f| — f2, onde f], f> sdo quaisquer fun¢des mensurdveis ndo-negativas com

[ fau= [ fidu= [ i

ff=f=f=h-Hp=f"+h=H+[".

integrais finitas, entiao
Com efeito,

Logo,

[t pdu= [ rau ™ [ rraus [ pdu= [ fdus [ 1dn

Uma vez que todos estes termos sdo finitos, obtemos

[ tdu= [ frau= [ rdu= [ fidu~ [ fodn (2.13)

Lema2.14. Se feLeA: X — R com
ME) = [ fdn (2.14)
E
entdo \ é uma carga.

Demonstracao: Por hipétese, f € L, isto €,
[ fdu= [ eau~ [ ran
E E E
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com as integrais de £ e f~ finitas. Além disso, f*,f~ € M. Defina as fun¢des A" e A~ por
A(E) = / frdu e A (E)= / Fdu.
E E

Logo, pelo Corolario 2.1.2] as fungdes A" e A~ sdo medidas em X. Recorde, pela Defini¢io
que A = AT —A~. Agora estamos na condicdo de vertificar se A € uma carga.

(a) Sendo E = 0, entdo
[ rau= [ rrau— [ rdu
0 0 0

Nessas condigdes, pelo item (a) da Demonstra¢do do Corolario 2.1.2, segue que A(0) = 0.

A (,91 En> =" (}Ql E,,) -\ (g En) . (2.15)

Desde que At e A~ sdo medidas sobre X, entdio

(b) Temos que

(o)

A+ (D E) e ([] E) Y A E) - YA (B = YO (B A (B) = X AE).
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

= n=1
(2.16)
Logo, de (2.15) e (2.16)), obtemos
A UEn = Zk(En)
n=1 n=1
Portanto, de (a) e (b), inferimos que A é uma carga.
|

Observacao 2.1.7. Uma vez que A é definida como no Lema e esta é uma carga, se (Ey)

é uma sequéncia disjunta em X com unido E, entdo

/EfduZ;/Enfdu-

Quando nos referimos a este fato, dizemos que a integral indefinida de uma fungcdo em L é

contdvel aditiva.

Teorema 2.1.2. Uma funcgdo [ € L se, e somente se,

’ / fdu‘ < [ 1flau

fl € L. Além disso,
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Demonstracdo: Suponhamos que f € L. Logo, por defini¢do, f* €L, f~ € Le

/ Frdu< 4o e / Fdu < .

Desde que 0 < |f| = fT + f~,entdo |f|" = fT+ f e |f|” =0. Segue do Lema|2.1.2(a) e do
Corolario b),

[irttau= [+ s du= [ fraus [ £du< o

/|f\—dy:/0dy:o< oo,
Portanto, |f| € L.

Reciprocamente, suponhamos que |f| € L, temos que
[ifftdu< oo e [1f] du < ten
Com isso,
/f+a’u+/f_d,u:/|f|+d,u <o = /f+dy <o e /f_dy < oo,

donde f € L.
Agora,

[ sau= [ rrau- [ ran

Logo, pela desigualdade triangular,

‘/Mﬂz‘/ﬁ@—/rw‘
< ‘/ﬁdu‘ + ‘/f_du‘

= [ fraus [ frau= [ (£" 45 dn

— [ 11
’/fdy‘ < /Ifldu-

Ou seja,

Observacao 2.1.8. A reciproca do Teorema ndo é vdlido para a Integral de Riemann.
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Exemplo 2.1.1. Admitindo que o leitor tenha conhecimento a respeito da integral de Riemann

e seus principais resultados, seja f : [—1,1] — R definida por

B 1, sexe QnNJ0,1];
fx) = { —1, sex € (R\Q)NIO,1].

Note que f ndo é Riemann Integrdvel, mas |f| é Riemann Integrdvel.

Solucdio: De fato, |f| é Riemann Integrével, pois |f| = 1. Por outro lado, qualquer que seja a

particdo P = {0 =xp < xj < ... <x, =1} de [0, 1] em cada um de seus subintervalos [x;_p,x;],

comi=1,2,...,n, existem ndmeros racionais e irracionais, portanto m; = —1 e M; = 1. Logo
n n

s(f,P) = i;mi(x,-—xl-,l) =-1(1-0)=—-1 e S(f,P)= ;M,-(x,-—xi,l) =1(1-0) =1,

0 que implica em

/ibf(x)dx: —1#1 :ff(x)dx.

Logo, f ndo € integravel a Riemann.

Corolario 2.1.8. Se f é mensurdvel, g é integrdvel e |f| < |g

[171du< [ 1gldu

, entdo f € integradvel e

Demonstragdo: Como |f|=f"+f, fF>0e f~ >0, entdo f* < |f] e f~ < |f]. Por

hipétese, | f| < |g|. Dai as desigualdades sdo validas também para as integrais. Desse modo,

/f*duS/Igld#<+°° e /f‘dué/\gldu<+°°-

Logo, f € L. Desde que,

f1 < |g|, segue pelo Lema que

[17tdu< [ 1gldu

Teorema 2.1.3. Se f,g € L, entdoof €L, f+g € Levale

[ardu=a[rau e [(r+gdu= [ rau+ [ gan
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Demonstracao: Se o = 0, entdo

Por outro lado,

/(xfd,u:/Od,uzo.

oc/fdy:O/fd,u:O.

Se a >0, entdo (of)t =0 f " e (af)” = of ~, utilizando o Corolario a), deduzimos que

/Otfd,u

Se a0 < 0, entdo (af) " = (Ja|f)” =

lario a), deduzimos que

/chd,u

= [(oytdu— [ (@) du
= /ocf*d,u—/ocfd,u
= (x/f+dy—oc/f_dy
:c(/ﬁ@—/r@)
_ oc/fd,u.

la|f~ e (af)” = (Ja|f)T =|af T, novamente pelo Coro-

= [ (aytdu— [ (@) du
= /Ia\fd#—/lalﬁdu
— Jo [ £ du—1la| [ frau

:=m(/r@—/ﬁw)

Por (2.13), segue que em qualquer um dos casos

/ocfd,u: oc/fdy.

Agora, se f,g € L, pelo Teorema [2.1.2] segue que |f],|g| € L. Neste sentido, pela De-

sigualdade Triangular obtemos |f + g| < |f|+ |g|. Observe que f e g sdo mensurdveis, donde

f + g também é mensuravel pelo Corolario b). E, utilizando o Corolario 2.1.8} conclui-

mos que f + g € L. Para estabelecer a relacdo desejada, observe que

fre=(T—f)+E - )=(T+&")—(f"+g ).
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Como fT,f ,g",g~ € M™, segue de que
[ +apdu= [+ -(F +g7)du

Aplicando o Corolario b), obtemos

/(f+g)du = /(f++g+)dﬂ—/(f‘+g_)du
= /f+dp+/g+d#—/f_dﬂ—/g_d/1
- /f*dp—/f_du+/g+du—/g_du
- /fdy+/gdy.

[ +gydu= [ sau+ [ gd

Logo,

A seguir, enunciaremos e demonstraremos um dos resultados mais importantes da integral

de Lebesgue.

Teorema 2.1.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (TCD)). Seja (f,) C L
uma sequéncia que converge p-ae para uma funcdo mensurdvel f: X — R e, seja g uma

fungdo integrdvel tal que |f,| < g, para todon € N. Entdo f € L e

/fdy:lim/fndy.

Demonstracao: Por hipétese,
lim f,(x) = f(x) p-aeem X.
Logo, existe E € X, comu(E)=0e
lim f,,(x) = f(x),Vx € EC.
Considere as funcdes mensurdveis fn e fdadas por

~ fn(x), sex € E€,
Ju(x) = !
0,sexeE
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Flo) = f(x), sex € E°,
0,sexeL.

Observe que

lim f,(x) = f(x),¥x€X e |[fulx)| <g(x),VxeX,VneN.
Passando ao limite na desigualdade acima, obtemos

f(x)] < g(x),VxeX.

Utilizando o Coroléario _ pode-se concluir que fe L. Além disso,

—¢<fu<sg
Tomando a primeira desigualdade de (2.17), obtemos
fatg>0.
Assim, pelo Lema de Fatou (Lema [2.1.2)
/ (liminf(g + f,))du < liminf / (g+ fn)du.
Portanto, pelo Teorema [2.1.2]
/ (liminf g)du + / (liminf f,)dy < liminf / gdu+ liminf / Fodu
/ gdu+ / Fdu < / gdy+limint / Fdu
/ fdu < liminf / fadu.
Agora, tomando a segunda desigualdade de (2.17), obtemos
g—fa>0.
Novamente, pelo Lema de Fatou (Lema @])
/ (liminf(g — f,))du < liminf/ (g— fn)du.

Pelo Teorema [2.1.2]

/ (liminf g)du + / (liminf(—7,))du < liminf / gdu+ limint / (—F)du

/ gdu— / fdu < / gdu + liminf / (—fu)du
— / fdu < liminf / (—fu)dp.
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Use o fato de que inf(—A) = —supA, com A C R, para inferir que
/ﬁwzhmwg/ﬁma (2.19)
De e (2.19), temos que
/ﬁmgmmﬁfﬁwgmmw/ﬁ@g/ﬁm

Dai,
hmﬁ/ﬁ@:mmw/ﬁ@:/ﬁm

/fd,u:lim/fnd,u.

E, portanto,

Observacao 2.1.9. O espaco L munido da adicdo e multiplicacdo por um escalar o. € R satisfaz

as condicoes de espaco vetorial.
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3 Os espagos L, e alguns modos de conver-
géncia

Este capitulo trata de apresentar os espagos L, de Lebesgue (ou também denotados por espagos
L? de Lebesgue), os quais sdo espacos de classes funcionais bastante importantes para o tra-
tamento na Teoria da Medida, como também na Analise Funcional. Inicialmente definiremos
os espagos L,L, e L., de Lebesgue e mostraremos que ambos sdo espagos de Banach sobre
determinada norma. Também introduziremos quatro novos tipos de convergéncia (além das
que ja conhecemos no curso de Andlise na Reta), sdo elas: Convergéncia quase certamente,
convergéncia em L,, convergéncia em medida e convergéncia quase uniforme. Além disso,

apresentaremos resultados que nos garantem boas relacdes entre elas.

3.1 Os espagos L, de Lebesgue

Definicao 3.1.1. Se V é um espaco real linear (ou espaco vetorial real), entdo uma funcdo de

valores reais N de V é dito uma norma para V se satisfaz:
(a) N(v) >0, paratodov €V;
(b) N(v) =0, se e somente se, v=0;
(¢c) N(ow) = |a|N(v), paratodov €V e a € R;

(d) N(v+w) <N(v)+N(w), para todo v,w € V.

Observacao 3.1.1.

(1) Se valem as acertivas acima, exceto (b), entdo a aplicacdo N ¢é dita semi-norma ou

pseudo-norma para 'V ;
(2) Um espaco normado linear é um espaco linear V munido de uma norma para V.

Definicao 3.1.2. Seja (X, X,u) um espaco mensurdvel. Se f € L(X,X,u), definimos

N1) = [ Ifldu

Lema 3.1.1. O espaco L(X, X, u) € um espago linear com as operagées definidas por:

(i) (f+8)(x)=f(x)+g(x),Vx e X;



(i) (0tf)(x) = otf(x),Vx € X,
e N, é uma semi-norma em L(X, X, u). Além disso,

Nu(f) =0+ f(x) =0 pu-qtpemX.

Demontracdo: Vimos no Teorema[2.1.3|que se f,g € Le o € R, entdo af, f+g € L. Logo,

L = L(X,X,u) é um espago vetorial sob as operacdes indicadas. Note que

a) Nu(f)>0,Yf €L, pois se |f] 20:>/\f|d,u20;
b) Nu(af) = [ lofldu= [ lallfidu= o [ |fldu = lodNu(F):

) Nu(f+8)= [ If +eldu< [(Uf1+lehdu= [ Ifidu-+ [ leldu=N(F)+Nilo).
Como N, satisfaz (a), (c) e (d) da Defini¢do 3.1.1} entdo N, é uma semi-norma em L. Observe

ainda que de acordo com o Corolario 2.1.3] temos

N,,(f):0<=>/|f|dy=0<=>\f(x)|=0 pae <= f=0 pae.

3.1.1 O espaco L de Lebesgue

Com o intuito de fazer de L(X,X,u) um espaco vetorial normado, procedemos com a identifi-

cacdo de duas fungdes de L(X, X, u) que sdo iguais em quase todo ponto de X.
Definicao 3.1.3. Duas fungées f,g € L(X,X,u) sdo u-equivalentes se, e somente se,
f=g, uyaecemX.
Dado f € L(X,X,u), sua classe de equivaléncia é denotada por
fl={¢gcLif=g w-ae},

ou seja, em cada classe de equivaléncia escolhemos um tinico representante. O espaco de

Lebesgue Ly = L1 (X, X,u) consiste de todas as classes p-equivalentes de L, isto €,

Ly ={[fl;feL}.

Se [f] € Ly, defina a fungdo
1010 = | Vi G

a qual, como provado no resultado abaixo, define uma norma sobre Ly(X, X, ).
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Observacdo 3.1.2. Note que a fungdo em estd bem definida em virtude do Coroldrio

Teorema 3.1.1. O espaco de Lebesgue Ly (X, X,u) é um espaco vetorial normado.
Demontracao: As operagdes com vetores em L; sdo definidas por

[f+el=1[f]+[g] e [of]=0[f], comaecR

e o elemento zero de L é [0]. Agora, queremos mostrar que ||.|| define uma norma em L;. Com

efeito, ||[0]||; =0e ||[f]|l; > 0. Além disso, se ||[f]||; =0, entdo

[171du=0=f=0 sae = 1[1]=0]

Perceba que sdo satisfeitas as condi¢des (b) e (c) da Defini¢io[3.1.1] as quais seguem do Lema

3.1.1] Portanto, ||.||; define uma norma em L.

3.1.2 Osespagos L,, | < p < +oo

Consideraremos agora uma familia de espagos normados lineares de classes de equivaléncia de

fun¢des mensuraveis. Por simplicidade, representaremos a classe de fungdes [f] por f.

Definicdo 3.1.4. Se 1 < p < +oo, 0 espago L, = L,(X,X,u) consiste de todas as classes u-

equivalentes de fungoes X-mensurdveis f : X — R para as quais

[171rdu <+

1/p
nﬂuz{/vmw} | (3.2)

Se p = 1, entdo (3.2) reduz-se a norma em L;. Mostraremos posteriormente que se tiver-

Defina

mos 1 < p < +o0, entdo L, € uma espago linear normado completo (espago de Banach) munido
da norma (3.2)). A soma das classes de equivaléncia, tendo f e g como respectivas representan-
tes, € a classe de equivaléncia representada por f + g e, similarmente para o profuto cf, isto &,

as operagdes em L, s@o:

[f+el=[f1+g] e lefl=clfli comfeLly,eceR.
Lema 3.1.2 (Desigualdade de Young). Sejam A e B niimeros reais ndo negativos, p > 1 e
q < oo, com q # 0, verificando [—17—1—% =1, entdo
AP B AP B

ABL —+— ¢ AB= —+ —<= AP =p4
p q p q
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Demonstracao: Seja o € R, com 0 < a < 1. Considere a fung¢do ¢ definida para ¢ > 0 por

o) =or —1* = ¢'(t) = o —or® 1.
Note que ¢/(r) <0 para0 <t <1 e @' () >0 parat > 1. Pelo Teorema do Valor Médio

aplicado ao interalo [¢, 1] ou [1,¢], temos que, em ambos 0s casos,
o) = ¢(1) eque o) =0(l)«=1=1.
Desse modo,
o —t*>0—1= —t*>-at+a—-1=1t*<w+(1-a), t>0.

a .
Fazendo t = b com a e b ndo negativos e b # 0, temos

(g)“ sa(g) F(l—o) = <%>ab§a<g)b+(l—oc)b:>a°‘b1_°‘ < aa+(1—a)b.

Donde teremos uma igualdade se, e somente se, a = b.

1 1
Agora, sejam p e g satisfazendo 1 < p < oo, g < o0, com g # 0 e verificando — + — = 1.
P 9

1 . .
Tome o0 = —. Se A e B sdo nimeros reais no negativos, entao
p

AP B AP B?
ABL —+— e AB= —+ —<—= AP =pH4
p q p q

Lema 3.1.3 (Desigualdade de Holder). Suponha que p > 1 e sejam f € L, e g € Ly, onde

1 1 _
—+ — = 1. Entdo,
JZ}
feel e | felly <IfIl, lgll,-

Demonstracio: Suponha que f € L, e g € Ly, com [|f||, # 0 e |g||, # 0. Note que o produto
fg é mensurével (a partir da Observacio [I.1.7) e se

1f(x)] g()]
A="—"= B = )
7, = 7 el
segue do Lema [3.1.2]que
W) _ [f 0] gl (3.3)

A1, gy, = pISI,  allellg
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Como fe€L,egeL, entdo |f|’e|g|? sdo integrdveis. Assim, ambas as parcelas do lado direito
de (3.3) sdo integraveis. Segue do Corolario 2.1.8/¢ do Teorema [2.1.3| que fg é integravel.

Além disso,

| f| | f17 |g|?
_ Vsl 4 < +
Hﬂbkh‘l_ /?MNP /QMW

1 / 1
e Vel < e [Ufdu o [ lgltdu
11, 1lgll, plIfI5 qm%
1fell < 1A, llglly-

Observacao 3.1.3. Dois niimeros satisfazendo a relacdo do Lema sdo chamados indi-
ces conjugados. O produto de duas funcoes em Ly é integrdvel, pois p =2 é o unico auto

conjugado.

Lema 3.1.4 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsli-Schwarz). Se f,g € L, entdo fg é inte-

gradvel e

[ rsu] < [ \relan< 111 el

Lema 3.1.5 (Desigualdade de Minkowski). Se f,h € L,, com p > 1, entdo f+he€ L, e

LF 2L, < A1, + 1A, -

Demonstragdo: Se ||f+h[|, =0, entdo

1
(/|f—|—h|p>p:O:>/|f+h|P:0, com | < p < oo,

a qual € finita, logo f+h € Lp,. Suponha que || f + A , # 0 € perceba que para todo x € X, temos

[f(x)+h)P < (1f )]+ [h(x)])
< (max {[f (), [h(x)[} +max {[f ()], |h(x)[})”
2P max{|f(x)|7, [h(x)["} < 2P(|f ()7 + [h(x)[7)

N

IA

e daif segue que f+h € L),.
Agora vamos provar que || f +Al|, < || f[|, +[|2]| ,- Se p=1,

J1r+n< [+ < [in1+ [
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Suponha que p > 1, entdo
[f+hP = f+n|f+hP < (f1+RDIF+RP = FlIF+RP + gl f+rPt . (B4)

1 1
Como f+h€L,, entdo |[f+h|P €L;.Se —+— = 1,temos p = (p—1)g e portanto | f +h|P~! €
P 4

L,, uma vez que /(\f+h]p1)‘1dy = /]f+h\pd,u. Pela desigualdade de Holder (Lema
B.1.3), temos

s [ sva] [orene-va]

1
P q
[t ne-taus | [wean]” | [orneoa]
Das desigualdades acima e de (3.4), temos que

[1r-+hran < :/|f|pdyr sy
+ :/[Vﬂpdﬂ}; {/ka%—hVF4)qdy};
= :/Wf+hWW4;[(/ﬁﬂﬂw>;+</WM%w>{

e, dividindo ambos os membros por ( / |f+h|P d,u) ! , segue que

( / |f+h|”du)l_; < ( / |f|Pdu)’l’+ < / |h|de)’]’.

O que implica em || £+ ]|, < |71l + 14l

Observacio 3.1.4. O espago L), é um espago vetorial normado sob a norma , onde o item
(d) da Defini¢do ¢ exatamente a desigualdade de Minkowski (Lema [3.1.5). Resta-nos

apenas mostrar que L, munido de ||, é completo.

Definiciio 3.1.5. Uma sequéncia de fungoes (f,) C L, é uma sequéncia de Cauchy em L, se
para cada € > 0, existe M(€) € N tal que se m,n > M(g), entdo

Vfu— foull, <.

Uma sequéncia de fungées (f,) C L, converge em L, para uma fungdo f € L, quando dado
€ >0, existe N(€) € N tal que se n > N(g), entdo

1 = full, <&
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Um espaco linear normado é completo se cada sequéncia de Cauchy converge para um ele-
mento do proprio espaco. Um espaco linear normado completo é usualmente chamado de

espaco de Banach.
Lema 3.1.6. Se (f,,) C L, converge para f em Ly, entdo (f,) é de Cauchy.
€ €
Demonstracio: Como (f;,) converge para f em L,, entdo dado > > 0, existe N <§> tal que se
€
n,m>N (§> , entao
€ €
”f_fn||p<§ € ||f_fm||p<§'

Logo,

o= Sy = W= £+ £ = Fully S 1= fall, 1 = il < 5 +5 <&

Teorema 3.1.2 (Teorema da Completeza ou Teorema da Perfeicao). Se 1 < p < 4o, entdo

o espago Ly é um espago linear normado completo sobre a norma

1/p
i1, ={ 157}

Ou ainda, o espago L, = (Lp, ||.|| ,) com 1 < p < +o0 é um espago de Banach.

Demonstracao: Como ja foi afirmado, o espago L, € um espaco linear normado sobre a norma
em questdo. Agora resta-nos mostrar que ele é completo. Seja (f;,) de Cauchy relativa a norma

-]/ ,- Desse modo, dado € > 0, existe M(¢) € N tal que se m,n > M(g), entdo

[ = falPdi= = fully < & (3.5)

Seja (gx) uma subsequéncia de (f,) verificando |[g+1 — gkll, < 2% para k € N. Defina uma

fungdo g € M (X, X) por
g(x) = lg1(0)[+ Y [8rr1(x) —gu(x)].
k=1

Observe que

sIP = <|g1<x>\+i\gkmx)—gk(x)r)

k=1

— p—
n
/liminf|g\pd,u = /1iminf(|g1|+21gk+1—gk\> du

k=1

- =
n
/Igl”d# = /liminf(lgllJrZngH—gkI) du

k=1
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Aplicando o Lema de Fatou (Lema 2.1.3)

n p
p < 1 1 —_
/!g\ du < ngglwlnf/ <|g1\+k;\gk+1 gk!) du

1
1 N
Iz 1 r
Pq < lim i f/ — d
{/|8| #} < {nirfwln <|gll+k2_l|gk+1 gk|> #}

Pela desigualdade de Minkowski (Lema 3.1.5), temos

Y o n
[lgirant” < tim inf{ laill, + ¥l — i,

k=1
. L |
< ngr}rlwmf ||g1|]p+kglﬁ
< lleill, +1.

A ultima desigualdade ocorre em virtude da série geométrica convergir, cuja soma € igual a 1.
Considere o conjunto E = {x € X;g(x) < 4o} e note que E € X e u(X \ E) = 0. Dai,
segue que a série dada na defini¢do de g converge u-ac em X e gYg € L.

Agora, definamos f € X por

g(x) = g1(x) + X [gk+1(x) — gk (x)], sex € E,

Jx)=gxe€ly,=
0, sex € E€.
Observe,
k—1
gr=g+(&—g)+(g—g)+(ga—g)+ . +(@—a-1) =g+ ) (gir1—g))
j=1
E ainda,

k=1
el <lgil+ ) |gjr1—gi| <&
=1
Além disso, uma vez que (g;) converge para f u-ae, entdo pelo TCD (Teorema 2.1.4), temos
que f € L,. Uma vez que |f — gi|P < 2PgP, segue que
lim|f — gl =0 — [ tim|f ~ ge["dyu =0

Novamente pelo TCD (Teorema [2.1.4), temos

. . p .
im 1~ =0 {im [ 17~ g} =0 —timllf -l =0, G

de modo que (gx) converge em L, para f. Se m > M(g) e k for suficientemente grande, entdo

podemos escrever (3.5) da seguinte forma
/ | — gilPdu < & = lirr}cinf/ [fn = gel"dy < liminfe” = e”.
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Podemos concluir pelo Lema de Fatou (Lema 2.1.3) que
/lin}(inﬂfm —gr|Pdu < lirr}(inf/ | fin — gk|Pdu < €. (3.7)
Donde, de e (3.7), obtemos
/|fm — flPdu < lin}cinf/ | fin — gk|Pdu < €, sempre que m > M(¢).
Logo,

{10l < &) —e = U= 11, < v = M),

Isto ¢, a sequéncia (f,) converge para f na norma de L,. Portanto, L, é de Banach.

3.1.3 O espacgo L.

O espago Lo, € formulado pelos L,-espagos.

Definicao 3.1.6. Uma funcdo f: X — R é dita ser essencialmente limitada se existe uma
constante ¢ € R tal que
lf(x)| <e¢, paeemX.

O espago Lo = Loo(X, X, u) consiste de todas as classes de equivaléncias de X-fun¢do mensu-
rdvel de valores reais as quais sdo essencialmente limitadas. Se f € L, e N € X com u(N) =0,

definimos

S(N) = sup{|f(x)|;x & N}

I1£]l. = inf{S(N) : N € X, u(N) = 0}. (3.8)

Teorema 3.1.3. O espaco L., é um espago linear normado completo sobre a norma (3.8).

Demonstracao: Conseguimos mostrar sem muitos problemas que L., € um espaco linear, cuja
prova serd omitida para ndo tornar tao extensa a demonstracdo do presente Teorema. Agora,

note que
@ [If]lee = 0,Vf € Lo, pois | f| > 0;
(b) Se f =0, entdo, || f]|.. = 0. Por outro lado, se || f||.. = 0, entdo existe um conjunto Ny € X
1 (o]
com u(Ny) = 0 tal que |f(x)| < L parax ¢ Ni. Se fizermos N = U Ny, entdo N € X,
k=1
u(N)=0¢e |f(x)| =0 para x ¢ N (usando o fato de |f(x)| < || f||.. = 0). Logo, f(x) =0

para quase todo x.
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(c)
lofll. = inf{sup[lof(x)[:x & N]:N € X,u(N) =0}
= inf{|a|sup([f(x)|: x ¢ N]: N € X,u(N) =0}
= |afinf {sup[|f(x)| : x & N] : N € X,u(N) = 0}

= |o||f|l.., com a € R.

(d) Se f,g € L, entdo existem conjuntos Nj, Ny em X, com u(N;) = u(N,) = 0 tal que
[f ()| < [If|l. para x ¢ Ny e |g(x)| < ||g]|., para x & N>. Desse modo,

1f(x)+8()| < |fX)|+ 18] < [ flleo + 18]l para x ¢ (N1UN,).
Logo,

1F + &lleo < [1fllee + lleglee -

De (a), (b), (¢) e (d), resulta que L. é um espago linear normado sob ||.||.

Resta-nos apenas provar que L., € completo. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em Lo
eM € X, comu(M) =0, tal que | f,,(x)| < || full.o parax ¢ M, n=1,2,3,..., e |fu(x) — fm(x)| <
lfn — finll.o, para todo x ¢ M, com n,m = 1,2, .... Entdo, para cada x ¢ M, a sequéncia (f,(x))

¢ de Cauchy em R e, portanto convergente em (X \ M) e fazendo

lim f,,(x), se x ¢ M,
f(x) =
0, sexeM.
Segue entdo que f é mensurdvel e sendo (f,;) de Cauchy, segue que dado € > 0, existe n, € N

tal que se m,n > n,, entdo

sup ‘fn(x) _fm(x)l <&

x¢M
Fixando n e fazendo m — oo, segue que

sup |f(x) — f(x)] <&, (3.9)

xX¢M
sempre que n > ng. Assim, (f,) é absolutamente convergente para f € (X \ M). De (3.9) resulta

que f, — f € L« para n suficientemente grande. Dai, como f = f, — (f, — f), segue entdo que

f € Lo(X, X, u). Desse modo, por (3.9) concluimos que

1] = fllleo = 1 = flleo < sup |fa(x) = fin(x)| <,

xX¢M
sempre que n > ng. Logo, (f,) converge para f em Lo e, portanto, L., € completo, isto &, L. é

espaco de Banach.
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3.2 Modos de convergéncia

Nesta secdo vamos considerar apenas fungdes de valores reais definidas em um espago men-
surdvel fixado (X, X,u). Quando necessitarmos de um resultado com fungdes a valores reais
estendidos, faremos a devida modificac@o no resultado pertinente.

Definicao 3.2.1. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R converge uniformemente para uma
fungdo f: X — R se para todo € > 0 dado, existe N(€) € N tal que se n > N(g) e x € X, entdo

|[fulx) = f(x)] <.

Definicao 3.2.2. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R converge pontualmente para uma
fungdo f:X — R se para cada € > 0 e x € X, existe N(g,x) € N, tal que se n > N(g,x), entdo

[falx) = f(x)] <.

Definicao 3.2.3. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R converge quase certamente (u-ae)
para uma funcdo f: X — R se existe um conjunto E € X, com u(E) =0, tal que (f,,) converge
pontualmente para f em (X \ E).

Observacao 3.2.1. Valem as seguintes implicacoes:
Convergéncia uniforme —> Convergéncia pontual —> Convergéncia quase certamente.

Justificativa: As implicagdes seguem das respectivas definicdes. Além disso, para as reci-
procas, Convergéncia quase certamente =—> Convergéncia pontual se o tGnico conjunto com
medida nula é o conjunto vazio. E, Convergéncia pontual =—> Convergéncia uniforme se X

consiste apenas de um nimero finito de pontos.

3.2.1 Convergéncia em L,

Definicdo 3.2.4. Uma sequéncia de fungoes (fn) € L, = L,(X,X,u) converge em L, para uma
fungdo f € L, se para todo € > 0, existe N(€) € N tal que se n > N(g), entdo

=ty ={ [ 1= sra}” <

Definicio 3.2.5. Uma sequéncia de fungoes (f,) € L, é dita de Cauchy em L,, se para todo
€ >0, existe N(€) € N tal que se m,n > N(€), entdo

||fm_fn||p: {/|fm—fn|pd,u}p < €.
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Observacio 3.2.2. E possivel mostrar que uma sequéncia (fa) C L, converge uniformemente
em X para uma fungdo f € Ly, mas ndo converge em Ly, por exemplo, a sequéncia dada por
Jn= n1/ PYj0.n] converge uniformemente para a O-fungdo, mas ndo converge em L,(R,B,\),
o qual ocorre na reta real com medida de Lebesgue definida nos subconjuntos de Borel de R,
para mais detalhes ver Referéncia [1]. Ndo obstante, se considerarmos u(X) < oo, podemos

garantir a convergéncia em Ly,. E o que nos mostra o resultado a seguir.

Teorema 3.2.1. Suponha que u(X) < +oo e que (f,) € uma sequéncia em L, a qual converge

uniformemente em X para f. Entdo, f € Ly, e a sequéncia (f,) converge em L, para f.

Demonstracao: Dado € > 0, existe N(¢€) € N tal que se n > N(€),entdo

Ful6) = f(x)] < ——,VxEX.
u(X)r

Dai, se n > N(¢g), entéo

i1, =1 |fn—f|Pdu}’l’ < { / M;: )};dﬂ}p - H(;);mxﬁ —e

E, portanto, f € L, e (f,) converge em L, para f.

Observaciio 3.2.3. E possivel mostrar que uma sequéncia (f;,) € L, converge pontualmente e,
portanto quase certamente para uma fungdo f € Ly, mas ndo converge em L, mesmo quando
u(X) < oo, por exemplo, a sequéncia dada por f, = NX[1/n,2/n] CONVETgE qUase certamente para a
0-fungdo, mas ndo converge em L,(R, B, ), o qual ocorre na reta real com medida de Lebesgue
definida nos subconjuntos de Borel de R, para mais detalhes ver Referéncia [1]. Todavia, se a
sequéncia é dominada por uma fungdo em L, entdo a convergéncia em L, ocorre. Para isto,

atentemos para o resultado a seguir.

Teorema 3.2.2. Seja (f,) uma sequéncia em L, a qual converge quase certamente para uma

fungdo mensurdvel f. Se existe uma fungdo g € L, tal que
|fu(x)] < g(x),Vxe X eVneN, (3.10)

entdo f € L, e (f,) converge em L, para f.
Demonstracio: Passando ao limite em (3.10), temos
lim|f,(x)] = ‘limfn(x)’ < limg(x),Vx € X,Vn € N,
n n n

segue da hipétese que

|f(x)]| < g(x),u-ae.
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Dai, inferimos do Corolario que f € L,. Agora, observe

[fa(x) = S| < ()| + | (0)] < 28(x), p-ae, Vx € X, Vn € N.

Assim,

|fu(x) — f(x)|P <2Pg(x)? ,Vx € X,Vn € N,
Uma vez que
lim|f,(x)—f(x)|P =0 e 2Pg(x)? €L,VxeX,VneN,

segue do TCD (Teorema 2.1.4) que

[1im1 ) = e da=tim [ 1£,(x) = 00l du=0.

Logo, (f,) converge em L, para f.

Corolario 3.2.1. Seja u(X) < +oo, e seja (f,) uma sequéncia em L, a qual converge quase

certamente para uma funcdo mensurdvel f. Se existe uma constante K tal que
lfn(x)| <K, xeX,neN,
entdo f € L, e (f,) converge em Ly, para f.
Demonstraco: Se u(X) < +oo, entdo a fungdo constante g(x) = K pertence a L,,. Desse modo,

retornamos ao caso do Teorema [3.2.2

A observagao a seguir € um IMPORTANTE resultado no ponto de vista dos modos de
convergéncia nos espagos L, pois dada uma sequéncia em Lj,, podemos constuir uma sub-

sequéncia convergente u-ae.

Observacio 3.2.4. Convergéncia em L, = Existe um subsequéncia que converge u-ae.

Justificativa: Tendo em vista o Corolario [2.1.3] poderiamos pensar que “convergéncia em

L, = convergéncia u-ae". Mas, antes de tirarmos quaisquer conclusdes, atentemos para o
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exemplo a seguir. Seja X = [0,1], B a c-algebra de Borel e u a medida de Lebesgue em R.

Considere os intervalos:

L= 101 ]

b= o] we ]

o b ] wp

I
R T T

Seja f, = Y1,, onde I, € o n-€simo intervalo da lista acima e seja f = 0. Logo:
p(h) = 1;
1
uh) = ulb)=3;
u(ly) = plls) =ulls) =
u(l) = wp(lg) = u(lo) = u(ho) = 4

u(l) = p(h) =p(hz) =u(ls) = u(ls) = é;

1
Sen>(14+2+3+4+...4+m), entdo u(l,) < —. Desse modo, u(I,) — 0 quando n — +-co.
m

Observe que f, — 0 em L,. Com efeito,

o= £l = 1fall, = { / |fn|Pdu}’]’ - { /Indu}’]’ IAts

Logo, dado € > 0, existe ng € N tal que
u(l,) < €P ,Vn > ny.

Assim,

[ fn—fll, <&Vn>no= f, — 0em Ly([0,1]).
Por outro lado, dado x € [0, 1] arbitrério, existem duas subsequéncias (fy;(x)) e (fn,(x)) tais que
fu,(x)=0,VjeN e f,(x)=0VkeN.
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Donde,
lim f,,(x) =0 e lim f, (x) = 1.
J—roo k—>o0

Portanto, (f,) ndo converge em nenhum x € [0, 1]. Mas, f,; — f,u-ae.

3.2.2 Convergéncia em medida
Apesar de convergéncia em L, ndo implicar em convergéncia quase certamente, ela implica em
outro tipo de convergéncia a qual apresentaremos nesta se¢ao.

Definicao 3.2.6. Uma sequéncia (f,) de funcdes mensurdveis converge em medida para uma

fungdo real mensurdvel f se para cada o > 0, tem-se

lim p({xeX:|falx) - f(¥)| > a}) =0.

n— oo

Isto é, dado € > 0, existe N(€) € N, tal que se n > N(€), entdo
p{xe X :|fulx) = f(x)| > a}) <k,
para cada o > 0 fixado.

Definicao 3.2.7. A sequéncia (f,) é dita ser de Cauchy em medida se para cada o. > 0, tem-se

lim pu({x € X :|fn(x) — fu(x)| = a}) = 0.
m,n——+oo
Ou ainda, dado € > 0, existe N(€) € N, tal que se m,n > N(g), entdo
p({x e X o |fulx) = fulx)| = a}) <&,
para cada o, > 0 fixado.

Observacao 3.2.5. Convergéncia uniforme —> convergéncia em medida.

Justificativa: De fato, se (f,) converge uniformemente para f entdo, fixado o > 0, existe
N = N(¢), tal que
n>N=|fu(x)— f(x)| <o,VxeX.

Portanto, para n > N, temos

{xeX:|fulx) - f0)] = 0o} =0.

Logo,
u{xeX | fulx)—f(x)| >a}) =0, comn > N.

Donde,
Tim p({re X |fulx) — f()] > a}) =0.
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Observacao 3.2.6. Convergéncia em L, = convergéncia em medida.

Justificativa: Observe que se considerarmos uma sequéncia (f,) C L, tal que (f,) converge
em L, para f, entdo

gim_[[fu— 1, =0.

Para cada a0 > 0, defina o conjunto

Ep(o) = {x € X 1 |fu(x) = f(¥)| > 0}

€ atente para

=11 = [ 10 = P> [ 109 = 10 > @200,
Como || f, — f||, = 0, entdo lima’u(E,(ar)) = 0. Logo, limu(E,(a)) = O e, portanto, (fn)
converge em medida para f.
Observacao 3.2.7. Convergéncia pontural # convergéncia em medida.

Justificativa: Seja f, = X[, ,+1]. Mostremos que f, — 0 pontualmente, mas f, ndo converge

em medida. Vejamos

1, sex € [n,n+1],
fn(x) :X[n,n+l](x) =
0, sex ¢ [n,n+1].

Se x € R, entdo, pela propriedade de Arquimedes, existe n, € N tal que x < n,. Logo, x ¢

[n,n+ 1], Vn > n, que implica que

fulx) =0.Yn>n, = lim f,(x) =0.

n—+oo

Por outro lado, para 0 < a0 < 1, temos que
{reX:[fulx) —f(¥)[ =0} =[n,n+1]

0 que implica em
p{x € X :|fulx) = f(x)| >a} =1,VneN
acarretando

lim {xeX:|[f,(x)—f(x)|>a}=1

n—r—+oo

e, portanto, f, /4 0 em medida.

60



Teorema 3.2.3. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis de valores reais que é de
Cauchy em medida. Entdo, existe uma subsequéncia (f,,) que converge u-ae e em medida para

uma fungdo mensurdvel de valores reais f.

Demonstracdo: Considere uma subsequéncia (gx) C (f,,) tal que o conjunto

Ek:{xeX:|gk+1—gk|22_k}, comkeN

é tal que u(Ey) < 27%. Seja F, = UE de modo que F; € X, pois, E; € X,Vj >k, e
Jj=k

* = |
—u(UEj>§Z,H( Z_k: =T
j=k J=k Jj=1

isto é, u(Fy) <2-%1. Sei> j>kex¢ F, entdo

gi(x) —gj(x)] < |gi(x) —gi1 ()| +[gi-1(x) —gia(X)| + ... +]gjs1(x) — gj(x)]
< 27D 4=y +2—f
i1 | : 1
e Y 2_% 5T
Assim,
1
|gi(x) —g;(x)| < 51 (3.11)

Agora, considere F' = ﬂ Fy. Note que F € X, pois, F, € X,Vke N, e
k=1

~ : .1

u(F) =u (ﬂ Fk) = limu(F) < lim 5 =0,
k=1

em virtude do Lema (b). Se x ¢ F, entdo x ¢ Fy, para todo k. Passando ao limite em (3.11)),

seque que o lado direito da igualdade converge para 0, donde concluimos que (g;) é de Cauchy

em R para todo x € (X \ F) e, dai, (g;) converge em (X \ F). Defina f por

limg;(x), sex ¢ F,

fx) =
0, sex e F,

entdo (g;) converge u-ae em X para uma fungdo mensurdvel de valores reais f. Note que, dado

8 > 0, se tomarmos k € N tal que —— < & temos que u(Fy) < e passando ao limite em (3.11)

1
2k—
quando i — oo, temos que se j > k e x ¢ Fy, entdo

(3.12)

1 1
[f(x) —gi(x)] < TS 5T
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Isso mostra que a sequéncia (g;) converge uniformemente para f no complemento de cada
conjunto Fy. Para ver que (g;) converge em medida para f, sejam & > 0 e € > 0 nlimeros reais e

escolha k € N suficientemente grande de modo que u(Fy) < 2~ (k=1 < inf(o, €). Se j > k, entdo

por (3.12), temos
reX:|f) -gwl = a}  {xeX: f(x)—gx)| 227N} C R

Logo,
u({xeX :|f(x) —g;i(x)| > a}) < u(F) <eVj>k.

Portanto, (g;) converge na medida para f.

Observacao 3.2.8. Convergéncia em medida —> Existe uma subsequéncia que converge p-ae.

Justificativa: Se (f,) converge em medida, entdo dado €; > 0 e €, > 0, existe ng € N, tal que

se m,n > ny. Logo,

u({frex:lfm-rwi=3}) <a,

u({reX:lm@-rw=3}) <en

Podemos constatar que

[fin () = fa ()| < [ fin(x) = f Q)|+ [ () = F ()],

e considere

A = {xeX:|fulx)—fulx)| =0},

B = {rex:lful-rml= 3},

c = {vex:lfw-rwi=5}.
Isso implica que A C BUC, pois, se x ¢ BUC, entdo x ¢ Be x ¢ C. Assim, |f,(x) — f(x)| < %
e |fulx)—fx)| < % = | fin(x) — fu(x)| < a. Logo, x ¢ A. Pelo Lema |1.2.1| e da Definicao

[L.2.1}(iii), temos

H(A) < u(BUC) < u(B) +(C) < S +5 =&,

€
com 5 = min{€;,&}. Logo, u({x € X : |fin(x) — fu(x)| > a}) < € e, portanto (f,) é de Cauchy
em medida. Agora, pelo Teorema temos o resultado.
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Corolario 3.2.2. Seja (f,) uma sequéncia de fungdes mensurdveis de valores reais a qual é de
Cauchy em medida. Entdo, existe uma funcdo real mensurdvel f tal que f, — f em medida.

Além disso, f é uinica u-ae.

Demonstracdo: Do Teorema temos que existe uma subsequéncia ( f;, ) que converge para

uma fun¢do f em medida. Uma vez que

f () = fa )| < [ () = e () + [ () = Su ()]

segue

reX:1f0) — fu@)] = @} S {xe X1 |f(0) — fu ()] = T pu{re X |ful0)— fix) 2 5}

De fato, considere

Se x ¢ BUC, entdo

Logo,
1f () = )] S [ (x0) = fue ()] + [ f () — fu(3)]| < 0.
Daf,
xE{xeX :|f(x) = fulx)| = 0} = u(A) = u(BUC) < pu(B) +u(C) <t

pela convergéncia de Cauchy em medida. Desse modo, podemos concluir que (f;;) converge
para f em medida. Provaremos agora a unicidade de f. Suponha que a sequéncia (f,) converge

em medida para ambas f e g. Uma vez que

[f(x) —g()] < [f(x) = fu() [+ [ fu(x) — g(x)]

segue que

eX:f(x)—g)| = ob < {xe X |/~ fulw)] =

| R

| R
——

}u{xeX: [fn(x) —g(x)| =

0 que implica em

0 < ulreX:|f(x)-gl)|>a))
< w({xex 10— £ 2 7}) +u({re X100 —gl)] =

N R

j)
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soma esta que converge para 0, por defini¢do. Pelo Teorema do Confronto, obtemos
pu{re X :[f(x) —g(x)| = a}) =0,Va e R.

1
Tomando o = —,n € N, obtemos
n

,u({xEX () — g(x)] > %}) _0,YneN.

Logo, f = g,u-ae, o que prova a unicidade de f.

Observacio 3.2.9. Sabemos que convergéncia em Ly, implica em convergéncia em medida (Ob-
servagdo [3.2.6). Mas, geralmente o contrdrio ndo ocorre, por exemplo, a sequéncia dada por
Jn = NX[1/n2/n) cOnverge em medida para a O-fungdo, mas ndo converge em L,(R,B,1\), 0 qual
ocorre na reta real com medida de Lebesgue definida nos subconjuntos de Borel de R, para
mais detalhes ver Referéncia [1]. Para que tenhamos a reciproca da presente afirmagdo, temos
que acrescentar a hipotese que a sequéncia é dominada por uma fung¢do em L,; é o que nos

mostra o proximo resultado.

Teorema 3.2.4. Seja (f,) C L, a qual converge em medida para f e seja g € L, tal que

Ifn(x)] < g(x), u-ae.

Entdo, f € Ly, e (f,) converge em L, para f.

Demonstracdo: Suponha por absurdo que (f,) ndo converge em L, para f. Entdo existe uma

subsequéncia (gx) C (f,) e um € > 0 tal que
gk — fll, > & VkeN.

Uma vez que (gx) € uma subsequéncia de (f,) e usando o fato que se uma sequéncia converge
em medida entdo sua subsequéncia também converge em medida para o0 mesmo limite, temos
que gx — f em medida. Pelo Teorema [3.2.3] existe uma subsequéncia (,) C (gx) que converge
u-ae e em medida para uma fungio h. Segue do Corolario que h = f p-ae em X. Como
que (h,) converge u-ae para f e é dominada por g, o Teorema implica f € L, e hy — f
em L, isto €,

||hr_f||p_>05

o que é uma contradigdo. Portanto, (f,) converge em L, para f.
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3.2.3 Convergéncia quase uniforme

Definicdo 3.2.8. Uma sequéncia (f,) de funcoes mensurdveis é dita ser convergente quase
uniformemente para uma fungdo mensurdvel f se para cada > 0, existe um conjunto E5 € X

com u(Eg) < §, tal que (f,) converge uniformemente para f em (X \ Eg).

Definicao 3.2.9. Uma sequéncia de funcoes mensurdveis é dita ser uma sequéncia de Cauchy
quase uniformemente se para todo § > 0, existe um conjunto Eg € X com u(Eg) < 8 tal que

(fn) € uniformemente convergente em (X \ Eg).

Observacao 3.2.10. Convergéncia quase uniforme = convergéncia de Cauchy quase uniforme.

Justificativa: Segue imediato das definicdes.

Lema 3.2.1. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy quase uniforme. Entdo, existe uma fungdo

mensurdvel f tal que (f,) converge quase uniformemente e u-ae para f.

Demonstracdo: Dado k € N, seja E; € X com ,u(Ek) < 2 % tal que (f,)) converge uniforme-

mente em (X \ E;). Considere Fj € X tal que F = U Eje

j=k
" -
=u{ UE ZH )<Y Sy~
j=k Jj=k J=1

Observe que (f,) é uniformemente convergente em (X \ Fy), pois (X \ F;) C (X \ Ex). No que

segue, definamos gy por
lim, f,(x), se x ¢ Fy,
0, se x € Fy.

gk(x =

[

Note que se F = ﬂ Fy, entdo F € X. Além disso, temos que Fi41 C Fg, entdo, podemos usar o

k=1
Lema (b) para mostrar que

1
0<u(F) (ﬂ Fk> = hm,u(Fk) < hm S =0.

k=1
Portanto, u(F) = 0. Se tivermos h > k, entdo g;(x) < gi(x),Vx & Fj, pois Fy C F;,. Segue que,
lilgngk(x) = lilzngh(x) = gn,Vx ¢ Fj,. Logo, a sequéncia (gx) converge em todo X para uma
funcdo limitada mensurdvel a qual denotamos por f. Assim, se x ¢ Fy, entdo f(x) = gx(x) =
lim f,,(x). Se x ¢ F, entdo x ¢ Fy paraalgum k € Nelim f,, = f em (X \ F), com u(F) = 0. Dai,
(fn) converge para f pu-ae em X. Agora, dado € > 0, obtemos k suficientemente grande, tal que

2~(=1) < ¢ Entdo u(Fy) < € e (f,) converge uniformemente para g = f em (X \ ).
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Teorema 3.2.5. Se uma sequéncia (f,) converge quase uniformemente para f, entdo ela con-
verge em medida. Reciprocamente, se uma sequéncia (h,) converge na medida para h, entdo

alguma subsequéncia de (hy,) converge quase uniformemente para h.

Demonstracdo: Suponha que (f,,) converge quase uniformemente para f. Sejam o e 3 nimeros
reais positivos. Ento, existe um E; € X com u(Eg) < €, tal que (f,,) converge uniformemente

para f em (X \ Eg), isto é, existe ng € N tal que

| fu(x) — f(x)| < 8,Vx € (X \ Eg),Vn > np.
Se n for suficientemente grande, entdo o conjunto

{xeX:|fulx)— f(x)| > 0o} C Ee,Vn > ny.

Assim,

p({x € X | fa(x) = f(¥)] 2 o} C Ee) < p(Ee) < &,¥n > no.

Logo, (f,) converge em medida para f.

Reciprocamente, suponha que (h,) converge em medida para h. Segue do Teorema [3.2.3]
que existe uma subsequéncia (gx) C (hy,) que converge em medida para uma funcgéo g e a prova
do Teorema mostra que a convergéncia é quase uniforme. Se (g;) converge em medida
para ambos 4 e g, segue do Corolario que h = g, u-ae em X. Portanto, a subsequéncia

(gk) C (hy,) converge quase uniformemente para g.

Teorema 3.2.6 (Teorema de Egoroff). Suponha que u(X) < + e que (f,) é uma sequéncia de
fungbes mensurdveis de valores reais que converge u-ae em X para uma fung¢do real mensurdvel

f- Entdo a sequéncia (f,) converge quase uniformemente e em medida para f.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, suponha que (f;,) converge para f em todo ponto

de X. Para cada m,n € N, defina

O{xex ERCIEr

m

e observe que E,(m) € X e E,1(m) C E,(m). Além disso, f,(x) — f(x),Vx € X, logo,

() Ex(m) = 0. Uma vez que u(X) < oo e E,11(m) C E,(m), seque do Lema [1.2.2|que

limu (E, (ﬂE ) (0) =0.
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Portanto, para m € N fixado e n — 4o, temos
limu(E,(m)) =0.

)
Agora, dado § > 0, escolha um k&, € N suficientemente grande, tal que u(Ey,) < om e seja

Es= U Ey, (m). Desse modo E5 € X e
m=1

u(Es) = p ( O Ekm> < i u(Ex,)

m=1 m=1
= § & 8
= wlEq)+ Y uE, ) <5+ ) oo
m=2 m=2
§ & 1 8 8 3
= 2ta oty
5§ &
= 5+5=0

Assim, u(Eg) < 3. Observe que se x ¢ Eg, entdo x ¢ Ey, (m). Logo,
1
fex) = f)] < - Yk = km e x € (X\ Ep).

Portanto, (f,) converge quase uniformemente para f. E, pelo Teorema [3.2.5] segue que (f;)

converge em medida para f.

3.2.4 Relacao entre os Modos de Convergéncia

Agora, apresentaremos um diagrama que retrata um resumo entre os modos de convergéncia
estudados neste trabalho. No que segue, as setas completas indicam que uma convergéncia
implica em outra convergéncia e as setas tracejadas indicam que uma convergéncia implica em
uma subsequéncia convergente. No caso da auséncia destes dois casos citados, pelo menos um
contra-exemplo pode ser construido. E entendido também que na discussdo da convergéncia
em L, € assumido que as fung¢des pertencem a L.

Notacoes:
AE: Convergéncia “almost everywhere", ou ainda, convergéncia quase certamente;
AU: Convergéncia quase uniforme;
L,: Convergéncia em Lj;

M: Convergéncia em medida.
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Vale ressaltar que as implicacdes de (1) a (7) se ddo em um espaco mensuravel qualquer.
Para as implica¢des (8) e (9) relatamos o caso de um espaco mensurdvel finito. J4 para as
implicacdes de (10) a (12), acrescentamos a suposi¢do que a sequéncia (f,,) é dominada por

uma fungdo g em L.

Diagrama da Relacio entre os Modos de Convergéncia

Espag¢o Mensuravel

- |

6

|

(12) {
———————— —JI-——m-———Iv

|

|

|

|

Fonte: Autoria propria.

Justificativas:

(1) Segue da Observaciio[3.2.10]e do Lema3.2.1]
(2) Segue da Observacéo2.1.1]

(3) Segue do Teorema

(4) Segue do Teorema [3.2.5]

(5) Segue da Observacio[3.2.4

(6) Segue da Observacio [3.2.8

(7) Segue de (2) e (4).

(8) Segue do Teorema de Egoroff (Teorema 3.2.6).
(9) Segue do Teorema de Egoroff (Teorema 3.2.6).
(10) Segue do Teorema 3.2.4]
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(11) Segue do Teorema [3.2.2]
(12) Segue de (3) e (10).
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