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RESUMO

Este trabalho tem como tema central o estudo das progressdes aritmética e geométrica, tendo
como objetivo associar as progressoes aritmética e geométrica com a matematica financeira,
em particular, aplicar a progressao aritmética para demonstrar algumas férmulas estudadas no
regime de juros simples e a progressdo geométrica para demonstrar algumas férmulas
estudadas no regime de juros compostos, e dessa maneira contribuir para uma melhor
compreensdo do ensino das progressdes aritmética e geométrica, visto a importancia de se
aplicar esse conteido ao nosso cotidiano, fato que ocorre frequentemente na matematica

financeira.

Palavras-Chave: Progressao Aritmética, Progressao Geométrica, Matematica Financeira.



ABSTRACT

This work is focused on the study of arithmetic and geometric progressions, aiming to involve
arithmetic and geometric progressions with financial mathematics, in particular, apply the
arithmetic progression to demonstrate some formulas studied in simple interest basis and the
geometric progression demonstrate some formulas studied in compound interest basis, and
thus contribute to a better understanding of the teaching of arithmetic and geometric
progressions, as the importance of applying this content to our daily lives, a fact that often

occurs in financial mathematics.

Keywords: Arithmetic Progression, Geometric Progression, Financial Mathematics.
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1 INTRODUCAO

Os registros referentes aos estudos das progressdes comegaram com 0s povos antigos,
os babildnicos e os egipcios.

Os egipcios a cerca de 5000 anos atrds com a necessidade de garantir a produgdo de
seus alimentos, comecaram a observar os periodos em que ocorria a enchente do rio Nilo, que
era de fundamental importancia para sua sobrevivéncia, pois dependiam do rio Nilo para
produzir seus alimentos, sendo entdo, fundamental determinar o periodo de enchente para
poderem plantar na época certa. Dessa forma, os egipcios observaram que o rio Nilo subia
depois que a estrela Sirius se levantava a leste, um pouco antes do Sol e chegaram a conclusdo
que isso ocorria a cada 365 dias, e através dessas observacdes criaram um calenddrio solar
formado por doze meses, de 30 dias cada més e cinco dias de festas , dedicados aos deuses;
Osiris, Hérus, Seth, Isis e Nephthys. Além disso dividiram os doze meses em trés estagdes de
quatro meses cada um e assim determinaram o periodo de semear, o periodo de crescimento e
o periodo da colheita.

Na Mesopotamia surgiram vdrias tabletas babilonicas muito interessantes, mas a mais
importante foi a tableta Plimpton 322 (1900 a.c a 1600 a.c na qual em alguma dessas tabletas,
a progressdo geométrica 1 + 2 + 2% + ... + 2° é somada de tal maneira que a série de quadrados

1 + 2%+ 3%+ ...+107 é achada, ficando implicita a soma de uma progressdo geométrica.

Figura 1: Tabela Plimpton
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O Papiro Rhind (ou Ahmes, datado a aproximadamente a 1650 a.c,) € um texto
matemdtico na forma de manual pritico que contém 85 problemas copiados em escrita
hierdtica pelo escriba Ahmes de um trabalho mais antigo. O papiro foi adquirido no Egito
pelo egiptélogo, escoc€s A. Henry Rhind, sendo mais tarde comprado pelo Museu Britanico.
Esse papiro e o papiro de Moscou sdo as nossas principais fontes de informagdes sobre 4
matemadtica egipcia antiga. E € no papiro Rhind que é encontrada a progressdo geométrica,

formada pelas fragoes
111 1 1 1

Do Hekat, conhecida como fra¢des dos olhos do deus Hoérus.

gl

Figura2. Olho de Hérus

Os egipcios somavam fracoes com 6 elementos usando a multiplicacdo por um fator
comum. Por exemplo, para calcular a soma.
ool 1,11 11
2 4 8 16 32 64

multiplica-se ambos os membros da igualdade acima por 64, obtendo

64.5S = 64 1+64 1+64 1+64 1+64 1+64 -
T 2 4 8 16 32 64
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Logo,

Dai,

O que deixa implicita a soma de uma progressao geométrica.

Todavia, foi na Grécia que o estudo sistematizado da matemdtica comecou a
acontecer.

Presume — se que se deve a Pitdgoras (585 ac a 500 ac) e aos sdbios gregos a criacao
da aritmética tedrica. Da- se  aos membros mais antigos da escola pitagérica
aproximadamente 600 ac, o surgimento dos numeros figurados, na qual esses numeros
expressam o nimero de pontos em certas configuracdes geométricas representando um elo de
ligacdo entre a geometria e a aritmética. Na figura abaixo fica claro que o enésimo nimero
triangular € dado pela soma da progressdo aritmética, pois a soma dos termos de uma
progressdo aritmética finita € metade do produto do nimero de termos pela soma dos dois
termos extremos, sendo assim a figura abaixo justifica a nomenclatura dos numeros

triangulares dada por :

Figura 3. Numeros triangulares

O grego Euclides de Alexandria também teve €xito na histéria da matemadtica, produziu a
obra Os Elementos. A primeira edi¢do desse trabalho surgiu em 1482, sendo composta por
465 proporcdes distribuidas em 13 livros, e € no livro vir que encontramos as propor¢oes
continuas e progressdes geométricas relacionadas, de forma que, se temos uma propor¢ao

continua , entao formam uma progressao geométrica.
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Porém foi com Johann Friderich Carl Gauss o episodio mais fascinante da progressao
aritmética, que aos dez anos de idade, durante uma aula de matematica seu professor pediu
para que todos os alunos obtivessem a soma dos nimeros de 1 a 100, e em poucos minutos
Gauss apresentou o resultado correto, da seguinte maneira, somando os nimeros equidistantes
dos extremos, ele observou que o resultado 101 era sempre o mesmo.

1+2+3+4+ ..+97+98+99 + 100

Na qual ele multiplicou a constante 101 pelo nimero de termos e dividiu pela metade,

chegando ao resultado. Que mais tarde se tornou a férmula da soma da progressao aritmética

n(aitan)
2

S =

Mas é claro que Gauss nao chegou a essa férmula naquela época, mas foi um passo
muito importante para o estudo das progressoes aritmética e geométrica.

Neste trabalho estudamos essas progressdes com o objetivo de aplicar tais conceitos
em algumas férmulas de matemadtica financeira. Os resultados aqui apresentados foram
obtidos por meio de estudos bibliograficos, bem como pesquisas na internet. Para isto,
dividimos o trabalho em quatro capitulos.

No segundo capitulo, estudamos as Progressdes Aritméticas, defini¢dao, formulas do
termo geral e da soma dos termos, com suas respectivas demonstragdes, além de
apresentarmos alguns exemplos.

No terceiro capitulo, estudamos as Progressdes Geométricas, defini¢do, férmulas do
termo geral e da soma de termos, apresentando suas demonstracoes, além de alguns exemplos.

E por fim, no ultimo capitulo € apresentada a ideia central deste trabalho que € mostrar
algumas aplicacdes de progressdes aritmética e geométrica na matemadtica financeira, em
especial nas féormulas de juros e montante, estudadas no regime de juros simples e no regime

de juros compostos.
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2. PROGRESSAO ARITMETICA

Neste capitulo, inicialmente iremos definir as progressdes aritméticas, e em seguida
apresentar e demonstrar as formulas do termo geral e da soma dos seus termos, e dar

exemplos.

2.1 Definicao de Progressao Aritmética

Antes de definirmos, iniciaremos com os seguintes problemas.

Problema 2.1: Uma fabrica de automdveis produziu 600 veiculos em janeiro e aumenta
mensamente sua producao de 40 veiculos. Quantos veiculos produziram em junho?
Soluc¢ao:
Como a producao aumenta mensalmente 40 veiculos, os valores da producao mensal, a partir
de janeiro sdo: 600, 640, 680, 720, 760, 800, --- . Portanto, em junho a fabrica produziu 800
veiculos.

Podemos observar neste problema que o aumento de veiculos a cada més € sempre o

mesmo, no qual esse aumento constante foi de 40 veiculos a cada més.

Problema 2.2: A populacgao atual de uma certa cidade é de 20.000 habitantes. Essa populagao
aumenta anualmente em 100 habitantes. Qual serd a populacao dessa cidade daqui a 10 anos?
Soluc¢ao:

Como a populacdio aumenta anualmente 100 habitantes, a populagdo anual, a partir da
populagdo atual é 20000, 20100, 20200, 20300, 20400, 2050, 20600, 20700, 20800, 20900,
21000,... . Assim em 10 anos a populacao dessa cidade serd de 21000 habitantes.

Podemos observar neste problema que o aumento da populagdo em cada ano é sempre

0 mesmo, no qual esse aumento constante foi de 100 habitantes por ano.

Definicao: Chamamos de Progressdao Aritmética (P.A.) uma sequéncia na qual a diferenca
entre cada termo e o termo anterior € constante. Essa diferenca constante é chamada de razao

da progressao e, € representada pela letra r.
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Assim, nos problemas 2.1 e 2.2, temos exemplos de progressdes aritméticas de razdes

dadas respectivamente por, r = 40 e r = 100.

2.2 Classificacao de uma progressao aritmética P.A.

Podemos classificar uma progressao aritmética de trés formas:

. Crescente, quando cada termo é maior que o seu antecessor, ou seja, a,, > a,_1,Vn €

N. Onde por definicdo a,, = a,,_; + 7, temos :

ap>Aapq = ap1+717 > ap_1 > r>0.
Assim, a P. A. é crescente quando a razdo for maior que zero.

Exemplo 2.1: (1,3,5,7,:=") ,coma,;=1e r = 2.
II.  Decrescente, quando cada termo é menor que o seu antecessor, ou seja, a, < d,_1,
vV n € N. Onde por defini¢do a,, = a,_1 + 7, temos:
ap <ap_q = aup1+r< ayq4 = r<0.
Assim, a P. A. é decrescente quando a razdo for menor que zero.

Exemplo 2.2: (0,—4,-8,—12,:-,), coma; =0er = —4

IlI.  Constante, quando todos os termos sdo iguais, ou seja, a, = a,_41,V n € N. Onde por
defini¢do a, = a,_1 + 7, temos:

Ap =0ap_q1 = Au_1+7 = ay_4 = 7 =0.

Assim, a P. A. é constante quando a razao for igual a zero.

Exemplo 2.3: (1,1,1,1,-- ) ,coma; =1ler =20
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2.3 A Formula do termo geral de uma progressao aritmética PA

Podemos encontrar uma regra para encontrar um termo qualquer de uma P.A., fixando
apenas o primeiro termo igual a a; e razdo igual a r, isto &, por defini¢do temos:
a; = a.
a, = a, +r.
az=a,+r=>a3;=(a;+r)+r=a3=a, +2r.

ags=az;+r=a,=(a;+2r)+r=a4=a, +3r.

Dai, podemos observar que o termo geral de uma progressdo aritmética PA é dada
por,
a, = a; +(n—-1r,neN",
onde:
a, € o termo geral;
a, é o primeiro termo;
n é o nimero de termos (até n);
r é arazdo da P.A.

Podemos mostrar que estd formula, conhecida como férmula do termo geral de uma
PA, € vilida para todon € N*, usando o Principio da indugio finita (1), conforme veremos a
seguir.
1) Paran = 1, temos

a=a+(1-1)r =24 = a;.
Logo, paran = 1, a férmula € verdadeira.
ii) Suponhamos que a igualdade é valida para algumn =k € N*, k > 1, isto é:
a, = a; +(k—Dr.
Agora, mostremos que a igualdade é vdlida paran = k + 1, isto é,
a1 = a; +[(k+1)—1]r.

Por definicdo, a,,q = aj + r, dai usando a hipétese de indugao.

age1=ar+r=(a;+(k—Dr)+r=a, +[(k+1)—1]r.

! Teorema( Principio de indugdo Finita) seja uma propriedade P(n) para todo n€N suponha que:
a) P(1) é verdadeira, isto é, afirmacgdo € vdlida paran = 1
b) P(k) é verdadeira—»P(k + 1) verdadeira, isto €, admitindo a veracidade da afirmac¢do para um natural k
arbitrério, € possivel demonstrar a veracidade para k + 1.
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Logo, a igualdade é valida para

Portanto, pelo Principio de indugdo finita ¢ vélida para todo
Observacao: Em alguns casos denotamos o primeiro termo da progressao aritmética por

neste caso, o termo geral é dada por:

Exemplo 2.4: No problema 2.2, para saber a populagao de uma certa cidade apés 10 anos,
podemos usar a formula do termo geral de uma P.A., neste caso, e

Como,

Temos:

Exemplo 2.5: Formam-se tridngulos com palitos, conforme a figura.

ANWAVAVAVA

Qual o nimero de palitos usados para construir triangulos?
Solucao:
Seja o numero de palitos usados para formar triangulos, temos:

€ ,

Portanto, para construir tridngulos é necessario palitos.

Exemplo 2.6: Determine a PA em que o sexto termo € 7 e o décimo termo € 15.
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Soluc¢ao:
Para escrever a PA € necessario determinar a; e r, temos

{a6=7 - a+5r=7 €))
a10=15_) a10+97”=15 (II)

Resolvendo o sistema acima, obtemos:
r=2 eaq = —3.

Logo,aPA ¢ (—3,-1,1,3,---,).
2.3 Soma dos termos de uma PA

Considere uma progressdo aritmética dada por (a4,a, + -+ a, + --+), entdo a soma
dos n primeiros termos é:
Sp=ay+a,+-+a,_4+a, . (1)
Por outro lado
Sp=aptan_1+--+a,+a;. (2)
Somando (1) e (2), obtemos:
28, = (a1 + ap) + (az + ap_1) + -+ (ap1 + az) + (an + a1). (3)
Onde podemos observar que,

a,+ap=a;+r+ay_1=0a,+a,.

apn1ta,=a,1t+ta+r=a,+a,1+r=a,+a,.

Logo, no segundo termo de (3), temos n parcelas iguais a a; + a,, dai,

a, +ay)n
28, =n(a; +a,) = S, = %
Portanto, a soma dos n primeiros termos da progressao aritmética (a; + a, + az + +-+) é
(a; + ay)n
"t

Podemos provar esta igualdade usando o principio de indugdo finita, isto €, provaremos que:

_ (@tap)n

a, +ax+--+a, = > ,paran € N*.
1) Paran = 1, temos:
(ay +ay)1 2a,
a1=T 1=T$a1=a1.
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Logo, a férmula vale paran = 1.

ii)Suponhamos que a igualdade é valida para algumn =k, k € N*, isto é,
(a1 + an)n
-

Mostremos que a igualdade é vdlida paran = k + 1, isto é,

(a1 + ags)(k+ 1)

a1+a2+"‘+ak:

a1+a2+"'+ak+ak+1:

2
De fato, pela hipdtese do principio de indugao,
(ay + ayk
a1+a2+...+ak::lTn'
adicionando em ambos os membros da igualdade o termo k + 1, temos
k
a, +a2 +"‘+ak+ak+1 =@+ak+1
(a1+ap)k
Satayt et aet g =—— —+(a+rn)
_ (ag+ap)k+2(ag+r)

:>a1+a2+--'+ak+ak+1— 2

a,.k+ayg.k+2ai+2r
2

=>a1+a2+---ak+ak+1 =

ai.k+(a1+(k—-1).r).k+2(a +(k—1).r)+2r
2

= al + a2+"‘ + ak + ak+1 =

aik+ak+2a1+(k—1)kr+2(k—-1)r+2r
2

=>a1+a2+-'-+ak+ak+1=

a1 (2k+2)+[(k—-1)k+2(k—-1)r+2]r
2
a1(2k+2)+k(k—1+2)r
2

$a1+a2+"'+ak+ak+1=

:>a1+a2+"‘+ak+ak+1:

2a4(k+1)+k(k+1)r
2

$a1+a2+"'+ak+ak+1=

k k k k
Sa +a, ot at Qg = (+1)(22a1+ ) :( +1)(a12+a1+ )

k
Sata,+Fagtag, = ( +1)(a21+ak+1)

Logo, a igualdade € valida paran = k + 1.

Portanto, pelo principio de indugao finita S,, = @ ¢ valida para todo neN™.

Exemplo 2.7: Calcule a soma dos termos da PA( 2, 5, 8,11,---) desde o vigésimo quinto até o

quadragésimo primeiro, inclusive.

Solucao: Como a; = 2 e r = 3, temos,
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as =2+ (25-1).3=74ea4 =2+ (41-1).3 =122.
Como do vigésimo quinto até o quadragésimo primeiro, inclusive, temos 17 termos,

74,77,...,122, temos

(74 + 122).17
517 == 2 = 1666.

Portanto, a soma é 1666.
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3. PROGRESSAO GEOMETRICA

Neste capitulo, inicialmente iremos definir as progressdoes geométricas, e em seguida

apresentar e demonstrar as férmulas do termo geral e da soma dos seus termos.

3.1 Definicao de Progressao Geométrica

Antes de definirmos, iniciaremos com os seguintes problemas.

Problema 3.1: Em 2005 uma empresa produziu 400000 unidades de certo produto. Quantas
unidades produziram no periodo de 2005 a 2010, se o aumento de producao anual for de 10%
em relacdo ao ano anterior?
Solucao: Como o aumento da populagdo € de 10% em relagdo ao ano anterior, temos:

e A producdo em 2005 = 400000.

® A produgdo em 2006 = (produgdo em 2005). 1,10 =400000. 1,10 = 440000

e A produgdo em 2007 = (produgao em 2006). 1,10 = 440000. 1,10 = 484000

¢ A produgdo em 2008 = (produgao em 2007). 1,10 = 484000. 1,10 = 532400

¢ A produgdo em 2009 = (produgao em 2008). 1,10 = 532400. 1,10 = 585640

e A producdo em 2010 = (produg@o em 2009). 1,10 = 585640. 1,10 = 644204.

Portanto, a produgdo anual, nesse periodo serd dada pela sequéncia,
(400000, 440000, 484000, 532400, 585640, 644204).
Fica claro que, nessa sequéncia, cada termo, a partir do segundo, é obtido multiplicando o

termo anterior por um mesmo nimero fixo, 1,10.

Definicao: Chamamos de progressdo geométrica PG uma sequencia na qual é constante o
quociente da divisdo de cada termo pelo termo anterior. Esse quociente constante é chamado
de razao da progressio e, € representada pela letra q.

No problema 3.1, temos uma progressao geométrica, onde a razio é dada por g = 1,10.

Observacao: A partir do problema 3.1, podemos observar que uma progressdo geométrica é

uma sequencia na qual a taxa de crescimento de cada termo para o seguinte é sempre a



22

mesma, € neste caso a razdo q de uma progressao geométrica € simplesmente o valor de

1 + i, onde i é a taxa de crescimento constante de cada termo para o seguinte.

Exemplo 3.1: A populacdo de um pais é hoje igual a Py e cresce 4% ao ano. Qual serd a
populacdo desse pais daqui a n anos?
Soluc¢ao:

e P, é a populagdo inicial, que cresce a 4% ao ano. Note que a populagdo ao final do

primeiro ano é

P1:P0+4%P0:P0+0,04PO:(1+0,04)P0.

® A populagdo ao final do segundo ano

P, = P, + 4%P; = (1 + 0,04)P, + 0,04(1 + 0,04)P, = (1 + 0,04)Py(1 + 0,04).
= (14 0,04)2P,

® A populagdo ao final do terceiro ano serda

Py = P, + 4%P, = (1 + 0,04)2P, + 0,04(1 + 0,04) = (1 + 0,04)3P,.

De onde podemos observar que a populagao daqui a n anos € dada por

P, = (14 0,04)"P,.

3.2 Classificacao das progressoes geométricas PG

As progressdes geométricas podem ser classificadas em cinco categorias:

I.  Crescentes - cada termo é maior que o anterior, ou seja, a, > d,_1,V n € N*, isto

ocorre de duas maneiras

a)PG com termos positivos

an

ap, > a1 © >1oqg>1.

n-—1

Exemplo 3.2: (1,2,4,8,16), coma; =1eq = 2.

b)PG com termos negativos

an

ap>a,.10< <le0g<l1.

ap-1
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Exemplo 3.3: (—54,—18,—6,—2,—, ), com a; = —54eq =~.

II. Constante - cada termo € igual ao anterior, a, = a,_,V n € N*,. Observemos que

isso ocorre em duas situacoes:

a) P.G. com termos todos nulos. Neste caso, a; = 0 e q qualquer.

b)P.G. com termos iguais € ndo nulos

an
A, =0a,_1 & =leoq=1.
an-1

Exemplo 3.4: (7,7,7,7,--),coma; =7eq = 1.

IIT Decrescentes - cada termo é menor que o termo anterior, a, < a,_1, vV n € N*. Notemos

que isto pode ocorre de duas maneiras.

a)P.G. com termos positivos

an

a,<a,.1 e 0< <le0<g<l

ap-1

1 1
— coma1=1eq=§

Exemplo 3.5: (1,%,%, 31

3=

b)P.G. com termos negativos

an

ap < au_1 & >1eqg>1.

Exemplo 3.6: (—1,-2,—4,-8,—16,::-),coma; = —1eq = 2.
IV Alternantes sdo as PG em que cada termo tem sinal contrdrio ao do termo anterior, isto
ocorre quando g < 0.

Exemplo 3.7: (5,—5,5,—5,5,---), coma; =5eq = —1.

V Estaciondria sdo as PGemquea; # 0ea, =a; =a, =-- = 0.
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Exemplo 3.8: (3,0,0,0,0,:--),coma; =3eq =0.

3.3A Formula do Termo Geral de uma P.G.

Conforme vimos na definicdo, em uma progressido geométrica (ay,a,, as, **, Ay, ")
de razdo ¢q, partindo do primeiro termo, para avancarmos um termo basta multiplicarmos o
primeiro termo pela razdo q, (a, = a,q); para avancarmos dois termos, basta multiplicarmos
o primeiro termo pelo quadrado da razdo q,(a; = a,q?) e assim por diante. Desse modo

encontramos o termo de ordem n. Pois, temos

a; = a

a; = a1q
az = azq
a, = azq

Ap-1 = Ap-2-4

an = Aan-1-9
Multiplicando termo a termo as igualdades acima, obtemos:

Az-A3. Q4.+ . An_1. An = (a1.q)(az.q)(as. @) -+ (An—2-q)(@n_1- ).
Simplificando a igualdade acima, temos:
an =a:;(q.q..q)

Dai, o termo geral de uma P.G. é dado por:
a, = a;.q" %, n € N~

Onde:

a, € o termo geral

a, € o primeiro termo

n € ndmero de termo ( até n)

q € arazao
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Sendo assim, podemos mostrar que estd férmula, conhecida como férmula do termo
geral de uma PG, ¢é valida para todo n € N*, usando o Principio da indugdo finita, conforme
veremos a seguir.
1)Paran = 1, temos

a,=aq =2 a, =a19° = a; = a;.

Logo, a férmula vale paran = 1.

ii)Suponhamos que a igualdade é valida paran = k € N*, k > 1, isto é,
a, = a;q* L.
E agora, mostremos que a igualdade € valida paran = k + 1, isto é,
Aps1 = a1 q T
Notemos que, pela definicdo ay ., = ag.q, assim, usando a hipétese de inducdo, temos:

_ k-1 . _ k+1-1
Ar+1 = 19" .4 = 4194 .

Logo, a igualdade é valida paran = k + 1.

Portanto, pelo principio de indugo finita a, = a,q" ! é vilida para todon € N*.

Observacao 3.2: Em alguns casos denotamos o primeiro termo da PG por a, , neste caso o

termo geral € dado por a,, = ayq"™

Exemplo 3.9: A producio de uma empresa nos meses de janeiro, fevereiro e margo,
respectivamente forma uma PG. Se a producdo em janeiro foi de 3000 unidades e em margo
foi de 27000 unidades, quantas unidades foram produzidas em fevereiro?
Soluc¢ao:
Usando a férmula do termo geral, com:

a;=3000 , a,, = produgdo em mar¢co = 27000 unidades e n = 3. Determinemos o valor da

razao q. Temos
27000
as; = a;q3 1= 27000 =3000g° = g’ =——— = ¢ =9 = q = 3.
3000
Agora, determinemos a,
az = al.q = az == 3000.3 = az == 9000.

Portanto, foram produzidas em fevereiro 9000 unidades.
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3.4A Formula da soma dos n primeiros termos de uma PG

Consideremos uma PG dada pela sequéncia (aq,a,,*, a,_1, ay), temos

a, = a;.q
_ 2
as = a,q
_ 3
a, = aiq

a,—1=a,qgn b1
an =a;q"!
Dai, somando termo a termo de ambos os membros das igualdades acima,
a;+a,++a,—1+a,=a;+a,.q+a.q* +-+a.q" .
Ou seja,

Sp=a,+a,.q+a.q¢*+-+a.q"*+a,.q" (4)

Multiplicando ambos os lados da dltima igualdade por g, obtemos:
qS, = a,.q+a;.q* +a.q> + -+ a;.q" t+ a..q™ (5)
Fazendo (5) - (4), obtemos:
qSp, — S, = (a;.q+a;.q> + -+ a..q" +a;.q") —
—(a;+a;.q+a.q* + -+ +a..q" 2+ a;.q" ).
Simplificando a expressdo, obtemos:
Sp(@ -1 =a;.q" —ay; > Sp(q = 1) = a,(¢" = 1),
Ou seja,

_a@-1) _a(1l-q)
Sn——q_1 ouS, = = ,comq # 1.

Logo, a soma dos n primeiros termos de uma P.G . (a4, a,, ...,a,) derazdioq # 1, é :

(1-q™)
Sn = T

Podemos demonstrar essa férmula, usando o principio de indugdo finita, isto &,

provaremos que:

(1-q") \
a1+a2+...+an=a1ﬁ,\7’n e N™.
Vejamos,

1)Paran = 1, temos:
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(1-4Y (1-9
a1=a1Tq=>a1=a1 q:>a1:a1.

Logo, a férmula vale paran = 1.

ii)Suponhamos que a igualdade é valida paran = k € N*, isto é,

(1-4")
agtat+-t+ag=a——:
1 2 k 1™ 1 —¢
E mostremos que a igualdade € vélida paran = k + 1, isto é
(1 — qk+1)
a,+a,+--+a =aq———.
1 2 k+1 177 - q
De fato, pela hipétese de inducdo,
(1-4")
agta+-t+ag=a——:
1 2 k 1™ 1 —¢
Adicionando em ambos os membros da igualdade ay ., temos,
(1-49
a;+a,+-+ag+ag, = a1ﬁ+ Apy1-
E cOmo ay4q = Q. q, temos apyq = a;q%*+*D ™1, sendo assim,
(1-4)
a;+a;+ - +ag+ag, = a1ﬁ+a1qk
a;(1-q*) + (1 - q)aq*
ittty t Q= 1(1-q)+ (A -qQaq
I—q
a (1 — gk + gk — gk+1
=>a1+a2+-'-+ak+ak+1= 1( ql—i[ d )
(1 _ qk+1)
:>a1+a2+---+ak+ak+1 =a1ﬁ

Logo, a igualdade € valida paran = k + 1.

.. . o e 1-q™
Portanto, pelo principio de indugdo finita S,, = a, ( T )

¢ vélida paratodon € N*.

Exemplo 3.10: Uma pessoa aposta na loteria durante cinco semanas, de tal forma que, em
cada semana, o valor da aposta € o dobro da aposta da semana anterior. Se o valor da aposta
da primeira semana é de R$ 60,00, qual o total da apostado apds as cinco semanas?

Solucdo: Temos: a; = 60 e g = 2, dai

1-25 1-32 ~31
g:w,;m% = 55=60(_—1) = S = 1860.

Portanto, em cinco semanas o total a apostado foi de R$ 1860,00.
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4. APLICACOES DAS PROGRESSOES ARITMETICAS E DAS PROGRESSOES
GEOMETRICAS

Neste capitulo, veremos algumas aplicacdes das progressoes aritméticas e geométricas na

matematica financeira.
4.1 Conceitos Basicos de Matematica Financeira

A operacdo bdsica da matemadtica financeira é a operacdo de empréstimo. Nestas
operacoes, alguém que dispde de um capital C (chamado de principal), empresta-o a outro por
um certo periodo de tempo, e apds esse periodo, recebe o seu capital C de volta, acrescido de

uma renumeragado J pelo o empréstimo. Essa renumeracao é chamada de juro. A soma C + ] é
. . £ . _ ] £
chamada de montante e serd representada por M, isto é, M = C +J. Arazdoi = “queéa

taxa de crescimento do capital, serd sempre referida ao periodo da operacdo chamada de taxa
de juros.
Nas definicdes e problemas que vamos estudar, iremos usar os seguintes simbolos:
e (¢ ocapital inicial ou (valor presente);
e Jéojuros;
e (, ¢ o montante ou (valor futuro);
¢ né o numero de periodo de tempo;

e | ¢ taxade juros.

Onde a unidade de tempo n expressa em ( més, trimestre, semestre, etc) serd a mesma
unidade de tempo da taxa de juros i ( expressa ao més, ao trimestre, ao semestre, etc ). Ou
seja, necessariamente i € n devem ser expressos na mesma unidade de tempo.

Existem dois tipos de regime de capitalizagcdo: o regime de capitalizagdo simples (juros
simples) e o regime de capitalizacdo composto (juros compostos), conforme veremos nas

secdes seguintes.
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4.2 Aplicaciao das Progressoes Aritméticas no Regime de juros simples

No regime de juros simples, os juros somente incidem sobre o capital inicial da
operacdo (aplicacdo ou empréstimo), ndo se registrando juros sobre o saldo dos juros
acumulados. Assim, os juros acumulados apds n periodos serdo dados por:

J=C.i.n.

Observe agora, o seguinte problema.

Problema 4.1: Um capital de R$ 100000,00 foi aplicado a taxa de juros simples de 2% ao
més. Qual o montante futuro no fim dos 3 meses?
Solugdo:
Temos: C, = R$100000,00, i = 2% ao més e n = 3 meses. Dai,

® 2% de R$100000,00 = 0,02.100000,00 = R$2000,00 (juros em 1 més)

e 3.R$2000,00 = R$6000,00 (rendimento em juros simples ao fim de 3 meses)

e (3 =R$100000,00 + R$6000,00 = R$106000,00.

Logo, o montante apds 3 meses serd de R$106000,00.

Podemos observar no problema 4.1 que,

e Ao final do primeiro periodo (no caso, més) o valor futuro ou montante acumulado é

dado por:

Cl = C0+C0l = C0(1+l)

® Ao final do segundo periodo o valor futuro ou montante acumulado sera:

¢ Ao final do terceiro periodo o valor futuro ou montante acumulado sera:

Note que, no regime de juros simples, os valores acumulados ao final de cada periodo
formam uma progressao aritmética, visto que, o montante do més seguinte é calculado a partir
do valor do montante do més anterior mais o juro que é constante, ou seja, € o valor inicial

mais a razdo, que nesse caso € juro, que € dado por: Cyi.
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Logo, a sequéncia (Cy,Cy,Cy,+++,Cy,...), € uma P.A. de razdo Cyi. Assim para
sabermos o montante ou valor futuro para um periodo n qualquer, basta usarmos a férmula do
termo geral de uma P.A., que conforme vimos na observacao 2.1 do capitulo 1, neste caso é
dada por:

a, = ag + nr,
Onde: a,, = C,, a9 = Cy er =] = (. i. Dai, podemos concluir que no final de n periodos o
valor futuro acumulado seré de,

Cp =Co(1+ni),vyn e N* .

Observacao 4.1: Poderiamos resolver este problema, usando a férmula acima, sem precisar
calcular o montante dos meses anteriores. No problema temos,
C, = R$100000,n = 3 meses e i = 2% = 0,02 ao més,
Dai, como C,, = Cy(1 + ni), temos:
C; = 100000(1 + 3.0,02) = C; = 106000.

Logo, o montante acumulado ao final de 3 meses é R$106000.

Observacao 4.2: Como vimos que necessariamente { € n devem ser expressos na mesma
unidade de tempo, do contrdrio, teremos que transformar o prazo da taxa para o prazo da
capitalizacdo ou, de maneira inversa, o periodo da capitalizacdo passa a ser expresso na
unidade de tempo da taxa de juros.

No regime de juros simples, essa transformacdo € processada pela denominada taxa

proporcional (linear ou nominal) de juros.

Definicao 4.1: Consideremos duas taxas de juros arbitrdrias i; e i,, relacionadas
respectivamente aos periodos n,; e n,, referidos a unidade comum de tempo das taxas, estas
taxas se dizem proporcionais quando:

i m

i, ny

Exemplo 4.1: Verifique se as taxas de 18% ao ano e 1,5% ao més sdo proporcionais.

Solu¢ao: Temos,
18 12 12 = 12
—_—=— = .
1,5 1

Logo, as taxas dadas sdo proporcionais.
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Exemplo 4.2: Obtenha as taxas mensal e trimestral proporcional a juros de 120% ao ano.
Solu¢ao:

. 120%
i)taxa mensal: TO =10%

Logo, a taxa mensal proporcional € de 10% ao més.

.. . 120%
ii)taxa trimestral: TO = 30%

Logo, a taxa trimestral proporcional é de 30% ao trimestre.

Exemplo 4.3: Em 01/09/2014 uma pessoa emprestou a quantia de R$4000,00, a juros
simples, com a taxa de 4% ao més. Qual era o montante da divida em 01/12/20147?
Solugao: Temos, ¢, = 4000,00, i = 4% ao més e n = 4 meses, dai, como C,, = Cy(1 + ni),
obtemos:

C, = 4000(1 + 4.0,04)

= C, = 4000(1 + 0,16)

= C, = 4000(1,16)
= C, = 4640.

Portanto, em 01/12/2014 o montante foi de R$4640,00.

4.3 Aplicacoes da Progressio Geométrica no Regime de juros compostos

No regime de juros compostos, os juros formados ao final de cada periodo de tempo
sao acrescidos ao capital formando um montante (capital +juros) do periodo. Esse montante,
por sua vez, passard a render juros no periodo seguinte formando um novo montante, e assim

sucessivamente.

Iniciemos, observando o problema anterior no regime de juros compostos.
Problema 4.2: Um capital de R$ 10000,00 foi aplicado a taxa de juros compostos de 5% ao

més. Qual o montante no fim dos 3 meses?
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Soluc¢ao:

No regime de capitalizacdo composto, temos:

i) No primeiro més: 2% de 100000 = 2000 (juro produzido no primeiro més).

Logo, M = R$100000,00 + 2000,00 = 102000,00 (montante ao final do primeiro més).

i1) No segundo més: 2% de 102000 = 2040 ( juros produzidos no segundo mes).

Logo, M = R$102000,00 + 2040,00 = 104040,00(montante acumulado no segundo més).
iii)No terceiro més:2%104040 = 2080,80 ( juros produzidos no terceiro mes).

Logo, M = R$104040,00 + 2080,80 = R$106120,80(montante acumulado no terceiro
mes)

Portanto, no fim dos trés meses o montante é R$106120,80.

Notemos que, no regime de juros compostos, ocorre o que chamamos “‘juros sobre
juros”, pois para determinar o montante (valor futuro) de determinado periodo, calculamos os

juros sobre o valor acumulado no periodo anterior, ou seja, o juro ndo é constante.

Sendo assim podemos observar no problema anterior que:
1) Ao final do primeiro periodo o montante acumulado de dado por:
Cl = CO + Col = Co(]. + l)

1) Ao final do segundo periodo o montante acumulado e dado por:

C,=Co(1+iD)+Co(1+1Di=Co(1+)(1+1)=Co(1+ D)2

ii) Ao final do terceiro periodo o montante acumulado serd dado por:

C;=Co(1+ )2+ Co(1+0)2%i=Co(1+D*(1+1i)=Co(1+1)3.

Note que, no regime de juros compostos, os valores acumulados ao final de cada periodo
formam uma progressdo geométrica, visto que o valor do montante no més seguinte &
calculado a partir do valor do montante do més anterior mais o juro sobre este valor, o que €
equivalente a multiplicar o valor do montante do més anterior pela razdo 1 + i, onde i é a taxa
de juros.

Logo, a sequéncia (Cy, Cy, C,, C3, -+, Cp, ... ) € uma progressdo geométrica de razdo 1 +1i ,

onde assim para sabermos o montante ou valor futuro para um periodo n qualquer, basta
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usarmos a férmula do termo geral de uma P.G., que conforme vimos na observacao 2.2 do
capitulo 2, neste caso é dada por:

a, = ay.q",
Onde a,, = C,, a9 = Cy er = 1 + i. Dai, podemos concluir que no final de n periodos o valor
futuro acumulado sera de,

C, = Co(1+ )" Vn € N*.

Observacao 4.3: Poderiamos resolver este problema, usando a férmula acima, sem precisar
calcular o montante dos meses anteriores. No problema temos,
C, = R$100000,n = 3meses e i = 2% = 0,02 ao més,
Como C, = Cy(1 + i)™, temos:
C; = 100000(1 + 0,02)3
= C3 = 100000(1 + 0,02)3
= (3 = 106120,80.
Logo, o montante acumulado ao final de 3 meses é R$106120,80.
Observe que ao mudarmos o regime de capitalizagdo para o mesmo problema obtemos

respostas diferentes.

Observacao 4.4: No regime de juros compostos, para transformar o prazo da taxa de juros,

usamos a chamada taxa de equivalente.

Definicao 4.2: Duas taxas de juros se dizem equivalentes quando, aplicadas a um mesmo
capital e pelo mesmo intervalo de tempo, produzem o mesmo juro. Assim, se a taxa de juros
relativamente a um determinado periodo de tempo € igual a i, temos que a taxa de juros
relativamente a n periodo de tempo e dada por:

1+I=1+D)"ou I=1+)"—1oui=V1+1-1

Onde [ € a taxa para os n periodos de tempo ( prazo maior).

Exemplo 4.4: Calcular a taxa equivalente a 34% ao ano para os seguintes prazos:

a) Um més
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- . 12 . . .
Solucao: Temos I = 34% ao ano, e como em um ano ha - Meses, isto é, n = 12, dai

comoi = /1 +1—1,obtemos
i="%31+034—-1=>i=0,0247 =i =2,47% ao més.

b)Um semestre

~ L 12 . .
Soluc¢ao: Temos I = 34% ao ano, e como em um ano ha Y semestres, isto &, n = 2, dai

comoi = /1 + 1 — 1, obtemos
i=+414+0,34—1=1i=0,1576 =i = 15,76% ao semestre.

Exemplo 4.5: Calcular a taxa anual de juros equivalente a 8% ao trimestre.
~ . . L 12 . . L,
Solucao: Temos i = 8% ao trimestre, e como em um ano ha 5 trimestres, isto €, n = 4,

dai como I = (1 +i)" — 1, obtemos

I1=(14+0,08)*-1=i=0,3605 =i =236,05% ao ano.

Observacao 4.5: Um erro muito comum ¢ confundir taxas proporcionais com taxas
equivalentes, por exemplo, ¢ muito comum achar que juros de 10% ao més equivalem a juros
anuais de 12.10% = 120% ao ano, o que nao é verdade, pois taxas como 10% ao més e
120% ao ano sdo chamadas de taxas proporcionais, pois a razdo entre elas € igual a razdo dos
periodos ao quais elas se referem, de fato vimos que para calcular a taxa anual de juros
equivalente usamos a seguinte féormula 141 = (1 +i)", portanto a taxa de juros anual
equivalente a 10% ao més é

I=(1+4+0,10)12 —1=2,1384 = I = 213,84% ao ano.

Ou seja, a traducao da expressdo “120% ao ano, com capitalizacdo mensal” € “10% ao
més”. E, muitas pessoas podem pensar que os juros sdo de realmente 120% ao ano, mas isso
nao é verdade, conforme vimos acima, os juros sdo de 213,84% ao ano, o que é bem maior
que os 120% ao ano. A taxa 120% ao ano € chamada de taxa nominal e a taxa de 213,84% ao
ano é chamada de taxa efetiva, e nas operacdes financeiras a taxa realmente utilizada € a taxa

efetiva.
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Definicao 4.3: Dois ou mais capitais representativos de uma certa data dizem-se equivalentes
quando, a uma certa taxa de juros, produzem resultados iguais numa data comum.
Assim, apds observar a taxa equivalente no regime de capitalizacdo composto, a férmula
C,=Co(1+ D"
¢ a formula fundamental da equivaléncia de capitais para obter o valor futuro, basta
multiplicar o atual por (1 4+ i)™. Para obter o valor atual, basta dividir o valor futuro por

(1 4+ )™, ou equivalentemente, multiplicar por(1 + i)™, conforme figura abaixo.

[ —— - " (Tempo)

Esta formula nos auxilia na tomada de algumas decisdes envolvendo por exemplo uma
compra, quando serd melhor comprar “a vista” ou “a prazo”, onde escolhemos uma data
chamada “data focal” e usamos a equivaléncia de capitais para analisar as alternativas de
pagamentos, nesta data. Lembrando que devemos usar a mesma data focal para analisar todas

as formas de pagamento, e a melhor serd a que der o menor valor.

Exemplo 4.6: Liicia comprou um exaustor, pagando R$ 180,00, um més apGs a compra e
R$ 200,00, dois meses apds a compra. Se os juros sdo de 25% sobre o saldo devedor, qual é
0 preco a vista?

Solucdo: Temos, i = 25% = 0,25 ao més, e os seguintes pagamentos:

R$180 R$200

L1 5

0 1 2 n (meses)
Como queremos o prego a vista, escolhemos a data focal 0. Trazendo os pagamentos para esta

data obtemos:

180 4 200
(14+0,25) (14 0,25)?

Logo, o preco a vista é de R$272,00.

=144 + 128 = 272.
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Exemplo 4.7: Noemi tem duas opgdes de pagamento na compra de um televisor de 50

polegadas.
a) 3 prestacbes mensais de R$1500,00
b) 9 prestagdes mensais de R$700,00

Nos dois casos, a primeira prestacdo ¢ paga no momento da compra. Sabendo que Noemi

consegue fazer seu dinheiro reder 3% ao més, qual é a melhor op¢do de pagamento para ela?

Solugio: Temos, i = 3% = 0,03 ao més, e as seguintes formas de pagamento:

R$1500 R$1500 R$1500

N | L1 s
0 1 2 n (meses)
R$700 R$700 R$700 R$700 R$700
0 1 2 3 8 n (meses)

Para comparar, determinaremos o valor dos dois conjuntos de pagamentos na mesma época,
entdo, escolhendo a data focal 2. Trazendo os pagamentos para esta data obtemos:
Forma de Pagamento A:
V, = 1500(1 + 0,03)2 + 1500(1 + 0,03) + 1500
= V, = 1591,35 + 1545 + 1500 = R$4636,35.

Forma de Pagamento B:
700 N 700
1+0,03 (14 0,03)2
700 700 700 700
+ + + +
(1+0,03)2 (1+0,03)* (1+0,03)> (1+0,03)°
=V, =742,63+ 721+ 700+ 679,61 + 659,82 + 640,60 + 621,94 +
+603,83 + 586,24 = R$5295,82.

V, = 700(1 + 0,03)% + 700(1 + 0,03) + 700 +

Logo, a melhor op¢ao de pagamento € a op¢ao A.
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Exemplo 4.8: Uma financeira oferece a um cliente dois titulos, vencendo o primeiro em 1
ano, no valor de R$15000,00 e o segundo em 1 ano e meio, no valor de R$25000,00. O
cliente aceita assinando uma nota promisséria com vencimento para 6 meses. Sabendo-se que
a taxa de juros considerada na operagao foi de 30% ao ano, qual € o valor da nota promisséria
em seu vencimento?

Solucao: Temos i = 30% =0,30 ao ano. Como o prazo é dado em semestres, a taxa semestral

equivalente é:

i=41+030-1

i =0,1402 = 14,02% ao semestre

Os pagamentos sao dados por:

R$15000 R$25000
I I I
0 1 2 3

>

n (semestres)

Escolhendo a data focal 1, e trazendo todos os valores para esta data, obtemos:

_ 15000 25000
T (1+0,1402) " (1 +0,1402)2

= x = 13155,59 + 19229,94 = 32385,53.

Logo, o valor da nota promisséria em seu vencimento foi de R$32385,52.
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5 CONSIDERA COES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados uma breve histéria do surgimento das progressoes
aritmética e geométrica e uma revisao da literatura das progressdes aritmética e geométrica,
mostrando uma de suas mais importantes aplicagdes que é na matematica financeira.

A revisdo da teoria das progressdes aritméticas e geométricas, através de exemplos,
para assim chegar as férmulas possibilita uma maior compreensdo de suas defini¢des e
férmulas. Além disso, o estudo da matematica financeira, no regime de juros simples € no
regime de juros compostos através de exemplos, possibilitou um melhor entendimento e visao
sendo possivel perceber a sua importincia no nosso cotidiano, visto que ao realizamos
operacdes de compra ou venda de produtos e servigos, aplicagdes e empréstimos bancarios, €
necessdario termos conhecimentos de juros simples € compostos para tomarmos a decisdo mais
adequada.

A elaboracao deste trabalho mostrou como aplicar as progressdes aritméticas e
geométricas em algumas formulas da matematica financeira, através de exemplos para a partir
dai deduzir algumas férmulas do regime de juros simples e composto, deixando claro que os
valores acumulados ao final de cada periodo, que chamamos de montante ou valor futuro, nos
juros simples formam uma progressao aritmética, enquanto que nos juros compostos formam
um progressdao geométrica, sendo assim para encontrarmos 0 montante ou valor futuro de um
periodo de tempo qualquer, basta usarmos a féormula do termo geral da P.A.(juros simples) e
de uma P.G. (juros compostos).

Esperamos que este trabalho possa de alguma forma contribuir para uma melhor

compreensdo do estudo das progressdes aritméticas e geométricas.
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