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Resumo

Neste trabalho apresentamos a definicao da Funcao Zeta de Riemann e algumas de suas
propriedades que sao demonstradas com o auxilio de limites de fungoes, séries e niimeros
complexos cujas definigoes serao abordadas resumidamente. Também sao apresentados
alguns tipos de séries bem como alguns critérios que possibilitem saber se uma determi-
nada série é convergente ou divergente e nocoes bésicas sobre o conjunto dos nimeros
complexos. Definimos a Funcao Zeta de Riemann para os ntimeros complexos, e demons-
tramos sua convergéncia. Aplicamos a Fungdo Zeta aos Numeros Primos. Destacamos
sua relagao com a Teoria dos Numeros e a famosa hipdtese de Riemann. No fim, verifica-
se que a Funcao Zeta de Riemann ainda apresenta problemas em aberto, por exemplo,
nenhuma soma de Zeta é conhecida para valores impares, exceto, o resultado ja provado

da irracionalidade de ((3) pelo matematico francés Roger Apéry.

PALAVRAS CHAVE: Funcao Zeta de Riemann, Limites, Séries, Numeros Complexos,

Teoria dos Numeros, Hipdétese de Riemann.



Abstract

This work presents the definition on The Riemann Zeta Function and some of its properties
that are demonstrated with the aid of limits functions, series and complex numbers whose
definitions will be addressed briefly. It also presents a few types of series as well as some
criteria that enables to know whether a given series is convergent or divergent and the
basics about complex numbers. We defined The Riemann Zeta Function for complex
numbers, and demonstrated their convergence. We applied the Zeta Function to Prime
Numbers. We emphasized its relation to The Number Theory and the famous Riemann
Hypothesis. In the end, it turns out that The Riemann Zeta Function still has open
problems, for example, no amount of Zeta is known for odd values, except the result

already proved the irrationality of ((3) by the French mathematician Roger Apéry.

KEYWORDS: Riemann Zeta Function , Limits, Series , Complex Numbers , Number
Theory, Riemann Hypothesis
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Introducao

No ano de 1826 na cidade de Breselenz, Hanover, Alemanha, nasceu Georg Friedrich
Bernhard Riemann. De familia pobre, desde sua infancia teve problemas de saiude. Seu
pai, mesmo sem boas condicoes financeiras, conseguiu com que Riemann tivesse uma boa
educagao. Riemann, ja no ensino secundario, estudou as obras de Euler e Legendre.

Foi para a Universidade de Gotiggem aos 19 anos com a finalidade de estudar Te-
ologia, por influéncia de seu pai, pastor luterano, mas logo mudou de ideia e passou a
concentrar seus estudos na matematica. Insatisfeito com o ambiente em Gotiggem foi
para a universidade em Berlin, onde conheceu Dirichlet professor desta universidade.

Tendo visto em Riemann um grande potencial, Dirichlet passou a acompanhé-lo. No
ano de 1849 Riemann retornou a Gotiggem onde obteve seu titulo de doutorado apresen-
tando sua tese em funcgoes de varidaveis complexas. Nesta tese encontram-se as chamadas
equagoes diferenciais de Cauchy-Riemann.

No ano de 1854 Riemann apresentou uma palestra como requisito para ser nomeado
“Privatdozent” (conferencista nao-remunerado). Gauss, ja considerado um dos mais bri-
lhantes matematicos, participou da banca examinadora e ficou impressionado com o que
Riemann apresentou a respeito do tema de geometria, a qual anos depois ficaria conhecida
como Geometria-Riemanniana e contribuiria para a Teoria da Relatividade de Einstein.
Bertrand Russell descreve-o como “logicamente o predecessor de Einsten” (BOYER). No
ano de 1855 Gauss morre e Dirichlet assume o seu lugar que logo promoveu Riemann
a professor assistente. Outro fato que marcara a vida de Riemann foi a morte do seu
grande incentivador Dirichlet, no ano de 1859. Riemann assume o seu lugar se tornando
professor titular da Universidade de Giitiggem.

No ano de 1859 Riemann publicou um artigo sobre a Teoria dos Numeros Primos.
Em sua pesquisa Riemann partiu de uma identidade, descoberta por Euler, e chegou
a Funcao Zeta de Riemann. A Funcgao Zeta de Riemann, ou simplismente, Funcao
Zeta tem aplicagoes na Fisica Tedrica, em Teoria dos Ntimeros e algumas vezes aparece
em trabalhos sobre o fenomeno da supercondutividade, mas é na matematica que ela
exerce uma maior importancia, isso também devido a famosa conjectura de Reimann.
Anos depois, Riemann foi a cidade de Selasca, Italia, fugindo do clima frio da Alemanha.
Morreu em 1866 aos 39 anos de idade devido a tuberculose.

Este presente trabalho tem como objetivo principal apresentar a definicao da Fungao
Zeta de Riemann bem como sua relacao com a Teoria dos Niumeros, em especial com
os numeros primos e, para uma maior organizac¢ao, vizando facilitar o entendimento do
leitor, este trabalho dividi-se em trés capitulos: No primeiro capitulo apresentamos as
defini¢oes de limite de fungoes e séries, e algumas propriedades do conjunto dos niimeros

complexos. Essas definicoes sao dadas de forma mais geral possivel exigindo do leitor um



pouco de conhecimento em Analise Matematica. Bem como também é mostrado alguns
exemplos; no segundo capitulo, apresentamos a definicao da Funcao Zeta de Riemann, sua
convergencia, sua aplicacao na Teoria dos Niumeros e sua forte relagao com os Numeros
Primos e; por fim, concluimos o trabalho destacando os resultados obtidos e incentivando

o leitor interessado ao aprofundamento em outros trabalhos.
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1 Limites de Funcoes e Séries

Neste capitulo serao apresentadas defini¢oes, de forma mais geral, do limite de fungoes
e séries, bem como, também serao mostradas algumas propriedades e exemplos, com o
objetivo de usarmos alguns resultados aqui apresentados para um encadeamento com os

proéximos capitulos.

1.1 Limite de Funcoes

Definicao 1.1 Seja f : X — R uma fungdo real, onde X é um subconjunto nao-vazio
de R e, seja a um ponto de acumulucao de X. Dizemos que a fungdo f tem limite L, em
a, quando para dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que x € X e
0 < |z —a|l<d. Em simbolos tem-se

limf(z)=L<Ve>0,30>0,2€ X,0< |z —a|<d=|f(z) - L|<e.

T—ra

Exemplo 1.1 Seja f : R — R definida por f(x) = 4x — 2. FEntdo lirr}lf(x) = 14.
T

De fato, dado € > 0, devemos exibir um § > 0, tal que 0 < |x — 4| < & implica que

|f(z) — 14| <e.

Solugao: Dado ¢ > 0, tomando 6 = Z, temos que se

O<l|zr—4| <4
entao
|f(x) — 14| = [4x—2— 14|
= |4z — 16|
= 4dlz—4| <40 =e.
Portanto

|f(z) —14] < e.
Definicao 1.2 Seja X C R ilimitado superiormente. Dada f : X — R, escreve-se

lim f(z)=L,

T——+00

quando, dado ¢ > 0, existe A > 0 tal que

r>A=|fzx)-Ll<e



Ou seja, dado arbitrariamente € > 0, existe um ntmero real tal que |f(z) — L| < ¢
sempre que = > A.

De maneira andloga defini-se lim f(z) = L, quando o subconjunto X de R é ilimitado
inferiormente: para todo € > Ox;a_dog, deve existir um nimero real A > 0 tal que z <
—A=|f(z)-L| <e.

Os limites para x — 400 e x — —o00 sao, de certa forma, limites laterais. Logo vale
o seguinte resultado: se f : X — R é mondtona limitada entao existe wl_l}gloo f(z) se o
dominio X for ilimitado superiormente e existe ml_i}r_noo f(z) se o dominio de f for ilimitado

inferiormente.

Observacao 1.1 O limite de uma sequéncia de numeros reais pode ser considerada como

o limite de uma funcgao cujo o dominio € o conjunto dos numeros naturais e, assim, limite

de sequéncias de numeros reais pode ser interpretada como limite de fungoes no infinito,

ou seja, onde f: N — R ¢é uma funcdao definida no conjunto N dos numeros naturais.
-1

1+

Exemplo 1.2 Seja f : (0,+00) — R dada por f(z) = . Dado € > 0 e tomando

1
A = — obtemos, para x > A,
€

1
-0 = |—
R
1
14
< L < L =
s SA”°
Portanto,
L 10) =0

1.2 Séries

Observe o seguinte problema: Considere um quadrado de area igual a 2u.a. Tracando
uma de suas diagonais obtemos dois triangulos retangulos de area igual a lu.a cada. Di-
vidindo um dos triangulos, tracando a bissetriz do seu angulo reto, obtemos mais dois
triangulos retangulos de areas iguais a lu.a cada um. Fazendo essas divisoes sucessi-
vamente obteremos uma infinidade de triangulos com area igual a metade do triangulo
anterior, de modo que,

1 1 1 1 1

l4-d-—d-t—t——t--=2
HCR BT R

Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais, da soma infinita
ar+as+ ... +a, + ..., (1.1)

14



considere as somas finitas

S1 = ai;
Sg = a1+a2;

Sg = a1+a2+a3;

Sp = a1+ayt+az+--+a,.

A soma em (|1.1)) é chamada de série numérica e é denotada da seguinte forma:

o0
E Q-
n=1
Se o limite da sequéncia S, existe, dizemos que a série é convergente. Caso contrario,
a série ¢ divergente, isto é, se
lim S, = lim (a; + ay +ag + ... +a,) = S € R = série converge
n—oo

n—oo

lim S,# ou lim = 400 = série diverge.
n—oo n—oo

Observacao 1.2 Por simplicidade na notacao, os indices do somatorio podem ser supri-

midos; ou seja:

o0

E ay, = E a, ¢ lim a, = lima,,.
1 n—oo

n=

Teorema 1.1 Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao: Seja a = limz,. Tomando ¢ = 1, vemos que existe ng € N tal que
n>nyg =z, € (a—1,a+1). Sejam b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto finito
T1,+ Ty, @ — 1,a+ 1. Todos os termos z, da sequéncia estao contidos no intervalo

[b, c], logo ela é limitada.

Teorema 1.2 Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragao: Seja (x,) monétona, digamos ndo decrescente, limitada. Escrevamos
X =A{z1,--+ ,xp, -} e a = supX. Afirmamos que a = limz,,. com efeito, dado ¢ > 0,
o numero a — € nao é cota superior de X. Logo existe ng € N tal que a — ¢ < z,,, < a.

Assim,n >ny=>a—¢c < x,, <z, <a+cedailimz, =a.
[ |

Semelhantemente, se (z,,) é nao-crescente, limitada, entao lim z,, é o infimo do conjunto

dos valores z,,.
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1.2.1 Operagbes com Limites

A seguinte proposigao relaciona a definicao de limite com uma formulagao de termos

de sequéncias de niimeros reais convergentes.

Proposigao 1.1 Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias de nimeros reais, com a, — a e

b, — b. Entao (a, + b,) € convegente e
an + b, = a+0. (1.2)

Demonstragao: Seja € > 0 dado. Entao existem Ny e Ny em N tais que n > Ny acarreta
€ €
la, —al < g en > Ny acarreta |b, —b| < 3" Agora, se N > max{Ny, N2}, da desigualdade

triangular, temos que

|(an+bn)—(a+b)|g|an—a|+\bn—b|<g+5:g,\mzjv

2
|
Teorema 1.3 Se > a, converge, entao lima, =0
Demonstracao: Seja
S,=a1+ay+az+as+ -+ a,_1+a,
e
Sp-1=a1+ay+az+as+ -+ ap_1.
Tem-se, usando a expressao ((1.2)), que
S, — Sn_1 = ay,
= lima, = lim(S, — S,_1)
= limS, —lim.S,_;
= S-5=0.
Portanto,
lim a,, = 0-
|
Observacao 1.3 Nao vale a reciproca, isto €, se
lima, =0 % Z a, converge.
Exemplo 1.3 Z 1 (Série Harménica)
n
Note que nlgr;o (E) = 0 mas a série diverge como veremos em seguida. Existem

outros critérios para saber se uma série é convergente ou divergente. Estes critérios sao
de extrema importancia, pois existem muitos tipos de séries, fazendo-se necessario outros

tipos de técnicas para caracterizar as suas convergéencias ou divergéncias.
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1.2.2 A Série Harmdnica

(e.)
1 1 1
A série g — ¢é chamada de série harmonica. Observe que a,, = — e que lim — = 0,
n n n

n=1
mas a série diverge. De fato, seja Son sua reduzida de ordem 2™ entao:

1 /1 1 111 1 1 1
Spn=14+z+(z+>)+|z+z+z+5 )|+ + |07+ +=)>

27 \371 57678 =1 4 1 on
TRTRLIY (R U SSURIINE U S
2 \171 on D Y

Como (San) C (S,) ¢ uma subsequéncia de (S,,), resulta que a série

Portanto, diverge.

1.2.3 Séries Geométricas

A série geométrica é uma série da seguinte forma

Zaor”, ag #0er#0.
n=0

oo
Teorema 1.4 A série geométrica E aogr”, (ag # 0) converge se, e somente se, |r| < 1.
n=0
Neste caso,
= a
0
g agr" = 7 .
—r
n=0

Demonstragao: A prova consiste em aplicar limite na soma parcial que é uma soma de
P.G.(progressao geométrica). Seja

o0

Zaor”,ao#()erséo

n=0

entao a, = a,_1r para n > 0. Multiplicando r na seguinte soma parcial S,
Sp=ao+a +as+az+ -+ a1 +a,
temos que

7Sy = aor +air +agr 4 asr+ -+ apar +apr

= artataz+t -+ aptapg

17



subtraindo S,, — rS,,, temos
Sn - T‘Sn = ag — Qp+1-°
Observe que a; = agr®, entao
(1=7)S, = ag— an1
= ag— agr™™
= ap(l —r"*h

e, consequentemente,
ao(l _ ,,m+1)

S, ==
1—r7r
Quando |r| < 1, temos que lim |r"| = 0, de modo que, lim r" = 0. Assim,
n—00 n—o0

oo

g apr” = lim S,
n—oo

n=0

CL()(l _ TnJrl)

- nh—>r£lo 1—7r
1=
pois (r"*1) é uma subsequéncia de (r™).
Portanto,
(S) ao
no 20 1.3
Z Qor 1—r (1.3)
n=0

No caso |r| > 1, observemos que
lim |agr"| #0 = lim aor" #0-
n—oo n—oo
Portanto, pelo Teorema (1.3]) a série

o0
g aor™ diverge .

n=0

Aplicando a expressao ([1.3)) ao problema da soma da drea do quadrado, obtém-se
=~ /1\" 1 )
>(3) -2
n=0
2

1.2.4 Séries de Termos Positivos

Uma série de termos positivos é uma série do tipo,
o0
E ap; @ 2> 0.
n=1

18



oo oo

Proposicao 1.2 (Critério da Comparacgao) Se Zan e an sao séries de termos
n=1 n=1

positivos e se existe uma constante ¢ > 0 tal que 0 < a,, < cb,, Vn € N. Entao:

[e.e] o0
(i) Se E b, converge, entao E a, converge;

n=1 n=1
o o0
(i1) Se Z a, diverge, entao Z b, diverge.
n=1 n=1

Demonstragao: Para a prova de (i) notemos que sendo a, > 0 e b, > 0, para todo

[o¢] [o¢]
n € N, entao as reduzidas (s,) e (t,) de Z an e Z b,, respectivamente, sao sequéncias

n=1 n=1
monoétonas nao decrescentes e, além disso, sem perda de generalidade, podemos supor

sn < cty, paratodon € N, ¢ > 0. Se (t,) for convergente, em particular é limitada e, assim,
(o)
(sn) ¢ limitada e mondtona nao decrescente, portanto, E a, convergente. Por outro
n=1
lado, se (s,) nao for convergente, sendo mondtona nao decrescente, é necessariamente nao
(e.]
limitada, o que implica na nao limitacao de (¢,) e, portanto na divergéncia de E b, o

n=1

que prova (ii).

1.2.5 A p-série

Vejamos agora um outro tipo de série: a p-série. Assim denotada

o0

Z%, p € R.

n=1

o0
: - L
(i) Se p > 1 entao E 1 — ¢ convergente.
n—=

Demonstracao: De fato, para n = 2™ ! temos

T (LR I Lo ! <
2p 3p (2m—1)p <2m—1>p

1 1 1 1 1

N

TV
2m—1lparcelas

. 2m—1_1 1 1\’ 1 \"!
+§—|—"'+m— +F+ o1 + -+ 51 .

A desigualdade acima foi obtida substituindo todos os termos pelo maior deles em

. 1 =/ 1\", »
cada parénteses. Se p — 1 > 0, entao 21 < 1. Note que Z_; <2p_1> é uma série

19



geométrica convergente. Em particular a sequéncia de suas somas parciais é limitada.

oo
. . : 1 .
Portanto, a sequéncia das somas parciais (s,), da série g — 2 qual é monoétona nao
n

n=1
[e%S)

decrescente, é convergente. Assim g - ¢ convergente.
n

n=1

— 1
i) S <1 enta — ¢ di te.
(i) Sep <1 en aO; — € divergente

1

Demonstragao: Temos que n? < n e, assim, — < o
n

o0
- L, .
Como a série E — ¢é divergente,
n

n=1

S|

[e.e]
1
segue da proposi¢ao 1} que E - ¢ divergente.
n
n=1

= 1
Exemplo 1.4 E — € convergente, pois € uma p-série com p =2 > 1.
n
n=1

o0
1 1
Exemplo 1.5 Z — € divergente, pois € uma p-série com p = 3 < 1.
n=1 n2

1.3 O Conjunto dos niimeros complexos

O conjunto C é um conjunto cujos elementos(os nimeros complexos), devem ser tais
que possam ser somados e multiplicados, e também possibilitem a extracao da raiz qua-
drada de um numero negativo. Mostra-se os niimeros reais precisam ser elementos desse
conjunto C, e as operacoes de adicao e multiplicacao definidas em R devem ser as mesmas

ja conhecidas. Caso contrario,

R ¢ C

Uma boa maneira de definir esse conjunto é a proposta por Gauss em 1831 e reforcada
por Hamilton em 1837, segundo a qual o conjunto dos nimeros complexos é um conjunto

de pares ordenados de ntimeros reais, em que estao definidas:
e Igualdade: (a,b) = (¢,d) & a=ceb=d;
o Adicao: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d);

e Multiplicagao:
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc). (1.4)

As operacoes de adicao e multiplicacao assim definidas sastifazem as seguintes propri-

edades (para quaisquer z,v e w, pertecentes a C):
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Adicao
e Comutativa: z +v =1v + z;
e Associativa: (z+v)+w=z+ (v+w);

e Elemento Neutro: 32y € C, z9 = (0,0) tal que:
Z4+ 20 =20+ 2 =%
e Inverso aditivo ou oposto: Para z € C, 32’ € C tal que:

242 =24+2=12=(0,0).

Multiplicao

e Comutativa: zv = vz;

Associativa: (zv)w = z(vw);

Elemento Neutro: 32z, € C, z; = (1,0) tal que:

Zz1 = 212 = 2

e Inverso multiplicativo: Para z # (0,0), 32’ € C tal que:

22 =2'2=2 =(1,0);

A multiplicagao é distributiva em relacao a adi¢ao: z(v +w) = 2v + zw.

Como os numeros complexos z,v e w sao pares de numeros reais, as demonstracoes
de cada propriedade sao feitas usando as propriedades da adicao e da multiplicacao de

numeros reais.

1.3.1 A forma algébrica dos nlimeros complexos

Identificamos o ntimero complexo (a,0) com o nidmero real a:
(a,0) & a
Ao fazer essa identificagao ver ([6]), constatamos que R é subconjunto de C, ou seja:

RcC

Assim, por exemplo, temos: (1,0) identifica-se como o nimero real 1; (—3,0) com —3;

(0,0) com 0; e assim por diante.
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A unidade imaginaria

O nimero complexo (0, 1) é chamdo de unidade imagindria e é indicado por i, ou seja,

o numero 7 identifica-se com o nimero complexo (0,1). Observemos que:

2 =i-i=(0,1)(0,1),
de ([1.4)), temos
(0,1)(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0) =(-1,0) = —1
portanto:
it =—1

que ¢é a caracteristica fundamental da unidade imaginaria. A unidade imaginaria ¢ é um
nimero complexo nao real.

Um nimero complexo qualquer z = (a,b) pode ser escrito da seguinte forma:

z=(a,b) =(a+0,b+0) = (a,0) + (0,b) (1.5)
também, temos

(0,b) = (b,0)(0,1) (1.6)

e (C3)
(6,0)(0,1) = (b-0—0-1,b-1+0-0) = (0,b)

(a,0) =ae (b,0)=0b (1.7)
substituindo (1.6 e (1.7)) em (1.5)), temos:

z=(a,b) = (a,0)+(0,0)
= (a,0)+(b,0)-(0,1)
NRGEEE

a b %

= z=ua+0bi.
Logo mostra-se que todo nimero complexo z = (a, b) pode ser escrito de maneira tnica:
z=a+bi(acRbeERei>=—1).

Essa é a forma algébrica ou forma binomial de descrever um ntimero complexo. Ob-

serve que um numero complexo escrito nessa forma tem duas partes:
z=a+ bi,

onde a = Re(z) e b= Im(z). Podemos dizer que (a, b) e a+bi sdo representagoes diferentes
de um nimero complexo. Devemos observar também que, se b = 0, temos z = a (nimero

real); e se a = 0 e b # 0, temos z = bi, que é um numero imaginério puro.
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Exemplos

1. Em z = 2 + 3i, temos Re(z) = 2 e Im(z) = 3.
2. Em z = 3, temos Re(z) = 3 e Im(z) = 0. Portanto, z ¢ real.

3. Em z = - 2i, temos Re(z) = 0 e Im(z) = -2. Portanto, z ¢ um nimero imagindrio puro.

Médulo de um Numero Complexo

Geometricamente, o médulo de um nimero complexo é a distancia da origem do
sistema de coordenadas O ao afixo de z. Usando o Teorema de Pitdgoras definimos o

moédulo de um nimero complexo da seguinte forma:
2] = a® + b* = |2] = Va2 + b2

1.3.2 Potenciacao de nimeros complexos na forma trigonométrica - a 1°

formula de De Moivre

Definicao 1.3 A formula de Euler ¢ uma formula especifica da drea da andlse complexa,
que mostra uma relagdo entre as fungoes trigonométricas e a funcao exponencial. (A

identidade de Euler é um caso especial da formula de Euler). A férmula é dada por:

7

e = cos (x) +isen (z), (1.8)

em que: x é o argumento real (em radianos); e é a base do logaritmo natural; i = /—1 ¢
a unidade imagindria (nimero complexo); sen e cos sao fungdes trigonométricas.

A relacao entre exponencial complexa e funcgoes trigonométricas foi primeiro provada
pelo matematico inglés Roger Cotes em 1714, na forma In(cos (z) + isen (x)) = ix
em que In é o logaritmo natural.

Em trigonometria temos que:

cosezﬁesenezi,()gﬁg%r.
|| ]

Essas igualdades levam a:

b
Cosﬁ—ﬁja—]z\cos@esen@—ﬂ:b—\z\sene
z z
Substituindo esses valores em z = a + bz, temos:

z=a+ bi = |z|cos § + |z|sen i = |z|(cos 6 + isen 0)

Portanto:

z = |z|(cos 0 + isen 6)
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que é chamada de forma trigonométrica ou polar de z.
A poténcia de 2", n € N*, é dadapor 2" =2-2- --- -z

-
n fatores
Assim, se um numero complexo z esta escrito na forma trigonométrica,

z = |z|(cos 0 + isen 0)

temos:
zn — \z A “ e . ij
Vv
multiplicacao de n fatores
= lz|-|z|- -+ -|z|[cos (@+O+---+0)+isen (0 +60+---+0)]
NS - 7 N - e N - 7
produto de n fatores soma de n argumentos soma de n argumentos

= 2" = |z|"[cos (nf) +isen (nh)] (férmula de De Moivre)
Para n = 0, temos:

2% = |2|"[cos (0- @) +isen (0-6)] = 1(cos 0+ isen 0) = 1(1 +0) = 1.

Assim, podemos dizer que a poténcia de ordem n de um nimero complexo escrito na
forma trigonométrica é o nimero complexo cujo modulo é igual ao modulo do ntimero

elevado a n e cujo argumento ¢ igual ao argumento do nimero multiplicado por n, reduzido

a primeira volta (0 < arg(z") < 2m).
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2 Funcao Zeta de Riemann

2.1 Definicdo

A série harmonica tem dispertado o interesse de muitos matematicos e, como vimos

1
na secao (|1.2.2), a série harmonica diverge apesar de os termos — tenderem para zero.
n

Assim, substituindo cada parcela % por uma parcela ligeiramente menor = onde z > 1¢
um numero real, a série passa a ser convergente. Este resultado foi descoberto por Euler,
Riemann por sua vez considerou z como sendo uma variavel complexa. A Funcao Zeta
de Riemann é uma fungao especial de varidvel complexa, definida para Re(z) > 1, pela
série:

(=3 (21)
n=1

com z € C, ou seja, z = a+bi; a,b € R e i é a parte imaginaria (i = v/—1). Na realidade,

a Funcao Zeta tem como dominio C — {1}, ou seja, z pode ser qualquer niimero complexo

exceto o préprio 1. Fora do conjunto dos niimeros complexos com parte real maior do que

a unidade a funcao de Riemann pode ser definida por continuacao analitica da expressao

anterior. O resultado é uma fungao meromorfa com um pélo em z = 1 de residuo 1. Esta

funcao é fundamental para a teoria dos niimeros e em particular devido a hipétese de

Riemann.
= 1
Vamos demonstrar a convergéncia da série ((z) = 5 —, com Re(z) > 1+e.
n
n=1

Demonstracao: Seja n um numero inteiro positivo. Entao vale as seguintes igualdades

|nz| _ ‘eln(nz) — |6zln(n) ‘
_ |6(Re(z)+i1m(z))ln(n) ’
_ ’€Re(z)ln(n) ei]m(z)ln(n) ‘
— eRe(z)ln(n)
_ eln(nRe(z))
_ nRe(z)
Portanto,
1] | 1
Z n?| Z nRe(2)
n=1 n=1
Se Re(z) > 1+ ¢, onde € > 0, tem-se
=1 =] 1 — 1
z} e z} nRe(?) = 2} nlte




o0

1
ou seja, Z R é uma p-série, com p = 1 + ¢ > 1. Portanto, pelo exemplo ‘D a série

n=1
é convergente.

A Funcao Zeta de Riemann é bastante usada em Teoria dos Numeros, principalmente
em relacao aos nimeros primos e, estes sao de extrema importancia na computacao pois

os numeros primos sao utilizados, por exemplo, na seguranca computacional.

Exemplo 2.1 (Problema dos trés Génios) Um jovem estd andando na rua quando,
de repente, encontra um génio da lampada que subitamente fala com ele: - Amo! Dobro
o dinheiro que vocé tem no bolso se, depois disso, vocé me devolver R$ 20,00.- Aceito,
disse o jovem. E assim aconteceu, o génio dobrou o dinheiro que ele tinha no bolso e,
em sequida, recebeu R$ 20,00. Andando mais um pouco a frente o jovem encontra outro
génio que o faz a mesma proposta: - Amo! Dobro o dinheiro que vocé tem no bolso se,
depois disso, vocé me devolver R$ 20,00. - Aceito, disse o jovem, e assim aconteceu, o
génio dobrou o dinheiro que ele tinha no bolso e, em sequida, recebeu R$ 20,00. O jovem
continuou a sua caminhada quando, mais uma vez, encontra um terceiro génio que repete
a proposta: Amo! Amo! Dobro o dinheiro que vocé tem no bolso se, depois disso, vocé
me devolver R$ 20,00. -Aceito, disse o jovem sem pensar muito. E assim aconteceu. Ora,
dessa vez nao foi bom megocio para o jovem, pois, ao aceitar a proposta, ele verificou que
nao tinha mais nada no bolso.

Pergunta-se: Quantos Reais o jovem tinha no bolso antes de encontrar com o primeiro

génio?

Resolucao: Seja x o valor do dinheiro que o jovem tinha no bolso, com x > 10. Dali,

1° Génio: (2x — 20)
2° Génio: 2(2x —20) — 20
3° Génio: 2[2(2z — 20) — 20] — 20

Fazendo a = 2z — 20, tem-se
1° Geénio: a

2° Génio: 2a — 20

3° Génio: 2(2a — 20) — 20

Como a partir do terceiro génio o valor fica nulo, entao

2(2a — 20) — 20 = 0
da — 40 — 20 =0
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4a —60=0
a=15

Como a = 2x — 20, resulta

20 — 20 =15
20 = 35
x = 17,50

Entao o valor que o jovem tinha no bolso era 17, 50 reais.

Para generalizar o problema temos
1° Génio: (ax —b), com a,b € R
2° Génio: a(ax —b) — b= a’xz —ab—1b
3° Génio: ala(ax —b) —b] — b= a*x —a*b—ab—1b

n-ésimo Geénio: a"z —a" ‘b —--- —ab—b, com n > 1.

Como a n-ésima parcela é nula, temos

a'r —a"h—---—ab—0b=0
a"z —b(a" '+ +a+1)=0.
A

Somando bA a ambos os membros e dividindo por a”, temos

@t +a"+ - +a+1)
=
an
r = bl ' +ad" P+ +a+l)a" =

r = blat4+a i+ +ad T +a™).

Usando outra notagao,

xzbZ%. (2.2)

Quando n cresce de maneira indefinida, pode-se substituir n por infinito e, fazendo

b = 1 e substituindo as letras a por n e, n por z, com z > 1, obtemos a definigao da
o0
1
Funcao Zeta de Riemann ((z) = —.
n
n=1

Usando (2.2) e considerando os dados do exemplo (2.1)), temos b = 20 (valor devolvido

27



pelo jovem), a = 2 (dobro do dinheiro) e n = 3 (o nimero de génios). Para encontrar o

valor  em reais observa-se que

2 22 23 24

11 1 1
= 20+ -4+ -4 =
x O(2+4+8+16>

r = 20(0,9375)
r = 18,75.

1 1 1 1
T = 20(—+—+—+—)

Efetuando o mesmo calculo para o nimero de génios igual a cinco, iremos obter o valor
x acrescido da diferenca do valor encontrado para quatro génios com o valor encontrado
para trés génios, ou seja,

(18,75 — 17,5)

= 18,75
x , + 5

=19, 375.

Notemos que, a medida que o nimero de génios aumenta, a diferenca entre o valor
x encontrado para (n) génios e o valor z encontrado para (n — 1) génios, fica cada vez

menor e se aproxima de zero. Usando limite, tem-se:
n oo
) 1 1
lim b E —=b E —.
n—00 al a™
j=1 n=1
Dai, considerando as condigoes do problema anterior, obtem-se
n
) 1
lim 20 E —.
n—00 27
Jj=1

Como
n

— — 1,
Jj=1
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logo,
. 1
lim 2021 5= 20.
j:

Podemos concluir que o valor maximo que o jovem pode ter, em reais, de modo que
no ultimo génio o jovem fique com zero reais é préximo de vinte reais. De fato, com o
valor de vinte reais o jovem nunca vai ficar sem dinheiro no bolso. Isso quer dizer que o
crescimento, nesta taxa, nunca excedera os vinte reais, pois, se o valor descontado for b,

o limite serd o prorpio b.

2.2 Propriedades da Funcao Zeta de Riemann

Nesta se¢ao vamos apresentar algumas propriedades da Fungao Zeta de Riemann com
o objetivo de fazer com que o leitor conheca sua representagao integral, equacao
funcional de Riemann e alguns valores especiais em pontos particulares.

Em 1859, Riemann encontrou a equacao funcional para a funcao ((z). Como nessa
equacao intervem a funcao I'(z), vamos defini-la em primeiro lugar. Para Re(z) > 0, uma

definicao conviniente utiliza a integral euleriana
oo
I'(z) = / e "u*du.
0

Equacao Funcional de Riemann

C(z) =2(27)*'¢(1 — 2)T(1 — 2)zsen (%) .z # 1.

Representacao Integral

]' > t L yz—
((z) = m/o (e" = 1) b dt, Re(z) > 1.
Alguns Valores Especiais
1
¢(0) = —5;
¢(1) = o0;
((—2n)=0,n=1,2,---;
— P
C(l_Qn)_ 717 _1727 )
_ (2m)™ _
C(zn) 2(2n>‘|B2n|7 1727 ) (2 3)
2
¢(2) = i
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71_4

4(4) = %;

onde By sao os numeros de Bernoulli, definidos como os coeficientes da expansao de Taylor

da fungao — , isto é
et —1

et—l_zﬁt'
k=0

Euler foi o primeiro a mostrar que a soma dos reciprocos dos quadrados dos inteiros
2

positivos, isto é ((2), vale 7T—(esse valor pode ser verificado a partir do resulado ({2.3)).
A equagao ([2.3]) mostra que o valor da fungao ¢ para argumentos inteiros positivos 2n é
proporcional a poténcia 2n de .

Uma descoberta importante sobre a Fungao Zeta de Riemann foi a prova de que ((3)
nao pertence aos racionais, ou seja, ((3) é um nimero irracional, Roger Apéry foi o ma-
tematico que conseguiu fazer esta prova, apresentada no ano de 1978 em um congresso de
matematica na Franca, ocasionando um grande espanto na academia e acabando por des-
pertar o interesse dos matematicos em estudar sua demonstragao. Um desses matematicos
presentes na palestra de Apéry, Beukers, matematico holandés, estudou a demonstracao
de Apéry e em 1979 conseguiu demonstrar a irracionalidade de ((3) de forma mais “sim-
ples” usando a ideia central da demonstracao de Apéry.

Até o momento, ninguém conseguiu provar que ((5), ((7),((9), ... sdo irracionais, mas,

o matemaético Zudilin, em 1997, conseguiu chegar no resultado que afirma que o conjunto

{€(5),¢(7),€(9),¢(11),...¢(19)} £ Q

ou seja, pelo menos um elemento desse conjunto ¢ irracional. No ano de 2000, Zudilin

conseguiu melhorar esse resultado reduzindo o conjunto acima,

{€(5),¢(7),¢(9), (1)} £ Q.

Este é o melhor resultado conhecido em torno de algum ¢ de argumento fmpar ser
irracional, ((3) j& foi provado. Isto pode até nao parecer muita coisa, mas para Teoria

dos Nimeros é um avanco muito grande.

2.3 Aplicagoes

Nesta secao, vamos usar alguns resultados mostrados neste trabalho para provar que

existem infinitos nimeros primos demonstrando o seguinte teorema:

2.3.1 Aplicagbes aos niimeros primos

Teorema 2.1 Seja p, o n-ésimo niumero primo. Entdo,

i1—1+1+1+1+
:lpn_Q 3 5 7
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diverge.

[e.9]

Demonstragao: Se E — convergisse para L € R, entao as somas parciais,
n

n=1
N
1 1
— - Ll < 5,
=1 Pn
1 -
para N suficientemente grande. Assim Z — < — e entao
pn 2
n>N
o} k 00 k
1 1
_ < — =1
>(20) <2 0)

Sejan € N. Todo inteiro N < n é o produto, que se obtém de modo tinico, de poténcias
de nimeros primos p < N. Dado um inteiro ¢ considere sua decomposicao em nimeros
primos, ou seja, ¢ = p;---pn. Logo todo nimero da forma gr +1 = p,, -+ py,, 7 > 1

k

1 1
tem todos os primos que o dividem maiores que p, e ——— aparece em (Z —)
p

nl"'pnk n>an
e portanto, a soma de todos esses nimeros é menor do que 1. Por outro lado, tem-se

o0 oo

=1 1 1 1 11
;qr+1>;qr+ngzr+1:5;;

r=1

Como vimos na segao (1.3), a ultima série do lado direito é uma série harmonica e
o0

portanto diverge. O que é uma contradigao. Assim, a soma 5 — diverge. Desse modo

n=1*4"

pode-se concluir que existem infinitos niimeros primos.

2.3.2 Teorema de Euler

Teorema 2.2 Se Re(z) > 1 entdo

() =] —— (2.4)

p 1P

onde P é o conjunto infinito de niimeros primos.

Demonstragao: Esta formula vem de que se Re(z) > 1, entao [p~?| < 1 e assim

-1 —z —2z R —jz‘
1 —p== rorr e Z_:p

Note, primeiramente, que a série

1
2
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é convergente para qualquer niimero primo p. Vejamos

ip%:w(%)l(%il---. (2.5)

J=0

1

Trata-se de uma série geométrica, onde o primeiro termo ¢ igual a 1 e a razao é ¢ = —.

=1 1
Logo |q| < 1, e por |D segue que E i . Denotemos por pg o k-ésimo
p z _p—Z

=0
nimero primo, e consideremos o seguinte produto

-1
Hl_p*Z’

k=1 k

onde o produtorio é sobre todos os primos. Para m = 2, usando a férmula do produto de

1 1 2 1
p— —27 2.6
<1—plz) (1—pgz> ,;b(p'flp’?) 20

onde ki, ko sao inteiros nao negativos. Por inducao, obtemos o seguinte produto

M= 3 Hm)z 7)

_ T F k1, ko
L=p™ i, (P2

Cauchy, temos

com ky, ks, ...., ky, inteiros nao negativos.
Como todo numero inteiro positivo maior que 2 pode ser decomposto em produto
de fatores primos, de maneira tnica, a menos de um rearranjo de seus termos, podemos

reescrever (2.7) da seguinte forma

lm‘[ I (2.8)

—z 2
— n
k:ll Py

onde n assume qualquer valor inteiro positivo que nao possui fator primo maior que p,,
em sua decomposicao em fatores primos.
De ([2.1]), vemos que o produto em ([2.8) é menor do que ((z), pois nao possui todos

os termos da série que representa ((z). Por outro lado, o somatério que aparece em ([2.8)

contém os termos 1, —

57327 i Logo vale o seguinte

Pm m
1 1
> || =l jg—=] << (2.9)
n=1 k=1 Py
Pm
para todo m. Quando m — oo, p,, — oo também, e assim Z — = ((2).
nZ
n=1
Portanto,
1
) =11[ — (2.10)
5 L—p



Como podemos ver neste capitulo, a Funcao Zeta de Riemann tem grande importancia
na Teoria dos Niimeros, em especial, tem uma relagao muito forte com os niimeros primos.
Também nao podemos deixar de citar a fomosa conjectura ou hipdtese de Riemann que
estd relacionada com os zeros nao-triviais da Funcao Zeta de Riemann. A hipdtese de
Riemann estabelece que todos os infinitos zeros da funcao (, pertencentes a faixa critica
0 < Re(z) < 1, estao sobre a reta Re(z) = 5 que é chamada de reta critica. Desta forma,
de acordo com a hipdtese de Riemann, os zeros nao-triviais da funcao ¢, sao infinitos e sao
da forma z = 3 + 140, com 0 € R . Vale entao salientar, haja vista um prémio milionério
em questao, que ja hd mais de um século nao foi apresentada, até o momento, nenhuma

prova para essa conjectura.
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Consideracoes Finais

O referencial tedrico sobre a Funcao Zeta de Riemann ainda é incipiente e escasso
na literatura portuguesa, o que dificulta a realizacdo de qualquer pesquisa, a nivel de
graduagao, sobre o tema.

O presente trabalho procurou apresentar a importancia da Funcao Zeta de Riemann
com a Teoria dos nimeros produzindo conhecimentos que possibilitem auxiliar aqueles
que tenham interesse, ou até mesmo curiosidade sobre tal funcao, e nao tenham acesso a
literatura estrangeira.

Primeiramente procuramos estruturar o trabalho num referencial tedrico a fim de
apresentar alguns conceitos em Andlise Matematica. Tendo em vista que alguns requisitos
para a compreensao de alguns conteidos matematicos sao de fundamental importancia
para a elaboracao de demonstracoes e o entendimento de defini¢oes, nao sendo diferente
para a Funcao Zeta de Riemann. A partir dos conceitos de limites e séries apresentamos
a definicao da Funcao Zeta. Posteriormente foi feita algumas aplicacoes aos nimeros
primos. Assim foi mostrado sua relagao com a Teoria dos Numeros. Contudo, deve-se ter
em mente que além desta relagao existem outras relagoes especiais que lhe reserva uma
posicao importante na Teoria das Funcoes.

Por fim, ressaltamos a importancia de se estudar a Funcao Zeta de Riemann pelo
fato de que ainda ha problemas em aberto a serem solucionados e que possam trazer um

grande avanco para a Teoria dos Numeros.
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