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RESUMO

Este trabalho versa sobre o estudo da vibracdo em estruturas reticuladas de concreto armado
devido as forcas dindmicas com a utilizacdo dos meios continuos para descrever este fenémeno.
Vibracao é entendida como qualquer movimento que se repete, regular ou irregularmente, num
intervalo de tempo. O estudo de meios continuos teve seu inicio com Timoshenko, onde o
mesmo verificou que um sistema continuo nao pode ser dividido, possuindo um ntimero infinito
de graus de liberdade sendo também conhecidos como sistemas com parametros distribuidos.
Isto implica que a andlise do problema da vibracao em um sistema continuo recai em equacoes
diferenciais parciais em que na maioria das vezes as condi¢des de contorno nao conduzem as
solucoes analiticas das mesmas. Portanto, a anélise da vibragao devido a sua complexidade é
descrita em sistemas com apenas um grau de liberdade. O objetivo geral deste trabalho foi
demostrar a obtecdo da deflexdo ocasionada pela vibragdo lateral de uma viga devido & acao
dindmica do vento, como também a deflexdo numa viga de uma ponte causada por uma carga
movel, utilizando as Séries de Fourier e o método de separacao de varidvel para determinar a
solucao da equacao diferencial parcial que rege o comportamento deste fendmeno. A metodologia
consistiu na modelagem do fenémeno e suas condigoes de contorno para diferentes tipos de vigas.
A estabilidade global de uma estrutura esté relacionada com sua capacidade de suportar as forgas
externas que geram perturbagoes, como por exemplo, a vibragdo, pois a mesma causa deflexdes
nas vigas e rotacoes nos pilares que futuramente comprometerio sua funcao estrutural. Contudo,
as normas brasileiras regulamentadoras ndo apresentam um método de calculo refinido para
determinar o acrescimo das deformacoes devido a vibracdo em estruturas de concreto armado
fazendo com que os projetistas estruturais utilizem normas internacionais, adaptando as suas
necessidades.

Palavras-Chave: Vibracao. Sistemas continuos. Teoria da viga de Temoshenko.



ABSTRACT

This work deals with the study of vibrations in reinforced concrete reticulated structures due to
dynamic forces using of continuous media to describe this phenomenon. Vibration is understood
as any movement which is repeated, regularly or irregularly, after a time interval. The study
of continuous media began with Timoshenko, where it found that a continuous system can not
be split, having an infinite number of degrees of freedom. This implies that the analysis of the
problem of vibration in continuous system rests on partial differential equations in which most
of the time the boundary conditions do not lead to analytical solutions. Therefore, the analysis
of the vibration due to its complexity is described in systems with only one degree of freedom.
The objective of this work is to apply the Fourier Series and the Variable Separation Method to
determine the solution of partial differential equation that governs the behavior of the deflection
(deformation) caused by lateral vibration of a beam due to dynamic wind action, as well as
the deflection as girder bridge due to a mobile charge passing over the same. The methodology
consisted in the modeling of the phenomenon and its boundary conditions for different types of
beams. The global stability of a structure is related to its ability to support the external forces
that generate disturbances, for example, vibration, because the same cause deflections in beams
and rotations in the pillars in the future should compromise its structural function. However,
the Brazilian regulatory standards do not bring a refined method of calculation to determine the
increase in deformation due to vibration causing structural designers use international standards,
adapting to their needs.

Keywords: Vibration. Continuous systems. Theory of beam Temoshenko.
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1 INTRODUCAO

A engenharia civil exige que as estruturas sejam obrigatoriamente funcionais e segu-
ras. Além disto, existe uma busca por otimizacao de materiais e arquiteturas harmoniosas.
Nesse contexto, ha necessidade dos estudos das deformagoes em vigas e pilares (porticos),
oriundos das acoes verticais e horizontais, proporcionando uma maior seguranca para a
estrutura, assim garantido sua estabilidade global.

Os sistemas estruturais podem ser composto por um tipo de elemento estrutural,
entretanto, é mais comum que uma edificacao seja formada por um conjunto desses ele-
mentos, principalmente porticos, pois os mesmos resistirao a agao dos esforgos horizontais,
até edificio com treze pavimentos. Para edificios altos o sistema formado por porticos nao
sao mais eficientes, sendo utilizados os ntcleos rigidos, sistemas de contraventamentos e
sistemas tubulares visando o aumento da rigidez das estruturas.

Pode entao ressaltar que um pavimento de forma geral é formado por lajes e vigas,
que sao responsaveis por receber as acoes mais significantes para a edificagao, ou seja,
a de utilizacao e servigo, transmitindo para os pilares e fundacoes. Dessa maneira o
sistema estrutural formado deve proporcionar equilibrio e resisténcia necessaria, tanto no
sentido horizontal quanto vertical, atuando estas simultaneamente ou nao. Os engenheiros
calculistas se preocupam bastante com essa questao, pois as construcoes devem ter um
coeficiente de seguranga que esteja dentro dos parametros da ABNT (Associacao Brasileira
de Normais Técnicas).

As deformacgoes que ocorrem nos porticos, devido carregamentos combinados, de-
vem ser matematizados para serem expostos nos projetos de forma que o coeficiente de
seguranga englobe todas as deformagoes no estado limite tltimo de servi¢o (ELS).

As estruturas reticuladas sao estruturas formadas por barras, seja qual for a con-
figuracao destas, tais como: vigas, pérticos planos, porticos espaciais, grelhas, treligas
planas e trelicas espaciais (GERE, 1981).

Segundo a NBR 6118 (ABNT, 2014), vigas de concreto sao elementos lineares em

que a flexao é predominante, ou seja, aqueles cujo comprimento longitudinal é superior &



pelo menos trés vezes a maior dimensao da secao transversal, sendo também denominadas
barras.

Porticos sao estruturas lineares constituidas por barras (vigas e pilares) ligadas entre
si. Essas barras podem estar submetidas aos mais diversos tipos de apoios (1 género, 2°
género e 3° género) e carregamentos (horizontais, verticais e inclinados). Eles podem ser
planos ou espaciais.

Porticos espaciais é o tipo mais geral de estrutura reticulada, visto que nao ha res-
tricoes na posigao dos nos, dire¢oes dos membros ou direcoes das cargas. Os membros
individuais de um poértico espacial podem suportar forcas axiais internas, binéarios tor-
sores, binarios fletores em ambas as direcoes principais da secao transversal, bem como
forgas cortantes em ambas as dire¢oes principais da se¢ao transversal (GERE, 1981). De-
vido a complexidade da determinacgao dos esforcos e deformacoes, neste caso via andlise
matricial, os porticos espaciais sao modelados em sistemas computacionais que trazem
um refinamento mais apurado da sua anélise.

Trelicas planas sao aquelas que se distribuem em um tunico plano e geralmente
sao utilizadas na sustentacao de telhados de madeiras, telhados metélicos e estruturas
de pontes. Sao estruturas de elementos relativamente delgados ligados entre si pelas
extremidades. As cargas aplicadas as trelicas podem consistir em forcas concentradas aos
nos, assim, a andlise dos esforcos deste modelo despreza os momentos fletores que por
ventura venha surgir devido a existéncia de excentricidade na aplicacao da carga no n6
da trelica.

Uma trelica espacial é idéntica a uma trelica plana, exceto que os membros podem
ter qualquer direcao no espaco. As forcas que atuam numa trelica espacial podem ter
direcoes arbitrarias, mas qualquer binario que atue num membro deve ter seu vetor-
momento perpendicular ao eixo da barra. A razao desta exigéncia é que um membro de
uma treliga é incapaz de suportar um momento torsor (GERE, 1981).

Grelhas sao estruturas reticuladas planas formadas por barras que recebem acoes

de forcas perpendicularmente ao seu plano. Este sistema estrutural é composto por um



conjunto de vigas perpendiculares ou obliquas entre si, que si interceptam, estando inter-
ligadas nos pontos de intersecao.

De acordo com a NBR 6118/2014, na analise estrutural deve ser considerada a
influéncia de todas as a¢oes que possam produzir efeitos significativos para a seguranca
da estrutura, levando-se em conta os possiveis estados limites tltimos e os estados limites
de servicos definido na secao 10 da referida norma. "As acoes a considerar classificam-se,
de acordo com a ABNT NBR 8681 em permanentes, variaveis e excepcionais; para cada
tipo de construcgao, as acoes a considerar devem respeitar suas peculiaridades e as normas
a ela aplicaveis"(NBR 6118, 2014).

Dentre estas acoes, este trabalho abordou a influéncia da acao do vento. Os esfor¢os
devido a agao do vento devem ser considerados e determinados de acordo com o prescrito
pela NBR 6123/1988, devido a turbuléncia atmosférica num viga de um pavimento de
um edificio, como também a agao excepcional de uma carga movel solicitando uma ponte
de concreto armado. Ambas as agOes geram vibragoes nas pecas estruturais, devendo
ser verificadas no estado limite de vibragoes excessivas (ELS-VE): descrita pela NBR
6118/2014.

Segundo Rao (2008) o estudo da vibra¢do em estruturas reticuladas de concreto
aramado ocorre comumente para sistemas discretos nos quais se admite que sua massa,
amortecimento e elasticidade estao presentes apenas em certos pontos discretos do sistema.
Na prética, os mesmos sao tratados como sistemas de um grau de liberdade.

No entanto, existem casos em que nao é possivel identificar as massas e os amorte-
cedores da estrutura. Assim, temos que considerar a distribuicao continua da massa, do
amortecimento e da elasticidade supondo que cada um do nimero infinito de pontos do
sistema possa vibrar. Sendo assim, podemos classificar este sistema com infinitos graus
de liberdade (RAO, 2008).

De acordo com Rao (2008), se um sistema for modelado como um sistema discreto, as
equacoes governantes sao equacoes diferenciais ordinérias, simples de se resolver. Mas se

o sistema for modelado como um sistema continuo, as equagoes governantes sao equacoes



diferenciais parciais, mais complexas e de dificil solucao. A escolha por um dos modelos
devem ser feita com bastante atencao devido a influéncia da andlise estrutural do projeto,
tendo em vista a otimizacao das estruturas reticuladas de concreto armado.

Em 1705 as Equacoes de Daniel provaram que o deslocamento de qualquer ponto
em qualquer instante para a vibracao de um objeto é igual a soma algébrica dos des-
locamentos para todas as harmonicas. Essa caracteristica foi denominada principio da
superposi¢ao, mostrando ser o mais valioso no desenvolvimento da Teoria de Vibracoes e
levou a possibilidade de expressar qualquer fungao arbitraria usando uma série infinita de
senos e cossenos (RAO, 2008).

As vibragoes de vigas delgadas apoiadas e engastadas foram estudadas pela primeira
vez por Euler em 1744 e Bernoulli em 1751, ficando conhecida como Teoria de Euler-
Bernoulli, ou da viga delgada.

Em 1921 Timoshenko, apresentou uma teoria melhorada da vibracao de vigas que
ficou conhecida como a Teoria da Viga de Timoshenko ou de viga grossa, que considera

os efeitos da inércia de rotagao e da deformagao por cisalhamento (RAO, 2008).

2 JUSTIFICATIVA

O crescimento vertical das cidades implica em anélises de estabilidades globais
mais apuradas devido & acdo de for¢as harmonicas (acdo do vento, sismico, vibragoes
de maquinas, etc.) agindo em estruturas como lajes, vigas e pilares. Edificios, como por
exemplo, o Burj Khalifah em Dubai, com 828 metros de altura, deve conter estruturas que
controlem a vibracao no intuito de minimizar as forcas dinamicas excessivas que possam
comprometer sua estabilidade.

O uso maci¢o do modal rodovidrio no Brasil ao longo da década de 50 e a centrali-
zagao da capital do pais na regiao do planalto central proporcionou o surgimento de novas
rodovias, exigindo a construcao de pontes, viadutos e tineis. Como as pecgas estruturais
(lajes, vigas e pilares) empregadas para a construcao dessas obras especiais estao se tor-

nando cada vez mais esbeltos, as analises dinamicas sao cada vez mais requeridas como



uma ferramenta de projeto, pois, os sistemas estruturais estao mais suscetiveis a vibracao.

Portanto, diante das dificuldades expostas pelos problemas classicos de engenharia
civil que envolvem equagoes diferenciais ordinarias e equagoes diferenciais parciais este
trabalho de conclusao de curso demonstrou de uma forma simples, o passo a passo da
resolucao do problema de vibragao em estruturas reticuladas de concreto armado, possi-
bilitando que alunos de graduacao em engenharia civil possa entender a importancia das

equagoes diferenciais no decorrer da sua vida profissional.

3 OBJETIVOS

3.1 Objetivo Geral

Demostrar a obtencao da deflexao ocasionada pela vibragao lateral de uma viga de-
vido & acao dinamica do vento, como também a deflexao numa viga de uma ponte causada
por uma carga movel, utilizando as Séries de Fourier e o método de separacao de variavel
para determinar a solucao da equacao diferencial parcial que rege o comportamento deste

fenomeno.
3.2 Objetivo Especifico

Verificar as fragilidades das normas brasileiras regulamentadoras que tratam sobre
assunto da vibragao, apontado as dificuldades que os engenheiros calculistas tém em de-

terminar os esforcos adicionais devido a acao dinamica nas estruturas de concreto armado.

4 METODOLOGIA

A metodologia foi desenvolvida por meio de estudos sob a orientacao dos orien-
tadores, com a modelagem do fenomeno fisico e suas condigoes de contorno da vibragao
em estruturas reticuladas de concreto armado observando suas importantes aplicacoes a
Engenharia civil.

A modelagem do fenémeno para a vibragao devido & acao dinamica do vento foi
realizada em um edificio de 14 pavimentos, em que as estruturas de contraventamentos sao

formadas por porticos rigidos. Para o caso mais critico de dimensionamento da estrutura



do edificio sobre a agao dinamica do vento, adotou-se a viga do tltimo andar e, estudando
um elemento infinitesimal da mesma, determinou-se os esforcos atuantes, os quais sao
fundamentais para determinar a deformacao da viga.

Na modelagem do fenémeno da deflexao para a ponte de concreto armado foram
utilizados os dados geométricos da ponte localizada na rodovia PB-073, nas proximidades
do povoado do Bola, municipio de Tacima/PB. Esta obra de arte especial possui 9,50 m
de largura, 23,00 m de comprimento e 5,80 m de altura, é apoiada nas extremidades por
muros de arrimo. Para o modelo de célculo adotado, considerou que o sistema é articulado
em uma extremidade (apoio de 2° género) e apoiada na outra extremidade (apoio de 1°

género).

9 FUNDAMETACAO TEORICA

5.1 Conceitos Dinamicos

Vibragao é ententida como qualquer movimento que se repete, regular ou irregular-
mente, num intervalo de tempo. O movimento de um péndulo simples e da corda em um
varal sao exemplos de vibragoes.

Em engenharia civil estes movimentos ocorrem em elementos estruturais (vigas e
pilares), quando estes estao submetidos a agdes dindmicas, como por exemplo, em edificios

e pontes sujeitos a acao sismica ou a agao do vento.

5.2 Classificacao das Vibragoes

As vibragoes podem ser classificadas segundo Rao (2008) em:
Vibracao livre é aquela produzida por uma perturbacao inicial que nao persiste durante
o movimento vibratério. Como exemplo, a vibracao do péndulo simples. Depois de deslo-
cado de sua posicao de equilibrio, o péndulo simples permanece em movimento oscilatorio
sem que nenhum efeito externo intervenha.
Vibracao forgcada ¢ provocada por um efeito externo que persiste durante o tempo em
que o movimento vibratorio existir. O movimento de um rotor desbalanceado é tipico de

uma vibragao forcada.



Vibracgao nao amortecida é aquela em que a energia vibratéria nao se dissipa, de forma
que o movimento vibratério permanece imutavel com o passar do tempo.

Vibracao amortecida ¢ aquela em que a energia vibratoria se dissipa com o transcorrer
do tempo de forma que os niveis vibratorios diminuem progressivamente.

Vibracao linear é aquela que ocorre em um sistema cujos componentes atuam line-
armente (a forga de mola proporcional ao deslocamento, a for¢ca de amortecimento é
proporcional & velocidade e a for¢a de inércia é proporcional a aceleragao).

Vibracao nao linear ¢é aquela em que um ou mais componentes do sistema nao se com-
porta linearmente, ou seja, a forca produzida nao apresenta uma relacao linear com a
variavel cinematica a que se associa (rela¢oes quadraticas, cibicas, logaritmicas, expo-
nenciais, senoidais, etc.).

Vibracao deterministica é aquela em que se pode prever todas as caracteristicas do
movimento vibratorio em qualquer instante de tempo.

Vibracao aleatdria é aquela em que nao se pode prever todas as caracteristicas do

movimento vibratorio em um dado instante de tempo.

5.3 Sistemas Discretos e Continuos

Sistemas que podem ser separados em partes, de forma que cada uma delas possua
um determinado nimero de graus de liberdade e o sistema global tenha um nimero finito
de graus de liberdade sao sistemas discretos, sendo também chamados de sistemas com
parametros concentrados.

Um sistema continuo é aquele que possui um niimero infinito de graus de liberdade
sendo também conhecidos como sistemas com parametros distribuidos.

Graus de liberdade é o nimero minimo de coordenadas independentes necessarias
a descrever completamente o movimento de todas as partes que compoem um sistema

vibratoério.



5.4 Efeitos Dinamicos em Vigas de Concreto Armado

5.4.1 Efeitos Dinadmicos Devido & Turbuléncia Atmosférica

De acordo com a norma NBR 6123/1988 item 9.1, a velocidade média do vento
designada por V pode admitir que a mesma mantém-se constante durante um intervalo
de tempo de 10 min ou mais, provocando nas edificagdes, ou obras especiais (pontes,
viadutos) efeitos puramente estaticos. No entanto, as flutuagoes da velocidade podem
induzir em estruturas com vinculacoes flexiveis, ou seja, estruturas que possuam nos
moveis ou v, > 1, 1, oscilagoes importantes na direcao de V.

O conforme prescrito no item 15.5.3 da NBR 6118/2014, "O coeficiente 7, de ava-
liacao da importancia dos esforcos de segunda ordem globais é véilido para estruturas
reticuladas de no minimo quatro andares". Este coeficiente é determinado a partir dos
resultados da estrutura nao deformada, ou seja, de uma anélise linear de primeira ordem,
para cada combinacao de carregamento.

O valor de 7, é dado pela seguinte expressao:

1
/72 - A]\4tot,d (1)

L= M tot,d

onde,
M tor,a € 0 momento de tombamento, ou seja, a soma dos momentos de todas as forcas
horizontais da combinacao considerada, com seus valores de célculo, em relagao a base
da estrutura; AM;, 4 é a soma dos produtos de todas as forgas verticais atuantes na
estrutura, na combinacao considerada, com seus valores de calculo, pelos deslocamentos
horizontais de seus respectivos pontos de aplicacao, obtidos da analise de 12 ordem.

Ainda a referida norma prescreve que em edificagoes com periodo fundamental 77 <
1s, a influéncia da resposta flutuante é pequena sendo computado na determinacao do
fator Sy. Mas, edificacoes com 17 > 1s, podem apresentar resposta flutuante na direcao

do vento médio. Portanto, a resposta dinamica total é igual a superposicao das respostas

média e flutuante, sendo calculado pelas especificagoes do capitulo 9 da NBR 6123 /1988.



5.5 Efeitos Dinamicos em Estruturas de Ponte de Concreto Armado

5.5.1 Efeitos Dindmicos das Cargas Moéveis

Conforme prescrito na NBR 7187/2003 item 7.2.1.2, deve ser analisado o efeito
dinamico das cargas moveis pela teoria da dinamica das estruturas. E permitido, no
entanto, assimiliar as cargas moveis a cargas estaticas através de sua multiplicacao pelos
coeficientes de impacto definidos a seguir:

I) nos elementos estruturais de obras rodoviarias:

©=1,4—0,007L > 1 (2)

IT) nos elementos estruturais de obras ferroviarias:

¢ = 0,001(1600 — 60v/L + 2,25L) > 1,2 (3)

onde, L é o comprimento de cada vao teérico do elemento carregado, qualquer que seja o

sistema estrutural, em metros (m).

Fdin = SOFest; (4)

em que, Fy;, é a forca dinamica e F,y é a forca estatica. Sendo assim, as cargas estaticas
sao majoradas substituindo as dinamicas no calculo.

Ainda a referida norma estabelece, que no caso de vao desiguais, em que o menor
vao seja igual ou superior a 0,70 do maior, permite-se considerar um vao ideal equivalente
a média aritmética dos vaos teodricos. No caso de vigas em balango, L é tomada igual a
duas vezes o seu comprimento. Nao deve ser considerado o impacto na determinacao do
empuxo de terra provocado pelas cargas movéis no calculo de fundagoes e nos passeios

das pontes rodoviarias.

5.5.2 Efeitos Dindmicos da Frenagao e da Aceleragao

Segundo Marchetti (2008), um veiculo em movimento sobre uma ponte representa,

em virtude de sua massa, uma certa "forca-viva'"de que é possuida. A forca resultante é



chamada frenagem. Da mesma forma, ao iniciar seu movimento apoia-se sobre a estrutura
transmitindo & mesma um esforco de aceleracao.

De acordo com a NBR 7187/2003 item 7.2.1.5, o valor caracteristico da forca lon-
gitudinal provocada pela frenacao ou pela aceleracao de veiculos sobre as pontes deve ser
tomado como uma fragao das cargas moveis, considerados sem o coeficiente de impacto.
Nas pontes rodoviarias, este valor deve ser aplicado na superficie de rolamento e igual ao
maior dos seguintes valores: 0,05 do peso do carregamento do tabuleiro com as cargas

moveis distribuidas, excluindo os passeios, ou 0,30 do peso do trem-tipo.

5.5.3 Efeitos Dinamicos do Movimento das Aguas

Segundo a NBR 7187/2003 item 7.2.6, o efeito dindmico das ondas e das dguas em

movimento deve ser determinado através de métodos baseados na hidrodinamica.

5.6 Mcétodo de Fourier para Determinar Solugoes de Equagoes Diferenciais
Parciais

Uma série de Fourier, nomeada em honra a Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-
1830), é a representagao de uma fungao periddica, como uma soma de fungdes periodicas.
As séries trigonomeétricas infinitas formadas por seno e/ou cosseno sao chamadas séries

de Fourier (FIGUEIREDO, 2007).

5.6.1 Funcoes Periddicas

Uma fungdo f: R — R é periodica de periodo T, se f(z +T) = f(x) para todo x.

Se T' é um periodo para a funcao f, entao 27" também é um periodo, pois

flx+2T) = f(x+T) = f(x).

E, em geral, nT" é um periodo, onde n é um ntimero inteiro. O menor periodo positivo é
chamado de periodo fundamental. Logo é usado apenas a expressao periodo para carac-

terizar o periodo fundamental (FIGUEIREDO, 2007).

EXEMPLO: O periodo fundamental 7" da funcao sen(%) pode ser determinado do

seguinte modo.
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Sendo

T
sen (%) — sen (n_z:l:) , para todo x € R,

Como sen(a + b) = senacosb + cos asenb, assim

nme ML | cos (T nrl  gen (T
SEN I COs I COs I SEN I = sen 7

Para x = L/2n, obtemos

nwL nrl’ N nmwlL nrl B nwlL
sen o] coSs 7 cos 5L sen 7 = sen oL

o que implica
nr’l

Ccos (T) =1 = T= - (5)

Como estamos procurando o menor valor positivo de T' que satisfaga a equagao (5), ob-
temos nwT/L = 27, ou seja, o periodo fundamental é T'= 2L /n. O periodo fundamental

de cos(nmz/L) é também 2L/n (FIGUEIREDO, 2007).

5.6.2 Coeficientes de Fourier

Se uma fungao f(z) for expressa como a seguinte expressao

TN 4y, nm (6)
an cos | — nsen| — )

é esperando que os coeficientes a, e b, estejam intimamente ligados a fungao f(z). Para

flr) = qa0+ >

descobrir que expressoes sao esses coeficientes, vamos considerar que a igualdade acima
se verifica, e que a série em (6) converge uniformemente. A fungao f deve ser continua e

deve ser periodica de periodo 2L, pois o periodo de cosmz/L é 2L, e 2L é periodo para
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as demais fungoes seno e cosseno que aparecem na série (FIGUEIREDO, 2007). Agora

integrando ambos os lados da expresao, temos

L 1 L > L nTT L nrT
flx)dx = =a / dzr + (an/ cos <—) dr + bn/ sen (—)dw)
/_L =g ), Z: oo\ L 0o\ L
Como,
L nwx L nmwx
/_Lcos (T)d:v = /_Lsen<T)dx =0

/L f(z)dz = ag.L
-L

Logo,

1 L
w=1 /_ s (7

No intuito de determinar os demais coeficientes, exploramos a mesma ideia e usamos as

relacoes de ortogonalidade:

L
/_L cos <?) sen(mgx)dx = 0, se n,m>1,; (8)
L nwT mALN . _ L, se n=m2>1 (9)
,LCOS L )\ L S 0, se n#m,n,m>1;
L
nwT mmx L, se n=m2>1
/_L sen<T> sen( 7 )d:r; = { 0 se nmmm> 1. (10)

A demonstracao podera ser feita por meio das identidades trigonométricas. Logo para a

equagao (8), temos

L nmwx mmx )
cos | — |sen dx =0, considerando que n=m
-L

Pois, fazendo a integragao por substituicao,

mmx mmx mmx
u = sen e du= cos | — )du,

L L L
Assim,
/L L w2l | 1 of(mmz\ L L
u—-du = = —sen —
_ mm 2mm| 2 L Jmr|_,




Portanto,

Para a equagao (9), temos:

Sen=m>1

L nmx mmx L (nma
- = —_— 11
/_Lcos( 7 )cos( 7 )d:z: /_Lcos ( 7 )d:c (11)

Sendo,

Dai chegamos a,

2nmx
i CcoS ( 7 ) +1
cost (") : (12)

Substituindo (12) em (11). Temos,

2n7TI 1 1
/L COS L d 1 /L <2nﬂ_x)d + 1 /L d
r = = COS m— X — Xz
., 2 2], L 2],




Dai chegamos a,

L
/ cos (@) CoS (mmc)dx =L
_L L L
Se n # m,n,m > 1, como

nwx mnx 1 nT o mm 1 nmw
cos [ — | cos =—sen| | ——— |z | — =sen| [ —
L L 2 L L 2 L

Portanto,

MTIL

/ L (mmc ) (
cos [ —— | cos
L L

L

1 /nr mr) 227" 1

= 2567"L \ T 7 )3 ; 256n

1 [ (nr mr\ L?] 1 [

= 2sen \T 7 7 | 28671 _
1 [/ N mm\ L?] N 1 i

— —sen|| —+ — | — —sen
2 |\ L L A I

Logo, obtemos que
L
/ CoS (@) cos (mﬂw>dx =0
_I L L

Para a equacao (10), temos:

Sen=m>1

Sendo




Dai chegamos a,

Substituindo (14) em (13).

Dai chegamos a,

Sen#m,n,m>1

Como,

sen2 (

Assim,

nmwx

L

1 |- 1L (mr:v) L
= —r| —-—sen|2——
2|, nm L .
1 1 1L nmL
= —-L——(-L)——-—— 2——
L =31 4m{86"( L
1L
= L—-—10].
4n7r”

nmwx mrr\ 1
sen 7 sen 7 =3

15
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Portanto,

/ L nmwx mazy 1 / cos | (5 _ 7 J 1 / L cos | (T n mm
sen| — | sen r = = — — — |x|dr — = —+ —
. L L 2], I L 2], L L
1 (nr mr\ 22" 1 nt mm z?
-2\ )2, 2\ T )2
1 [/nm  mm\L*] 1 [(nm mn\ (=L)*]
-2\ T )2 2™\ ") 2
1 [(nr L mm L] N 1 [(nr L mm (—L)?]
2“C"I\T " )2 2"\ "1 ) 2 |
Logo, obtemos que
L
/ sen(@) sen (m>d1‘ =0
_L L L
Agora, multiplicando (6) por cosmmz/L, para m > 1 e integrando, temos
L mnx
/ f(z) cos (—)dm =a,L (15)
L L

Assim, fazendo de maneira semelhante, multiplicando (6) por sen <m7r:c / L>, para m > 1

e integrando, obtemos

L
/ f(x)sen (m>dx =b,L (16)
) L
Logo, chegamos aos coeficientes de Fourier de (7), (15) e (16), assim
1 /L
ag = E/_L f(z)dz
1 b
an =7 /L f(x) cos (?) dx (17)
1 (b
b, = 17 /_L f(a:)sen(?) dx (18)
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5.6.3 Série de Fourier

Dada uma funcgao f : R — R periddica de periodo 2L, integravel, podemos calcular

seus coeficientes de Fourier pelas equacoes (17) e (18). Logo

1 N nmwr nmwx
f(z) ~ 500 + nz:l (an cos —— + bnsenT) , (19)

e isso significa que a expressao do lado direito é a série de Fourier de f (FIGUEIREDO,
2007).

Segundo Figueiredo (2007) "uma funcao f : R — R sera seccionalmente continua se
ela tiver apenas um ntimero finito de descontinuidades em qualquer intervalo limitado, e
serd seccionalmente diferenciavel se ela for seccionalmente continua e se a funcao derivada

f! for também seccionalmente continua'.

5.6.4 Meétodo de Separacao de Variavel

Tomemos como exemplo uma func¢ao v(x,t), o Método de Separagao de Variaveis
consiste em separar as variaveis da fungio v(z,t) em duas funcoes F(x) e G(t) tal que
v(x,t) = F(x)G(t), onde F(x) depende somente de z, e G(t) depende apenas de t. Isso
implica que F(x) e G(t), independam de z e de t¢. Logo, sdo iguais a um parametro
a (independente de z e de t), o qual serd determinado de modo que as condigoes de
fronteira sejam satisfeitas por v(z,t) = F(x)G(t).

Este método, juntamente com as Séries de Fourier, é bastante utilizado para deter-
minar as solu¢oes de equacoes diferenciais parciais pela sua simplicidade na resolucao do
problema. Para uma melhor compreensao da metodologia do método buscar referéncias

especializadas como Figueiredo (2007) e Lorio (1981).

5.7 Determinacao da Equacao da Linha Elastica para Estruturas Reticula-
das

O engenheiro calculista quando dimensiona uma estrutura de concreto armado
submetido a flexao, utiliza o dominio 2 ou dominio 3, pois quando as mesmas se deformam
a ruptura da estrutura provoca um "aviso prévio", porque a armadura ao escoar acarretara

fissuras visiveis na viga, antes que o concreto possa romper-se por esmagamento. Sendo
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assim, o estudo de deflexdes em vigas na engenharia civil é fundamental na otimizacao de

estruturas de concreto armado e na prevencao de colapsos das mesmas.
5.7.1 A Linha Elastica

Linha elastica é definida como o diagrama de deflexao do eixo longitudinal que
passa pelo centroide de cada area da secao transversal da viga (HIBELLER, 2010).

Segundo Beer (2006), a linha elastica é entendida como a equagao da curva na qual
o eixo da viga é transformado sob um dado carregamento atuante ao longo da mesma.

De acordo com Timoshenko (1969), a linha elastica é a representagao da forma do
eixo da viga depois que se processam no plano de simetria, as forcas transversais que agem

nesse plano.

Linha

eldstica
(b)

Figura 1: Representacdo da linha elastica. Fonte (BEER, 2006)

5.7.2 Relacao Momento-Curvatura

Para deduzir uma expressao que dé a relacao entre a curvatura e a forma da
linha elastica, limitou-se escolhei o caso de uma viga inicialmente reta que é deformada
elasticamente (vélida a Lei de Hooke). Considerando que as cargas aplicadas a viga se
encontrem no plano de simetria x — v para a area da se¢ao transversal da viga. A Figura
2 mostra como as cargas estao distribuidas ao longo da viga. Devido a essas cargas, a
deformacao na viga é provocada pela for¢ca cortante interna, bem como pelo momento

fletor (HIBBLER, 2010).
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Figura 2: Viga submetida a varios carregamentos. Fonte (HIBBLER, 2010)

-

d
pl \n

ds : -ds’

il ™

{@' e
Antes da Apdsa
deformagdo deformacio

Figura 3: Deformagdo em um elemento infinitesimal de uma viga. Fonte (HIBBLER,
2010)

Quando o momento fletor interno M atua na viga provocando uma deformacao,
prolongando as linhas da secao transversal da viga deformada até se encontrarem, con-
siderando que a se¢ao transversal da viga continue plana (Teoria de Navier-Bernoulli),
o angulo entre as mesmas torna-se df (Figura 3). O raio de curvatura para esse arco é
definido como p, que é medida do centro de curvatura 0’ até dz. Assim, a deformacao no

arco ds, localizado em uma posicao y em relagao ao eixo neutro, é

€= % (20)
Antes da deformacao o elemento diferencial da viga era dado por,
ds =dx = 0. (21)
Apos as cargas atuarem na viga teremos:
ds' = (p —y)do (22)

Combinando (20),(21) e (22), obtemos

[(p — y)db — pdb)]
pdd
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Dai,
1
oL (23)
Py

Como consideramos que a Lei de Hooke é valida, a formula da flexao também é valida

para a nossa viga. Assim,

M
o= _Ty =eF
Logo,
e M
_e_ M 24
;" El (24)
Combinando (24) e (23), teremos
1 M
== 25

onde:

p = raio de curvatura em um ponto especifico sobre a curva da linha elastica e 1/p é
denominado curvatura;

M = momento fletor interno na viga, no ponto onde p deve ser determinado;

E = modulo de elasticidade do material;

I = momento de inércia calculado em torno do eixo neutro.

5.7.3 Determinagao da Curvatura

Uma forma de deduzir uma expressao para a curvatura é considerando dois pontos

na linha eléstica, distantes um do outro de uma distancia ds. Da definicao de angulo

temos
ds = pdf
1 db
- - 26
= ds (26)
Para pequenos deslocamentos e pequenos angulos, obtemos
ds =~ dx
dv
0 ~tg) = — 27
90 =— (27)



Levando (27) em (26), teremos

o d (e
p ds dx\dz/) da?
M) _
EI  da?
Fazendo,
dv
0~ —.
dx
Dai,
0 = arctgl = arct dv (28)
= gv = 9 dx
Combinando (26) e (28), obteremos
1 do d dv d dv
=2 tgl — || = — tg| — 29
p ds ds [arcg(dx)] dz {arcg(dw)} (29)
Onde,
d (arctgu) 1 du
dg I = (1 + u?)?/3 dx
Dai,
1 v
= do’ (30)

N

P 2
dv
1+ (2)]
onde dv/dx e d*v/dx? sao a primeira e a segunda derivada da fungao v(z). No entanto,

como os deslocamentos e deformagoes sao pequenos, a inclina¢do dv/dz é muito pequena,

logo, o seu quadrado é desprezivel. Escrevemos entao

1 d*v (31)
o da?
Substituindo (25) em (31), temos
d>v  M(x)
av _ _ 39
dx? EI (82)

Logo, (32) é uma equagao diferencial linear de segunda ordem que governa a linha eléstica.
"O produto EI é definido como ridez a flexao e, se ele varia ao longo da viga, como no
caso de uma viga com altura variavel, devemos expressa-lo como funcao de z antes de

integrar a equagao (79)"(BEER, 2006, p.522).
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6 RESULTADOS

6.1 Vibracao Lateral de Vigas

Com o desenvolvimento de técnicas avancadas de programas computacionais os
estudos das forcas dinamicas em estruturas aporticadas se tornam uma atracao aos en-
genheiros calculistas, pois agora os coeficientes de seguranca utilizados para majorar os
esfor¢os (esforgo normal, esfor¢o cortante e momento fletor) estdo dentro de uma faixa
mais segura e eficiente. Assim, as estruturas ficaram mais esbeltas e ganharam maiores
vaos, deixando os edificios com uma arquitetura harmoniosa.

O crescimento vertical das cidades implica em andlise de estabilidade global mais
apurada, devido a acao do vento agindo lateralmente em estruturas como vigas e pilares.
Sendo assim, este capitulo visa deduzir a equacao diferencial do movimento que rege
o comportamento de uma viga submetida a vibracao lateral, para obter a deformacao
ocasionada por este fenomeno.

Um edificio é, em primeira anélise, uma estrutura complexa tridimensional (porticos
espaciais), podendo este ser entendido como o agrupamento de estruturas bidimensionais

(porticos planos), em formato aporticado (quadro), Figura 4 (FERREIRA, 2005).

prerr| T TFIC
L e i e
e Bl ol ol
o g o o e
P FL T

e e A R e
L e R R e

pperr—rT T
(LT A T L

A S g R

P et e f i e eddrt

e

Figura 4: Edificio na sua configuragio aporticada em 3D e em 2D. Fonte (FERREIRA,
2005)

22



Os porticos planos podem ser classificados em porticos simples, que nao necessi-
tam ser subdivididos,como demonstrado na Figura 5; e porticos compostos, quando a

subdivisao é o caminho para sua resolucao, como apresentado na Figura 6.

7A a

Figura 5: Poértico plano simples

>

A 7A

Figura 6: Poértico plano composto.

6.1.1 Equacao Diferencial do Movimento

Para deduzir a equacao do movimento da deformacao (deflexdo) numa viga devido
a vibracao lateral do vento, considerou-se que o edificio da Figura 4 esteja submetido
a variacao da velocidade do vento ao longo da sua altura na direcao = e na direcao y.
Considerando o caso mais desfavoravel, ou seja, a viga que esta submetida a velocidade

do vento localizada no tltimo pavimento (cobertura). Sendo a viga exercitada harmo-
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nicamente por uma forca externa que atua ao longo do seu comprimento. Considere o
diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal da viga mostrado na Figura 7, onde
M (x,t) ¢ o momento fletor,V (x,t) é a forga cortante e f(x,t) é a for¢a externa por uni-
dade de comprimento da viga. Visto que a forca de inércia que age sobre o elemento da

viga seja dado por:

|
1

—_—————l—x
1

M(x, 1) + dM(x, )

w5 gy

Figura 7: Flexao lateral de elemento infinitesimal de uma viga. Fonte (RAO, 2008)

f(inércia) - ma
Reescrevendo a massa, m, em funcao da sua massa especifica e a aceleracao, a, em funcao

da posicao, obtemos:

m = pA(x)dx.
como,
— @ = ﬁ 8_w = 82_w< t)
“To T oa\or) o
logo,

82
f(inercia) = PA@) 5 (2.1

Fazendo o soméatorio das forcas na direcao z temos,
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62
+1 Y F = pA() r (2.1

—(V+dV)(z,t) + f(z,t)de + V(z,t) = pA(x)%z—;U(x, t)
—dV(z,t) + f(x,t)dz = pA(x)%TZ}(x,t). (33)

Agora o somatorio dos momentos em relagao ao eixo y que passa pelo ponto 0 na Figura

(7.b), tem-se como resultado:

—l—mZM:O

(M +dM)(z,t) — (V +dV)(z,t)dx + f(m,t)dxdg — M(z,t) =0

2
dM(z,t) — Vdx(z,t) + dVdx(z,t) + f(z, t)d% =0 (34)
Fazendo,
ov
AV = —d
1% 5 O (35)
oM

Combinando (35) e (33) e eliminando os termos dz nos ambos os lados. A equagao

torna-se:
oV 0w
—%dx(x, t)+ f(z,t)de = pA(x)dxﬁ(x, t)
oV 0*w

Combinando (36) e (34) e desconsiderando os termos que envolvem poténcias ao quadrado

de dx, pois, dv ~ 0, logo, dz? = 0. As equagdes tornam-se:

oM v o, da?
%d:v(l', t) — Vdx(x,t) + %dx (x,t) + f(:)s,t)7 =0
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Dai,
oM

O et) 4 (0.0 = pA) T2 w.1) (10

Na sec¢ao 5.9 deste TCC demonstramos que a deformacao (deflexdo) em uma viga é dada
por:

*v  M(x)

da?  EI

Para o nosso caso da vibracao lateral em uma viga, podemos reescrevé-la como:

Pw, . Mx)
722 @) = i)

Dai,

M(x,t) = EI(x)gZTf(x) (41)

onde E é o modulo de elasticidade da viga e I(z) é o momento de inércia de area da sec¢ao

transversal da viga em relagao ao eixo y. Substituindo a eq.(41) na eq.(40), teremos:

~EI) 25 @) + .6) = pA@) S L w.) (12

Agrupando os termos, obtemos:

0? 0*w 0*w
922 [Ef(l’)w(f)} + PA(@@(!E, t) = f(z,t) (43)
Para uma viga uniforme, a eq.(43) reduz;
*w 9*w
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6.1.2 Vibracao Livre

Para a vibracao livre, f(z,t) = 0 e, portanto, a equacdo de movimento torna-se;

*w 0w

Dividido ambos os menbros por pA, obtemos;

EI 0*w 0w

Fazendo,
EI
Dai,
*w 0w

Onde a equagao (48) é uma equagao diferencial parcial de quarta ordem. "O método de
resolugao desse problema ¢ conhecido como método de Fourier, o qual consiste em duas
etapas. Na primeira, utiliza-se separacao de variaveis para obter problemas de autova-
lor, para as equacoes diferenciais ordindrias, estreitamente relacionados com a equagao
diferencial parcial em estudo. A segunda é utilizar a Anélise de Fourier" (FIGUEIREDO,
2007, p.12).

Método de Fourier. Esse método consiste em, primeiramente, usar separacao de varia-

veis e procurar solucoes do problema na forma
w(z,t) = F(x)G(t) (49)

Diferenciando (49) em relagdo a x, quatro vezes, obtemos:

ow dF(x)
) = T,
Pw, . d*F(x)
08 ) = T o,
Pw, . dF(x)
ax3 (SL’) - dl’?’ G<t>7



o'w, . d'F(x)

%(@ = WG@) (50)

Diferenciando (49) em relagio a t, duas vezes, obtemos:

ow, . dG(t)
W)= F) 2,
0*w d*G(t)
T w) = () o 651)
Combinando (51), (50) e (48), tem-se;
d*F(x) d*G(t)
2 _
— (t) + T F(z)=0 (52)
Fazendo um rearranjo, tem-se:
¢ d'F(z) 1 d*G(t) (53)
F(z) drx* — G() dt?

Agora observe o lado esquerdo de (53) é uma funcao apenas de t, enquanto que o lado
direito é fungdo apenas de x. Logo, tanto o lado esquerdo de (53) como o lado direito

devem independer de x e de . Isto quer dizer:

¢ d'F(x) 1 &G@t)
o) drt G ae 7Y (54)

2

Considerando que o = w* é uma constante positiva. A equacao (54) pode ser escrita como

duas equagoes: Para o lado esquerdo de (54) temos,

F(z) da* -
Fazendo,
2 2 2
g W w wpA
pA
Dai,
d'F () 4
i B F(z)=0 (56)
Para o lado direito de (54), obtemos:
d’G(t) )
e +G(t)w* =0 (57)
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Onde (56) e (57) sdo equagao diferenciais homogéneas com coeficientes constantes.

Assim sendo, utilizando o método da equagdo caracteristica, teremos para (56).

d*F(x)
dx?

— B'F(z) =0
Dai,

m* — B* = (m® + %) (m® — ) = 0

m? + 5% =0
m2 o ﬂQ — 0
As raizes dessas equacoes sao,
my = 3 mz = i3
my = —03 my = —if3

Lembre-se que a forma de uma solucao de uma equagao diferencial homogénea de 4* ordem

é a seguinte:

F(z) = Cre™?® + Cye™ 4 Cye™® 4 Gy

Por consequéncia, a solugao de (56), torna-se:

F(a:) = C’le'B’” + 026761 + Cgei'g’” + C4€7i6$ (58)

Utilizando a equagao de Euler, a equagao (58) pode ser expressa como,

F(x) = C1e”" + Coe " + Cs cos(Bx) + Cyusen(Bx) (59)

onde C, Cs, C3 e Cy sao constantes. Estas constantes podem ser determinadas pelas
condigoes de contorno. As frequéncias naturais da viga sao calculadas pelas equagao (55)

como,
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2
4 wipA 2 BT 5 | EI
= = w= =00 o (60)

A fungao F'(x) é conheciada como modo normal ou fungao caracteristica da viga e
w €é denominada frequéncia natural de vibracao.

Agora para (57) utilizando novamente a equagao caracteristica, teremos:

*G(t) 2
72 +G(t)w* =0
Dai,
m’+w’ =0 — m=+twi (61)

Entéo, a solu¢ao de (57) pode ser expressa como,

G(t) = C5 cos(wt) + Cgsen(wt) (62)

onde (5 e Cg sao constantes que podem ser determinadas pelas condi¢oes iniciais.
Combinando (62), (59) e (49), teremos a solugao geral para a vibragio livre de uma

viga.

w(z,t) = |C1e’” + Coe™ + Cs cos(Bx) + Cwen(ﬁx)} {Cg, cos(wt) + Cgsen(wt)| (63)

6.1.3 Condicoes Iniciais

As condigoes iniciais sao as seguintes:
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6.1.4 Condicoes de Contorno

As condicoes de contorno comuns das formas de vinculacao das vigas podem ser
determinadas utilizando a secao 5.9 desde trabalho. Logo, sao as seguintes:

1. Extremidade Livre:

2 3
Vi) =2 (Ela—w) _ 2%

2. Extremidade biapoiada:

w(L,t) =0

0w

0*w

3. Extremidade engastada-apoiada:
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4. Extremidade biengastada:

w(0,t) =0
w(L,t) =0
g—l:((),t) =0
g—l;(L,t) =0

6.1.5 Ortogonolidade de Funcoes Normais

As fungoes normais F'(z) satisfazem a equagao:

2d4F($)

e W F(z) =0 (64)

C

Sejam Fj(x) e Fj(x) as fun¢des normais correspondentes as frequéncias naturais w;

e w; para (¢ # j), de modo que,

d*Fy(x)

o —wih(e) = (65)
% — w?Fj(x) =0 (66)

Multiplicando (65) por Fj(x) e (66) por F;(z), e depois subtraindo as equagoes resul-

tantes uma da outra, teremos;

Fy() T 2 E @) pa) =0
@t @) = o

e depois subtraindo as equagcoes resultantes uma da outra, teremos;

)T e p P, - R@e D ep e e =0
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agora, integrando de 0 a L, temos;

[ [p@ei? —drwraa - [ [rwets -

Dali,

/OL {Fj(:v)g% — Fi(x)é%] do — (w? — w?) /OL Fi(2)Fy(2)dz = 0

/OL [Fj(x)c2 d45;g$) — Fi(z)c? d45;£x)} dr = (w? — w?) /OL Fy(«)F; (2)da

- /OL {F}(ﬂf)d45;ix> - Fi(£)%:| de = /OL Fi(z)Fy(z)dx

2 2

Para diminuir a notacao, fazermos

2

¢ /0 ’ (FiIV(w)Fj(x) - F].W(a;)ﬂ(a:)> dx = /0 ) Fi(a) Fy(x)da (67)

2 2

onde (1) indica diferenciagdo em relagio a x. O lado esquerdo de (67) pode ser avaliado

usando a integracao por partes. Lembrando do método de integragao por parte, temos:

[udo =~ [ v (69)

usando a equacao (68), obtemos:

62

2 /OL (EIV(QT)FJ(SC) - F}IV(x)Fi($>>d$ =5 [Fi(a:)Fj!H _F@) P+

2 _
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FI() YT - FJ(ar)Ff%m)L

Dai,
2 L

/0 Fy(2)Fy(z)dx = ¢ Fy(x)F/" — Fy(x)F/"" + F/ () F]" — F{(a:)Fj”(x)] (69)

2 _ 2
w; — wy 0

Podemos mostrar que o lado direito de (69) é zero para qualquer combinagao de
condicoes de extremidade livre, engastada ou simplesmente apoiada. Em extremidade
livre pelas condig¢oes de contorno, o momento fletor [M(x)] e a for¢a de cortante [V(x)]

sao iguais a zero, de modo que

d*F(x)
dx?

=Fx)=0, V()= digx) =F(z)=0 (70)

M(z) =

Para uma extremidade engastada, a deflexdo [w(x,t)| e a inclinacdo (#) sao zero:

dF (x)
dx

w(z,t) = F(z) =0, =F'=0 (71)

Em extremidade simplesmente apoiada, o momento fletor e a deflexao sao zero:

_ d*F(x)

dx?

M (z) = (z) =0, w(z,t) = F(z) =0 (72)

Visto que cada termo no lado direito de (69) é zero em x = 0 ou x = L para qualquer

combinacao das condigoes de contorno em (70), (71) e (72) mostramos que:

L
| F@F =0 (73)
0
o que prova a ortogonalidade de fungoes normais para a vibracao transversal de vigas

sob as condicoes de contorno.

6.1.6 Determinagao da Frequéncia Natural de uma Viga: Extremidade Engastada-

Apoiada

Na Figura 8 tem-se um exemplo de uma viga engastada- apoiada. Este tipo de
configuracao é uma das mais usuais na engenharia de estruturas, porque no né que possui

o engaste a rotacao é impedida de ocorre e no nd apoiado, se ouver uma variacao de
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temperatura na viga, este facilita a dilatacdo/contracdo da mesma, aumentado assim a
estabilidade global da estrutura. A partir das condi¢oes de contorno para este problema

podemos determinar a frequéncia natural e as constantes da equagao (59).

— .

Figura 8: Modelo de calculo da viga engastada-apoiada. Adaptado de BEER (2010).

Assim temos:
F(z) = C1e’* 4 Coe P + C3 cos(Bx) + Cysen(Bz),
com as condi¢oes de contorno:
F(0)=0; F(L)=0; 2—?(0) =0 e EIdQ—F(L) = 0.

Aplicando a primeira condicao de contorno, tem-se:

F(0) = C1e° + Ce” + O3 cos(0) + Cysen(0)

F(0)=Cy+Cy+C5=0

Cy+Cy+C3=0 (74)
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Utilizando a terceira condicao de controno, obtemos:
dF Bz Bz
d—(x) = 1€’ + Care " 4 Cycos(fx) + Cysen(Px)
T

le_i(x) = (8’ — CyBe™P" — CsBsen(Bx) + Cyfs cos(Bx)

dF

dr (0) = 016650 — Cgﬁe_'go — Cgﬂsen(ﬁ()) + 045 COS(ﬂO)

dr
%(0)201_02—’_04:0

Ci—Co+Cy=0

(75)
Combinando (74) e (75), temos:
200+ C5+Cy =0
Cs = —(2C, + Cy) (76)
Assim, a solucio da equacio (59), torna-se:
F(x) = C1eP + Che™ — (2C) + Cy) cos(Bx) + Cysen(Br)
F(x) =4 (eﬁx -2 cos(ﬁ:c)) + Coe P + Oy (sen(ﬂx) — cos(ﬁ:c)) (77)

Aplicando a segunda e a quarta condigdo de contorno na equagao (77), obtemos:

F(L)=C, (eBL — QCos(ﬁL)) + Coe Pl 4 Cy (sen(ﬂL) - cos(ﬁL)) =0 (78)
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dF

o (x) =C1p (eﬁm + QSen(ﬂx)) — CyBe P + 045(008(613) + sen(ﬁx))

%(m) = C. 5 (eﬁ$ + ZCOS(B:B)) + Cyf%e™P7 + 0462< — sen(fx) + Cos(ﬁx))
°F 2 8L 2 —BL 2
W(L) =0 (65 + 2008(6L)> + CyB%e Pl 1 Cyp < — sen(BL) + COS(BL)) =0
15 (eﬁL +2 cos(,@L)) + CyB2e™ Pl + C’4EQ< — sen(BL) + COS(EL)) =0
Como 32 # 0, tem-se;
C1ePt + 20 cos(BL) + Cre™P* — Cysen(BL) + cos(BL) =0 (79)
Somando (79) com (78) chegamos a:
2C1 el +2C5e P =0 (80)
C’leBL + C2€7BL =0 (81)

Para uma solucao nao-trivial, C7 e C5, devem ser diferente de zero, assim, tomando

C, =Cy =1, logo
et e Pt =0, (82)

onde identificamos (82) como uma equagao nao-linear ou transcentental. As raizes dessa

equacao, 3,L, dao as frequéncias naturais de vibracao da viga engastada-apoiada, utili-

| EI
wn = (BuL)? ALY n=1, 2.. (83)

Se o valor de C4, Cy e Cy corresponde a um f3,,, entdo podemos rescrever a equacao (77)

zando (60), obtemos:

comao:

F,(z) = Cin (eﬂ”x —2 COS(ﬁnx)) + Cone P + Cyy, (Sen(ﬁnx) — COS(ﬂM)) (84)
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Os modos normais de vibragao para o caso da viga engastada-apoiada, torna-se pelo

método da sepacao de variavel:

wy(x,t) = F,(2)G,(t)

wy(z,t) = {C’ln (eﬁnf"’ -2 cos(ﬂnx)) + Cone ™ 4 Cyyy (sen(ﬁnx) - COS(an))

{CM cos(wpt) + Cpsen(w,t)|  (85)

Sendo assim, a solugao geral da vibragao lateral de uma viga engastada-apoiada pode

se expressa pelo somatorio dos modos normais:

w(z,t) = Z wy(x,t)

w(z,t) = f: {C’ln (eﬁnw -2 cos(ﬁnm)) + Cone P + (sen(ﬂnx) — cos(ﬁn:c))

n=1

[C%n cos(wpt) + Cgpsen(w,t)| (86)

6.2 Vibracao Forcada de uma Viga Biapoiada Devido a uma Carga Mével

Com o surgimento de veiculos mais velozes e pesados o estudo das vibragoes em
pontes teve uma atencao especial pelos pesquisadores na metade do século XIX. O objetivo
dos mesmos era propor solucoes para o problema de forma simplificada. Em 1849, R. Wills
deduziu uma equacao de movimento com base em um modelo formado por uma massa se
deslocando com velocidade constante sobre uma viga simplesmente apoiada, flexivel e de
massa desprezivel. No mesmo ano, Stokes obteve uma solucao da equacao de movimento
por meio de expansao em séries (CUNHA, 2011).

Segundo Cunha (2011) apos a década de 1950, com surgimento das ferramentas
computacionais, e a partir dos anos 1970, com o Método dos Elementos Finitos, a anélise

vibracional em pontes passou a ser desenvolvida utilizando hipo6teses mais sofisticadas.
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Portanto, no dimensionamento de pontes rodoviéarias ou ferroviarias, devem-se con-
siderar os efeitos dinamicos dos carregamentos moveis agindo na sua estrutura. Este car-
regamento ao ser submetido sobre a sobreestrutura da ponte (vigas e lajes) gera vibracao
forcada no decorrer do vao da mesma comprometendo sua estabilidade e consequente-

mente a seguranca dos que trafegam sobre a mesma.

6.2.1 Vibracao Forcada

Consideremos que devido a vibragao forcada em uma viga, sua deflexao seja dada

pela seguinte equagao:

(e e}
w(z,t) = Wa(z)ga(t) (87)
n=1
em que W, (z) é o n-ésimo modo normal, ou funcdo caracteristica, que satisfaz a equagao

diferencial (64), ou seja,

EI d*W,(z)

J— 2 e
DA dit W, (z)w: =0 (88)
W, (x) ,
El———— - W, A= 89
W ()upA = 0 (59)

e gn(t) é a coordenada generalizada no n-ésimo modo. Substituindo (87) na equagao (44)

e utilizando a regra da cadeia, temos

EI Z C#W—;("T)q(t) + pA Z Fan(?) W(z) = f(x,t) (90)

Rearranjando a equagao (89) combinando com equagao (90), tem-se:

d4Wn<x> 2
o'} 00 d4 . +
S 2o AW, ()au(®) +pA S W) D — (a1
n=1 n=1
Dividindo ambos os membros por pA, temos:
= = q.(t) 1
2 n\t) _
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Multiplicando toda a equacao (91) por W,,(z), integrando de 0 a L e usando a condigdes

de ortogonalidade descrita na se¢ao 6.1.5 deste trabalho, a equacao (73), torna-se

; W W ()W () g () + ; W ()W () dQZ;;(t) = Wﬁx) fla.t)

/ Z&W 2)qn(t)dz + / (:v)d2§:2(t)dx: /O " Wn () F(x,t)dz

S g d2q, (1) 1
2_ i) | Wat@w @y Z ot / Wi (@) Wa()da = — [ Win(2)f (e, t)da

Dividindo a equagao anterior por fOL Wi ()W, (x)dx, temos:

Win( t)dx
- 2 dQQn _ /

e pA / Wi ()W () d

iwzq . Eat) /W x)f(z,t)dx
ntn A A
- o / Wi (2)W2(2)dar

o0 / Wi ( t)dx
Zw2qn d qn ==
n=1

dt2 A
p / W2(x)dx
0

_ /O Flo, )W (2)da, (92)

onde Q,(t) é denominada a forga generalizada correspondente a ¢,(t). Podemos ainda,

Fazendo,

determinar a constante b, dada pela seguinte expressao.

L
b= / W2dx (93)
0
Logo,

d?q,(t) ) 1
dt? + ann(t) - @Qn(t) (94)
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A equacdo (94) pode ser identificada como a mesma equac¢do de movimento de
um sistema nao amortecido com um grau de liberdade (RAO, 2008). Onde (94) é uma
equacao diferencial nao-homogénea com coeficientes constantes. Assim sendo, utilizando
o método da equagao caracteristica, teremos para (94) uma solugao geral dada por uma

solucao complementar e uma solucao particular

qn(t) = q.(t) + QP(t)

onde a solucao complementar é dado:

d?q,(t
dt2< )4 wign(t) =0
m? +w2=0

m = tw,?

Je = ay, cos(wpt) + bysen(wyt)

e a solugao particular: Como @, (t) é uma constante, a solu¢do particular da equagio

nao-homogenea ¢é dado:

qe(t) = c

dq(t
ddi(;) =0
P 4 1) =~ Qul®) = 0+ e = —0ul0)
0= i)

Logo, a solugao geral da equacao (94), torna-se:
1
qn(t) = ay, cos(wpt) + bysen(w,t) + A2 Qn(t) (95)

Uma outra forma de terminar a solugao para equagao (94) é utilizar a integral de Duhamel,

expressa abaixo como:

qn(t) = Ay, cos(wyt) + Bpsen(w,t) + pA})wn /0 Qn(7)sen|w,(t — 7)|dT, (96)
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onde o primeiro e o segundo termo do lado direito da equacdo (96) representam a vibracao
livre resultante das condicoes iniciais e o terceiro termo do lado direito a vibragao em

regime permanente resultante da funcao for¢ante (RAO, 2008).

6.2.2 Ponte Sujeita a um Carregamento Moével

Considere uma viga biapoiada de uma ponte sujeita a uma forca harmonica que
percorre todo o seu vao. A figura abaixo exemplifica este problema comum no dimensio-

namento da sobreestrutura de pontes de concreto armado.

Guarda Corpo

Asféltico Laje "

b Viga Secundéria

Viga Primdria

Figura 10: Vista frontal da ponte em estudo.

lfﬂ sen wt
[ ]
77 77
€ x |
< =, |

Figura 11: Carregamento moével na viga biapoiada da ponte, modelo de célculo.
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Segundo RAO (2008), as fun¢des modais normais de uma viga biapoiada sdo dada

por:

W,(z) = sen(Buz) = sen (?) (97)

onde

Substituindo a equacdo (97) na equagao (92), obtemos:

NI T

) (98)

o )senwt (99)

Qn(t) = /OL f(z,t)sen(Byz)dx = /OL fosenwtsen(
Qult) = fosen(=

A resposta de regime permanente da viga ao ser submetida ao carregamento movel é dado

por:
1 t
qn(t) = A, /0 Qn(7)sen|w,(t — 7)]dT, (100)
onde,
L L
b= / W2(z)dr = / sen?(B,x)dw
0 0
Fazendo
sen’r =1 — cos’x
e

cos 2z = cos® x — sen’x

Combinando as equagoes anteriores, obtemos:

1 cos2x
sen’r = 1 — (cos 2z + sen’r) = 1 — cos 27 — sen’x = sen’r = 37 3

Dali,

B LTl cos2z |z cos(2B,7) L
- [ - e [E-,




b L
2

A solugao da equagao (100) pode ser expressa como:

2 T nmwxo
qn(t) = ,OALwn/O fosen(

) sen(wt)sen [wn(t - T)] dr

2 fosen (™)

an(t) = pAL(w?2 — w?)

sen(wt) (101)

Sendo assim, a resposta da estrutura da viga é dada, combinando a equacgao (87), (97) e

(101).

2 fo nTT nwT
— 102
pALZ —w2 ( 7 )sen( 7 )sen(wt) (102)
7 CONSIDERACOES FINAIS

Os custos de fabricacao para eliminar a vibracao em uma obra sempre sao dema-
siadamente altos (RAO, 2008): o engenheiro calculista deve buscar a melhor solu¢do no
intuito de equilibrar o custo, o controle da vibragao e a seguranga da obra. Conforme pres-
crito na NBR, 6118/2014, as a¢oes dinamicas podem provocar estados limites de servigo
e estados limites ultimos por vibracao excessiva ou por fadiga dos materiais.

Na préatica é possivel reduzir as vibragoes, tomando as seguintes precaucoes (RAO,
2008):

I) Controlar as frequéncias naturais do sistema e evitar ressonancia sob excitagoes ex-
ternas;

IT) Evitar resposta excessiva do sistema, mesmo em ressonancia, introduzindo um meca-
nismo de amortecimento ou de dissipacao de energia;

ITI) Reduzir a transmissao das forcas de excitagdo de uma parte da maquina para outra
mediante a utilizacao de isoladores de vibragao;

IV) Reduzir a resposta do sistema mediante a adi¢do de um neutralizador de massa ou

absorvedor de vibracao auxiliar.
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Devido ao fato de no Brasil nao possuir historico de vibracoes sismicas a anélise
dindmica para os outros fendmenos citados nas segoes 5.4 e 5.5 desde trabalho merece
uma atencgao especial pelos projetistas estruturais, pois os mesmos aumentam considera-
velmente os esfor¢cos de 22 ordem na estrutura. Ainda existe certa omissao por parte das
normas regulamentadoras brasileiras a respeito da andalise dinamica, pois as mesmas nao
trazem detalhes de como aplicar as verificagoes do Estado Limites de Vibracoes Excessi-
vas (ELS-VE) definida na NBR 6118/2014 para as pegas estruturais de concreto armado
(vigas, pilares e porticos), fundamentais para minimizar as deformagoes e os acréscimos
de momentos fletores devidos a acao dinamica.

Segundo KUSTER e SARTORTTI (2011) "as normas especificas que tratam algo
sobre o assunto, algumas sao obsoletas ou incompletas", ou seja, para um melhor refina-
mento dos célculos aplicados a vibracao em estruturas reticuladas de concreto armado e
seu dimensionamento devem-se utilizar as normas vigentes internacionais que tratem do
assunto, adequando-a as necessidades do projetista.

Outro ponto importante a respeito da andlise dindmica em edificios ¢ o dimensio-
namento dos sistemas construtivos, pois a um aumento consideravel dos esforcos de 2?2
ordem na estrutura, provocando um deslocamento horizontal do edificio em relagao a sua
base. Este problema pode ser avaliado pelo aumento do coeficiente gama-z definido na
secao 5.4.1 desde trabalho. Contudo, para um coeficiente v, > 1,1, a estrutura do edificio
¢ dimensionada como sendo de n6s moéveis, nos quais, diminui drasticamente a rigidez das
ligacoes viga-pilar comprometendo sua estabilidade global.

No caso do estudo dinamico em obras de arte especial, o engenheiro calculista deve
ter uma atencao especial, pois como listado na secao 5.5 desde TCC, a um ntimero maior
de fendmenos que provocam a vibracao nas suas estruturas. Na andlise da estabilidade
global em ponte de concreto armado a NBR 7187/2003, ndao traz em seu corpo uma
citagao de como fazer a referida analise. Portanto, fica a critério e/ou experiéncia de cada
projetista em considerar um fator de seguranca que englobe todos os referidos esforcos

adicionais que possa surgir ao longo da vida ttil da construcao devido a vibragao.
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