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Resumo

Este trabalho tem por objetivo desenvolver os principais aspectos da Distri-
buição de Probablidade de Poisson, introduzida por Siméon Denis Poisson em
1837 no livro intitulado: Recherches sur la probabilité de jugements en matière
criminelle at en matière civile. A distribuição Poisson pode ser aplicada em di-
versas áreas, podendo ser usada também como uma aproximação para a variável
aleatória binomial. Por fim, será utilizado um conjunto de dados do software R
para verificar se tais dados se adequam ao modelo através do teste χ2(lê-se qui-
quadrado). Para simulação de conjunto de dados, também utiliza-se o programa
R. Na primeira aplicação observou-se que os dados não se adequaram ao modelo
proposto, para os dados simulados confirma-se a teoria que a distribuição de
Poisson se aproxima da distribuição binomial. Após a aplicação dos dados
simulados verificou-se que a distribuição binomial se aproxima da Poisson como
visto teoricamente. A partir dos resultados obtidos sobre o conjunto de da-
dos do R, pode se observar que os mesmos não se ajustaram ao modelo proposto.

Palavras-chave: Distribuição Poisson; Probabilidades; Aplicação.



Abstract

This study aims to discuss the Poisson Probability Distribution, Siméon De-
nis Poisson introduced in 1837 the book entitled:Recherches sur la probabilité de
jugements en matière criminelle at en matière civile. The Poisson distribution
can be applied in many areas and can also be used as an approximation to the
binomial random variable. Finally, a software data set R will be used to verify
whether such data fits model through the test χ2 (pronounced chi-square). For
simulation of the data set, we also use the program R. In the first application
noted that the data did not fit the proposed model for the second application
with the simulated data confirm the theory that the Poisson distribution ap-
proaches the binomial distribution. After application of the simulated data was
found that the binomial distribution approaches the theoretically Poisson seen.
From the results obtained on the R data set, it can be observed that they did
not fit the proposed model.

Keywords: Poisson Distribution; Probability; Applications.
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1 Introdução

De acordo com Ross (2010), a distribuição de probabilidade de Poison foi
introduzida por Siméon Denis Poisson em um livro que escreveu a respeito
da aplicação da teoria da probabilidade a processos de julgamentos criminais
e similares. O título do livro, publicado em 1837, era Recherches seve la
probabilité de jugements en matière criminelle et en matière civile (Investigação
sobre a probabilidade de vereditos em materias criminal e civil).

Segundo Mood e Graybill(1963), a Distribuição de Poisson fornece um
modelo realístico para vários fenômenos aleatórios. Como os valores de uma
variável aleatória de Poisson são inteiros não-negativos. Por exemplo, contar o
número de acidentes fatais no tráfego por semana em um determinado estado, o
número de emissões de partículas radioativas por hora, o número de chamadas
telefônicas por hora, o número de meteóritos que colidem com um satélite em
teste durante uma órbita simples, o número de defeitos por unidades de algum
material, o número de falhas por comprimentos.

A distribuição Poisson aparece também em situações em que “eventos"
ocorrem em certos instantes (aleatórios) de tempo. Exemplos, um terremoto,
entrada de pessoas em determinado estabelecimento (bancos, hospitais, postos
de combustível, e assim por diante). A variável aleatória de Poisson encontra
uma extensa faixa de aplicações em diversas áreas porque pode ser usada como
uma aproximação para a variável aleatória binomial com parâmetros (n, p) no
caso particular de n grande e p suficientememte pequeno para que np tenha
tamanho moderado. Para que os eventos que ocorrem tenham aproximadamente
uma distribuição de Poisson, não é necessário que todos os eventos tenham a
mesma probabilidade de ocorrência, mas que todas as probabilidades sejam
suficientemente pequenas.

Assim como no caso determinístico, alguns modelos matemáticos relativa-
mente simples parecem ser capazes de descrever uma classe bastante grande
de fenômenos (MEYER, 1983). Na prática deve-se ter grande cuidado para
evitar usar erroneamente a distribuição de Poisson em dados de contagem, por
exemplo, em estudar a distribuição de larvas de insetos sobre alguma área de
cultivo, o modelo de Poisson é apto a ser inválido desde que insetos pôem ovos
em aglomerados implicando que as larvas são susceptíveis de ser encontradas



em grupos, que é incompatível com a hipótese de indepedência de contagens
em pequenas subáreas (MOOD e GRAYBILL, 1963).

Este trabalho tem por objetivo fazer uma revisão teórica dos principais
aspectos da distribuição de Poisson. Depois como aplicação, será checado se
o modelo probabilístico de Poisson explica o número de reclamações sobre os
médicos de um serviço de emergência, verificando-se a adequação do modelo
através do teste qui-quadrado. Os dados são do pacote Datasets do R, sob
o nome Faraway e dizem respeito a queixas sobre médicos de emergências.
Outra aplicação será feita, mas desta vez com dados simulados. Utilizamos
também o software R para gerar amostras da distribuição binomial(n, p) e em
seguida, também usando o teste qui-quadrado de aderência, mostrar-se que a
distribuição de Poisson se aproxima adequadamente a distribuição binomial, o
que é bem conhecido teoricamente.
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2 Fundamentação Teórica

Frequentemente quando um experimento é realizado, há interesse em alguma
função do resultado e não no resultado em si. Essas funções são conhecidas
como variáveis aleatórias. Como o valor da variável aleatória é determinado
pelo resultado do experimento, podemos atribuir probabilidades aos possíveis
valores da variável aleatória.

As variáveis aleatórias podem ser classificadas em dois tipos:

(i) discretas - quando os possíveis valores formam um conjunto finito enume-
rável;

(ii) contínuas - cujos possíveis valores pertecem a um intervalo de números
reais e que resultam de uma mensuração.

Neste trabalho o interesse reside no modelo probabilístico de Poisson, classi-
ficado como variável aletória discreta, introduzida por Siméon Poisson em 1837.
Com base em revisões teóricas, será abordada algumas características desta
variavél.

2.1 Distribuição de Poisson
Uma variável aleatória X que pode assumir qualquer um dos valores i= 0,

1, 2, 3..., é chamada variável aleatória de Poisson com parâmetro λ se, para
λ > 0,

p(x) = P{X = x} = e−λ
λx

x! (2.1)

A Equação 2.1 define uma função de probabilidade, já que
∞∑
x=0

P (x) = e−λ
∞∑
x=0

λx

x! = e−λeλ = 1.

Tanto o valor esperado quanto a variância da variável aleatória de Poisson são
iguais ao parâmetro λ . Por definição se X é uma váriável discreta,

E(X) =
∑
x∈s

xP (X = x).



Neste caso,

E[X] =
∞∑
x=0

xe−λλx

x!

= e−λ
∞∑
x=1

λ

(x− 1) .

fazendo a mudança de variaveis, j = x− 1, segue

E[X] = e−λ
∞∑
x=0

λx+1

j!

= λe−λ
∞∑
x=0

λj

j!

= λe−λeλ = λ.

já que
∞∑
j=0

λj

j! = eλ.

Para determinar a variância, primeiro é necessário calcular E[X2].

Sabe-se que se X é uma variável aleatória discreta assumindo-se valores
num conjunto S, então

E(X2) =
∑
x∈S

x2P (X = x).

logo, se X ∼ Poisson(λ)

E[X2] =
∞∑
x=0

x2e−λλx

x!

= λ
∞∑
x=1

xe−λλ(x−1)

(x− 1)! .
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Fazendo a transformação j = x− 1, tem-se

E[X2] = λ
∞∑
j=0

(j + 1)e−λλj
j!

= λ

 ∞∑
j=0

je−λλj

j! +
∞∑
j=0

e−λλj

j!


= λ(λ+ 1).

Como E[X] = λ, então

V ar(X) = E[X2]− (E[X])2

= λ(λ+ 1)− λ2

= λ2 + λ− λ2

= λ.

Com isso, o valor esperado e a variância de uma variável aleatória de Poisson
são iguais ao seu parâmetro λ.
Outra característica importante das variáveis aleatórias discretas é a Função
Geratriz de Momentos (F.G.M), que é definida para todos os valores reais de t,
como

M(t) = E[etX ]

=
∑
x

etxp(x).

Chama-se M(t) de função geratriz de momentos porque todos os momentos de
X podem ser obtidos com o cálculo sucessivo da derivada de M(t) e então com
sua avaliação em t = 0.Vejamos,

M ′(t) = d

dt
E[etX ] = E

[
d

dt
(etX)

]
= E[XetX ] (2.2)

onde adotamos como legítima a hipótese da troca de ordem do cáculo da
derivada e da esperança. Isto é, considera-se que

d

dt

[∑
x

etxp(x)
]

=
∑
x

d

dt
[etxp(x)].

Portanto, da Equação (2.2), aplicando-se em t = 0, obtêm-se

M ′(0) = E[X].
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Similarmente vamos a segunda derivada

M ′′(t) = d

dt
M ′(t)

= d

dt
E[XetX ]

= E

[
d

dt
(XetX)

]
= E[X2etX ].

Assim,
M ′′(0) = E[X2].

De modo geral, a n-ésima derivada de M(t) é dada por

Mn(t) = E[XnetX ]n ≥ 1,

implicando-se que
Mn(0) = E[Xn]n ≥ 1.

Se X é uma variável aleatória de Poisson com parâmetro λ, então

M(t) = E[etX ]

=
∞∑
n=0

etne−λλn

n!

= eλ
∞∑
n=0

(λet)n
n!

= e−λeλ
et

= exp{λ(et − 1)}.

Calculando a primeira derivada, obtemos:

M ′(t) = λetexp{λ(et − 1)},

e a segunda derivada é

M ′′(t) = (λet)2exp{λ(et − 1)}+ λetexp{λ(et − 1)},

assim,

E[X] = M ′(0) = λ.
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e

E[X2] = M”(0)

= λ2 + λ.

De onde segue

V ar(X) = E[X2]− (E[X])2

= λ2 + λ− λ

= λ.

Portanto, temos outra metodologia para mostrar que a média e a variância
de uma variável aleatória de Poisson são iguais a λ.

2.2 Estimador de Máxima Verossimilhança de λ para o
Modelo de Poisson

Segundo Bussab e Morettin (2005), o princípio da verossimilhança afirma
que deve-se escolher aquele valor do parâmetro desconhecido que maximiza
a probabilidade de obter a amostra particular observada, ou seja, o valor
que torna aquela amostra a “mais provável". Esse princípio foi enunciado por
Ronald Aylmer Fisher pela primeira vez em 1912 e, em 1922, deu-lhe forma
mais completa, introduzindo a expressão likelihood (verosimilhança).

Em outras palavras, o método de máxima verossimilhança consiste em
estimar o parâmetro λ por uma amostra aleatória X1, ..., Xn independente e
igualmente distribuída de X.

Como X segue uma distribuição de Poisson com parâmetro λ, sua distri-
buição de probabilidade é

f(x, λ) = λxe−λ

x! . (2.3)

Assim, a função de verossimilhança para uma amostra X1,...,Xn é dada por

L(λ;x1, ..., xn) =
n∏
i=1

(
λxie−λ

xi!

)
= e−nλλ

∑n

i=1 xi∏
xi!

.

15



Aplicando-se o logaritmo natural da função verossimilhança, desta forma tem-se
que

lnL(λ;x) = ln
e−nλλ∑n

i=1 xi∏n
i=1 xi!


= lne−nλ + lnλ

∑n

i=1 xi − ln
n∏
i=1

xi!

= −nλ+
n∑
i=1

xilnλ− ln
n∏
i=1

xi!.

O candidato a ponto de máximo da função logaritma de verossimilhanca, é
aquele cuja primeira derivada em relação a λ for igual a zero, ou seja,

∂lnL(λ, x)
∂λ

= 1
λ̂

n∑
i=1

xi − n = 0

λ̂ =
∑n
i=1 xi
n

λ̂ = X̄.

Para garantir que este é o EMV, deve-se ter a segunda derivada em relação a λ
negativa o que de fato acontece, pois

∂2lnL(λ, x)
∂λ2 = 1

λ

n∑
i=1

xi − n = 0

=
∑n
i=1 x

′
iλ−

∑n
i=1 x1λ

′

λ2 − n′

= − 1
λ2

n∑
i=1

xi < 0.

Daí, o estimador de máxima verossimilhança de λ é λ̂ = X̄.

2.2.1 Aproximação da Binomial à Poisson

A variável aleatória de Poisson encontra uma vasta área de aplicação tendo
em vista que pode ser usada como uma aproximação para a variável aleatória
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binomial com parâmetros (n, p) no caso particular de n grande e p pequeno
para que np tenha tamanho moderado.

Defini-se a função de densidade binomial com parâmetros n e p , como

P (X = k) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k,

para k = 0, 1, ..., n.
E o parâmetro n aproxima-se para infinito e p aproxima-se para 0 de modo

que np = λ, isto é,(
n

k

)
pk(1− p)n−k = n!

(n− k)!k!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k

= λk

k!
n!

(n− k)!

(
1− λ

n

)n (
1− λ

n

)−k

→ e−λλk

k! ,

uma vez que (
1− λ

n

)−k
→ 1

e (
1− λ

n

)n
→ e−λ

com n → ∞. Assim, para n grande e p pequeno a probabilidade binomial(
n
k

)
pk(1− p)n−k pode ser aproximada pela probabilidade Poisson e−np(np)k

k! .

2.3 Processo de Poisson
Suponha-se que “eventos” ocorram em instantes aleatórios de tempo e que

N(t) represente o número de eventos ocorridos no intervalo [0, t]. O conjunto
de variáveis aleatórias {N(t), t > 0} é chamado de processo de Poisson com
taxa λ, λ > 0, se

(i) N(0) = 0, ou seja, o processo começa no instante 0.

(ii) Os números de eventos ocorridos em intervalo de tempo disjuntos forem
independentes. Quer dizer que, o número de eventos ocorridos até o tempo
t [isto é, N(t)] é independente do número de eventos ocorridos entre t e
t+ s [isto é, N(t+s)-N(t)].
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(iii) A distribuição do número de eventos ocorridos em certo intervalo de
tempo depende somente da extensão do intervalo e não de sua localiza-
ção. A hipótese de incrementos estacionários, diz que a distribuição de
probabilidade de N(t+ s)−N(t) é a mesma para todos os valores de t.

(iv) P{N(h) = 1} = λh+ o(h)

(v) P{N(h) > 2} = o(h)

Uma função é chamada de o(h) se

lim
h→0

f(h)
h

= 0.

Ou seja, para valores de h, f(h) é pequeno mesmo em relação a h. Conforme
visto anteriormente N(t) possui distribuição de Poisson com média λt. Agora
realiza-se este resultado por outro método.

Lema1.1
Para uma variável aleatória de Poisson com taxa λ,

P{N(t) = 0} = e−λt.

Demonstração: Seja P0(t) = P{N(t) = 0}. Deduzindo uma equação
diferencial para P0(t) :

P0(t+ h) = P{N(t+ h) = 0}

= P{N(t) = 0, N(t+ h)−N(t) = 0}

= P{N(t) = 0}P{N(t+ h)−N(t) = 0}

= P0(t)[1− λh+ o(h)],

onde as duas últimas equações resultam da condição que, os números de eventos
ocorrem em intervalos de tempo disjuntos e independentes, porém os fatos
são que P{N(h) = 1} = λh + 0(h) e P{N(h) ≥ 2} = o(h) implicando em
P{N(h) = 0} = 1− λh+ o(h). Portanto,

P0(t+h)−P0(t)
h

= −λP0(t) + o(h)
h
.

Agora, fazendo-se h→ o, obtem-se
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P ′0(t) = −λP0(t).

Ou, equivalentemente,

P ′0(t)
P0(t) = −λ.

resultando por integração, em

logP0(t) = −λt+ c

ou
P0(0) = ke−λt.

Como P0(0) = P{N(0) = 0} = 1 , obtem-se P0(t) = e−λt.

Outra característica importante é a relação entrea distribuição de Poisson
e a distribuição Exponencial. Na distribuição Poisson estima se a quantidade
de eventos num intervalo. Na distribuição Exponencial estima se o intervalo
de tempo ou espaço para ocorrência de um evento, dependendo apenas da
suposição de que o evento ocorra seguindo o processo de Poisson.

Seja X uma variável aleatória de Poisson com parâmetro λ. Suponha que
X representa o número de ocorrências de um evento, num certo intervalo de
tempo. Variando-se o intervalo de interesse, pode-se considerar que o número de
ocorrências ainda é Poisson, mas com o parâmetro ajustado proporcionalmente.
Assim, tem-se a variável Xt ∼ Poisson(λt).

Suponha-se que acabamos de ter uma ocorrência e seja T a variável aleatória
que indica o tempo até a próxima ocorrência. Tem-se, para t > 0,

FT (t) = P (T ≤ t) = 1− P (T > t) = 1− P (Xt = 0) = 1− eλt

e, assim, concluí-se que T é Exponencial com parâmetro λ.

2.4 Simulando uma variável aleatória de Poisson
Segundo Ross (2010), todos os métodos para simular variáveis aleatorias a

partir de distribuições contínuas possuem análogos no caso discreto. Assim, se
quiser-se gerar valores de uma variável aleatória discreta X com f.d.p dada por

P (X = xj) = Pj,
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em que
j = 0, 1, ...

∑
j

Pj = 1.

Utilizando-se o método da transformada inversa esta geração pode ser feita
supondo que U seja uniformemente destribuída entre (0,1). Então, faz se

X =



x0 se U ≤ P0

x1 se P0 < U ≤ P0 + P1

. . . .

. . . .

. . . .

xj se
∑j−1
i=0 Pi < U ≤ ∑j

i = Pi.

Como

P{X = xj} = P


j−1∑
i=0

Pi < U ≤
j∑
i=0

Pi

 = Pj

,
tem-se que X é a distribuição desejada.
Para simular uma variável aleatória de Poisson com média λ, gera-se variáveis
aleatórias U1, U2, ... independentes e uniformes no intervalo (0,1) e pare quando

N = min

{
n :

n∏
i=1

Ui < e−λ
}

Gerando-se números aleatórios continuamente até que seu produto seja
menor que e−λ, então o número necessário, menos 1 (X = N − 1), é Poisson
com média λ.
Observa-se

X + 1 = min

{
n :

n∏
i=1

Ui < e−λ
}

é aquivalente a

X = max

{
n :

n∏
i=1

Ui ≥ e−λ
}
,

onde
n∏
i=1

Ui=1

usando-se logaritmos
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X = max

{
n :

n∑
i=1

logUi ≥ −λ
}

ou
X = max

{
n :

n∑
i=1
−logUi ≤ λ

}
No entanto, −logUi é exponencial com taxa 1, e com isso X pode ser visto
como o número máximo de exponecial com taxa 1 que podem ser somadas e
ainda assim o resultado ser menor que λ.

2.4.1 Gerando dados no software R

Segundo Peternelli(2011), o software R é uma importante ferramenta na
análise e manipulação de dados estatísticos, desde o desenvolvimento e aplicação
de métodos até a interpretação de resultados. Além de ser gratuito pode ser
obtido em http://www.R-project.org, tem código-fonte aberto, podendo ser
modificado ou implementado com novos procedimentos e funções desenvolvidas
pelo usuários a qualquer momento.

O R gera número aleatórios de duas maneiras, por um conjunto pre-
estabelecido de valores, ou quantos forem necessários de uma distribuição
de interesse. Neste caso vamos gera-se números aleatórios de Poisson. Basta
usar a codificação “r”, seguido do código da distribuição “pois” e seu parâmetro.

Por exemplo para gerar 20 números aleatórios com média 0,2, usa-se

> rpois(20, 0.2)

2.5 Teste de aderência de Qui-quadrado
Como já mencionado, o objetivo deste trabalho é verificar se o conjunto de

dados decorrentes de número de reclamações sobre os médicos de emergência,
parece seguir uma distribuição de Poisson. Os dados foram observados com 44
médicos. No teste de aderência X2 têm-se uma população P e verifica-se se
ela segue uma distribuição especificada P0, isto é, queremos testar as hipótese
H0 : P = P0. Também podemos testar essa hipótese, empregando testes sobre
os parâmetros média e variância. O teste comparará o número de casos ocorridos
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em caselas especificadas, com o número esperado de casos nelas, quando a
hipótese H0 for verdadeira. Considera-se classes onde as quais a váriável X,
característica da população, pode ser classificada, qualitativa ou quantitativa.

A estatística usada será

χ2 =
k∑
i=0

(oi − ei)2

ei
,

Em que:
k-categoria de provas ou classes;
oi-frequência observada da i-ésima categoria;
ei-frequência esperada da i-ésima categoria.
O problema pode ser caracterizado como uma amostra X1, ..., Xn da variável

aleatória X que caracteriza a população P e testa-se a hipótese

H0 : P = P0,

onde P0 tem uma distribuição de probabilidade especificada. A variável X
de interesse da população é categorizada em classes A1, A2, ..., As e têm-se as
probabilidades p1 = P (X = i), i > 0 , i = 1, 2, ...,. Visto que χ2 segue uma
distribuição assintótica de χ2

k−p−1, constroí-se a região crítica do teste, ou seja,
região de rejeição de H0.

Decisão: Rejeita-se a hipótese H0, se o valor calculado da estatística de teste
χ2
calc > χ2

α,k−p−1, em que p representa o número de parâmetros da distribuição
estimados pela estatística amostral.
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3 Aplicações

Aplica-se nesta seção os métodos teóricos apresentados anteriormente para
um particular conjunto de do software R ,dados que conta o número de re-
clamações sobre médicos em um determinado serviço de emergência de um
hospital.

Supondo-se que o conjunto de dados seja explicado pelo modelo probabi-
lístisco de Poisson. Para verificar esta suposição nos foi conveniente aplicar o
teste de χ2(Qui-Quadrado). Tendo em vista que não se conhece o parâmetro
λ associado à distribuição a ser testada, usa-se a teoria dos Estimadores de
Máxima Verossimilhança (E.M.V.) para obter seu estimador λ̂ = X̄ para enfim,
aplicar o teste.

3.1 Aplicação 1
Através do banco de dados do software R, foram observados o número

de reclamações sobre 44 médicos de um determinado serviço de emergência.
Observe a Tabela 1.

Tabela 1: Frequência do número de reclamações por médicos:
Números de reclamações(X) Números de médicos(Oi) com (X)reclamações

0 1
1 12
2 12
3 5
4 1
5 4
6 2
7 2
8 2
9 2
10 1
11 1

Total 44



A estimativa do número médio de reclamações para cada médico é a média
amostral, dada da seguinte maneira : x̄ =

∑
oi.xi∑
oi

= (1∗0+12∗1+...+1∗11)
44 = 3, 34. A

partir do parâmetro λ̂ = 3, 34, calcula-se a probabilidade pi, correspondente ao
número de reclamações. Assumindo os valores 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11
e 12, para isso utiliza-se a Equação (1.1).

p0 = P{X = 0} = e−3,34(3, 34)0

0! = 0, 0354

p1 = P{X = 1} = e−3,34(3, 34)1

1! = 0, 1184

p2 = P{X = 2} = e−3,34(3, 34)2

2! = 0, 1977

p3 = P{X = 3} = e−3,34(3, 34)3

3! = 0, 2201

p4 = P{X = 4} = e−3,34(3, 34)4

4! = 0, 1838

p5 = P{X = 5} = e−3,34(3, 34)5

5! = 0, 1227

p6 = P{X = 6} = e−3,34(3, 34)6

6! = 0, 0683

p7 = P{X = 7} = e−3,34(3, 34)7

7! = 0, 0326

p8 = P{X = 8} = e−3,34(3, 34)8

8! = 0, 0136

p9 = P{X = 9} = e−3,34(3, 34)9

9! = 0, 0051

p10 = P{X = 10} = e−3,34(3, 34)10

10! = 0, 0017

p11 = P{X = 11} = e−3,34(3, 34)11

11! = 0, 0005

p12 = P{X ≥ 12} = 1− (p0 + ...+ p11) = 1− 0.9999 = 0, 0001
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Agora calcula-se as frequências esperadas. Isto é, ei = npi.
Tabela 2: Frequências esperadas do número de reclamações para cada médico.

X oi pi ei = npi

0 1 0,0354 1,5592
1 12 0,1184 5,2078
2 12 0,1977 8,6971
3 5 0,2201 9,6827
4 1 0,1838 8,0851
5 4 0,1227 5,4008
6 2 0,0683 3,0065
7 2 0,0326 1,4345
8 2 0,0136 0,5989
9 2 0,0051 0,2223
10 1 0,0017 0,0742
11 1 0,0005 0,0225
> 12 0 0,0001 0,0044

Como já foi falado a estatística de teste é χ2 dada por

χ2 =
k∑
i=0

(oi − ei)2

ei

= (1− 1, 5592)2

1, 5592 + (12− 5, 2078)2

5, 2078 + ...+ (0− 0, 0044)2

0, 0044 = 48, 7508,

e a variável de interesse é a forma da distribuição do número de reclamações
sobre os médicos.

Testa-se as seguintes hipóteses

H0 : a amostra segue uma distribuição Poisson.

H1 : a amostra não segue uma distribuição Poisson.

Adota-se α = 0.05 e rejeita-se H0 se χ2
calc > χ2

tab.

Pela construção teórica o número de graus de liberdade da estatística de
teste χ2 é dada por k− p− 1 = 11, onde p é o número de parâmetros estimado.
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Com os cálculos já realizados, segue-se que χ2
calc = 48, 75 > χ2

tab = 19, 675, daí
rejeita-se H0, ou seja, existem evidências que o conjunto de dados não segue
uma distribuição de Poisson(3,34).

3.2 Aplicação 2
Agora, utiliza-se dados simulados para ilustrar a aproximação da Binomial

pela Poisson. Utilizando-se o R para gerar os números aleatórios, adota-se a
codificação “r” gerador de números aleatórios, seguida da função de distribuição,
ou seja, “rbinom” . Gera-se três amostras com probabilidades distintas, ou seja,

> rbinom(30, 10, 0.1)
1 4 1 1 2 0 2 1 1 0 0 0 2 2 0 1 1 0 3 2 1 1 2 0 0 0 1 0 0 2

Verificando-se, através da distribuição de Poisson com parâmetro λ =
n× p = 10× 0.1 = 1, calcula-se as probabilidades, os valores esperados e em
seguida faz-se o teste para verificação do modelo. Observe a Tabela 3.

Tabela 3- os valores observados na amostra de tamanho 30 e parâmetros
(10, 0.1).

X oi pi ei = npi

0 11 0, 3678 11, 034
1 10 0, 3678 11, 034
2 07 0, 1839 5, 517
3 01 0, 0613 1, 839
4 01 0, 0153 0, 459
> 5 00 0, 0039 0, 117

A estatística de teste é
χ2 =

k∑
i=0

(oi − ei)2

ei

= (11− 11, 034)2

11, 034 + ...+ (0− 0, 117)2

0, 117 = 2, 682

Logo testa-se as hipóteses
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H0: os números simulados de uma distribuição Binomial (n, p) é aproxima-
damente uma distribuição de Poisson (λ).

H1: os números simulados de uma distribuição Binomial (n, p) não é aproxi-
madamente uma distribuição de Poisson(λ).
Usa-se α = 0.05 e rejeita-se H0 se χ2

calc > χ2
tab.

Com os cálculos feito a mão, basta usar a tabela de distribuição qui-quadrado
com 4 graus de liberdades, com α = 0.05, segue que χ2

calc = 2, 682 < χ2
tab =

9, 488, daí aceita-se H0, ou seja, o conjunto de dados simulados segue uma
distribuição de Poisson(1).

Verificando-se a segunda amostra, segui-se o mesmo raciocinio da primeira.
> rbinom(30, 50, 0.05)

4 2 1 1 1 3 1 1 0 4 2 2 3 2 2 3 6 5 2 3 4 0 2 2 0 3 4 3 1 3

λ = n× p = 50× 0, 05 = 2, 5

Tabela 4: Os valores observados na amostra de tamanho 30 e parâmetros (50,
0.05).

X oi pi ei = npi

0 03 0, 082 2, 46
1 06 0, 205 6, 15
2 08 0, 257 7, 71
3 07 0, 214 6, 42
4 04 0, 134 4, 02
5 01 0, 067 2, 01
6 01 0, 028 0, 84
> 7 00 0, 011 0, 33

A estatística de teste é

χ2 =
k∑
i=0

(oi − ei)2

ei

= (3− 1, 2, 46)2

2, 46 + ...+ (0− 0, 33)2

0, 33 = 1, 87

χ2
calc = 1, 087 < χ2

tab = 12, 592

Logo testa-se as hipóteses
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H0: os números simulados de uma distribuição Binomial (n, p) é aproxima-
damente uma distribuição de Poisson (λ).

H1: os números simulados de uma distribuição Binomial (n, p) não é apro-
ximadamente uma distribuição de Poisson(λ).
Usa-se α = 0, 05 e rejeita-se H0 se χ2

calc > χ2
tab.

Com os calculos feito a mão, basta usar a tabela de distribuição qui-quadrado
com 6 graus de liberdades, com α = 0, 05, segue que χ2

calc = 1, 087 < χ2
tab =

12, 592, daí aceita-se H0, ou seja, o conjunto de dados simulados segue uma
distribuição de Poisson(2,5).

Idem
> rbinom(30, 50, 0.005)
0 0 0 2 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0

λ = n× p = 50× 0, 005 = 0, 25

Tabela 5: Os valores observados na amostras de tamanho 30 e parâmetros (50,
0.005).

X oi pi ei = npi

0 18 0, 779 23, 34
1 11 0, 195 5, 85
2 01 0, 024 0, 72
> 3 00 0, 002 0, 06

A estatística de teste é
χ2 =

k∑
i=0

(oi − ei)2

ei

= (18− 23, 34)2

23, 34 + ...+ (0− 0, 06)2

0, 06 = 5, 92

χ2
calc = 5, 92 < χ2

tab = 5, 991

Logo testa-se as hipóteses

H0: os números simulados de uma distribuição Binomial (n, p) é aproxima-
damente uma distribuição de Poisson (λ).

H1: os números simulados de uma distribuição Binomial(n, p) não é aproxi-
madamente uma distribuição de Poisson(λ).

28



Usa-se α = 0.05 e rejeita-se H0 se χ2
calc > χ2

tab.
Com os cálculos feito a mão, basta usar a tabela de distribuição qui-quadrado
com 2 graus de liberdades, com α = 0, 05, segue que χ2

calc = 5, 92 < χ2
tab = 5, 991,

daí aceita-se H0, ou seja, o conjunto de dados simulados segue uma distribuição
de Poisson(0,25).
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4 Conclusão

A distribuição Poisson desempenha um papel importante nas tomadas
de decisão, encontrando uma vasta área de aplicação. Frequentemente usa-
se distribuições para cálculo de probabilidades associados aos resultados de
interesse. Com o avanço da tecnologia e das ferramentas computacionais se
tornou mais fácil fazer simulações de amostras para inferir em relação a tal
distribuição. Assim pode-se relacionar a teoria com a prática, dando significado
a aprendizagem.

Este trabalho teve por objetivo fazer uma revisão teórica da distribuição de
Poisson. Com duas aplicações, uma através do conjunto de dados disponível
no R e outra através da simulação dos números aleatórios também feitos no
R. Através do comando “rbinom(x, n, p)” gera-se três amostras da distribuição
binomial com probabilidades distintas e em seguida testamos o modelo usando
o teste qui-quadrado. No conjunto de dados observados no R ver-se que, mesmo
sendo um processo de contagem não mostrou seguir uma distribuição Poisson.
Nas amostras simuladas da distribuição binomial, mostrou-se que a variável
aleatória de poisson pode ser usada como aproximação para a variável aleatória
binomial.
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