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Resumo

Este trabalho tem por objetivo desenvolver os principais aspectos da Distri-
buicao de Probablidade de Poisson, introduzida por Siméon Denis Poisson em
1837 no livro intitulado: Recherches sur la probabilité de jugements en matiere
criminelle at en matiere civile. A distribuicdo Poisson pode ser aplicada em di-
versas areas, podendo ser usada também como uma aproximacao para a variavel
aleatoria binomial. Por fim, serd utilizado um conjunto de dados do software R
para verificar se tais dados se adequam ao modelo através do teste x?(18-se qui-
quadrado). Para simulagao de conjunto de dados, também utiliza-se o programa
R. Na primeira aplicagao observou-se que os dados nao se adequaram ao modelo
proposto, para os dados simulados confirma-se a teoria que a distribuicao de
Poisson se aproxima da distribuicdo binomial. Apés a aplicacdo dos dados
simulados verificou-se que a distribuicao binomial se aproxima da Poisson como
visto teoricamente. A partir dos resultados obtidos sobre o conjunto de da-

dos do R, pode se observar que os mesmos nao se ajustaram ao modelo proposto.

Palavras-chave: Distribuicdo Poisson; Probabilidades; Aplicacao.



Abstract

This study aims to discuss the Poisson Probability Distribution, Siméon De-
nis Poisson introduced in 1837 the book entitled: Recherches sur la probabilité de
jugements en matiere criminelle at en matiére civile. The Poisson distribution
can be applied in many areas and can also be used as an approximation to the
binomial random variable. Finally, a software data set R will be used to verify
whether such data fits model through the test x? (pronounced chi-square). For
simulation of the data set, we also use the program R. In the first application
noted that the data did not fit the proposed model for the second application
with the simulated data confirm the theory that the Poisson distribution ap-
proaches the binomial distribution. After application of the simulated data was
found that the binomial distribution approaches the theoretically Poisson seen.
From the results obtained on the R data set, it can be observed that they did
not fit the proposed model.

Keywords: Poisson Distribution; Probability; Applications.
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1 Introducao

De acordo com Ross (2010), a distribui¢ao de probabilidade de Poison foi
introduzida por Siméon Denis Poisson em um livro que escreveu a respeito
da aplicacao da teoria da probabilidade a processos de julgamentos criminais
e similares. O titulo do livro, publicado em 1837, era Recherches seve la
probabilité de jugements en matiére criminelle et en matiére civile (Investigagao
sobre a probabilidade de vereditos em materias criminal e civil).

Segundo Mood e Graybill(1963), a Distribuicao de Poisson fornece um
modelo realistico para varios fendmenos aleatérios. Como os valores de uma
variavel aleatoria de Poisson sao inteiros nao-negativos. Por exemplo, contar o
numero de acidentes fatais no trafego por semana em um determinado estado, o
numero de emissoes de particulas radioativas por hora, o nimero de chamadas
telefonicas por hora, o nimero de metedritos que colidem com um satélite em
teste durante uma 6rbita simples, o nimero de defeitos por unidades de algum
material, o nimero de falhas por comprimentos.

A distribuicdo Poisson aparece também em situagoes em que “eventos”
ocorrem em certos instantes (aleatérios) de tempo. Exemplos, um terremoto,
entrada de pessoas em determinado estabelecimento (bancos, hospitais, postos
de combustivel, e assim por diante). A varidvel aleatoria de Poisson encontra
uma extensa faixa de aplicagoes em diversas areas porque pode ser usada como
uma aproximagao para a variavel aleatéria binomial com parametros (n,p) no
caso particular de n grande e p suficientememte pequeno para que np tenha
tamanho moderado. Para que os eventos que ocorrem tenham aproximadamente
uma distribuicao de Poisson, nao é necessario que todos os eventos tenham a
mesma probabilidade de ocorréncia, mas que todas as probabilidades sejam
suficientemente pequenas.

Assim como no caso deterministico, alguns modelos matematicos relativa-
mente simples parecem ser capazes de descrever uma classe bastante grande
de fenémenos (MEYER, 1983). Na pratica deve-se ter grande cuidado para
evitar usar erroneamente a distribuicao de Poisson em dados de contagem, por
exemplo, em estudar a distribui¢do de larvas de insetos sobre alguma area de
cultivo, o modelo de Poisson é apto a ser invalido desde que insetos péem ovos

em aglomerados implicando que as larvas sao susceptiveis de ser encontradas



em grupos, que ¢ incompativel com a hipétese de indepedéncia de contagens
em pequenas subareas (MOOD e GRAYBILL, 1963).

Este trabalho tem por objetivo fazer uma revisao teoérica dos principais
aspectos da distribuicao de Poisson. Depois como aplicacao, sera checado se
o modelo probabilistico de Poisson explica o niimero de reclamagoes sobre os
médicos de um servigo de emergéncia, verificando-se a adequacao do modelo
através do teste qui-quadrado. Os dados sao do pacote Datasets do R, sob
o nome Faraway e dizem respeito a queixas sobre médicos de emergéncias.
Outra aplicagao sera feita, mas desta vez com dados simulados. Utilizamos
também o software R para gerar amostras da distribuicao binomial(n,p) e em
seguida, também usando o teste qui-quadrado de aderéncia, mostrar-se que a
distribui¢ao de Poisson se aproxima adequadamente a distribuicao binomial, o

que é bem conhecido teoricamente.

10



2 Fundamentacao Tedrica

Frequentemente quando um experimento ¢ realizado, ha interesse em alguma
fungao do resultado e nao no resultado em si. Essas fungoes sao conhecidas
como variaveis aleatorias. Como o valor da variavel aleatéria é determinado
pelo resultado do experimento, podemos atribuir probabilidades aos possiveis
valores da variavel aleatoria.

As variaveis aleatérias podem ser classificadas em dois tipos:

(i) discretas - quando os possiveis valores formam um conjunto finito enume-

ravel;

(ii) continuas - cujos possiveis valores pertecem a um intervalo de niimeros

reais e que resultam de uma mensuracao.

Neste trabalho o interesse reside no modelo probabilistico de Poisson, classi-
ficado como variavel aletoria discreta, introduzida por Siméon Poisson em 1837.
Com base em revisoes teoricas, serd abordada algumas caracteristicas desta

variavél.

2.1 Distribuicao de Poisson

Uma variavel aleatéria X que pode assumir qualquer um dos valores i= 0,
1, 2, 3..., é chamada variavel aleatoria de Poisson com parametro A se, para

A >0,
/\x
px) =P{X =z} = e”\—' (2.1)
x!
A Equacao define uma funcao de probabilidade, ja que
S P(z)=¢e
=0

[e.e] x

7| _)\GA =1.
=0 Z:

Tanto o valor esperado quanto a variancia da variavel aleatoria de Poisson sao

iguais ao pardmetro A . Por definicao se X é uma variavel discreta,

E(X)=> zP(X ==z).

xTES



Neste caso,

00 xe—)\)\z
X ="
=0 .

8

A
= E .
a =1 (33’ - 1)

fazendo a mudanca de variaveis, j = x — 1, segue

[e%¢) /\x+1

ElX]=e?) =
=0 J:

% \j

= de—A\ )\—

x=0 -]'

= e et =\

ja que
o] )\j
DR

gl
j=0J*
Para determinar a varidncia, primeiro ¢ necessario calcular E[X?].

Sabe-se que se X é uma variavel aleatéria discreta assumindo-se valores

num conjunto S, entao

E(X?) =) 2*P(X =x).

z€S
logo, se X ~ Poisson(\)
0 .2 7)\/\96
Ex? =3 2°
= !
_ < e ANE-D
z=1 (l‘ - 1)'
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Fazendo a transformacao j = z — 1, tem-se

Ay VU

7=0

oo —)\)\g 00 efA)\j
= Z T2
— j=0 J-

= /\()\ + 1).
Como E[X] = ), entao

Var(X) = B[X?] — (E[X])*
=AM+ 1) — A2
= A2\
=\

Com isso, o valor esperado e a variancia de uma variavel aleatéria de Poisson
sao iguais ao seu parametro .

Outra caracteristica importante das variaveis aleatérias discretas é a Funcao
Geratriz de Momentos (F.G.M), que é definida para todos os valores reais de t,

M (t) = E[e*¥]
=> ep(x)

Chama-se M (t) de fungdo geratriz de momentos porque todos os momentos de

X podem ser obtidos com o calculo sucessivo da derivada de M (t) e entdo com

sua avaliagao em t = 0.Vejamos,

d d
E [

M'(t) = Z B[] = B |2

(etx)] = E[Xe™] (2.2)

onde adotamos como legitima a hipétese da troca de ordem do caculo da

derivada e da esperanca. Isto é, considera-se que

i [Tt = 5 Glepo

Portanto, da Equagao (2.2), aplicando-se em ¢ = 0, obtém-se



Similarmente vamos a segunda derivada

(1) = S

d tX
= %E[Xe ]
d tX
=F Lit(Xe )]
= B[X?eM].

Assim,
M"(0) = E[X?].

De modo geral, a n-ésima derivada de M (t) é dada por
M"(t) = E[X"e"]n > 1,

implicando-se que

M™(0) = E[X"n > 1.

Se X é uma variavel aleatéria de Poisson com parametro A, entao

M(t) = E[e*¥]

= exp{ (e’ — 1)}.
Calculando a primeira derivada, obtemos:

M'(t) = elexp{\(e' — 1)},

e a segunda derivada ¢é
M"(t) = (Ae")?exp{A(e' — 1)} + Aelexp{\(e' — 1)},

assim,



De onde segue

Var(X) = E[X?] — (E[X])?
=M A=)
=\

Portanto, temos outra metodologia para mostrar que a média e a variancia

de uma variavel aleatéria de Poisson sao iguais a A.

2.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca de A\ para o

Modelo de Poisson

Segundo Bussab e Morettin (2005), o principio da verossimilhanga afirma
que deve-se escolher aquele valor do parametro desconhecido que maximiza
a probabilidade de obter a amostra particular observada, ou seja, o valor
que torna aquela amostra a “mais provavel". Esse principio foi enunciado por
Ronald Aylmer Fisher pela primeira vez em 1912 e, em 1922, deu-lhe forma
mais completa, introduzindo a expressao likelihood (verosimilhanga).

Em outras palavras, o método de maxima verossimilhanca consiste em
estimar o pardmetro A por uma amostra aleatéria Xi, ..., X, independente e
igualmente distribuida de X.

Como X segue uma distribuicdo de Poisson com parametro A, sua distri-
buic¢ao de probabilidade é
e

z!

Fla,)) = (2.3)

Assim, a funcao de verossimilhanca para uma amostra Xi,...,X,, é dada por

n )\xief)\ efnk)\ZL i
L\ zy, ., m,) =[] < ) e

|
i—1 T
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Aplicando-se o logaritmo natural da func¢ao verossimilhanca, desta forma tem-se

que

H:'L:1 wi!

—nAND iy T
InL(A;z) =1In [M]

= Ine™™ + In\2i=1% — In H x;!
i=1

= —n\+ inln)\ —1In H x;).
i=1

i=1

O candidato a ponto de maximo da func¢ado logaritma de verossimilhanca, é

aquele cuja primeira derivada em relagdo a A for igual a zero, ou seja,

OInL(\, x) 1 n B
B _;;% "=
5\22?2117

n
A= X.

Para garantir que este é o EMV, deve-se ter a segunda derivada em relacao a A

negativa o que de fato acontece, pois

PInL(\z) 1
——— =) ri—n=
ON? A ;

Yz A = m N o

Dai, o estimador de maxima verossimilhanga de A é A = X.

2.2.1 Aproximacao da Binomial a Poisson

A variavel aleatoria de Poisson encontra uma vasta area de aplicagdo tendo

em vista que pode ser usada como uma aproximacao para a variavel aleatoria
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binomial com pardmetros (n,p) no caso particular de n grande e p pequeno
para que np tenha tamanho moderado.

Defini-se a fun¢ao de densidade binomial com parametros n e p , como

P(X =k) = (Z)pk(l —p)"

para k=0,1,...,n.
E o parametro n aproxima-se para infinito e p aproxima-se para 0 de modo

que np = A, isto é,

k n—k
(o ) (-2
M) A" A\ F
:k!m—w(l‘r) (m)
6—)\>\k
K

—k

<1—)\> —1
n

(1—>\> — e
n

com n — oo. Assim, para n grande e p pequeno a probabilidade binomial
e "P(np)*
B

%

uma vez que

(Z) p(1 — p)"~* pode ser aproximada pela probabilidade Poisson

2.3  Processo de Poisson

Suponha-se que “eventos” ocorram em instantes aleatérios de tempo e que
N(t) represente o numero de eventos ocorridos no intervalo [0,¢]. O conjunto
de varidveis aleatorias {N(¢),¢ > 0} é chamado de processo de Poisson com

taxa A\, A > 0, se
(i) N(0) =0, ou seja, o processo comega no instante 0.

(ii) Os ndmeros de eventos ocorridos em intervalo de tempo disjuntos forem
independentes. Quer dizer que, o nimero de eventos ocorridos até o tempo
t [isto é, N(t)] é independente do niimero de eventos ocorridos entre ¢ e
t + s [isto é, N(t+s)-N(t)].

17



(iii) A distribuigdo do nimero de eventos ocorridos em certo intervalo de
tempo depende somente da extensao do intervalo e nao de sua localiza-
¢ao. A hipotese de incrementos estacionarios, diz que a distribuicao de

probabilidade de N (¢t + s) — N(t) é a mesma para todos os valores de t.
(iv) P{N(h) =1} = Ah + o(h)
(v) P{N(h) =2} = o(h)
Uma funcao é chamada de o(h) se

lim @ =0.
h—0 h

Ou seja, para valores de h, f(h) é pequeno mesmo em relagao a h. Conforme
visto anteriormente N (t) possui distribui¢do de Poisson com média At. Agora

realiza-se este resultado por outro método.

Lemal.l

Para uma variavel aleatéria de Poisson com taxa A,

P{N(t) =0} = e .
Demonstracao: Seja Py(t) = P{N(t) = 0}. Deduzindo uma equacio
diferencial para Py(t) :
Py(t +h) = P{N(t + h) =0}
=P{N(t)=0,N(t+h)—N(t) =0}
(
[

= P{N(t) = 0}P{N(t + h) — N(t) = 0}
= Py(t)[1 — M+ o(h)],

onde as duas ultimas equacoes resultam da condi¢ao que, os niimeros de eventos
ocorrem em intervalos de tempo disjuntos e independentes, porém os fatos
sao que P{N(h) = 1} = Ah+ 0(h) e P{N(h) > 2} = o(h) implicando em
P{N(h) =0} =1 — Ah + o(h). Portanto,

P h)—P, o(h
o(t+}z O(t):_)\PO(t)+ (h)_

Agora, fazendo-se h — o, obtem-se

18



Ou, equivalentemente,

resultando por integracao, em

logPy(t) = =AMt + ¢
ou
P()(O) = ke M.

Como Py(0) = P{N(0) =0} =1, obtem-se Py(t) = e,

Outra caracteristica importante é a relagao entrea distribuicao de Poisson
e a distribuicdo Exponencial. Na distribui¢ao Poisson estima se a quantidade
de eventos num intervalo. Na distribuicao Exponencial estima se o intervalo
de tempo ou espago para ocorréncia de um evento, dependendo apenas da
suposicao de que o evento ocorra seguindo o processo de Poisson.

Seja X uma variavel aleatéria de Poisson com parametro A. Suponha que
X representa o nimero de ocorréncias de um evento, num certo intervalo de
tempo. Variando-se o intervalo de interesse, pode-se considerar que o niimero de
ocorréncias ainda é Poisson, mas com o parametro ajustado proporcionalmente.
Assim, tem-se a variavel X; ~ Poisson(At).

Suponha-se que acabamos de ter uma ocorréncia e seja T a variavel aleatéria

que indica o tempo até a préxima ocorréncia. Tem-se, para t > 0,
Fr(t)=P(T<t)=1-P(T>t)=1-P(X; =0)=1—¢"

e, assim, conclui-se que T é Exponencial com parametro \.

2.4  Simulando uma variavel aleatéria de Poisson

Segundo Ross (2010), todos os métodos para simular varidveis aleatorias a
partir de distribui¢oes continuas possuem analogos no caso discreto. Assim, se

quiser-se gerar valores de uma variavel aleatéria discreta X com f.d.p dada por
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em que

j=0,1,.. > P=1.
J

Utilizando-se o método da transformada inversa esta geracao pode ser feita

supondo que U seja uniformemente destribuida entre (0,1). Entao, faz se

g se U<DPH
v, se Py<U<PB+ P

v se Y, P <U<¥!=P.

Como
j—1

P{szj}zp{ZB<U§iB}=g

=0
)

tem-se que X ¢ a distribuicao desejada.
Para simular uma variavel aleatoria de Poisson com média A, gera-se variaveis

aleatérias Uy, Us, ... independentes e uniformes no intervalo (0,1) e pare quando

N:mm{n: HUi <€)\}
i=1

Gerando-se ntimeros aleatérios continuamente até que seu produto seja

A

menor que e %, entdo o nimero necessario, menos 1 (X = N — 1), é Poisson

com média \.

Observa-se

é aquivalente a

onde

usando-se logaritmos

20



X =max {n : ZlogUi > —)\}

=1
ou

X =max {n : Z—logUi < A}

i=1
No entanto, —logU; é exponencial com taxa 1, e com isso X pode ser visto
como o numero maximo de exponecial com taxa 1 que podem ser somadas e

ainda assim o resultado ser menor que .

2.4.1 Gerando dados no software R

Segundo Peternelli(2011), o software R é uma importante ferramenta na
analise e manipulagao de dados estatisticos, desde o desenvolvimento e aplicacao
de métodos até a interpretacao de resultados. Além de ser gratuito pode ser
obtido em http://www.R-project.org, tem cédigo-fonte aberto, podendo ser
modificado ou implementado com novos procedimentos e fungoes desenvolvidas
pelo usudrios a qualquer momento.

O R gera numero aleatérios de duas maneiras, por um conjunto pre-
estabelecido de valores, ou quantos forem necessarios de uma distribuicao
de interesse. Neste caso vamos gera-se numeros aleatorios de Poisson. Basta

usar a codificagao “r”, seguido do codigo da distribuicao “pois” e seu parametro.
Por exemplo para gerar 20 nimeros aleatorios com média 0,2, usa-se

> rpois(20,0.2)

2.5 Teste de aderéncia de Qui-quadrado

Como ja mencionado, o objetivo deste trabalho é verificar se o conjunto de
dados decorrentes de nimero de reclamacoes sobre os médicos de emergéncia,
parece seguir uma distribuicao de Poisson. Os dados foram observados com 44
médicos. No teste de aderéncia X? tém-se uma populacio P e verifica-se se
ela segue uma distribuigao especificada F,, isto é, queremos testar as hipétese
Hy : P = P,. Também podemos testar essa hipétese, empregando testes sobre

os parametros média e variancia. O teste comparara o nimero de casos ocorridos

21



em caselas especificadas, com o nimero esperado de casos nelas, quando a
hipétese Hy for verdadeira. Considera-se classes onde as quais a variavel X,
caracteristica da populacao, pode ser classificada, qualitativa ou quantitativa.

A estatistica usada sera

k 2
2 _ (0; — €:)
X - Z ) )
i=0 €i
Em que:
k-categoria de provas ou classes;
o;-frequéncia observada da i-ésima categoria;
e;-frequéncia esperada da i-ésima categoria.
O problema pode ser caracterizado como uma amostra Xy, ..., X,, da variavel

aleatoria X que caracteriza a populacao P e testa-se a hipdtese
HO P = P(),

onde P tem uma distribuicdo de probabilidade especificada. A variavel X
de interesse da populacao é categorizada em classes Aq, A,, ..., A; e tém-se as
probabilidades p; = P(X =14),i > 0,i = 1,2,...,. Visto que x? segue uma
distribuicao assintética de X%_p_l, constroi-se a regiao critica do teste, ou seja,
regiao de rejeicao de Hy.

Decisao: Rejeita-se a hipotese Hy, se o valor calculado da estatistica de teste
oo > X§7k_p_1, em que p representa o numero de parametros da distribuicao

estimados pela estatistica amostral.

22



3 Aplicacoes

Aplica-se nesta secao os métodos tedricos apresentados anteriormente para
um particular conjunto de do software R ,dados que conta o ntimero de re-
clamacoes sobre médicos em um determinado servigo de emergéncia de um
hospital.

Supondo-se que o conjunto de dados seja explicado pelo modelo probabi-
listisco de Poisson. Para verificar esta suposi¢cao nos foi conveniente aplicar o
teste de x?(Qui-Quadrado). Tendo em vista que nio se conhece o parametro
A associado a distribuicao a ser testada, usa-se a teoria dos Estimadores de
Méxima Verossimilhanga (E.M.V.) para obter seu estimador )\ = X para enfim,

aplicar o teste.

3.1 Aplicacao 1

Através do banco de dados do software R, foram observados o nimero
de reclamacoes sobre 44 médicos de um determinado servi¢co de emergéncia.
Observe a Tabela 1.

Tabela 1: Frequéncia do niimero de reclamagoes por médicos:

Ntmeros de reclamagoes(X) | Nameros de médicos(O;) com (X )reclamagoes
0 1
1 12
2 12
3 5
4 1
5 4
6 2
7 2
8 2
9 2
10 1
11 1
Total 44




A estimativa do nimero médio de reclamagdes para cada médico é a média

7 Zo,ji _ (1*0+12*}J...+1*11) —3.34 A

amostral, dada da seguinte maneira :

partir do parametro A= 3,34, calcula-se a probabilidade p;, correspondente ao
numero de reclamacoes. Assumindo os valores 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11

e 12, para isso utiliza-se a Equagao (1.1).

e %31(3,34)0

po=P{X =0} = o = 0,0354
plzP{le}:W:(),n&L
pzzP{X=2}=W:0,1977
pszP{X:?)}:‘W:o,mm
p4:P{X:4}:W:0,1838
p5=P{X=5}:€_3’34S’34)5:0,1227
pezP{X:6}:W:0,0683
P7=P{X=7}=W:0,0326
psZP{XZS}Z(W:O,OBG
pgzP{X:9}:63’?’4$”34)9:0,0051
pro = P{X =10} = ‘W = 0,0017
pn = P{X =11} = 273,347 = 0,0005

11!
pra=P{X >12} =1— (py+ ... + p11) = 1 — 0.9999 = 0, 0001
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Agora calcula-se as frequéncias esperadas. Isto é, ei = np;.

Tabela 2: Frequéncias esperadas do niimero de reclamacgoes para cada médico.

X % pi €; = Np;
0 1 10,0354 | 1,5592
1 12 1 0,1184 | 5,2078
2 12 10,1977 | 8,6971
3 5 10,2201 | 9,6827
4 1 10,1838 | 8,0851
5) 4 10,1227 | 5,4008
6 2 10,0683 | 3,0065
7 2 10,0326 | 1,4345
8 2 10,0136 | 0,5989
9 2 10,0051 | 0,2223
10 1 10,0017 | 0,0742
11 1 10,0005 | 0,0225
>12 | 0 | 0,0001 | 0,0044

Como ja foi falado a estatistica de teste é x? dada por

k 2
0; — €
oy ie)
i=0 G
(1-1,5592) (12 —5,2078)> (0 —0,0044)?
= e. +—————— = 48,7508
1, 5592 + 5, 2078 Tt 0,0044 ’ ’

e a variavel de interesse é a forma da distribuicdo do niimero de reclamagoes

sobre os médicos.
Testa-se as seguintes hipoteses
Hy : a amostra segue uma distribuicao Poisson.
H, : a amostra nao segue uma distribuicao Poisson.
Adota-se a = 0.05 e rejeita-se Hy se X2, > Xiup-

Pela construgao teérica o nimero de graus de liberdade da estatistica de

teste x? é dada por k —p —1 = 11, onde p é o niimero de pardmetros estimado.
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Com os célculos ji realizados, segue-se que x2,. = 48,75 > x2, = 19,675, daf
rejeita-se Hy, ou seja, existem evidéncias que o conjunto de dados nao segue

uma distribuigao de Poisson(3,34).

3.2 Aplicacao 2

Agora, utiliza-se dados simulados para ilustrar a aproximacao da Binomial
pela Poisson. Utilizando-se o R para gerar os ntimeros aleatorios, adota-se a
codificagdo “r” gerador de niimeros aleatorios, seguida da fungao de distribuicao,

ou seja, “rbinom” . Gera-se trés amostras com probabilidades distintas, ou seja,

> rbinom(30,10,0.1)
141120211000220110321120001002

Verificando-se, através da distribuicao de Poisson com parametro A =
n x p=10 x 0.1 = 1, calcula-se as probabilidades, os valores esperados e em
seguida faz-se o teste para verificagdo do modelo. Observe a Tabela 3.

Tabela 3- os valores observados na amostra de tamanho 30 e parametros
(10, 0.1).

X O | Di €, = Np;
0 111 0,3678 | 11,034
1 10 | 0,3678 | 11,034
2 07 | 0,1839 | 5,517
3 01 ] 0,0613 | 1,839
4 01 | 0,0153 | 0,459
>51001]0,0039 | 0,117
A estatistica de teste é i
2
0; — €
ey e
i=0 €i
(11 — 11, 034)2 (0—0, 117)2
— "7 =9 682
11,034 toet 0,117 , 08

Logo testa-se as hipoteses
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Hy: os nimeros simulados de uma distribuigdo Binomial (n, p) é aproxima-
damente uma distribuigao de Poisson (A).

Hj: os nimeros simulados de uma distribuigdo Binomial (7, p) nao é aproxi-
madamente uma distribui¢do de Poisson(A).
Usa-se a = 0.05 e rejeita-se Hy se X2 > Xy
Com os célculos feito a mao, basta usar a tabela de distribuicao qui-quadrado
com 4 graus de liberdades, com a = 0.05, segue que x2,. = 2,682 < x?, =
9,488, dai aceita-se Hj, ou seja, o conjunto de dados simulados segue uma
distribuicao de Poisson(1).

Verificando-se a segunda amostra, segui-se o mesmo raciocinio da primeira.

> rbinom(30, 50, 0.05)
421113110422322365234022034313

A=nxp=50x0,05=25

Tabela 4: Os valores observados na amostra de tamanho 30 e pardmetros (50,
0.05).

X 0; i €; = Np;
0 03 | 0,082 | 2,46
1 06 | 0,205 | 6,15
2 08 0,257 | 7,71
3 07 0,214 | 6,42
4 04 | 0,134 | 4,02
5 010,067 | 2,01
6 01 | 0,028 | 0,84
>710010,0111 0,33
A estatistica de teste é
k 2
0; — €
oy lome)
-0 G
(3-1,2,46)% (0-0,33)
=~ 7Y o 7 187
2,46 et 0,33 ’

Xowe = 1,087 < X2, = 12,592

Logo testa-se as hipoteses
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Hy: os nimeros simulados de uma distribuigdo Binomial (n, p) é aproxima-
damente uma distribuigao de Poisson (A).

H;y: os niimeros simulados de uma distribui¢ao Binomial (n, p) ndo é apro-
ximadamente uma distribui¢ao de Poisson(\).
Usa-se a = 0,05 e rejeita-se Hy s€ X250 > Xiap-
Com os calculos feito a mao, basta usar a tabela de distribuicao qui-quadrado
com 6 graus de liberdades, com a = 0,05, segue que x2,. = 1,087 < x2, =
12,592, dai aceita-se Hy, ou seja, o conjunto de dados simulados segue uma
distribui¢ao de Poisson(2,5).

Idem
> rbinom(30, 50, 0.005)
000211010100011001000101110000

A=nxp=>50x0,005=0,25

Tabela 5: Os valores observados na amostras de tamanho 30 e parametros (50,
0.005).

0; | Pi €i = NP;
181 0,779 | 23,34
111 0,195 | 5,85
010,024 | 0,72
3100 |0,002 0,06

\/[\')b—‘ok

A estatistica de teste é

k 0; — €; 2
PR N
i=0 €i
(18 — 23, 34)? (0—0,06)>
= 7 4+ 4+ 7 =592
23,34 ot 0,06 ’

Noaie = 5,92 < Xpup = 5,991
Logo testa-se as hipdteses
Hy: os nimeros simulados de uma distribui¢ao Binomial (n,p) é aproxima-
damente uma distribuigdo de Poisson ().

H;i: os nimeros simulados de uma distribuigdo Binomial(n, p) ndo é aproxi-

madamente uma distribui¢ao de Poisson(\).
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Usa-se a = 0.05 e rejeita-se Hy se X2 > Xiup-

Com os célculos feito a mao, basta usar a tabela de distribuicao qui-quadrado
com 2 graus de liberdades, com a = 0, 05, segue que x2,;. = 5,92 < x2, = 5,991,
dai aceita-se Hy, ou seja, o conjunto de dados simulados segue uma distribuicao
de Poisson(0,25).
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4 Conclusao

A distribuicdo Poisson desempenha um papel importante nas tomadas
de decisao, encontrando uma vasta area de aplicacao. Frequentemente usa-
se distribuigoes para calculo de probabilidades associados aos resultados de
interesse. Com o avanco da tecnologia e das ferramentas computacionais se
tornou mais facil fazer simulagoes de amostras para inferir em relagao a tal
distribuicao. Assim pode-se relacionar a teoria com a pratica, dando significado
a aprendizagem.

Este trabalho teve por objetivo fazer uma revisao tedrica da distribuicao de
Poisson. Com duas aplicagoes, uma através do conjunto de dados disponivel
no R e outra através da simulacdo dos niimeros aleatérios também feitos no
R. Através do comando “rbinom(x,n,p)” gera-se trés amostras da distribuicao
binomial com probabilidades distintas e em seguida testamos o modelo usando
o teste qui-quadrado. No conjunto de dados observados no R ver-se que, mesmo
sendo um processo de contagem nao mostrou seguir uma distribuicdo Poisson.
Nas amostras simuladas da distribuicao binomial, mostrou-se que a variavel
aleatoria de poisson pode ser usada como aproximacao para a variavel aleatoria

binomial.
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