Universidade

ESTADUAL DA PARAIBA

| |
TERRAE VIROQUE LUMES

Universidade Estadual da Paraiba
Campus I
Centro de Ciéncias e Tecnologias — CCT
Departamento de Fisica

Graduaciao em Licenciatura Plena em Fisica

Cosmologia Newtoniana e Lagrangeana:
aplicacoes e limitacoes

Leonardo Ribeiro Colaco

Campina Grande — PB

2014



Leonardo Ribeiro Colago

Cosmologia Newtoniana e Lagrangeana: aplicagdes

e limitagdes

Monografia Referente a
disciplina Trabalho de
Conclusdo de Curso (TCO),
como registro de conclusdo de
curso, requisito a obtencdo do
titulo Licenciatura Plena em
Fisica  pela  Universidade
Estadual da Paraiba.

Orientador: Rodrigo Fernandes Lira de Holanda

UEPB
Campina Grande — PB
Julho — 2014



E expressamente proibida a comercializagdo deste documento, tanto na forma impressa como eletrdnica.
Sua reprodugdo total ou parcial € permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reprodugdo figure a identificacdo do  autor, titulo, instituicdo e ano da dissertacSo.

C683c Colago, Leonardo Ribeino.
Cosmologia Mewtoniana e Lagrangeana [manuscrito] :
limitagdes e aplicagbes / Leonarde Ribeiro Colago. - 2014.
59 p. -il. color.

Digitado.

Trabalho de Concluzdo de Curso (Graduagio em Fisica) -
Universidade Estadual da Paraiba, Centro de Ciéncias e
Tecnologia, 2014.

“Orientag&o: Prof. Dr. Rodrige Femandes Lira de Holanda,
Departamento de Fisica”.

1. Cosmologia Newtoniana. 2. Potencial Lagrangeano. 3.
Modelos cosmolagicos. | Titulo.
21.ed. COD 5231




Leonardo Ribeiro Colago

Cosmologia Newtoniana e Lagrangeana: aplicacoes e
' limitacoes

Monografia Referente a disciplina Trabalho de
Conclusdo de Curso (TCC), como registro de
conclusdo de curso, requisito a obteng@o do titulo
Licenciatura Plena em Fisica pela Universidade
Estadual da Paraiba.

Aprovadoem 48 /o1 /14

il

@GG‘P@}J ‘Fﬁ‘ ﬁanﬂ M g

Professor Dr. Rodrigo Fernandez Lira de Holanda

Orientador

~ " 3 y .
s &?M//a 0{;1 ﬁﬁvﬁ %@;m ég‘, e

Professora Mestre Camila dos Santos Rodrigues Leite

Examinador

Professor Dr. Elialdo Andriola Machado

Examinador



A minha familia e amigos.



[...] Ndo existe lutas e vitorias, sem
dor.

Jacob Hemphill



Agradecimentos

Ao Senhor Deus por tudo que Ele me proporcionou para conseguir realizar um
sonho de vida.

Aos meus pais Leonardo Colago e Elza Ribeiro por me incentivarem e me
ajudarem a concretizar essa realizagéo.

Aos meus irmaos(as): Alexandre, Gerlana, Germana, Gitana e Rosa Colago
pelo carinho e incentivo.

Aos meus amigos “faxas” Djayr Bispo, Pedro Arthur e Welligton Raphael por
todo apoio, incentivo e companheirismo durante toda a jornada do meu curso e
vida.

Aos meus amigos Adrian Dinod, Aurélia Lunguinho, Caio Everton, Daniel
Franca, Dayane Rodrigues, Deborah Castro, Elder René, Emilia Lima,
Francielly Araudjo, Henistay Frasdo, Jaqueline Venancio, Jéssica Gomes, Karol
Morais, Kleiton Oliveira, Larissa Venancio, Manoel Junior, Marcelo Eduardo,
Mariana Ramos, Méridge Ariens, Samuel Robson, Rayana Franklin, Rejane
Alves, Renata Neilutes e Walter Cavalcanti por todo apoio e incentivo.

Ao meu orientador Professor Dr. Rodrigo Fernandes Lira de Holanda por todo
incentivo, paciéncia, conselho, amizade, orientacdo e aprendizado que tive
durante esses dois Ultimos anos de experiéncia, 0 que proporcionou uma boa
amizade.

Aos meus professores do departamento de Fisica da UEPB que me
proporcionaram conhecimento, maturidade e profissionalismo, e aos meus
professores do Ensino Médio que me inspiraram a esse curso.

A minha Psic6loga Jailma Tavares pelo excelente trabalho profissional a qual
me ajudou a encarar os problemas e pelo incentivo para terminar meu trabalho.

Ao ilustre Albert Einstein o qual foi o principal motivo inspirador ao me inserir e
incentivar na carreira cientifica na referida area de estudo, junto a toda teoria
desencadeada e desenvolvida gracas aos seus estudos.

A UEPB/CNPq pela bolsa concedida.

A todos que me incentivaram a essa jornada magnifica.



Resumo

A Cosmologia é a ciéncia que estuda a dinamica do Universo em grandes
escalas. Em vista disso, o principal objetivo da cosmologia é elaborar um
modelo padrao que explique e prediga todos os fenbmenos astronémicos que
ocorrem em nosso Universo. Do ponto de vista te6rico, a cosmologia moderna
tem seu embasamento na teoria da relatividade geral (TRG), de forma que é
frequentemente associada a complexidade matematica inerente a geometria
Riemanniana, isto €, algebra tensorial, variedades diferenciaveis, grupos
continuos de simetria, etc. Neste trabalho de conclusao de curso tem-se como
objetivo revisar os modelos cosmoldgicos surgidos apds a publicacdo da TRG:
Modelo de Milne e McCrea, os quais obtiveram as equacdes dinamicas, em
1934, para um Universo sem pressao, utilizando a hidrodinamica classica; e o
modelo de McCrea que, em 1951, utilizando métodos classicos junto a dois
conceitos relativisticos obtiveram analogos semi-classicos para um Universo
com pressdao nao nula. Por fim, investigamos como uma descricao
Lagrangeana classica, ou tipo-particula, pode ser usada para obter analogos
classicos para modelos cosmoldgicos relativisticos com e sem presséao.

Palavras-chave: Cosmologia Newtoniana; Potencial Lagrangeano; Modelos
Cosmoldgicos.



Abstract

Cosmology is the science that studies the dynamics of the universe on large
scales. In view of this, the main objective of cosmology is to develop a standard
model to explain and predict all astronomical phenomena occurring in our
Universe. From the theoretical point of view, modern cosmology has its
foundation in the theory of general relativity (TRG), so that is often associated
with the inherent mathematical complexity Riemannian geometry, namely,
tensor algebra, differentiable varieties, continuous symmetry groups, etc. . In
this work of completion course we have as obective, reviewing the cosmological
models emerged after publication of TRG: Model Milne and McCrea, who
obtained the dynamical equations, in 1934, for a Universe without pressure,
using classical hydrodynamics; and the model that McCrea in 1951, using
classical methods with two relativistic concepts obtained similar semi-classics
for a universe with non-zero pressure. Finally, we investigate how a classical
Lagrangian description, or particle-type, can be used to obtain analogues to
classical relativistic cosmological models with and without pressure.

KEYWORDS: Newtonian cosmology; Potential Lagrangian; Cosmological Models.
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Introducgao

O objetivo principal da cosmologia é criar uma teoria simples que
expligue e prediga todos os fenédmenos que regem o Universo, ou seja,
elaborar uma teoria simples e facil para poder explicar toda a dinamica
Césmica (Busti, 2013). O primeiro modelo cosmolégico na era moderna sé foi
possivel com o advento da teoria da relatividade geral, uma vez que Einstein
mostrou que a equacéo de Poisson ndo € um perfeito substituto para a lei de
gravitacdo da acao a distancia e que também apresentava dificuldades ao ser
utilizadas para criar modelos cosmoldgicos. Assim, em 1915, coube a Einstein
buscar uma nova teoria que pudesse explicar os fenbmenos gravitacionais sem
infringir o eletromagnetismo nem a relatividade restrita. Tal teoria fundamental
da gravitacao é a Teoria da Relatividade Geral, formulada por Einstein, onde a
equacdo de campo de Einstein € a equacdo fundamental, que recai na
equacéao de Poisson para limites de campo gravitacionais fracos (Busti, 2013),
para isso teve que adotar que o Universo era Isotropico e homogéneo em
grandes escalas.

Em 1917, Einstein propds o primeiro modelo cosmoldgico baseado em
sua teoria da gravitacdo: modelo estatico, finito e com curvatura positiva.
Entretanto, verificou-se um problema de estabilidade. Assim, foi incluida na sua
teoria uma chamada constante cosmoldgica (A), a qual atuaria junto a forca
gravitacional de forma a equilibrar as forcas, garantindo a estabilidade. Com a
descoberta da expansao do Universo por Edwin Hubble em 1929 ao estudar o
espectro de nebulosas, levou Einstein a declarar que essa insercao da
constante cosmoldgica foi o pior erro da sua vida (Weinberg, 1972). Em 1922 e
1927, A. Friedmann e G. Lemaitre, respectivamente, utilizaram as equacodes de
campo de Einstein para descrever como um universo espacialmente
homogéneo e isotrépico, expande ou contrai em funcéo do tempo.

Hoje, a teoria mais aceita para explicar a origem e evolugao do Universo
€ a Teoria do Big Bang, a qual permite explicar os fendmenos que aconteceram
desde fracbes de segundo de vida do Universo até o presente momento,
cenario onde o Universo se expande adiabaticamente a partir de um estado
inicial extremamente quente e denso, com bastantes fétons e particulas sendo
aniquiladas e criadas a todo instante. Com a Teoria do Big Bang descrevendo a
evolucdo do Universo desde as suas primeiras fracdes de segundo de
existéncia até o nosso estagio presente, podemos estudar e entender o
Universo. Resumidamente a Teoria do Big Bang é defendida e sustentada
sobre quatro pilares: A Teoria da Reatividade Geral; A descoberta de Edwin
Hubble em 1929 da expansao do Universo; Nucleossintese primordial (Alpher,
Bethe e Gamow, 1948) e a Radiacao cosmica de fundo (CMB) (Penzias e
Wilson, 1965; Spergel et al., 2003).
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Diante dessa discussédo, podemos dizer que a cosmologia moderna é
fundamentada sobre o contexto da TRG, teoria de gravitagdo formulada em
uma geometria Riemanniana quadri-dimensional espaco-temporal, associada a
complexidade matematica presente a geometria Riemanniana, isto é, algebra
tensorial, variedades diferencidveis, grupos continuos de simetria, etc.
Entretanto, Milne (1934) e Milne & McCrea (1934), 17 anos apds o trabalho
inicial da cosmologia relativistica feito por Einstein, demonstraram que as
equacbes cosmoldgicas ndo perturbadas para modelos sem pressao (s6
matéria) poderiam ser obtidas utilizando as nocdes de tempo absoluto,
gravitacdo newtoniana, hidrodindmica classica e o espag¢o Euclidiano, fato
conhecido como Cosmologia Newtoniana. O fendmeno da expanséo universal,
analisada por meio da expansdo do espaco na cosmologia relativistica, é
substituido pelo movimento de um fluido auto gravitante num espaco euclidiano
e estatico.

Com o objetivo de estender a abordagem classica para modelos com

pressao, McCrea em 1951 e, posteriormente, Harrison em 1965, adotaram dois
conceitos relativisticos na hidrodinamica classica: a equivaléncia de massa e
energia e a redefinicho de massa de um sistema, fato conhecido como
Cosmologia Neo-Newtoniana. A necessidade de se misturar conceitos
classicos com conceitos relativisticos para se obter analogos semi-classicos de
modelos cosmologicos relativisticos é simples: uma pressdao nao-nula e
uniforme ndo desempenha qualquer papel dinamico na equacao de Poisson ou
nas equacoes da hidrodinadmica classica.

Por outro lado, para contornar as limitacbes da abordagem baseada na
hidrodinamica classica, Lima et al., em 1998, propuseram uma descricao
Lagrangeana para modelos relativisticos com fluidos simples (apenas uma
componente) com e sem pressdo. Eles mostraram que o comportamento

dinamico do fator de escala a(t) é equivalente ao de uma particula sob a agédo
de um potencial homogéneo VV(q) = aq™, onde a e n s&o constantes e q é a
coordenada generalizada unidimensional da particula, que desempenha o
"papel” do fator de escala. Neste cenério, a equagao dinamica de a(t), para

cada valor da pressdo, pode ser associada com o indice "n” presente no
potencial. A generalizacdo do formalismo lagrangeano para misturas de fluidos
foi proposto Holanda et al. em 2007

O presente trabalho tem por objetivo revisar os analogos classicos de

cosmologias relativisticas baseados nas abordagens da hidrodindmica e
Lagrangeana classicas. O presente trabalho também tem por objetivo adquirir
conhecimentos mais gerais sobre a cosmologia, com interesses profissionais e
educacionais. Pra tal fim, o trabalho foi dividido e apresentado da seguinte
sequencia.

O Capitulo 1 sera feito uma revisdo da cosmologia relativistica padrao,
mostrando todos os fatos observacionais e tedricos que consolidam a teoria,
suas quantidades fisicas e os possiveis resultados dinamicos. Ainda nesse
capitulo, é revisada a parte do problema da matéria escura, como um possivel
integrante da energia escura, concretizando em um Universo Homogéneo e
Isotrépico.
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O capitulo 2 é subdividido em duas partes: Cosmologia newtoniana,
mostrando as possiveis hipéteses onde essa teoria pode ser construida e
defendida através do auxilio da Hidrodinamica classica; e Cosmologia Neo-
newtoniana, mostrando também as hip6teses basicas por onde a teméatica
pode ser construida, através da hidrodindmica classica junto a dois conceitos
relativisticos. O objetivo desse capitulo € mostrar que as solugdes da equacao
de campo de Einstein podem ser obtidas através de métodos classicos junto a
poucos conceitos relativisticos.

Por fim, no capitulo 3 discutiremos como os analogos da mecanica
Lagrangeana podem ser obtidos para modelos cosmoldgicos mais realistas,
isto é, contendo matéria escura e energia escura.
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Capitulo 1.

Cosmologia Relativistica

1.1 Introducao

O principal objetivo da cosmologia € elaborar um modelo padrao que
explique e prediga todos os fenbmenos astronémicos que acontecem em nosso
Universo. Com tal objetivo em mente, diversos estudos estdao sendo realizados
em busca de compreender qual devera ser a possivel dinamica que rege todo
os cosmos. Por enquanto, o que sabemos € que o Universo é um grande
laboratério onde cerca de 95% de toda a sua constituicdo é puramente
desconhecida.

Em 1915, Albert Einstein elaborou uma teoria que unificou os efeitos
gravitacionais com o mundo relativistico sem alterar o carater do
eletromagnetismo, fato conhecido como a Teoria da Reatividade Geral (TRG),
onde a geometria do espaco-tempo se distorce devido a presenca da matéria-
energia (Einstein, 1917). Utilizando sua teoria gravitacional, Einstein elaborou
um modelo cosmolégico para tentar descrever os fenbmenos que acontecem
no Universo. Para Einstein, o Universo era espacialmente homogéneo,
isotrépico, finito e estatico. Para assegurar a estabilidade no seu modelo
estatico, ele inseriu 0 termo conhecido por constante cosmoldgica.

Em 1929, o Astrénomo Edwin Hubble mostrou que o Universo se encontra
em expansao através de estudos de redshifts em galaxias proximas (Hubble,
1929). Essa descoberta fez com que a Teoria de Einstein a respeito de um
Universo estatico fosse desconsiderada, ou seja, a ideia de inclusdo de uma
constante cosmoldgica que justifica o estado estacionario do Universo estava
equivocada. Essa descoberta fez com que Einstein declarasse que pensar em
um Universo estatico foi o pior erro da sua vida. De certa forma, Einstein nao
estava errado, pois estudos posteriores constataram que inserir uma constante
cosmolégica na TRG aliviaria o problema da idade do universo encontrada no
modelo s6 com matéria proposta por ele e de Sitter em 1932 (Einstein e de
Sitter, 1932).

Atualmente, o cenario cosmolégico do Universo mais aceito € o modelo de
Concordancia Césmica ou ACDM, com A sendo a constante cosmoldgica e
CDM é a Matéria Escura Fria. Essa composicao corresponde cerca de 95% da
composigdo do Universo, atualmente desconhecidas. Os outros 5% da
composicado do Universo sdo de componentes conhecidas pelo homem (Riess
et al., 1998; Perimutter, 1998).

O presente capitulo 1 mostrara uma revisdao nos conceitos de cosmologia
relativistica associados ao atual cenario césmico conhecido como modelo do
Big Bang.
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1.2 Modelo padriao da cosmologia

O nosso entendimento a respeito do Universo se baseia na Teoria do Big
Bang (TBB), cenario onde o Universo se expande adiabaticamente a partir de
um estado inicial extremamente quente e denso. Com a Teoria do Big Bang
descrevendo a evolucdo do Universo desde as suas primeiras fracdes de
segundo de existéncia até o nosso estagio presente, podemos estudar e
entender o Universo. Resumidamente, a Teoria do Big Bang é defendida e
sustentada sobre quatro pilares: a teoria da reatividade geral; a descoberta de
Edwin Hubble em 1929 da expansdo do Universo; A nucleossintese primordial
(Alpher, Bethe e Gamow, 1948) e a radiacao césmica de fundo (CMB) (Penzias
e Wilson, 1965; Spergel et al., 2003). No que segue, vamos discutir sobre estes
quatro pilares.

1.2.1 Teoria da Relatividade Geral

Existem quatro tipos de forca na natureza: a forgca forte, fraca,
eletromagnética e a gravitagdo. Porém, a unica forca que age no nosso
Universo entre corpos separados por grandes distdncias é a forca
Gravitacional, uma vez que as estruturas astronémicas nao estao eletricamente
carregadas e as forgas forte e fraca s6 atuam em nivel atbmico. Entretanto, a
teoria da relatividade restrita de Albert Einstein estava de acordo com a teoria
do eletromagnetismo de Maxwell, porém, sua teoria ndo estava compativel com
a teoria gravitacional de Newton. Para poder estudar interacées de efeitos
gravitacionais, foi elaborada uma teoria que pudesse explicar fendmenos
gravitacionais em um mundo relativistico.

A teoria mais aceita é a teoria da relatividade geral, proposta por Albert
Einstein em 1915, o qual estendeu o seu principio de relatividade para
referenciais em um campo gravitacional, envolvendo espaco, tempo e
gravidade. As concepgdes de espaco e tempo mudam, pois segundo Einstein o
espaco-tempo é distorcido pela presenca de energia-matéria. Um dos maiores
insights da TRG é chamado de principio da equivaléncia, o qual afirma que
sistemas acelerados e sistemas sob a acdo de um campo gravitacional sao
equivalentes. Por causa disso, para um observador tipico, ndo existe
experimento local que permita ao observador discernir se o0 proprio
experimento é realizado em uma regido que sofre interagdes gravitacionais ou
se € um referencial acelerado (Einstein, 1917).

Assim, se imaginarmo-nos dentro de uma caixa fechada, por exemplo,
num elevador, ndo podemos dizer se estamos em repouso num campo
gravitacional terrestre ou se estamos sendo acelerados por um foguete no
espaco livre, como mostra a seguinte figura (Lima, 2013):
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Figura 1.1: principio da equivaléncia nos mostra que nao ha experimento local
que o observador consiga discernir se 0 mesmo se encontra em um campo
gravitacional ou se esta sendo acelerado. Lima, 2013.

Einstein imaginou que se o espaco-tempo fosse curvo (Ver figura
abaixo) entdo por mais que as particulas livres da acdo de qualquer agente
externo tendessem a se deslocar numa trajetéria retilinea, elas seriam
obrigadas a seguir a curvatura do espacgo-tempo sobre o qual se movem,
dando origem aos diversos tipos de movimento que se pode ter num campo
gravitacional.

Figura 1.2: Movimento de um satélite em torno da Terra, localmente curvo. Suiseiseki,
2008.
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Como falado anteriormente, na TRG a geometria do espago-tempo é
curva. Podemos escrever o elemento de linha em tal geometria em forma
tensorial (Weinberg, 1972) como:

ds? = ,dx"dx?, [1.1]

onde ,, € a métrica que representa um espago-tempo. Na teoria da relatividade
especial a geometria é plana ou Minkowskie g,, = n,, = (1,—1,—1,-1).

Apesar de todo esse avanco teorico, Einstein passou cerca de dez anos
buscando por equacdes de campo que lhe permitisse descrever o espaco-
tempo na presenca de matéria. Segundo a teoria da relatividade geral, matéria-
energia e curvatura estao relacionadas pela equacado de campo de Einstein
(Weinberg, 1972):

G,uv - /\g;w = Xlyv, [1.2]

p . . , . __8nG ,
onde G, € o tensor de Einstein, T,,, € o tensor energia-momento e y = 3 ©

a constante de Einstein, encontrada quando se toma o limite de campos fracos
a baixas velocidades (Landau e Lifshitz, 1975). E no tensor de energia-
momento que devemos considerar todas as fontes de energia e pressao. Essa
equacao de campo de Einstein (1.2) pode ser escrita em fungcédo do tensor de

Ricci, ligada as derivadas de ,,, 0 que esta relacionado a geometria do
espago:

1
Guv = Ryv = = RGpuw» [1.3]

onde R é o escalar de curvatura de Ricci (R,’f).

A consagragao desta teoria deu-se em 1919, com a observagao, em
Sobral, Ceara, e na llha do Principe, na costa da Africa, do extraordinario
fenbmeno do desvio gravitacional da luz, que permitiu a observacao de uma
estrela que se encontrava atras do Sol durante um eclipse. Hoje, a teoria
explica convincentemente varias outras observacdes e fendmenos, sendo
muito bem testada em nivel de sistema solar, nas medidas de movimento radial
de Pulsares Binarios, via nucleossintese primordial, constituindo o arcabougo
tedrico da cosmologia moderna (Holanda, 2007).

1.2.2 A lei de Hubble

Os estudos basicos a respeito da nossa galaxia levaram a uma lenta e
controvertida convergéncia para admitir que o Universo do Século XVIII, onde
estrelas estavam distribuidas uniformemente, ndo correspondia com a
realidade observada. Teve-se que abandonar o conceito de um Universo
Uniforme e visivel para admitir que a distribuicdo de estrelas em torno do
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Sistema Solar era muito inomogéneo e distorcida (Anisotropica) pela presenca
de poeira cosmica (Horvath et al., 2007).

Contudo, a descoberta mais marcante do Século XX estava a caminho.
Em 1917, uma série de estudos devido a W. de Sitter (de Sitter, 1917) tinham
mostrado que os espectros de algumas nebulosas, 0 mesmo espectro obtido
quando difratava a luz sobre um prisma, mostravam posicoes deslocadas (ver
figura 1.3 abaixo). Devido ao avango dos telescépios, Sitter conseguiu em
laboratério identificar esse deslocamento do espectro de nebulosas, a qual
tinha um deslocamento para o vermelho, ou seja, para comprimentos de onda
maiores (ver figura 1.4 abaixo). Foi identificado por W. de Sitter como o Efeito
Doppler, chamado redshifts, ou simplesmente, desvio para o vermelho. Mais a
frente, na parte 1.2.6, descreveremos com mais detalhes o redshift.

Com a constatacao dos redshifts, em 1929 o Astrbnomo Edwin Hubble
(Hubble, 1929) observou diversas galaxias e verificou que os redshifts
resultantes eram proporcionais as distancias estimadas para as galaxias. Com
isso, Hubble mostrou pela primeira vez uma correlacdo entre a velocidade de
expansao e a distancia as galaxias:

v = HyxD, [1.4]

onde H, é a constante de proporcionalidade de Hubble, medida hoje.

Absorption Lines from our Sun

Absorption Lines from a supercluster of galaxies, BASI|

v=007¢c, d=1 h||||un light years

Figura 1.3: Representacio do espectro de galaxias de acordo com o respectivo
redshift, com velocidade 0,07 da velocidade da luz. Antonellis, 2012.
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Figura 1.4: Uma relag&o entre distancia e velocidade radial entre nebulosas
extragalacticas. Procedimento da Academia Nacional de Ciéncias, 1929, 15 (3), 168-
173.

1.2.3 O principio de Copérnico ou cosmolégico

Até 1917, nao se tinha qualquer evidéncia de que o Universo estaria se
expandindo. Por essa razao, Einstein elaborou um modelo baseado na TRG
que explicasse a estrutura do Universo em tempo, espago e gravidade,
acreditando que o Universo fosse estatico, ou seja, imutavel. Porém, Einstein
foi o primeiro a afirmar que o Universo era Homogéneo e Isotropico em
grandes escalas. Hoje, estas grandes escalas correspondem aquelas além dos
aglomerados de galaxias (100 Mpc ou 3,08 x 10%* m). O principio de Copérnico,
ou principio cosmolodgico, diz que ndo ocupamos um local privilegiado no
Universo, ou seja, somos referenciais tipicos (Einstein, 1917).

Se considerarmos o principio de Copérnico valido, a métrica utilizada na
cosmologia é a de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) (Robertson,
1936; Walker, 1944), com o elemento linha sendo composto da seguinte forma:

dr?
ds? = dt* — a(t)? {m +r2dg? + rzSenzd(Dz}, [1.5]
onde r, 0 e @ sdo as coordenadas esféricas comdveis, isto €, coordenadas onde
o sistema de referéncia comével é valido, observadores que acompanham a
expansao ou observadores tipicos; a(t) € o fator de escala que mede
distancias fisicas no Universo e k é o parametro de Curvatura, definindo por:
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0, Universo Plano
k=1{-1, Universo Hiperbdlico . [1.6]
+1, Universo fechado

A dindmica cosmica é determinada através da obtencao do fator de
escala a(t). Para tal fim, é preciso dizer qual serd o tensor de Energia-
Momento para que seja possivel resolver as equacdes de campo de Einstein.

Neste ponto, é interessante discutir como a lei de Hubble (1.4) satisfaz o
principio cosmolégico. Consideremos que a lei de Hubble especifica as
velocidades de dois observadores relativos a um observador A (ver figura 1.5
abaixo), ou seja,

Upay = H()7Tps e Ve = H7ca, [1.7]

e destas relacdes, n6s podemos verificar que a velocidade do observador C
com respeito ao observador B é

Vesy = Vegay — Vpa) = H()(ca — Tga) = H(t)7p. [1.8]

O resultado é que o observador B ver precisamente a mesma lei de
expansao que o observador A. Na verdade, a lei de Hubble é a unica lei de
expansao compativel com a homogeneidade e isotropia (Mukhanov, 2005).

Vc(s)
ﬁC A
\C/ ”
N
Tca \ Tep
\ UB(c)
B

Figura 1.5: A lei de Hubble e as velocidades de dois observadores relativos a um
observador A.

5
TBa

1.2.4 Tensor Energia-Momento

Como visto anteriormente, é no tensor de Energia-Momento (7,,,) que se
deve inserir todas as componentes do Universo, como matéria, vacuo e
radiacdo. Pode-se supor que tais componentes podem se aproximar de um
fluido perfeito (Fluido sem viscosidade, sem tensdo de cisalhamento e nao
conduz calor, representado algebricamente por T = T% = 0) (Schutz, 1985).
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Se ndo ha conducdo de calor nem viscosidade, sé ha fluxo de energia se
houver fluxo de particulas. Como o nuimero de particulas € conservado na
evolucao, a expansao € do tipo adiabéatico.

Se transformarmos as coordenadas de um referencial comével para um
referencial que se move com velocidade v, obtemos o tensor de energia-
momento para um fluido perfeito de uma forma geral (Weinberg, 1972):

T;w = (p + p)uuuv + P9uv, [1.9]

onde u* = §j € o tensor quadrivelocidade dos elementos coméveis na métrica
FLRW, p é a pressdo, p é a densidade de matéria, g,,,€ O tensor que indica
a métrica do espago-tempo e u, e u,, S&o os vetores covariantes.

1.2.5 A Dinamica Césmica

Ao adicionar as hipoteses de um fluido perfeito nas equacdes de campo
de Einstein e utilizando a geometria FLRW para um Universo Homogéneo e
Isotrépico, podemos assim obter as equacdes que regem a dindmica cosmica
do Universo:

3L +3% = 8nGp + 4

[1.10; 1.11]

as quais sao as equacOes de Friedmann-Lemaitre com quatro incognitas
p,p, k e a. Sao as solugdes da equacao de Campo de Einstein, onde os pontos
sao derivadas temporais.

Para poder fechar o sistema, deve-se especificar a equacao de estado
do fluido em questdo e a sua curvatura. As maiorias dos fluidos de interesse
cosmologico podem ser descritos pela equacdo de estado P = wp, com w
sendo uma constante. Ao manusear com as equacodes (1.10) e (1.11), pode-se
obter:

p+32(p+p) =0. [1.12]

A equacao (1.12) é chamada de Equagéo da Continuidade para fluidos
perfeitos. Ela representa a conservagao de energia. Ao substituir na equacéao
da continuidade a equacao de estado P = wp, teremos:

3(w+1)
a
p=po(2) [1.13]
onde a, é o fator de escala hoje, assim como p, é a densidade medida hoje.

No modelo padrdo temos como componentes principais: matéria,
baribnica e escura, radiagcdo e a constante cosmolégica. A matéria é tratada
como poeira, com pressao nula, nao relativistica. Logo sua equacao de estado
torna-se, devido aw = 0:
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Pm = Pm, (@)3' [1.14]

a

com p,,, sendo a densidade de energia para matéria medida hoje.

Sabemos que o volume é proporcional a a(t)3 e a densidade de
energia da matéria € inversamente proporcional ao volume. Com isso, no caso
o ~ . 1 -
para radiacdo, a equacdo de estado é P = 3P (w =1/3). Ao substituir na
equacéo (1.13), temos:

Ao 4
Dy = Py, (;) , [1.15]
onde p,, € a densidade de energia da radiagao medida hoje. Alem de se diluir
com o volume, também ocorre perda de energia devido ao “estiramento” dos

comprimentos de onda junto com a expansao, dai a densidade cai com a(t)4
(Lima e Alcaniz, 2004).

A constante cosmolédgica é interpretada como sendo um fluido
cosmologico com equacgéo de estado P = —p (Zel'dovich, 1968). Ao substituir a
equacao de estado na equacéao (1.13), tem-se:

A
Pro = Pp = e [1.16]

ou seja, a densidade de energia da constante cosmoldgica permanece
constante durante toda a expansao.
Assim, se soubermos como a densidade de energia varia com o fator de

escala, saberemos interpretar os modelos cosmolégicos. Para tal fim,
precisamos definir algumas grandezas importantes para que possam ajudar
nas interpretagdes do Universo. O primeiro é o parametro de Hubble em funcéo
do fator de escala:

1(6)
H(t) =7 [1.17]

onde seu valor medido hoje é conhecido como constante de Hubble H,. Em
segundo, a densidade critica, definido por:

_3H®)?
per(t) = -——. [1.18]
Por fim, o parametro de densidade da componente i € definido por:
0,(t) = 24 [1.19]

pcr(t).
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Ao utilizarmos as trés definicbes acima e substitui-las na primeira
equacao de Friedmann (1.10), teremos:

Ao

H(t)? = H,> [n ﬂ) + 0, (()

) +!2/\+.(2k ][120]

k

aOZHg.

E definido por parametro de densidade de curvatura,

com (), = —

medido hoje.

Ao analisarmos a equacédo (1.20), podemos ver qual é o termo
predominante durante a expansao em cada fase do Universo. Para valores
pequenos do fator de escala a(t), a radiacéo é o termo dominante e o universo
passa por uma fase conhecida por a era da radiacédo. Posteriormente, o termo
de matéria passa a ser o principal fator dominante, logo, teremos a era da
matéria. Seguem-se a essas fases a era da curvatura e da constante
cosmologica, até a presente fase do universo.

Ao adotar os valores para a equagao acima em t = t,, ou seja, hoje,
obtemos o seguinte vinculo entre os parametros:

D+ 0, + 02\ + 0, = 1. [1.21]

Ao Consideremos agora a soma das densidades de energia por
pr = pr + pm + pp 0 parametro de densidade correspondente é:

0, =21, [1.22]
Pcr

Portanto, podemos concluir que:

Qpn+0,+0,+0,=1 Universo Plano
D +0,+0,+0,>1 Universo Fechado. [1.23]
0Dy + 0, + 0, + 2 <1 Universo Hiperbolico

Logo, todos os modelos que partem de t=0 e a=0, ou seja, no
instante inicial, do modelo Big Bang, corresponde ao proprio surgimento do
espaco-tempo. Para os modelos aberto e hiperbdlico, vemos que eles se
expandem ao infinito. J& o modelo fechado possui um tamanho maximo, a
partir do qual passa a colapsar até atingir as condicdes iniciais nhovamente
quando a = 0, instante chamado de Big Crunch (Ver figura 1.6 a seguir).
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Figura 1.6: Fator de escala em fungdo do tempo para um Universo apenas preenchido
por matéria para um espaco plano (k = 0), fechado (k = +1) e hiperbdlico (k = —1).
Busti, 2013)

1.2.6 Observaveis da Cosmologia

A seguir, iremos definir alguns parametros que podemos observar na
cosmologia e apresentar resultados atuais das observacdes. Seguimos com
redshifts, Supernovas tipo la e Distancia-Luminosidade.

e Redshifts

E um parametro muito importante na cosmologia, pois 0 préprio permite
determinar a razdo entre o fator de escala entre dois instantes distintos. Ao
considerarmos um feixe de luz que se propaga até nés na direcao -r, com
0 e @ constantes, a equacao de movimento € uma geodésica nula, tomando a
forma (Busti, 2013):

2 _ 3.2 2 dr®  _
ds® = dt“ — a(t) 1—kr2_0' [1.24]

Considerando que o raio saiu de uma fonte em t,,1;,0; e @, €le nos
atingira no tempo t, dado por:

[ = f), [1.25]

t1 a(t)
onde

dar

flr) = forl Newrey

[1.26]

Suponha também que a préxima crista de onda sera emitida em t; + 6t
e seja recebido em t, + 6t,. Logo, a equacao de movimento torna-se:
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ft0+6t0 dt

— = f(ry). [1.27]

t1+5t1 a(t)

Logo, ao subtrair a equacao (1.27) da (1.26), notando também que o
fator de escala varia pouco entre o tempo tipico de emissao entre duas cristas,
teremos:

Sto 8ty
a(to) a(ty)’

[1.28]

Podemos concluir que, a frequéncia observada hoje esta relacionada a
frequéncia emitida pelo inverso da razao entre as diferencas de tempo, o que
implica:

Vo _ a(t1)

= At [1.29]
Definindo o parametro de redshift por:
7 = 11/1_‘110 [1.30]
a qual pode ser reescrita em funcao do fator de escala
=2 _ g, [1.31]

T a(ty)

Portanto, vemos que através da medicdo do redshift da fonte podemos
relacionar o fator de escala medido hoje com o fator de escala medido no
instante em que a luz foi emitida. Entretanto, é importante ressaltar que a
deducdo aqui apresentada considerou que o emissor € 0 observador eram
comoveis com a expansao.

o Distancia-Luminosidade

Podemos determinar a distancia fisica, real, de um objeto se soubermos
sua luminosidade absoluta, pois sabemos que a luminosidade pode nos
fornecer seu fluxo de luz. Esta relacdo pode ser obtida através do calculo da
luminosidade aparente:

[ [1.32]

ard?

onde L é a luminosidade absoluta, [ é a luminosidade aparente e d a distancia
do objeto.
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Com o Universo em expansao, t, (tempo que a luz atinge a Terra), a
area propria do objeto que passa pela Terra é 4mry%a(ty)? sendo 1, a
coordenada radial. Ao substituirmos d® por 1;%a(ty)?, tendo uma taxa de
fotons que chega a Terra de 1 + z, teremos:

L

- 4mri?a(ty)’*(1+2)? [1.33]
e ao compararmos as equacgdes (1.33) e (1.32), nota-se que:
d; =a(ty)(1+ 2)r;. [1.34]

A coordenada radial r(z) de uma fonte que é observada hoje com o
redshift z pode ser calculada da seguinte forma:

r(z)—s[( o )] [1.35]

tz) a(t)
onde:

seny k=+1
S=1{y k=0 . [1.36]
senhy k=-1

Pode-se colocar a equacao (1.35) na forma integral do redshift z:

r(z)—s[( [ )] [1.37]

0 agH(z")

: . k
ainda pode-se usar a equagdo (2, = —7 para expressarmos apgH, em
0440

relacao a ,, e assim obter:

_ (1+z) 1/2 rz dz!
aor(z) = Hon(l)f (.(2 Js e ) [1.38]

onde E(z) = H(z)/H,. A equagdo (1.38) é uma forma geral e valida de
escrever qualquer curvatura. Quando 2,, — 0, temos uma curvatura plana.
Quando 0y, < 0, podemos usar senh ix = isen x. Logo, podemos escrever a
equacdo da distancia luminosidade, de uma fonte observada hoje, com um
redshift z, na métrica FLRW (Weinberg, 2008):

1+Z dzs
dy(2) = zoam Senh (057 [} 755)- [1.39]
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e Supernovas tipo la:

Uma supernova tipo la é caracterizada observacionalmente por nao
apresentar linhas de hidrogénio no seu espectro e por possuir linha de silicio I
(Si ll) em seu espectro na fase inicial (Filippenko, 1997). Existe uma maneira
simples de explicar o fenémeno.

Quando anas brancas, estrelas com até 10 massas solares, vao
adquirindo massa, até chegar proximo ao limite de Chandrasekhar, o suficiente
para que a temperatura em seu ndcleo seja alta o bastante, capacitando-o para
fundir o carbono em reagdes de nucleossintese (Hoyle e Fowler, 1960). Com
isso, a estrela vai tornando-se instavel com a temperatura e a densidade
continua aumentando, criando condigdes para a queima de carbono e oxigénio
em Niquel, o que gera por seguinte uma explosao que tem um brilho enorme
capaz de brilhar mais que uma galaxia.

As observacdes de Supernovas indicam a seguinte composicao para o
Universo:

elernentos pesados
0,03%

reLutrings
0,3%

astralas
0,5%

hidrogenio
e hélio
livres

4%

rmatéria escura
25%

energia escura
T0%

Figura 1.7: composi¢ao do Universo. NASA, 2008.

Sao dois os componentes dominantes do universo: a matéria escura e a
constante cosmolégica. Embora contribuam com cerca de 95% do conteldo
energético (A\CDM), ainda sabemos muito pouco sobre a natureza destas.

1.2.7 Matéria Escura Fria (CDM)

Apesar da TBB indicar que o Universo no passado foi extremamente
homogéneo, nés sabemos que hoje ele estd longe da homogeneidade ao
observar galaxias, aglomerados e superaglomerados em largas escalas. Estas
estruturas surgiram de inomogeneidades primordiais muito pequenas,
originadas sobre perturbacdes da propria métrica que cresceram com o tempo
via instabilidade gravitacional. Essas perturbacdes deixaram anisotropias na
radiacao cosmica de fundo, as quais foram detectadas pela primeira vez pelo
satélite COBE em 1992 (Smoot et al., 1992).
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Em 1970, Rubin e Ford mediram a curva de rotacdo da galaxia
Andrdbmeda e constataram uma possivel necessidade de incluir uma
componente nao-bariénica para poder explicar a curva de rotacao para grandes
distancias do centro das galaxias. Para grandes distancias do centro da
galaxia, ao invés de uma curva Kepleriana (ver figura 1.8 abaixo), observou-se
que a curva se mantem constante, indicando a presenca de grande quantidade
de matéria escura.
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Figura 1.8: Curva de rotacédo da galaxia Andrémeda observada e constatacao da

possivel inclusao da matéria escura, através da relacao da velocidade de rotagdo com
a distancia ate o centro da galaxia. Holanda, 2007.

E uma componente vital no modelo padrio da cosmologia. Ela nao
interage eletromagneticamente, mas influencia gravitacionalmente sobre a
dindmica das componentes do Universo. A primeira indicagdo da existéncia da
CDM foi de Zwicky, em 1933 ao analisar a dindmica de aglomerados de
galaxias (Busti, 2013).

Através desse conhecimento que a determinagao empirica de 2,,, pode-
se ser feita de diversas maneiras: através do estudo da razao
massa/luminosidade de diversos objetos; das curvas de rotacao de galaxias; da
estatistica de micro lentes; da busca direta pelos objetos massivos compactos
(MACHOs); da dispersao de velocidades de aglomerados com o uso do
teorema do virial; da fracao de barions via raio-X do gas de aglomerados; da
distribuicdo de matéria observada no Universo via espectro de potencia; das
anisotropias da radiacdo césmica de fundo, etc. O valor médio encontrado é
N, = 0,25+ 0,07 com 95% de confianca estatistica (Holanda, 2007).

1.2.8 Aceleracdo do Universo e a Energia Escura

Até meados da década de 90, tinha-se como modelo cosmologico
padrdao de Einstein-deSitter, composto por matéria escura e radiacdo com
constante cosmoldgica nula (A = 0). Essa visao foi mudada em 1998 quando
grupos de pesquisa concluiram que o estagio atual do Universo é expansao
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acelerada (Riess et al., 1998). Isso foi possivel gracas ao auxilio de supernovas
tipo la como velas padrdao. Dentro da TRG, tal fato € interpretado como uma
evidencia da existéncia de um fluido cosmoldgico com pressao negativa
chamada energia escura. Ao combinar as equacdes de Friedmann-Lemaitre
(1.10) e (1.11), adotando a constante cosmolégica nula (A = 0), teremos:

= (5 + 3p). [1.40]

Q|

Para poder alterar o sinal negativo da equacgéo (1.40), do lado direito,
temos que assumir que o valor da expressdo (p + 3p) precisa assumir valores
negativos, ou seja, (p + 3p) < 0. Por isso, ara um Universo preenchido por
um fluido cosmoldgico com a equagdo de estado p = wp, devemos ter
w = —1/3, ou seja, temos uma presséo negativa para que haja aceleragao.

Para um modelo do Universo plano, o melhor ajuste do parametro de
matéria do Universo foi de (2,,, = 0,28, o que resulta em um parametro de

desaceleragdo q, = —0,58, indicando assim que o Universo estd em uma
fase de expansao acelerada (Busti, 2013). Fora as evidencias de Supernovas,
existem outros fatores que levam a inferir a existéncia de energia escura, como
as anisotropias do espectro de potencia da radiacdo césmica de fundo,
estruturas em grandes escalas, entre outros.

1.2.9 Constante Cosmoldgica A

Existem diversos candidatos a energia escura. A constante cosmologica
¢ candidato mais simples, representada por A. E a energia associada ao vacuo.
E uma componente escura espacialmente uniforme e independente do tempo.
Foi proposta por Einstein em 1917 quando ele propds um modelo cosmolégico
com solugdes estaticas. Na Teoria da Relatividade Geral, a constante
cosmolégica € um parametro livre. Pode pertencer ao tensor energia-momento
(T.w), a qual passa a ser associada a energia do vacuo dos campos quanticos
(Weinberg, 1989).

Devido a implicagdo em um Universo aproximadamente plano,
constatou-se que A deve ser da ordem da densidade critica hoje (Busti, 2013):

_ HE a7
Per = ~ 107* GeV. [1.41]

8nG

Esse wvalor obtido na equacdo (1.41) € o valor obtido
observacionalmente, o que podemos comparar com o valor tedrico.
Teoricamente, a energia do vacuo € a energia de ponto zero para um conjunto
de infinitos osciladores independentes, sendo preciso considerar a escala de
Planck para poder calcular o valor desta energia. Com isso, obtém-se uma
diferenca entre os valores da densidade critica, teérico e observacional, em
120 ordens de grandeza para a escala Planck. Essa discrepancia é conhecida
como O Problema da Constante Cosmologica.

Apesar de que a Constante Cosmoldgica sofre por tal problema entre o
Modelo Teoérico e o Modelo Observacional, a propria ainda sofre outro
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problema, chamado de O Problema da Coincidéncia Cdsmica. Devido a
expansao do Universo, a densidade de energia da matéria diminui, enquanto
que a densidade de energia do vacuo permanece constante. Entretanto, é
curioso e intrigante que hoje ambas as componentes tenham a mesma ordem
de grandeza. Com valores mais altos da densidade de energia do vacuo, a
formacao das estruturas do Universo seria inviavel e valores mais baixos
impossibilitariam a sua detec¢ao (Holanda, 2007).

1.2.10 Nucleossintese Primordial

A tabela abaixo representa uma breve historia térmica do Universo
(Holanda, 2007):

Evento Idade Z T(K) kT

Hoje (0.6 —1,0)9,8x10°h'anos 0 2,728 ~ 1074 eV
Reilonizagao (20 — 300) x 10°h 'anos 10-50 30-150 ~ 10736V
Desacoplamento

dos fotons 1. 8x10°(Q h2) 12, 1100 3000 0.26 eV
Recombinagao 1, 4x105%(Q k%)~ Y2anos 14000 3800 0,33 eV
Equipartigao

Mat.-Rad. 1800(€2;h*?) 2anos 2,3 x 104 R 6200 54 eV
Nucleossintese 1-500 s 108 — 10° 108 —10° 1-0,1 eV

Aniquilagao de e
Desacoplamento

dos neutrinos ls 4 x 10° 1010 1 MeV
Transigao

quark-hadron 5x107 %5 4x101? 1013 1 GeV
Unificagao eletro-fraca

Bariogénese 5x 10719 4x 10 1015 100 Gev
GUT/Inflagao 5x 1073 4x 10% 1013 10 GeV

PE-}){)('& de Planck
Desacopl. dos gravitons 5x107%3s 10%° 3x10%2 2x10YGeV

Tabela 1.1: evolucéao térmica do Universo.

De acordo com o cenério apresentado acima, para a Teoria do Big Bang,
o Universo se expande de um estagio inicial extremamente quente e denso
(Alpher et al., 1948). De acordo com o cenario padrao os estagios iniciais sao:
era de Planck (t ~107%5s); era de Compton (10™*3s< t < 107%3s); era dos
Hadrons (1073°s< t < 107%s). Depois dos primeiros estagios, o Universo entra
numa série de periodos que caracterizam varios processos mais bem
compreendidos. O primeiro deles é a Nucleossintese (t = 1— 100s,
T ~10° — 10 1°K), época de formagéo dos elementos mais leves (D,He3, He*
e Li) (Holanda, 2007).

Portanto, € de grande interesse entre os fisicos saber e prever a
abundancia dos elementos desde a formagao do Universo até hoje, utilizando a
TBB como base. Devido as altas temperaturas nos instantes iniciais, toda a
matéria formava uma “sopa” césmica, contendo prétons, elétrons, néutrons,
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fotons e neutrinos em equilibrio. Assim, devido a expansdo, o Universo
resfriava-se e os elementos comecam a surgir, formando matéria baribnica
quando a temperatura caiu para 0,1 MeV. A sintese dos elementos formados é
mostrada pelo trabalho de Longair, em 2008 (Longair, 2008). Com isso, 0s
cientistas concluiram que a maior parte dos elementos leves foi formada
quando o Universo atingiu cerca de 300 segundos de vida, sdo eles: D,He>,
He* e Li.

1.2.11 Radiacao Cosmica de Fundo

Como o universo era quente e denso no passado, a radiacao estava
acoplada aos barions através do espalhamento Compton. Conforme
prosseguiu a expansao, o universo foi se resfriando até o momento em que os
fotons ndo tinham mais energia para ionizar o hidrogénio. Esse evento é
conhecido como recombinacédo, determinando o momento que os fétons
passaram a se propagar livremente (Peebles, 1995). O Universo inicial era
composto por um plasma quente, designado como “sopa” no item anterior, 0
qual era composto por fétons, elétrons e barions. Os fotons interagiam
constantemente como plasma através do efeito Compton, pois para
temperaturas maiores que 400K, os fétons tinham energia acima da necessaria
para poder ionizar a matéria. Devido a expansao, o Universo ia resfriando-se
até que fosse possivel aos elétrons combinar-se com 0s nucleos atémicos
formando atomos.

Toda essa radiacao liberada pelo plasma quente do Universo, durante a
expansao, é chamada de Radiacdo Césmica de Fundo (do inglés Cosmic
Matter Background) ou CMB. A CMB nos traz consigo impressées de como era
o Universo naquela época, nos ultimos bilhdes de anos, relacionando tempo
com temperatura.

Figura 1.9: Anisotropias da CMB medida pelo WMAP (Larson et al., 2011).
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A radiacdo cosmica de fundo, CMB, é altamente Isotrépica. Possui o
mesmo espectro de emissao do corpo negro. Entretanto, essa radiacdo foi
prevista por Alpher et al, em 1948, com seus estudos a respeito da
nucleossintese primordial (Alpher et al., 1948). A CMB foi detectada de
maneira inesperada por engenheiros do Laboratério Bell, em 1965, quando os
respectivos engenheiros identificaram um sinal isotropico maior que os erros
sistematicos (Penzias e Wilson, 1965). Grandes esforcos foram feitos como
intuito de medir o espectro do corpo negro da CMB. Quando o satélite COBE
foi langado no espaco, resultados das pesquisas mostraram que a CMB possui
uma temperatura hoje de T, = 2725 + 0,001K, sendo isotropico com variagdes

de temperatura na razao A?T~10‘5K (Smoot et al., 1992). Nestas pequenas

variagdes estdo contidas diversas informacdes sobre o passado do cosmos.

Sendo assim, Foi preciso adicionar ao modelo do Big Bang, o paradigma
inflacionario, o qual considera que o Universo teve uma era inflacionaria junto a
sua expansao dirigida por um campo escalar, o Inflaton. Isso foi proposto por
Guth, em 1981 para poder explicar 3 problemas que da TBB: O problema dos
monopdlios; O problema do horizonte; O problema da planura (Guth, 1981).
Com as flutuagdes quanticas foi possivel amplificar o espaco e assim constituiu
as sementes para a formacéo das estruturas atuais do Universo.

1.2.12 Conclusoes

O modelo tedrico mais aceito que explica toda a estrutura do Universo é
o modelo de concordancia césmica ou simplesmente ACDM, com A (densidade
de energia associada ao vacuo) sendo a constante cosmoldgica e CDM sendo
a Matéria Escura Fria.

Porem, o modelo da Concordancia Cosmica exige a existéncia de um
setor escuro no Universo (Matéria Escura) o qual passa a ser muito importante
nos estudos sobre a dindmica do Universo, além de toda a matéria bariénica,
neutrinos e radiagdo. O Universo é composto de A+ CDM, sendo que ambas
nao interagem entre si (Busti, 2013).

Ha um Principio presente na Teoria do Big Bang, o principio de
Copérnico, o qual nos diz que todos ndés somos observadores tipicos, ou seja,
nao estamos no centro do Universo. Ao juntar-se com os principios da isotropia
observada pela CMB, temos como observar que o Universo € homogéneo e
isotropico em grandes escalas e com a métrica FLRW podemos descrever as
propriedades do Universo.

De posse dos dados da CMB, supernovas, nucleossintese primordial e
matéria escura em sistemas dindmicos que podemos criar a seguinte
genealogia para a energia escura:



DARK ENERGY: GENEALOGY
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Figura 1.10: Genealogia da Energia Escura. Lima, 2004.
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Capitulo 2

Cosmologia newtoniana

2.1 Introducao

Diante da discussdao do capitulo anterior, podemos dizer que a
cosmologia moderna é usualmente estudada no contexto da TRG, teoria de
gravitacdo formulada em uma geometria Riemanniana quadri-dimensional
espaco-temporal. Assim, a cosmologia é frequentemente associada a
complexidade matematica inerente a geometria Riemanniana, isto €, algebra
tensorial, variedades diferencidveis, grupos continuos de simetria, etc.
Entretanto, Milne (1934) e Milne & McCrea (1934), 17 anos apds o trabalho
inicial da cosmologia relativistica feito por Einstein, demonstraram que as
equacbes cosmologicas de background (ndo perturbadas) para modelos sem
pressao (s6 de matéria) poderiam ser obtidas utilizando as nog¢des de tempo
absoluto, gravitagdo newtoniana, hidrodinamica classica e o espago Euclidiano.
O fendmeno da expansao universal, analisada por meio da expansdo do
espaco na cosmologia relativistica, € substituido pelo movimento de um fluido
auto gravitante num espaco euclidiano e estatico. Vamos neste capitulo
estudar as abordagens de Milne e McCrea, bem como verificar as limitacoes da
cosmologia newtoniana baseada na equacéao de Poisson.

2.2 Equacao de Poisson:

A gravitacdo newtoniana possui em sua base a idéia de um espacgo e
tempo absolutos, o que significa a independéncia do espaco e do tempo diante
a matéria entre si. Portanto, a teoria gravitacional de Newton estabelece que
dois corpos massivos, separados por uma distancia 7’, tendem a se atrair
através de interagdes gravitacionais. Quanto mais préximo um corpo estiver do
outro maior sera a interacao e quanto mais distante estiver um corpo do outro
menor sera a interagdo gravitacional entre si. A expressdao matematica para a
Lei Gravitacional de Newton é (Symon, 1986):

- tmim, -
F,=——27, [2.1]

r3

Outra equacgao importante para a teoria gravitacional de Newton, além
da (2.1), € a equacao de Poisson, que deduziremos em seguida.
Observe a figura a seguir:
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Figura 2.1: massa m contida no volume V. Symon, 1986.

De acordo com a figura acima e com a gravitacdo de Newton, as linhas
do campo gravitacional s&o irrotacionais (ﬁxﬁ = 0).

Entretanto, para determinar o campo gravitacional, & preciso obter uma
equacao que relacione § com a distribuicio de matéria envolvida no sistema.
Para tal fim, se tivermos um corpo extenso de volume V, que contem sua
massa m dentro dele, com 72 um vetor normal perpendicular a superficie S que
limita V, o numero de linhas I de campo na direcdo da aceleracdo g, ou
simplesmente fluxo de g através de S, sera (Symon, 1986):

I=[f[.7.gds. [2.2]

Quando lidamos com campo gravitacional, a primeira conclusdao que
tiramos é dele ser um campo do tipo irrotacional, visto anteriormente, e que o
somatério do numero de linhas é o proprio campo gravitacional, ou seja,
XI=g().

Um elemento de angulo (2 é a area varrida sobre uma esfera de raio
unitario, por um raio que varre um elemento de area dS, dado pela seguinte
expressao:

dn = dsj‘jse, [2.3]
e
~ o Gmcos6

T

Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.2), temos:

[ = —4mm,;G, [2.5]
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ou seja, existem 47 linhas de forga saindo de cada carga unitaria. Para uma
distribuicao continua de massa, temos:

I = [[.7.gds = [ff, —4nGpdV, [2.6]
com
JIf, —4nGpdV = =3 4nm;G. [2.7]

Utilizando o Teorema da Divergéncia de Gauss para a equagéo (2.7),
teremos:

[, 7.gds = [ff,V.gav, [2.8]

com V. g sendo o fluxo das linhas de campo que sai pelo volume V.
Portanto, teremos:

M1, (V.§ + 4nGp)av = o, [2.9]
sendo que a integral da equacéo (2.9) soé é satisfeita caso:
(V.§ + 4nGp) = 0. [2.10]
Passando 41pG para o segundo membro, teremos:
V.§ = —4mpG. [2.11]
Se Definirmos o potencial gravitacional como sendo a energia potencial

por unidade de massa, de uma particula de massa m, no ponto r, com sinal
negativo, e sendo a aceleragcao o gradiente do potencial, teremos:

§(r) = VU. [2.12]
Substituindo a equacao (2.12) na equacao (2.11), teremos:
ViU = —47pG, [2.13]

sendo essa equacdo (2.13) chamada de equacdo de Poisson. E a equacdo
encontrada para estudar e descrever o potencial gravitacional diante as
circunstancias dos fenémenos do Universo em relagdo a distancias e
distribuicdo continua de massa. Ela determina o potencial univocamente, pois

V - 0 quando |#]| = .
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2.2.1 Limitacoes da Cosmologia newtoniana:

Einstein mostra que essa equacgao nao é um perfeito substituto para a lei
de gravitacdo da acdo a distancia. A teoria fundamental da gravitacdo é a
relatividade geral, onde a equacdo de campo de Einstein é a equacao
fundamental, que recai na equagdo de Poisson para limites de campo
gravitacionais fracos. A equacao (2.13) da uma relagdo matematica entre o
potencial gravitacional em um ponto no espaco e a densidade de massa no
ponto. Ao tomar o gradiente do potencial, pode-se determinar a aceleracao e,
em seguida, pode-se calcular a trajetéria de objetos que se movem livremente
pelo espaco. Foram levantadas algumas obje¢des contra a teoria cosmoldgica
newtoniana baseada na equacao de Poisson (Berman e Gomide, 1927):

¢ O universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas. Assim, se
p = constante, U fica indeterminado, segundo a equagdo de
Poisson.

e A pressio P de um fluido ndo desempenha nenhum papel
gravitacional nesta equacao, o que limita sua aplicabilidade apenas
para o caso de matéria nao relativistica (P = 0).

e Se o Universo nao for homogéneo e isotrdpico, observa-se que um
Universo onde p~r~3 é contraditéria com a fisica estatistica. A
condicao de contorno impde a equacao de Poisson que o potencial
tenda a um valor fixo finito a grandes distancias (U —valor fixo

quando r — 00). Pela fisica estatistica, qualquer objeto astronémico

pode adquirir energia cinética o suficiente para vencer o valor do

potencial U e com isso desaparecer no infinito. Portanto, p~7~3 nao

seria obedecida, e a equacgao de Poisson seria inviavel.
e Além disso, como observa Einstein, a energia radiante dos corpos

provém da massa e ela perde-se no infinito, o que também é

incompativel com p~71~3,

A gravitacdo de Newton prevé que a interacdo entre corpos a distancia
era dada instantaneamente, 0 que contrariava a constancia da velocidade da
luz imposta pela relatividade restrita. Assim, coube a Einstein buscar uma nova
teoria que pudesse explicar os fendmenos gravitacionais sem infringir o
eletromagnetismo nem a relatividade restrita. Em 1913, Einstein junto a
Grossman publicaram um artigo no qual propuseram que o que se entendia de
interacdes gravitacionais era mais uma evidéncia de que o espaco-tempo era
curvo (Lima, 2013). Em 1915, Einstein obteve a equacao final, a equacao de
campo que descreve a dindmica do universo:

Ruw = GuoR = 25 T [2.14]
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Lodo adiante, em 1917, Einstein propds o primeiro modelo cosmologico
baseado em sua teoria da gravitagdo: modelo estético, finito e com curvatura
positiva. Entretanto, verificou-se um problema de estabilidade. Assim, foi

incluida na sua teoria uma chamada constante cosmoldgica (A), a qual atuaria

junto a forca gravitacional de forma a equilibrar as forcas, garantindo a
estabilidade. Portanto, a equacao (2.14) torna-se:

1 8nG
Guo = Ry =5 Gk — vt = =5 Ty, [2.15]

a qual é a equacao de campo mais geral.

Com a descoberta da expansao do Universo, Einstein declarou que essa
insercdo da constante cosmoldgica foi o pior erro da sua vida. Portanto, a
Equacdo de campo de Einstein proporciona uma relacdo matematica entre a
métrica de espaco-tempo em um ponto e da energia e da pressdo nesse ponto
do espacgo-tempo. As trajetérias dos objetos que se movem livremente
correspondem as geodésicas no espago-tempo curvo.

Em um contexto cosmoldgico, as equagdes de campo de Einstein

podem ser utilizadas para encontrar a relagéo entre a(t),k e R,, as quais
descrevem a curvatura do universo, e a densidade de energia £(t) e pressao
P(t) dos contetidos energéticos do universo. A equagdo que une a(t), k, R, e

£(t) é conhecida como a equagao de Friedmann que foi o primeiro derivado da
equacao em 1922 (Berman e Gomide, 1927) e apresentada no capitulo 1.
Friedmann utilizou as equacdes de campo de Einstein para descrever
como um universo espacialmente homogéneo e isotrépico, expande ou contrai
em funcao do tempo, 7 anos antes de Hubble publicar a Lei de Hubble, em
1929 (Busti, 2013). Mesmo sem trazer a relatividade em jogo, alguns aspectos
da equagdo Friedmann podem ser compreendidos pela utilizacdo da dinamica
puramente newtoniana. Para estudar como a expansao ou contracdo do
universo ocorreu a partir de um ponto de vista newtoniano, estudaremos o

Modelo do tipo FRW de McCrea e Milne para um Universo sem pressao, 1934,

e o Modelo do tipo FRW de McCrea e Harrison para um Universo com
pressao, em 1951.

2.3 Modelos do tipo FRW sem presséo (P = 0):

A descrigao hidrodinamica foi formulada em 1934 por Milne & McCrea,
na qual por meio das equacbes da hidrodindmica classica e gravitacdo
newtoniana estes autores encontraram as solugcées nao perturbadas de
Friedmann-Lemaitre da cosmologia relativistica para modelos sem pressao.
Por essa descricdo, temos um Universo preenchido por um fluido auto
gravitante em expansdo, ndo relativistico, formado por uma grande nuvem
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esférica gasosa homogénea onde as galaxias sao as particulas desse gas

(Holanda, 2007).

Nesta abordagem é considerada apenas a cinematica da nuvem desse

gas cosmoldgico e o movimento dessas particulas é estritamente radial.

Figura 2.2: esfera de massa distribuida uniformemente. Holanda, 2007.
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Consideramos uma particula com velocidade |7| = v, que percorreu uma

—

distancia |r| = r, vista por um observador no instante t. Tomando base junto &
lei da gravitacdo de Newton, a equacdo do movimento onde a velocidade da
particula desacelera no decorrer do tempo e da distancia, podera ser expressa

por:

ov ov 4
—+v— = —-Gmpr,
6t+ or 3 P

[2.16]

onde p é a densidade de massa em fung¢édo do tempo, satisfazendo assim ao
principio cosmoldgico. A equacgao de continuidade para fluidos perfeitos é:

dp _
-t V.(pv) =0,

e em coordenadas esféricas torna-se:

10p , 10(r%v) _

0
pot r? or !

[2.17]

[2.18]
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a qual equacado acima pode ser resolvida pelo método de separacao de
variaveis.

Entretanto, para satisfazer o principio cosmolégico, onde as quantidades
dependem apenas do tempo, supomos que ambos 0s termos sao iguais a uma
funcéo apenas do tempo, escolhida 3H(t), o que torna:

1dp _

L9~ 31 (), [2.19]
e

10(r?v)

=T T 3H(t). [2.20]

Integrando a equacéo (2.20):

v=HEr+<8. [2.21]

T

Ao inserir a equacgao (2.21) na equacéao (2.16), resulta em:

rH(t) +

G(t G(t 2G(t 4
O+ (HOr +29) (D) - Z9) = —2mp6r. [2.22)

T T3

Considerando G (t) = 0, pois devemos eliminar qualquer dependéncia
radial teremos:

H() + H2(t) = — gan, [2.23]

v=H(t)r. [2.24]

d -
Podemos escrever a equacgéo (2.24), da forma TIL_ = H(t), e redefinir a

quantidade r por r = fa(t), onde f defini a particula do fluido e a(t) é uma
funcao apenas do tempo. A quantidade H(t) satisfaz entao:

_1da_ _1dp
H(t) = T 3 ar [2.25]

logo

3
p(t) = po—2. [2.26]
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Ao substituirmos as equacoes (2.26) e (2.25) em (2.23), chega-se a:

3
2d = — 2EGPo [2.27]
3a
Ao multiplicar a equacéo (2.27) por a e integrando, obtemos:
3
a2 = 8{% + 2E, [2.28]

onde E é uma constante de integracdo. Dividindo a equagao (2.27) por a e
(2.28) por a*, somando o resultado delas, obteremos:

Ayi 2. [2.29]

A equacéao (2.29) é analoga equacgao de Friedmann vista no capitulo 1,
para um Universo sem pressdo e sem constante cosmolégica (P =0e A =

0), considerando que E = —k/2. E usualmente considerado na descri¢io
hidrodindmica que a equacao (2.28) € a equacao de energia total de uma
particula do fluido, de massa unitaria, em expansdo, uma vez que resulta de

uma integracdo primeira da equacgdo de movimento. Substituindo A% =

8 , : ]
EnGagpo, tem-se um analogo da energia total da particula:

22 2

= - ‘2“—a = E. [2.30]
a'z
Fisicamente, pode-se concluir da equacéo (2.30) que - representa a
2

medida da energia cinetica da particula, —:—a como uma medida da sua
energia potencial e E como medida da sua energia total, ou da sua energia
mecanica. Comparando com a equacédo de Friedmann com p = 0, notemos
que o potencial independe da curvatura K e E = —mk/2. Se K = —1, a
energia total é positiva e a particula possui velocidade maior que a velocidade
de escape da massa contida no "raio” a (quando t > o0 temos a — © e
a — 1). Se K = 0, a energia total é zero e o universo se comporta como uma
particula com velocidade igual a de escape (quando t — o temos a — ®© e
a—0). Se K =+ 1, a energia total é negativa e o universo se comporta
como uma particula com velocidade menor que a de escape, a expansao

ocorrerd até @ = 0 (quando a = A?), contraindo-se em seguida (Holanda,
2007).
Os trés destinos possiveis de uma bola atirada para cima da superficie

da Terra sdo analogas aos destinos possiveis de uma esfera que se expande
num Universo newtoniano. Na primeira situacao, a bola pode ser langcada para
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cima com uma velocidade maior do que a velocidade de escape onde neste
caso a bola continua para cima para sempre. Na segunda situacdo, a bola
pode ser atirada para cima com uma velocidade menor que a velocidade de
escape, neste caso, a bola atinge uma altura maxima, em seguida, cai de volta
para baixo. Na terceira, e, finalmente ultima situacéo, a bola pode ser atirada

para cima quando a velocidade da bola se aproxima de zero quando t — <.
2.4 Modelos do tipo FRW com pressao (P + 0):

Modelos para um Universo com pressao foi inicialmente abordado por
McCrea em 1951 e s6 depois foi abordado por Harrison em 1965. No nosso
trabalho, apenas analisaremos a abordagem feita por McCrea em 1951.

O trabalho de McCrea foi um trabalho estendido da hidrodinamica
classica, para fluidos com pressdao, com a adocado de dois conceitos
relativisticos (Holanda, 2007):

e A equivaléncia de massa e energia: O fluido se expande com
pressdao uniforme perdendo energia interna de modo a realizar

dr . . a s
trabalho a uma taxa 47Tr2pE . Pelo principio da equivaléncia massa-

energia, da mesma forma que o fluido realiza trabalho e perde
energia, o fluido também perde massa, com o passar do tempo, na

razao gnpr3. Assim:

%Gnmﬁ) = —4nr2p%, [2.31]
e partindo dessa equacéao (2.31), teremos:

p+Z(+p) =0, 2.32]
onde a equacao (2.32) é a equacao da continuidade relativistica geral.

e A redefinicado de massa de um sistema: a densidade de massa
gravitacional o de um sistema é agora dada por:

o=p+3p, [2.33]

onde p é a densidade de massa inercial e p é a pressao do sistema.

Se utilizarmos os dois conceitos relativisticos, vistos anteriormente, junto
a lei da velocidade obtida por Milne & McCrea em 1934, equacéao (2.24), e da
densidade de massa gravitacional (2.33), a equacao (2.23) pode ser reescrita
na forma:
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g = —2nG(p +3p). [2.34]

Ao isolar a presséo p da equacédo da continuidade (2.32) e substituir na
equacao (2.34), tem-se:

ad = %nG(Zadp + pa?), [2.35]

a qual é integravel que resulta em:

87Gp = 3 (dz”‘), [2.36]

a2

onde k é uma constante de integracdo. Ao substituir 8mGp na equacgio (2.35),
tem-se:

. )
—22-% — = = 8nGp. [2.37]

A equacdo (2.37) é analoga a equacao de Friedamnn-Lemaitre com
pressdao nado nula e constante cosmoldgica nula, vista no capitulo 1. Vimos
anteriormente que no caso de p = 0 o sinal da curvatura correspondia ao fato
do fluido em qualquer ponto ter velocidade maior, igual ou menor que a
velocidade de escape, pois a equacao era interpretada newtonianamente como
a equacao de energia total de uma particula do fluido. Esta analogia nao é
estendida para o caso da pressao ser nao nula, p # 0 (Holanda 2007).

2.5 Conclusoes

A fisica newtoniana lida com particulas que se movem ao longo de
linhas retas em um espacgo euclidiano até que uma forca atue sobre ela. O
espaco absoluto sem relagdo com qualquer coisa que seja exterior, permanece
sempre semelhante e imével. O tempo absoluto, real e matematico, flui
uniformemente, sem relacdo com qualquer coisa externa. Esta teoria mostrou-
se incompativel com a teoria da relatividade especial. Sua forma de equacao
de campo, dada pela equacdo de Poisson, mostrou-se incompativel na
descricdo do universo, uma vez que € incompativel com uma distribuicao
homogénea e isotropica de distribuicdo de matéria. A solucdo exige que parar
tendendo ao infinito, o potencial deve ter um limite fixo. Desta forma, o estudo
do universo apenas foi possivel com o desenvolvimento da relatividade geral e,
curiosamente, com a cosmologia newtoniana aparecendo depois da
cosmologia relativistica.



45

Capitulo 3

Formulacdo Lagrangeana para modelos do tipo
FRW

3.1 Introducao

Neste capitulo, ndés estudaremos a abordagem ‘“tipo-particula” de
modelos cosmoldgicos relativisticos com uma Unica componente, proposto
originalmente por Lima et al., em 1998. Também discutiremos como € possivel
obter analogos lagrangeanos para modelos cosmoldgicos mais realistas
contendo as componentes de barions, matéria escura e energia escura
(Holanda, 2007). O tratamento €& estendido para o0 seguinte cenario
cosmolégico acelerado: matéria-x + CDM (XCDM).

3.2 Mecanica Lagrangeana

Na mecénica Lagrangeana, cada sistema mecanico é caracterizado por
uma determinada funcdo, chamada Funcdo Lagrangeana. Essa funcéo
depende de:

e Coordenadas Generalizadas: q;
e De suas derivadas temporais: g;
e Do tempo:t.

Logo, a funcédo Lagrangeana pode descrita por:

L = L(q: 4 1) [3.1]

O formalismo Lagrangeano permite obter as equagdes de movimento de
um sistema por um meio mais elegante e sistematico. Contrariante aos
métodos utilizados nas leis de Newton, esse formalismo ndo exige identificacdo
das forcas envolvidas, o que torna a analise mais abstrata. Entretanto, é
possivel simplificar o tratamento de sistemas de maior complexidade, utilizando
a Mecanica Lagrangeana (Carvalho e Matos, 2002).

Quando se quer falar a respeito de um sistema fisico, descrito por um
sistema de coordenadas generalizadas, sem especificar quais sao estas
coordenadas, designa-se por g com um indice numérico. Uma particula, por

exemplo, que se move no plano possui suas coordenadas generalizadas por q4
e (q,. Uma particula que se move no espaco tem suas coordenadas
generalizadas por g1, g, € g3, e assim por diante.
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Um sistema de coordenadas generalizadas é aquele em que as
posicoes da particula no sistema podem ser especificadas. Seria desejavel e
coerente um método geral que estabeleca diretamente as equacbes de
movimento em termos de um conjunto de coordenadas generalizadas
apropriadas. E importante usar um referencial inercial para definicido das
coordenadas generalizadas.

Por fim, a Lagrangeana é escrito da diferenca entre a energia cinética e
a energia potencial do sistema em particular:

L=T-U, [3.2]

onde T é a energia cinética total do sistema e U é a energia potencial total do

sistema. Em U encontramos as forgas conservativas. Com isso, nota-se que
por ela ha conservacao da energia do sistema.

3.2.1Principio da Acao Minima
Ou simplesmente principio de Hamilton, a evolugdo do sistema, q(t),

entre dois instantes t; e t,, desde uma posigao q(t;) até outra posi¢ao q(t,),
¢ tal que (Carvalho e Matos, 2002):

§=J7L(qq0dt, 3.3]
1
toma um valor minimo possivel.

3.2.2 Equacao de Euler Lagrange

De acordo com o principio de Hamilton, a evolugdo de um sistema com
uma configuracdo 1 a uma configuragdo 2 é um valor minimo possivel. Se a
acao entre essas duas configuracbes toma um valor minimo sua variacao
devera ser um valor muito pequeno, proximo a zero. Logo:

5S=0. [3.4]

Utilizando técnicas de calculo variacional, a variavel infinitesimal da
equacao (3.4) sera:

65=L?&dt=& [3.5]
logo:

t, (0L oL ..
55:&:@55%+355%yu=0, [3.6]

e separando as componentes, temos:
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ftZ"’L(S dt+f2—6 dt=0. [3.7]

Se integrarmos a segunda componente da equacgao (3.7), utilizando o
método integral por partes, teremos o seguinte resultado baseando-se no
principio de Hamilton:

ft1£6 dt——ftZ(Sldt( )dt [3.8]

Substituindo a equacao (3.8) na equacao (3.7), resultard em:

daq; dt \dq; o [3.9]

a qual equacéo (3.9) é a equacao que determina os movimentos de um sistema
fisico qualquer, ou melhor, é a equacdo de movimento para um sistema fisico
que possuem coordenadas generalizadas comn graus de liberdade, que
caracterizam a mecanica de Euler-Lagrange. Logo, essa € a equacado de um
sistema com as equacbes diferenciais de segunda ordem, habitualmente
chamadas de equagdes diferenciais de movimento (Carvalho e Matos, 2002).

3.3 Formulacao Lagrangeana para Modelos do tipo FRW

A descricao Lagrangeana para modelos cosmolégicos de fluidos simples
foi proposta inicialmente por Lima et al., em 1998. Tomando base nessa
proposta, podemos discutir os analogos lagrangeanos para modelos
cosmologicos mais realistas, contendo as componentes de barions, matéria
escura, ou mesmo qualquer forma de interacéo entre elas.

Em 1998, visando evitar as dificuldades presentes na descricdo
Hidrodinamica Cléssica de Euler para Universo FLRW com p # 0, que Lima et
al., por meio do formalismo Lagrangeano classico, propuseram uma descri¢cao
“tipo particula” para os modelos cosmolégicos com fluido simples do tipo FLRW
com a equagdo de estado geral p = (y — 1)p. Eles mostraram que o
comportamento dindmico do fator de escala a(t) é equivalente ao de uma
particula sob a agdo de um potencial homogéneo V(q) = aq™, onde a e n

sdo constantes e q é a coordenada generalizada unidimensional da particula,
que desempenha o "papel” do fator de escala.
Neste cenario, a equagado dinamica de a(t), para cada valor da pressao,

n__n

pode ser associada com o indice "n" presente no potencial. O parametro y
assume os valores:
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e Vacuo(p =—p; vy = 0)

e Cordas(p =—1/3p; v = 2/3)

e Poeira(p = 0;y = 1)

e Radiagédo(p = 1/3,y = 4/3)

e Matéria dura de Zeldovich (p = p;y = 2).

3.3.1 Metodologia e Discussoes:

De acordo com o apresentado no capitulo 1, podemos utilizar as
equacdes de Friedmann para obter a equacao diferencial para o fator de escala

em modelos com uma equagao de estado parametrizadapor p = (y — 1)p:
.. 3y-2\ .o 3y-2\, _
aa + (T) a” + (T) k=0, [3.10]

logo, a lagrangiana classica para uma particula sob a agdo de um potencial
unidimensional V' (q) = aq™ é:

L(x, %) =§—aqn, [3.11]

onde a € uma constante arbitraria negativa, uma vez que a forga gravitacional é
atrativa, q € a coordenada linear da particula.

A equacéo de movimento (Euler-Lagrange) para a Lagrangeana é:
mg + naq™ ! =0, [3.12]

com a energia total conservada da particula sendo:
E =-mg*+ aq™
=-mq aq”, [3.13]

e ao multiplicar a equacao (3.11) por g e inserindo na lei de conservagao de
energia (3.13), obtém-se a equacéo resultante:

q9 — 54 + — 0. [3.14]

Ao comparar esta equagdo com a equagéao (3.10), pode-se identificar o

fator de escala a(t) com a coordenada generalizada gq. Vemos que as

equacbes descreverao o mesmo comportamento dindmico apenas se duas
condicOes forem satisfeitas:

n=2-31, [3.15]
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com

EZ_T' [3.16]

A primeira relacdo implica que a potencia n esta diretamente
relacionada com a natureza da matéria que preenche o modelo relativistico
(Ver tabela 3.1 abaixo).

y | Vacuo Cordas Poeira Radiacao Matéria Dura
) (2/3) €Y) (4/3) (2)
n 2 0 -1 -2 —4
V| aq’ a aq”! aq”? aq”*

Tabela 3.1: Relacéo entre a y — lei e 0 potencial Homogéneo.

Da segunda relacdo, percebe-se que a curvatura do espaco nao

depende do valor de n. Ela esta associada ao valor da energia para uma
particula teste, da mesma forma que na hidrodindmica classica.

Modelos com constante cosmoldgica ndo nula podem ser incorporados o
método descrito. Portanto, a equacado (3.14) na presenca de um termo
cosmolégico nao nulo torna-se:

ai +(2)a? + (2)e-Laa® = 0. [3.16]

. . _ 1
Considerando um potencial da forma V(q) = aq™ ! — g/lq2 e
repetindo 0s mesmo passos anteriores, chega-se a:

. 8 E -2
9§ -3¢+ 2+ (=2) ag® = 0. [3.17]

Como feito no caso anterior, se identificarmos n e E podemos obter a
equacao relativistica do movimento.

Na préxima secao o formalismo lagrangeano sera generalizado para o
caso de mistura de fluidos: matéria-X + matéria escura fria (CDM).

3.3.2 Matéria X + Matéria Escura (CDM):

Ao manusearmos com as equacdes diferenciais de Friedmann (1.10;
1.11), analogamente a sessao anterior, e utilizando a equacéo de estado para

0 caso da cosmologia com energia escura tipo Matéria-X e Matéria Escura Fria
(CDM) p, = w,p,, teremos a equagéo diferencial relativistica para o caso de
cosmologia com Matéria-X junto a Matéria Escura Fria (CDM):

47TGme a
ad + (BWZH) (a®+k) = (To%), [3.18]
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ou simplesmente:

47TGme a3 .
(3W2+1) (@ +k) = (TOO> —ad. 3.19]
Fazendo a integral primeira da equacgao (3.19) e organizando-a, pode-se
obter:
a2 = Bnprgag(wm 4 EmGome® [3.20]
3a3w+l 3a

e ao substituirmos a equacéo (3.20) em (3.19), pode-se obter:

) anGpy,al™ ™Y amc 3
ad + (3w + 1) 90— + = = 0, [3.21]

Por outro lado, utilizando a mecéanica lagrangeana, visto nas sessoes
anteriores, a lagrangeana classica para uma particula é:

L@j)=§—v&) 3.22]

Logo, partindo da equagdo de movimento de Euler-Lagrange (3.9),
podemos ter, utilizando a equacgao (3.22):

.. av
xx+xa— 0. [3.23]

Identificando o fator de escala a(t) com a coordenada linear x,
podemos igualar as equacdes (3.21) com a (3.23), obtendo:

av

aa =—a—, [3.24]
e
3(w+1) 3
av ATTG pXMoX, 4TG pmyag
CI,E = (3W + 1) 33w a . [3.25]

Ao integrarmos a equagao (3.25) em integral definida de I/; — V e de
Xy — X, sendo o incide 0 indicando a medida hoje, obtemos:

3(w+1) 3
_ 4ATG Py X 4G Py Xy
V(x) - = 3y3W+1 - 3x ) [326]
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ATG PyoXs  ATGPmyXE
3 3

Portanto, obtivemos um potencial V(x) sobre a qual descreve a
particula com o mesmo comportamento dindmico que o fator de escala da
equacao (3.21). Se resolvermos a equacdo (3.23) com a equacao (3.26),
obtém-se:

o ATGpy xS WD 4G 3
Xk + et — (3w + 1) + 2 = 0, [3.28]

A equacdo (3.28) nao possui o termo da curvatura k. Para ter uma
descricao tipo particula completa, devemos obter um analogo da equacgéao geral

4T0G Py X

relativistica (3.19). Para tal fim, devemos isolar o termo da equagéo

.2
(3.26), junto a equacdo da conservagdo da energia E=%+V(x) e
substituindo ambas na equacéo (3.28), obtém-se:

4G P WX

x¥ + (GBw + 1) (x—; - E) = [3.29]

X

A equacéo (3.29) fornecera (3.21) se E = — S como foi obtido por Lima

et al., em 1998, para o caso de fluidos simples.
Neste ponto € interessante reescrever os potenciais em termos das
quantidades da cosmologia observacional: os parametros de densidade. Isto

pode ser feito lembrando que Qy; = 816 pio 3H§' Assim a equacgao (3.26)
torna-se:

V) Qox (%0} Qom (%0

H3x% _7(7) ) (7) [3.30]
com

%z_%_ﬂfm' [3.31]

Identificando também x,/x = 1 4+ z, observa-se no gréfico abaixo o
comportamento do potencial para diferentes valores de (1;:
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Figura 3.1: Comportamento do potencial V para diferentes valores de
z.Holanda, 2007.

As diferentes curvas dos potenciais possuem um maximo, indicando
uma regidao de transicdo no movimento da particula: movimento desacelerado
para um acelerado, entretanto, para diferentes modelos este regido encontra-
se em pontos diferentes, dados por:

V(x)
d

x§HG

dz

=0. [3.32]

Desta forma, é notério e marcante como a abordagem Lagrangeana
classica ou “tipo-particula” descreve a dinamica de modelos relativisticos do
tipo FRW mais realistas, em oposto a descricdo baseada nas equagdes da
hidrodinamica classica. Os potenciais como visto na figura 3.1, podem ser
utilizados de forma pedagogica para demostrar o comportamento de modelos
FRW para diferentes valores das quantidades de matéria escura fria e a
constante cosmologica.
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Consideragdes Finais

Ao longo de todo esse Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) foi
apresentada uma ampla discussao a respeito da cosmologia moderna sobre o
ponto de vista tedrico e observacional, assim como também foi apresentado as
duas abordagens classicas, a hidrodinamica classica e a Lagrangeana, para
poder obter a dindmica coésmica que rege todo o Universo para modelos
cosmoldégicos do tipo FRW.

Dentro do capitulo 1, foi apresentado as bases observacionais e tedricas
da matéria escura e energia escura, as quais dao suporte ao cenario
expansionista do Universo. Para tal fim, mostra-se como a aceleragdo cdésmica
€ explicada sobre a presenca da energia escura para cosmologias do tipo
FRW.

Em seguida, no capitulo 2 foi apresentado uma revisdo em cima dos
modelos do tipo FRW utilizando a hidrodindmica classica, baseada na equacao
de Poisson, gravitacdo newtoniana e espaco euclidiano. Sendo assim, nota-se
que para descrever modelos com pressao ndo nula, ndo se faz necessario a
adocao de nenhum conceito relativistico, mesmo para diferentes tipos de
curvatura. Nesta abordagem, o termo da curvatura do espaco foi associado a
energia total da particula do gas cosmolégico em questdo. Com base nisso,
pode concluir que a partir dos possiveis valores da curvatura do espacgo
(—1,0,1), identifica-se que a energia total da particula inserida no gas
cosmologico, assume valores E; > 0, E; <0 e E; =0, ou seja, as velocidade
da particula no fluido sdo maior, menos ou igual a velocidade de escape do
sistema, respectivamente. Sendo assim, os trés destinos possiveis de uma
bola atirada para cima da superficie da terra sdo analogas aos destinos
possiveis de uma esfera que se expande num Universo newtoniano.

Logo adiante, vimos que para modelos com pressao nao nula (p # 0) foi
preciso abordar conceitos relativisticos na hidrodindmica classica, como massa
gravitacional e a equivaléncia da massa energia. Abordagem conhecida
cosmologia neo-newtoniana, elaborado por McCrea, em 1951. Nessa
abordagem, nao foi possivel fazer a mesma analogia da curvatura com a
energia total da particula do gas.

Em seguida, no capitulo 3, foi feita uma abordagem Lagrangeana de
acordo com o método original feito por Lima, Moreira & Santos, em 1998, o
qual referencia o problema da descricdo hidrodindmica para modelos
cosmologicos com pressdo nao nula (Lima, Moreira & Santos, 1998). Nesta
abordagem, € considerada a dindmica do fator de escala com a fonte da
curvatura sendo um fluido cosmolégico com equagao de estado p = (y — 1)p
substituido pelo movimento de uma particula teste sob a agdo de um potencial
unidimensional V = aq™ (Lima, Moreira e Santos, 1998). Com isso, é possivel
generalizar o formalismo lagrangeano para fluidos. Tomando base nessa
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proposta, podemos discutir os analogos lagrangeanos para modelos
cosmologicos mais realistas, contendo as componentes de barions, matéria
escura, ou mesmo qualquer forma de interacdo entre elas. O tratamento é
estendido para o seguinte cenario cosmolégico acelerado: matéria-x + CDM
(XCDM). Logo, o potencial Unidimensional obtido de acordo com parametros
cosmologicos foi:

- )

HZxZ 2 \x 2 \x
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