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Resumo

A maioria das leis da Fisica, Biologia, Quimica e Ciéncias Sociais encontram suas
expressoes naturais nas Equagoes Diferenciais. Se por um lado, inimeros problemas
em Topologia, Geometria e Célculo das Variacoes sao formulados através de Equacoes
Diferenciais ou a elas se reduzem, por outro lado, até mesmo o método da separacao
das variaveis aplicado a determinadas Equacoes Diferenciais Parciais nos conduz a uma
Equacao Diferencial Ordindria. O estudo das Equacoes Diferenciais comecou com o0s
métodos do Calculo Diferencial e Integral, descoberto simultaneamente por Newton e
Leibiniz, para resolver problemas modelados por lei fisicas e geométricas. Em fins do
século dezoito a teoria das Equagoes Diferenciais se transformou numa das ferramentas
mais importante e eficaz para pesquisa cientifica e tecnoldgica. As contribuigoes de
Euler, Lagrange, Laplace e outros foram decisivas no desenvolvimento do Célculo das
Variacoes, Mecanica Celeste, Teoria das Oscilagoes, Elasticidade, Dinamica dos Fluidos
e outros. No século dezenove com o advento da nocao de limite pode se fazer uma
reformulagao geral visando maior rigor e exatidao nos métodos. Enquanto que, antes
a preocupacao era obter uma solucao geral para uma dada Equacao Diferencial, agora
tem-se como questao prioritaria em cada problema e existéncia e unicidade de solucoes
satisfazendo condicoes iniciais dadas. Este problema é conhecido como problema de
Cauchy.

Palavras chave: Existéncia, Unicidade, Problema da Cauchy.



Abstract

Most laws of physics, biology, chemistry and social sciences find their natural expres-
sions in Differential Equations. On the one hand, many problems in Topology, Geom-
etry and Calculus of Variations are formulated by Equation Differential or they are
basically on the other hand, even the method of separation variables applied to certain
Partial Differential Equations leads to a ODE.The study of differential equations be-
gan with the methods of differential calculus and Integral, simultaneously discovered
by Newton and Leibniz, to solve problems modeled by physical laws and geometric.
At the end of the eighteenth century the theory of differential equations has become a
most important and effective tools for scientific research and technological. The contri-
butions of Euler, Lagrange, Laplace and others were instrumental in the development
of Calculus of Variations, Celestial Mechanics, Oscillation Theory, Elasticity, Dynamics
Fluid and others. In the nineteenth century with the advent of term limits might make
a general overhaul for greater rigor in the methods and accuracy. While before the
concern was to obtain a general solution to a given differential equation, now has as
a priority in every problem and existence and uniqueness of solutions satisfying given
initial conditions. This problem is known as problem Cauchy.

Keywords: Existence, Oneness, the Cauchy Problem.
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Capitulo 1

Introducao

Quando é dada a derivada y' = f'(t) de uma func¢ao desconhecida y = f(¢), normal-
mente temos que encontar a antiderivada. As vezes, a derivada y’ nao é dada como
uma funcao de t, mas esta envolvida em uma equacao que contém também a funcao
desconhecida y = f(t). Como exemplo temos a equagao

v =ay+bt+c

com coeficiente conhecidos a, b, c. Tais equagoes é chamada equacao diferencial, ja que
ela contém nao somente a fungao desconhecida, mas também na derivada. O problema
consiste em encontrarmos uma funcao apropriada, que satisfaga a equacao diferencial.

As equagoes diferenciais ocorrem frequentemente na analise de sistemas fisiologicos
e de sistema ecolégicos. Podemos falar brevemente sobre a andlise de sistemas. Quando
uma quantidade varia em uma parte de um sistema, sua taxa de variacao normalmente
depende de quantidades em outras partes dos sistema. Além disso, qualquer variagao
de uma quantidade pode influenciar indiretamente a prépria quantidade, fenomeno este
chamado feedback ou retroalimentacao. O estudo dos sistemas de feedback originou-se
na engenharia, mas sua aplicagao nas biociéncias tornou-se mais frutifera.

A variavel independente é normalmente o tempo. Portanto, representamo-lo por ¢
na maior parte deste trabalho.

As varidveis dependentes sdo representadas por x = z(t), y = y(t), m = m(t),
N = N(1), Q = Q(t), etc.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias

2.1 A Equacao diferencial v = ay
Uma das equacoes diferenciais mais simples é

dy

— =a 2.1

o = (2.1)

onde a é uma constante dada. A integracao normalmente é feita por um procedimento

um tanto simbdlico. Sabemos que %Y 4 o limite do quociente de diferencas %, quando
dt 0 t

At — 0. Entretanto, nao definimos % como um quociente de duas quantidades e

dy e dt meramente como simbolos. Agora, negligenciamos este fato, multiplicamos a
equagao (2.1) por dt e temos simbolicamente

dy = ay - dt.
Em seguida, dividindo-se por y, a equacao se torna

@:a-dt
Yy

Aqui, a varidvel y ocorre somente no primeiro membro e ¢ somente no segundo
membro. Dizemos que separamos as variaveis. Por integracao, temos:

d
/—y:/a-dt
Y

Inlyl=at+C (y#0)

onde C' é uma constante arbitraria. Podemos remover o lagaritmo natural, aplicando
a funcao inversa. Consequentemente, a solugao explicita da equagao (2.1) é

o que implica

|y| — eat+C



Entretanto a solucao é raramente escrita nesta forma. J4 que etV = e¥ - e, e ji
que y pode tomar valores positivos e negativos, reescrevemos a solugao na forma

y=c-e ou y=c-exp(at) (2.2)

onde ¢ substitui +e“. A solucio é uma funcdo exponencial com coeficiente a dado e
constante arbitraria c. J& que ¢ é indeterminado, chamamos (2.2) de solucao geral da
equacao diferencial ' = ay.

Como obtivemos a solucao por um método simbdlico, o resultado deve ser verificado.
De (2.2) temos, por derivagao, que

dy o at
— = Ccae

dt

d
que pode ser reescrita na forma Y ay. Consequentemente, a (2.2) satisfaz realmente

a equacao diferencial (2.1).

1
A figura a seguir ilustra o campo de inclinacoes para a = 3 Dependendo da escolha

de ¢, temos um numero infinito de curvas integrais. Algumas delas estao representadas

_ _ 1 1
c=0, c=73, c=3)

A figura acima esta representando o efeito da mudanca de valores positivos para neg-
ativos de a. Para ¢ > 0 obtemos o crescimento no sentido usual, mas para a < 0 obte-
mos o crescimento negativo (em casos especiais a redugao, o decréscimo ou degradacao).

Exemplo 2.1 (Crescimento de uma célula.) Suponhamos que a massa de uma célula
seja mg. A célula cresce em um ambiente ideal. Entao, sua massa € uma func¢ao
do tempo, e podemso escrever m = m(t) com m = ng em t = 0. Admitamos que
substancias quimicas passem rapidamente através da parede celular, e que o cresci-
mento seja determinado somente pela velocidade do metabolismo dentro da célula. Jd
que o rendimento do metabolismo depende da massa das moléculas participantes, €
razodvel admitirmos que a taxa de crescimento € proporcional a massa a cada instante,

i1sto €,

dm_ am (2.3)
dt
com uma certa consstante positiva a.

E claro que existe uma limitacao: se a massa m da célula alcancar um determinado
tamanho, a célula se dividird, ao invés de continuar a crescer. Entdo, adicionamos uma
restri¢ao, m < mj.

A Equagao diferencial (2.3) € da forma (2.1). Portanto, a solugcdo geral € obtida a
partir de (2.2):



m==c-e

Admitindo-se que m = myg. Consequentemente, a integral particular de (2.3) é

m = moe™

com a restricao acima mencionada m < m;.

Cpm nossas hipoteses fomos um pouco além da experiéncia. Introduzimos alguns
argumentos teoricos. E costume dizer-se que estamos construindo um modelo. Se o
nosso modelo € bioologicamente significativo ou nao, isto pode ser verificado por meio de
experiéncias. Aqui, e nos modelos subsequentes, compartilhaamos com o ponto de vista
de G. F. Gause (Gause, 1934): "nao hd divida de que crescimento etc. € um problema
biologico, e que deve ser solucionado por meio de experimentacdao e nao na mesa de
um matemdatico. Mas, de forma a penetrarmos profundamente na natureza desses
fenomemons, temos que combinar o método experimental com a teoria matemdtica,
uma possibilidade que foi criada por pesquisadores brilhantes. A combina¢ao do método
experimental com a teoria quantitativa €, em geral, uma das mais poderosas ferramentas

nas maos da ciéncia conteporanea’”.

Exemplo 2.2 (Um processo de nascimento.) Seja N o nimero de individuos em
um populagao animal ou vegetal. Esse numero é dependente do tempo, de forma que
podemos escrever N = N(t). Estritamente falando, N(t) assume somente valores in-
teiros e € uma fungdo descontinua de t. Entretanto, N(t) pode ser aproximado por uma
funcao continua e diferencidvel desde que o niumero de individuos seja suficientemente

grande.

Nos microorganismos, a reproducao ocorre por divisao celular simples. Nos in-
dividuos multicelulares distinguimos entre reproducao vegetativaq e reprodugdao sexu-

ada. Incluiremos todas estas possibuvilidades no nosso estudo.

Admitimos que a proporcao de individuos reprodutoes permanece constante, durante
o crescimento da populagao. Também admitimos a fertilidade cosntante. Entao, a taxa

de nascimento é proporcional ao nimero N(t) de individuos. Se finalmente excluimos
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a morte, a emigracao e a imigracao, a taxa de crescimento coincide com a tara de
nascimento. Entao

dN
— = AN 24

onde X (lambda) é uma constante. Podemos chamar A a taza de nascimento especifico.

A FEquagao diferencial (2.4) € do tipo (2.1). Consequentemente, a solug¢ao é

N = Ny-eM.

onde Ny representa o tamanho da populacao quando t = 0.
Este processo de nascimento torna-se bastante realistico em uma populagcao grande
que cresce em condicaos ideais, isto ¢, quando todos os fatores inibidores do cresci-

mento estao ausentes.

Em uma pequena populacdo, nao podemos esperar que a ocorréncia de nascimento
seja sitribuida regularmente durante todo o tempo. Ao invés disto, nos deparamos
com flutuacoes aleatoria. Entdo, o processo tem que ser modificado, a luz da teoria
das probabilidades. Tal modelo refinado € chamado processo estatistico de nascimento.

Para uma apresenta¢do, ver Balliley (1964, Cap. 8).

2.2 Equacao Diferencial v = ay + b

Para b = 0, esta equacao se reduz a 3y’ = ay, a qual estudamos na secao anterior. Com
b # 0, estamos lidando com a ligeira generalizagao. A equagao diferencial é solucionada
pelo mesmo método. Aqui estao as etapas:

dy

dy b
E—ay—i-b (a#0) ou a—a(y—ka) (2.5)

Para simplificar, consideremos g = p. Entao, separamos as variaveis

dy
dy = aly +p)dt — —— = a - dt.
y=a(y+p) —p

d
/—y:/a-dt
y+p

6

Por integragao, temos:



Inly+pl=at+C=|y+p|=e""" = y+p=cy- e

onde ¢y = €. Finalmente,

ISHIS S

(2.6)

y=co-e” —

Esta é a solugao geral da Equacao diferencial (2.5). Ela é vélida para um valor ar-
bitrario de ¢, como é mostrado pela verificacao do resultado. Realmente, por derivacao
de (2.6) com relacao a t temos

d b
—y:cae“t:a{ceat——} +b=ay+0
dt a

que é a Equacao dada (2.5)

Exemplo 2.3 (Crescimento restrito) Nenhum organismo e nenhuma populagéio cresce
indefinidamente. FExistem limitagoes estabelecidas pela disponibilidade de alimento ou
abrigo, por falta de espaco, por condicoes fisicas intoleraveis, ou por algm mecanismo

de controle.

Suponhamos que exista um limite superior fizo para o tamanho y de um individuo,
um tecido, uma populacao ou uma producao. O tamanho pode ser um volume, um peso,
um diagmetro, um nimero etc. Representamos o limite superior por B. Entao, y = y(t)
pode aprorimar-se de B assintoticamente. Isto implica que a taxa de crescimento %

tenda para zero, B —y se torna cada vez menor. Uma formlagao matemdtica plausivel

de tal modelo é dada pela equagao diferencial

dy
— =k(B — 2.7
L KB -y) 2.7
, » . , dy
onde k € uma constante positiva que determina a velocidade com que o tende a zero.
Se y € pequeno em relacao a B, entdao temos aprozimadamente iy ~ kB = constante,
isto €, o tamanho de y aumenta aproximadamente como uma func¢ao linear do tempo.
Entretanto, se y estda prorimo de B, entao B —y é uma quantidade positiva pequena,
. dy
da mesma forma que a taxa de crescimento —.

dt
A FEquagao (2.7) pode ser reescrita na forma

v =kB—ky=ay+b
coma=—k eb=kB. Entao, temos a solugao geral:
y=ce "+ B.

7



Ja que y < B, a constante da integracao, c, tem que ser negativa.

Uma solucao particular é obtida admitindo-se que y = 0 no intante t = 0.
neste caso, c = —B e

y = B(1—e*). (2.8)

Este modelo foi proposto por E. A. Mitscherlich em 1939. FEle se ajusta perfeita-
mente a alguns dados experimentais em agricultura. O leitor é convidade a tracar um

grafico da formula (2.8)

Para maiores detalhes, ver von Bertalanffy (1951, pdag. 359).

Exemplo 2.4 (Um processo de nascimento e imigracao) No exemplo da se¢io
anterior, estudamos um processo de nascimento. Vdrias hipoteses foram feitas a re-
speito da populacao. Mantemos estas hipoteses com a diferenca de que agora permiti-
mos a imigracao de individuos em uma tazxa constante. A taxa é medida em nimero de

individuos por unidade de tempo e representada por v. Entao a equacdao se transforma

em
dN
A Equagao diferencial € obviamente da forma (2.5). Consequentemente, a solug¢do
geral é
N=ce- 2
ce Y

Admitindo que N = Ny, quando t = 0, obtemos ¢ = Ny + 5. Entdo, a solugao
particular da (2.9) €

N = NoeM + ;(e’\t —1).

Aqui, o crescimento da populacdo depende de dois termos. O primeiro é a uma
funcao exponencial determinada apenas pela taxa especifica de nascimento. O sequndo

aumenta também rapidamente, mas ele depende de ambas as taras v e .

Exemplo 2.5 (Resfriamento de um corpo) Cosideremos um corpo sem aquecimento
interno, cuja temperatura é mais elevada do que a do meio circundante. O corpo entao

se esfriard. Queremos saber como a temperatura do corpo baiza com uma funcdo do



tempo.

Seja T = T(t) a temperatura do corpo no instante t, Ty sua temperatura quando

t =0, eTy a temperatura constante do meio.

A derivada o ¢ chamada a taza de resfriamento. jd que T decresce, esta tara é
negativa. Fla € dependente da diferenca T — T,. Sob condicoes favordveis, a taxa de

resfriamento € proporcional a T — Ty, isto €,

ar
dt

onde k € uma constante positiva determinada pelas condicoes fisicas da troca de calor.

KT —T) (2.10)

ja que o segundo membro pode ser escrito como (—k)T + kT, a equagdo diferencial é

da forma (2.5). A partir de (2.6) deduzimos a solugdo geral e obtemos
T =ce ™+ T,

Finalmente, satisfazemos a condicao T = Ty no instante t = 0. Isto leva a ¢ =
TO — Ts €
T="T,+ (Ty —T,)e ™

Como t tende para infinito, o sequndo termo tende para zero, e T se aproxima de T,

assintoticamente. A Equagao (2.10) € conhecida como a lei de Newton do resfriamento.

Exemplo 2.6 (Um problema de difusao) Admitimos que uma célula de volume
constante estd suspensa em um liquido homogéneo, que contém um soluto de concen-
tragdo co, constante no tempo e no espago. Seja ¢ = c(t) a concentra¢ao de soluto
dentro da célula no instante t e suponhamos que o soluto seja quase que uniforme-
mente distribuido sobre a célula durante todo o tempo, de forma que ¢ = c(t) depende

somente do tempo.

Por difusdo, as moléculas do soluto entrardao ma célula, mas também existirao
moléculas do soluto que sairdo da célula. Entao, existe um fluro de moléculas através
da membrana celular em ambas as direcoes. O fluxo resultante é do liquido para a

célula, se co for maior do que c(t) e vice-versa. estamos interessados em encontrar a

9



fungao c(t).

Seja m = m(t) a massa do soluto na célula, A a drea da embrama celular, e V o

volume da célula. Entao, por definicao de concentracao

m(t) =V -c(t) (2.11)

dm
A derivada T ¢ a tara de aumento de m e pode ser chamada a taxa de fluxo
dm

resultante do nosso problema. A lei de Fick estabelece que o € proporcional a area

da membrana e a diferenca de concentragao nos dois lados da membrana. Logo,

dm
E = k’A(CO — C)

Se ¢ < ¢, isto €, se o soluto tem uma concentracao menor dentro da célula do
que fora dela, m aumentard. Consequentemente, k € uma constante positiva. FEsta
constante € determinada pela estrutura e espessura da membrana. FEla é chamada a
permeabilidade da membrana para o soluto particular.

Por meio de (2.11) podemos substituir Cil_? por V- %, na nossa equacao diferencial.

Entao, obtemos

de _ kA
dt 'V

Integramos esta equacao usando a solugdao explicita (2.6) e temos

(co — ©).

kA
c= K -exp (—7t> + co

onde K representa a constante de integra¢ao. Quando t tende para o infinito, c(t) se
aproxima assintoticamente de cy. A constante K pode ser determindada por alguma
condicao inical, seja ¢ = c* no instante t = 0. Deixamos para o leitor a discussao dos

dois casos ¢ > ¢y e " < ¢p.

FEsta aplicagao foi adaptada de Thrall et al. (1967, CA 10).
Devemos observar, entretanto, que este modelo € uma rude aproximacao da real-
idade. A difusao através de membranas celulares é um processo complicado que nao

pode ser tratado adequadamente neste contexto.
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Figura 2.1: Difusao de moléculas através da parede celular. Na figura admitiu-se que

co > ¢(t) e que, portanto, entram mais moléculas na célula do que saem.

2.3 Equacao Diferencial v/ = ay? + by + c.

Na equacao diferencial ¥y = ay + b, que estudamos na secao anterior, os termos de-
sconhecidos y = y(t) e v/ = % estao na primeira poténcia. Portanto, a equacao ¢é dita
linear. Na equacao

d
d_?z{ =ay® +by+c (2.12)

ocorre o termo 2. Por esta razao, (2.12) é chamada uma equagao diferencial nao linear.

Antes de solucionarmos a equagao (2.12), consideramos o polinémio quadrético do
segundo membro e a equagao quadratica correspondente

ay? +ay+c=0.
Podemos resolver esta equacgao usando a Foérmula

_ —b+ (b* — dac)'?
T = > .

Representamos as duas raizes por A e B e admitimos que sao dois nimeros reais
diferentes. O polindmio quadratico pode entao ser reesescrito na forma

ay® +by +c=a(A—y)(B—y). (2.13)

Realmente, se y = A, o fator A — y desaparece e consequentemente a equacao é
satisfeita. O mesmo argumento é valido se y = B.

Com (2.13) em mente reescrevemos nossa equagao diferencial original na forma

YV uA-y)(B-y) (A#£B) (214
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O método de separar as variaveis leva a

dy
(A—y)(B—y)

Para simplificar a integracao, reescrevemos a fragao no primeiro membro na forma

— adt. (2.15)

ly 1 1 1
(A—y)(B—y):B_A(y_B_y_A)- (2.16)

Esta férmula pode facilmente ser verificada. Ela é valida somente sob a hipétese

de que A # B. Os termos —— e —— sao chamados fracoes parciais.
y—B y—A s

Agora, somos capazes de resolver (2.15). Em vista de (2.16) a equacao diferencial

se torna . )
— dy = a(B — A)dt.
(y—B y—A> y =al )

Com a integracao termo a termo, obtemos

Inly—B|—Inly— Al =a(B—-A)t+C

onde C é uma constante de integracao arbitraria.
Portanto

Aplicando a fungao exponencial a ambos os membros, temos:

- B
‘Z_—A = _feaB-A) (2.17)

O sinal de menos, no segundo membro nao é necessario, mas é conveniente em
algumas aplicagoes. Finalmente, resolvemos (2.17) com relagao a y e obtemos a solugao
explicita de (2.14):

B—-A

v= At e

(2.18)

Exemplo 2.7 (crescimento restrito) Retornamos ao estudo do crescimento de pop-
ulagoes. Seja y = y(t) o numero de individuos em uma populag¢io no instante t. Da
equacao diferencial y' = ay com a > 0 resulta um crescimento exponencial nao-restrito,
enquanto que y' = a(B —y) com a >0, e B > 0 resulta em crescimento que é pratica-
mente linear no inicio e se eleva mais tarde.

Para termos um modelo de crescimenmto que seja biologicamente mais significativo,
podemos combinar as duas tentativas, isto €, admitir que y' € proporcional ay e a B—y.
Esta idéia leva a equacao diferencial

= =W(B—y) (2.19)
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onde \ € uma constante positiva.
Esta equagao é um caso especial de (2.14) com A = 0 e a = —\. Consequente-

mente,a solu¢do geral resulta imediatamente de (2.18):

B B
14 ke B

No nosso modelo, y nunca pode exceder B. Portanto, o denominador em (2.20) deve

Y (2.20)

ser maior que 1, e k tem que ser restrito a valores positivos. A quantidade y aumenta
monotonicamente ja que a equagao diferencial (2.19) implica em que dy/dt > 0. Para
t — —o00, y tende para zero, e parat — 400, y tende para B. O crescimento comega
lentamente, depois se torna mais rapido e finalmente diminui. O crescimento € mais
rdpido na vizinhanga do ponto de inflexao. Para determinarmos o seu local, temos que
igualar a sequnda derivada de y = y(t) a zero.

Derivando (2.19), obtemos:

d?y dy dy dy
Y MY By Y| = x(B-2)Y.
i at )=V ( Y

FEsta expressao somente pode ser nula se B —2y = 0 ou y = B/2, isto €, o ponto
de inflexao estd na metade do caminho entre as retas y =0 e y = B. Para termos a

abcissa, fazemos y = B/2 na equagio (2.20) e resolvermos com relagao a t:

_ Ik
BX\

Esta abcissa particular € positiva ou negativa dependendo se k > 1 ou k <1

A figura a sequir mostra um grdfico da fungdao (2.20), em uma aplicagdao particular.
A curca e em forma de S ou signdide. A Formula (2.20) é geralmente conhecida
como funao logistica. Ela foi introduzida na dinamica de populacoes, por Verhulst em
1838. O grdafico da funcao logistica e chamado curva logistica. Existem inumeros dados
experimentais sobre o crescimento especialmete para protozodrios e bactérias, para os
quais o estabelecimento e uma curva logistica foi bem sucedido. Mas em algumas outras
populagoes o ajustamento foi pobre e o prognéstico erroneo.

Para maiores detalhes e dados experimenais ver D’Ancora (1954, Pdgs 58-77),

Gause (1934,Pdg. 35 [f), Kostitzin (1939, Cap. 4), Lotka (1956, Cap. 7), Pielou.
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Figura 2.2: Crescimento de uma populacao de Drosophila, sob condi¢oes experimentais

controladas. A figura foi reproduzida de Lotka (1956, Pag. 69). Os dados sao atribuidos
a R. Pearl e S. L. Parker.
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Capitulo 3

Sistemas de Equacoes Diferenciais

3.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Em sistemas fisiolégicos, bem como em populagoes, existem normalmente duas ou mais
funcoes dependentes do tempo. Admitimos algum tipo de interagao entre as quanti-

dx
dades x e y. Logo, as taxas de variacao 7 e d—‘z podem depender ambas da quantidades
x e y. Um caso relativamente simples consiste de duas equacoes simultaneas:
dx
— = ar + by
3}5 (3.1)
= cx + dy

dt

onde, a, b, ¢ e d sao constantes dadas.

As fungbes incognitas x = z(t), y = y(t) e suas derivadas aparecem com poténcia

1, por isto o sistema (3.1) é chamada sistema de equagoes diferenciais lineares. As

. . . dx
quantidades x e y interagem de tal forma que deteminam completamente as taxas —

dt
dy - T
e i Conforme o tempo passa, x e y aumentarao ou diminuirao, de acordo com as
de dy L
taxas — e —. Logo, as taxas determinarao os futuros valores de x e y. Temos duas

linhas de retroalimentacao, como mostra a representacao grafica.

X(t) y(b

dx/dt dy/dt

O sistema (3.1) é resolvido pelo método das fungoes testes.
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tentemos as seguintes fungoes especiais:

r=AeM e y=BeM (3.2)
onde, A, B e ) sado constantes a serem determinadas mais tarde. Admitamos A # 0 e
B #0.
Susbstituindo (3.1) e (3.2), obtém-se:

AdeM = aAeM 4+ bBeM
BleM = cAeM + dBeM

At

e apos cancelarmos e, resulta:

ou

(a—MNA + bB =0
cA + (d=XNB = 0
donde se conclui que
A b d—\
el E— 3.3
B a— A c (8:3)

e portanto, temos:
be=(a—AN)(d—X) =0

ou na forma padrao

N — (a+d)A+ (ad —be) =0 (3.4)

A equacao algébrica (3.4) é chamada equagao caracteristica do sistema (3.1) e suas
raizes sao ditas raizes caracteristicas.

O método varia de acordo com a natureza das raizes da equagao (3.3), isto é, se sao
raizes reais e distintas, reais e iguais ou complexas.

1° Caso: Suponhamos que, A\; e Ay sdo raizes reais e distintas da equacao (3.4).

Com A = \; encontramos constantes A; e By adequadas, a partir de (3.3)

A b d-X\
E T a-M <
Os coeficientes A; e B; nao sao completamente determinados. um deles pode ser
escolhido arbitrariamente.

(3.5)

Da mesma forma, com A = Ay encontramos A, e By, tais que:

Ay b d=)
i i (3.6)

entao observemos duas soolugdes particulares para (3.1), a saber:
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At At

x = A e, y= Bie

T = Aye™t, Yy = Bye?t

Para obtermos a solucao geral. combinamos as solugoes particulares como se segue

— At Aot
{ T Ale + AQ@ (37)

y = DBieM! + Byt

Em cada par de coeficientes A;, By e Ay, By um coeficiente pode ser escolhido
arbitrariamente. Entao a solucao geral contém duas constantes arbitrarias.

Exemplo 3.1 Considere o sistema abaizo

dx
— = 3z — 2
7
Y
—= = 2z — 2
at v Y
cuja equagao caracteristica é:
M—-A-2=0
e cujas raizes sao Ay = —1 e Ay = 2 logo as solucoes particulares sao da forma:
r=Ae", y=DBe"
e
= Ase®,  y= Bye*
De (3.5) e (3.6), temos duas condigoes:
A b =2 2 1
Bl a—-X\  3-1 4 2
e

BQ— CL—/\Q— 3—2
LOgO, Bl = 2141 € A2 = 2B2

A b -2 2
1

Se Ay =k e By =m, temos By =2k e Ay = 2m, onde k e m sdo fixos arbitrdrios.

Assim, a solucdo geral é dada por:

r = ket + 2me*
y = 2t + me*
Quando t — 400 entdo et — 0 e e — 400, logo x e y tendem para +oo se

m > 0 ou tendem para —oo se m < 0. Em qualquer caso, o sistema (x,y) explode.
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Aplicagao 3.1 (Biologia) Consideremos uma drea fechada, que contem duas espécies
animais ou vegatais. Sejam Ny = Ny(t) e Ny = Nao(t) o numero de individuos das duas
espécies como funcao do tempo. Admitamos que existe alguma interacao entre as duas
espécies. A primeira espécie pode ser uma fonte de alimento para a sequnda. Uma
espécie pode envenenar o solo inibindo o crescimento de uma espécie vegetal, etc.

Podemos descrever o processo pelas sequintes equacoes:

4 )
taza de variagao taza de variagao
dNy . , _ .
T na auséncia de + § devido a interacao
interacao com espécie 2
( \
taxa de variagao taxa de variacao
dN, . . N .
i devido a interacao p + na auséncia
com espécie 1 de interacao

Na auséncia de interacao, podemos supor que a taxa de variagao da popula¢ao seja
proporcional ao tamanho da populacdo. Também, para simplificar podemos admitir
que a taza de variacao devido a interacao € proporcional ao tamanho da populacao que

interfere. Isto nos leva ao sistema de equagoes diferenciais:

% = CLNI + bNQ (38)
a2 = Ny 4+ dN,

dt
onde, a, b, ¢, d sao constantes.
i) Se as raizes caracteristicas tem sinais contrdrios ou ambas sao positivas o sistema
ecologico explodird.

ii) Se ambas as raizes sao negativas, a populagdo decrescerd.

iii) Se as raizes caracteristicas ndo sdo reais o sistema oscilard.

Exemplo 3.2 (Passagem de alimentos nos ruminantes) Os ruminantes, tais como
carneiros, cabras e bovinos, tem um estomago complicado. O alimento recém-ingerido,
mas nao mastigado, passa a um compartimento de estocagem chamado rume. Mais
tarde, quando o alimento é mastigado, passa através do folhoso para coagulador, onde
serd digerido. A partir dai ele entra lentamente no intestino. Para termos uma de-
scricao matemdtica da passagem de alimento através do trato digestivo, Blazter, Gra-

ham e Wainman (1956) proposeram o sequinte modelo:
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Seja r = r(t) a quantidade de alimento, no rume, num instante t. Quando t = 0,
esta quantidade inicial € rg. . Seja u = u(t) a quantidade de alimento no coagulador,
num instante t. Quando t = 0 temos u = 0. A taza de decréscimo de r = r(t) €
proporcional a n.

Admitamos que, Ccll—:; consiste de dois termos: uma taxa de aumento igual a taza de

decréscimo de r e uma taxa de decréscimo proporcional a w. Assim, obtemos o sistema

de equacoes diferenciais lineares:

% - (3.9)
i )
E = ]{317’ — kzu

onde, ki # ko sao constantes positivas. Representamos ainda a quantidade total de ali-

mento que entrou no duoedeno, no tempo t, por v =v(t). Desde que, o duodeno recebe

exatamente a mesma quantidade que deiza o coagular, temos a equacao diferencial:

i kou (3.10)
onde, v =0 no instante t = 0.

Finalmente, admitimos que as fezes deizam o animal em um prazo de tempo con-
stante, que representaremos por T. Desprezando a perda de matéria que entra nos vasos

sanguineos, temos:

w(t)=v({t—7) para t>T (3.11)

O processo completo pode ser resumido grdaficamente por:

]{:1 k?2
r u (% w

onde r = rume, u = coagulador, v = duodeno e w = fezes

Temos, a equacao caracteristica é:

entao A = —k1 e Ay = —k».
Logo, a solugao geral pode ser escrita

r o= AjeTFMt 4 Aje ket

(3.13)
u = Bleiklt + Bg@ik?t
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Os coeficientes devem satisfazer (3.5) e (3.6). Logo, temos:

Al kg - kl AQ k2 - k2

—_ = _— = 0
By k1 By k1
ou
k1
B, = A Ay =0 3.14
1 Fey — ko 1 € 2 ( )
Das condigoes r(0) = 1o e u(0) = 0, temos
o = Al + Bl e 0= Bl + BQ (315)
Combinando (3.14) e (3.15), temos
Al =To, A2 =0
k’l kl
B p— _ —
1 kQ—klro’ 2 kQ—ker
Entao, obtemos a solucao particular
r=roe "t
k
u = kQ _1 kl To (B_klt - e_th)
De (3.2), decorre por integragdo, que
t
v = ky / u(s)ds — ro — —2 [koe ™1t — kye 2] (3.16)
0 ko — k1

Finalmente, (3.15) dd uma formula para w = w(t) que se origina de (3.17) substi-

tuindo t port — 7. Este é um exemplo de Andlise de compartimento.

ra)
w(t)

uct)
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3.2 Sistemas de Equacoes Diferenciais nao Lineares

Durante a primeira guerra mundial. 1914-1918 a pesca no Mar Adriatico foi suspensa.
Apoés a guerra, os tubardes e outras espécies vorazes se tornaram mais numerosos em
relagao aos tipos herbivoros . D’Ancona concluiu que a probibicao da pesca permitiu
que a populacao de peixes crescesse e isto deu as espécies predadoras uma vantagem
sobre as espécies predadas.

Esta observacao estimulou um modelo matematico, sobre dinamica de populagoes
no caso em que uma espécie, chamada predadora, se alimenta de outra espécie, c
hamada presa. Admitimos que a populacao de presas encontra alimento em todas as
épocas, mas o suprimento alimentar da populagao predadora depende inteiramente da
populacao de presas. Também admitimos que durante o processo, o meio nao muda
em favor de uma espécie e que a adaptagao genética é suficientemente lenta.

Quando a populacao de presas aumenta em tamanho, as espécies predadoras obtém
uma base alimentar maior. Consequentemente, com um certo atraso no tempo, elas
também se tornarao mais numerosas. Como conseqiiéncia, a crescente demanda por
alimento reduzira a populagao de presas. Algum tempo depois, o alimento se torna
raro para as espécies predadoras, de forma que sua propogacao ¢ inibida. O tamanho
da populacao de predadores declinara. A nova fase favorece a populacao de presas.
Lentamente, ela crescerd novamente, e o padrao na variacao do tamanho da populagao
pode se repetir. Assim, o processo continua em ciclos.

Sejam = = z(t) e y = y(t) o numero de presas e predadores respectivamente, e
admitamos que x(t) e y(t) sdo fungdes diferencidveis.

A taxa de nascimento das presas é encarada como sendo proporcional a z, isto é,
igual a ax, coma > 0. A taxa de destruicao das presas depende de x e y . Quanto maior
o numero de presas, mais facil é caca-las, e quanto mais predadores, mais estdmagos tem
que ser alimentados. E razodvel admitirmos que a taxa de destruicao é proporcional a
z ey, isto é, igual a bxry, com b > 0 .

A taxa de nascimento da populacio predadora depende da fonte de alimento e
também do seu tamanho. Podemos admitir que a taxa de nascimento é proporcional
axeay,istoé, igual c-xy com c > 0. .

Finalmente, a taxa de morte nas espécies é encarada como proporcional a y, isto é,
igual a dy com d > 0. Assim, temos o sistema nao linear:

dx

— = ar — bxy

% (3.17)
a = cry — dy

onde a, b, ¢ e d sao constantes posistivas. Note que, na auséncia de predadoes, isto é
y=o0 temos e o numero de presas cresce exponencialmente, enquanto que na auséncia de
presas, isto é x=o0 temos e portanto, a populacao de predadores tendem a extinguir-se.

O modelo presa-predador foi descoberto por Lotkia e independentemente por Volterra
em torno de 1925.

Nao existe nenhuma solugao explicita do sistema (3.17). Felizmente, é possivel
derivarmos uma relacao bastante facil entre x e y, que revelam algumas propriedades
da solucao. Para este propdsito eliminamos usando a formula:
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dy _ dt
dx @
dt

e temos:

@_cmy—dy_y(cx—d)

= = 3.18
dr ar—bry x(a—by) (3.18)
Separando as varaveis, temos:
(g—b) dy = (c—é> dx
Y x
e por integragao, resulta:
a d
/(——b)dyz/(c——)dx+00, x>0, y>0
Y x
ou seja,
alny —by =cx —dlnz + Cy (3.19)

onde, Cj é uma cosntante de integracao.

QGrafico:

1000

500

(xy)

5000 10000 20000 X

Grafico duplamente logaritmo de curva integral alny — by = cx — dInx + Cp, onde
i)a=1,b=0,002, c=0,00001,d=0,08¢e Cy=5,8
ii) a=—1,b=0,002, c=0,00001, d =0,08 e Cp =5,8

iii) a =0, b=0,002, c = 0,00001, d = 0,08 e Cy = 5,8
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Para analisar o comportamento das solucoes do sistema preparador-presa vamos uti-
lizar o Teorema da Linearizacao de Lyaponov-poincaré que transfere as caracteristicas
dos pontos de elquilibrios de sistemas linearizados correspondentes aos pontos d e
elqueilibrios de sistemas quase-lineares.

dx
Um sistema esta em equilibrio quando sua variacao é nula, isto é, quando i 0
d

e d_i = 0. No caso do sistema predador-presa, temos
dx a
— =0<=ar—-bry=0<=2=0 ou y=—
dt b
‘ d d
d—izO(z)cxy—dy:()(:)y:O ou r=—
c

d
O resultado da estabilidade dos pontos de equilibrio Fy(0,0) e P (—, %) é ralizado
c

através de uma Linearizagao do Sistema.

O sistema linear
dx
g~ 3.20
i, (3.20)
dt
corresponde a linearizag¢ao de em torno do ponto Py(0,0). Se z(0) = zg e y(0) = y, for a
condicdo inicial, entao a solugao geral de (3.20) é dada por: x(t) = zpe® e y(t) = yoe ™.
Logo, se o ponto (xg,yo) for tal que zo > 0 e yy > 0, a trajetéria a(t) — (z(t),y(t)) se

d a
afasta de F,. Neste caso F, é dito instavel. Agora, transportemos o ponto P; | —, 7
c
no sistema XY para o sistema UV através da mudanca de variaveis:
d a
u=r——- e v=y——
c 4 b
obtendo-se:
du bd
i —?v — buv
gy ol (3.21)
—= = —u cuv
dt b

d a
O ponto P*(0,0) no sistema UV que corresponde ao ponto Py (—, 5) no sistema
c

XY, pode ser analisado qualitativamente quando consideramos o sistema linearizado:

o
% oS (3.22)
dt b
Usando a regra da cadeia em (3.22), obtém-se:
bd
du _ 0 dbiu
dv %Cu ac? v
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ou

2
udu = —d—bQUdv
ac
e por integragao, obtém-se:
u? B db? v? i
2T @z T
onde ko é uma constante de integragao,

ou ainda,
ac’u® + db*v? =k

onde k = kgac?, ou

u? v?
& e T

E pontanto, o ponto P*(0,0) é um centro de todas as trajetérias (elipses). Neste
caso, o ponto de equilibrio P; é dito estavel.

s a )
As trajetorias fechadas em torno de P; <—, Z)’ descrevem o que se convencionou
c

chamar de ciclo ecoldgico.
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