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Resumo

Neste trabalho, estudamos as versoes analiticas do Teorema de Hahn-Banach para
espacos vetoriais reais e complexos. Para isto, apresentamos resultados importantes para
a compreencao de todo o texto, dentre os quais estd o Lema de Zorn. Em seguida,

apresentamos algumas aplicacoes do teorema.

Palavras chaves: Andlise Funcional, Teorema de Hahn-Banach, Lema de Zorn.
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Abstract

In this work, we studied the analytical versions of the Hahn-Banach Theorem for real and
complex vector spaces. For this, we present important results for understanding the entire

text, among them is Zorn’s Lemma. We then present some applications of the theorem.

Key Words: Functional Analysis, Hahn-Banach Theorem, Zorn’s Lemma.
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Introducao

O Teorema de Hahn-Banach é um dos principais resultados de Andlise Funcional.
Trata-se de um resultado sobre extensoes, que garante que funcionais lineares definidos
em subespacos vetoriais podem ser estendidos a todo espaco vetorial e, além disso, algumas
propriedades serao preservadas. Neste trabalho serao apresentadas duas versoes do Teorema
de Hahn-Banach, uma para espacos vetoriais reais e outra para espacos vetoriais complexos.

O resultado no caso real foi obtido por Hahn em 1929 e, de uma forma mais geral,
devida a Banach em 1929; embora uma primeira versao tenha aparecido num trabalho do
matematico Helley em 1922 que junto com o matematico Riesz, em 1911, conseguiram
obter os primeiros teoremas de extensao de funcionais em alguns espagos de fungoes.
Aproximadamente uma década apds surgiu a versao complexa do teorema, que foi publicada
no trabalho de H. F.Bohnenblust e A. Sobczyk.

No primeiro capitulo deste trabalho, iremos apresentar algumas defini¢oes e alguns
resultados importantes para o desenvolvimento dos demais capitulos, assim como o Lema
de Zorn que sera uma ferramenta fundamental para a demonstracao do Teorema de Hanh-
Banach. No segundo capitulo serao apresentadas as demonstragoes do teorema nos dois
casos (real e complexo) e em seguida, no terceiro capitulo, mostraremos algumas de suas

aplicagoes.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Daremos inicio ao nosso trabalho apresentando alguns resultados e defini¢coes que serao

necessarios para os demais capitulos.

1.1 Espaco Vetorial

Definigao 1.1. E chamado de Espaco Vetorial sobre um corpo K, um conjunto nao vazio

X onde define-se operacoes de adicao e multiplicacao por escalar que determinam:
e para cada x,y € X, uma soma x+vy € X;
e para cada x € X e A € K, o produto \x € X.
Tais que:
i) x+y=y+uz, para cada x,y € X;
W) x+ (y+2)=(x+y)+ 2, para cada x,y,z € X ;
iii) hd um elemento 0 € X, chamado vetor nulo, tal que, para cada x € X, temos

O+zrz=2+4+0=uz

i) para qualquer x € X, hd um elemento —x € X, tal que
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v) Mux) = (Au)x, para quaisquer escalares A\, i € K e para qualquer x € X;
vi) Mz +vy) = A+ Ay, para cada \ € K e para cada z,y € X;

vii) (A + p)xr = Az + px, para cada A\, p € K e para cada v € X;

viti) lx = x, para qualquer x € X.

Exemplo 1.1. Os espacos R™ e C" sao espacos vetoriais com as opera¢oes usuais, ou seja,

com adicao de vetores e multiplicacao por escalar definidos da sequinte forma:

r+y=(x14+ Y1, Tn+ Yn)

Ar = (Axq, ...y ALy,

onde,

r=(21,.,T0), ¥y = (Y1, -, Yn) € R*"(0uC") e X € K.

Definicao 1.2. (Subespago Vetorial) Seja X um espago vetorial sobre um corpo K e seja
M um subconjunto de X. Dizemos que M ¢é um subespagco vetorial de X se M é um
espaco vetorial sobre K com relacao as operacoes de adicao de vetores e multiplicacao por

escalar no espago X.

Exemplo 1.2. Seja X qualquer espaco vetorial. Entao, um conjunto constituido somente

do vetor nulo ou todo o espagco X, sao subespacos de X.

Exemplo 1.3. Seja X o espago de todas as funcoes reais definidas em um conjunto F,
nao-vazio, com as operagoes de adicao de funcoes e multiplicacao por escalar. Entao, o
conjunto W constituido por todas as fungoes limitadas em X é um subespago de X (uma

funcao f € X € limitada se existe K € R tal que |f(z)| < K, Vz e X).

Definigao 1.3. (Combinagao Linear) Seja X um espago vetorial sobre um corpo K e sejam

x1,To,...,x, € X. Entdo, qualquer vetor em X da forma
a1r1 + asxg + ... + AnTy,

com a; € K é chamado combinacao linear de x1,xs, ..., x,.
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Teorema 1.1. Seja S um subconjunto nao-vazio de X. O conjunto L(S) de todas as
combinacgoes lineares de vetores em S, € um subespaco de X contendo S. além disso, se W

¢ qualquer outro subespago de X contendo S, entdo L(S) C W.

Demonstracao. Ver [6].
O espaco L(.S) é o menor subespago de X contendo S e é denominado subespaco gerado

por S.

Definigao 1.4. (Norma e Espago Normado) Seja X um espago vetorial sobre um corpo K.

Uma funcgao || ]| : X — R € chamada de norma se satisfaz as sequintes propriedades:

i) ||z|| >0, para todo x € X ;
i) ||z|| =0 se, e sd se x = 0;
i) ||[Ax|| = |A|||z||, para cada N e K e z € X;

w) |z +yl| < ][ +[lyll, para todo z,y € X.

Um espago vetorial X, junto com uma norma ||-|| em X, que denotamos por (X, ||-|]),

¢ chamado de Espa¢co Normado.

Exemplo 1.4. Em R ou em C o valor absoluto |-| € uma norma, ou seja, (R,|-]) e (C,|-])

5G40 espagos normados.

1.2 Funcionais Lineares e Sublineares

Definigao 1.5. (Transformacgdao Linear) Sejam X e Y espagos vetoriais sobre o mesmo
corpo K. Dizemos que T : X — Y € uma transformacgdo linear (ou aplicacdo

linear) se satisfaz as sequintes propriedades:

i) Para qualquer x, y € X, T(x +y) =T(x) +T(y);

ii) Para qualquer X\ € K e qualquer x € X, T(A\x) = \T'(z).
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Observacao: No caso em que X =Y, a transfomacgao linear T : X — X € chamada

também de operador linear.

Exemplo 1.5. A transformagao identidade I : X — X definida por I(x) =z, Vx € X €

uma transformacao linear, pois
i) x+y)=ac+y=1x)+1(y);
ii) I(Ax) = Az = M (x), para todo A € K
I também é chamado de operador idéntico de X .

Defini¢ao 1.6. (Funcional Linear) Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. Um

funcional linear f ¢ uma transformacao linear com a imagem em K. Assim,
f:D(f) — K,
onde o dominio de f, que simbolizamos por D(f), é um subespago vetorial de X.

Definicao 1.7. (Funcional Linear Limitado) Seja (X,||.||) um espago normado. Um

funcional linear f é dito ser limitado se existe um numero real ¢ > 0 tal que
[f(@)] < dlzll, Ve D(f).

Além disso, a norma de f é dada por

(e
Ifl= sp WL
zen(/\(oy 7]

(1.1)

ou equivalentemente (ver [1]),

A= sup — [f(x)]

zeD(f),||z|[=1

Observe que por (1.1), temos

[F@) < AH=ll, Vo e D(f).

Definicao 1.8. (Funcional Sublinear) Seja X um espago vetorial. Dizemos que uma

aplicacao p : X — R € um funcional sublinear se satisfaz:
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i) p(r +y) <p(r) +ply), Vo,y € X;

ii) p(Az) = Ap(z), VA >0, Vz e X.
Exemplo 1.6. Uma norma sobre um espago vetorial é um funcional sublinear.

Definicao 1.9. Dois funcionais f1 e fo sao iguais, escrito fi1 = fo, se eles tém o mesmo

dominio e se
fi(z) = folz), Vo € D(fi) = D(f2).

A restricao de um funcional f : D(f) — K a um subconjunto B C D(f) é denotado por

flg : B — K e é um funcional definido por

fle(z) = f(x), V2 € B.

Uma extensdo de f a um conjunto M O D(f) é um funcional f: M — K, de tal modo
que f|D(f) - f; isto é7
f(x) = f(x), Vo e D(f).

1.3 Lema de Zorn

Definicao 1.10. Um conjunto M é dito Parcialmente Ordenado se existe uma relacao

bindria, que denotamos por <, satisfazendo as sequintes propriedades
i) a < a para cada a € M (refleziva);
ii) sea<beb<a, entao a=">, para cada a,b € M (simélrica);
iii) se a <beb<c, entio a < ¢ (transitiva).

Exemplo 1.7. Seja X um conjunto e P(X) o conjunto das partes de X. Define-se em
P(X) a sequinte relagdo

A < B, seesomentese, A C B,

onde A,B € P(X). Com esta relagio de ordem, P(X) é um conjunto parcialmente

ordenado.
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Exemplo 1.8. Em R"™ podemos obter, para cada par de elementos de R", x =

(X1, ., Tn) €y = (Y1, -, Yn) @ Sequinte relagao de ordem parcial:
r <y, seesomentese, x; <y, 1 =1,...,n.
O congunto R™, com esta relacao é um conjunto parcialmente ordenado.

Definicao 1.11. Um conjunto Totalmente Ordenado M, ou Cadeia, é um conjunto
parcialmente ordenado no qual para quaisquer dois elementos a,b € M temos a < b, ou

b <a.

Definicao 1.12. Um Limaite Superior de um conjunto W contido em um conjunto

parcialmente ordenado M é um elemento p € M tal que
xr<pu VreW.

Definigao 1.13. Seja M um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que m € M é um

elemento maximal em M se para todo m' € M com m < m/, seque que m' = m.

Lema 1.1. (Lema de Zorn) Seja M # () wm conjunto parcialmente ordenado. Suponha
que toda cadeia C' C M possui um limite superior. Entao, M tem pelo menos um elemento

maximal.



Capitulo 2

O Teorema de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach é um resultado sobre extensoes, de funcionais definidos
em subespacos, a todo espaco vetorial, garantindo que todo espaco vetorial normado é

ricamente preenchido de funcionais lineares. A demonstragao desse teorema segue [1].

Teorema 2.1. Sejam X um espago vetorial real, Z um subespaco propriode X, p: X — R

um funcional sublinear e f : Z — R um funcional linear, tais que:
f(z) <p(z), para cada x € Z. (2.1)

Entao, f pode ser estendido a X através de um funcional linear f' : X — R, tal que:

f(x) = f(x), para cada v € Z

f(x) <p(x), para cada x € X.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema serd dividida em trés etapas:
12 etapa: Vamos verificar que existe uma extensio linear f : D(f) — R do funcional f

satisfazendo f(z) < p(z), Yz € D(f).

Seja o conjunto de todas as extensoes lineares de f que satisfazem (2.1). Dessa

forma, cada elemento g € F satisfaz
i) g: D(g9) — R é um funcional linear, onde D(g) denota o dominio de g;

9
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ii) Z € D(g);
iii) glz = f, isto é, g(z) = f(x), Vo € Z;
iv) g(x) < p(z), para todo z € D(g).

Note que F nao é vazio, pois f € E. Em E podemos definir a seguinte ordem parcial:
g S h? (97 h 6 E)7

se e somente se, h é uma extensao de g, ou seja, D(g) C D(h) e h(x) = g(x), Vo € D(g).

Dessa forma, temos uma relacao de ordem parcial em FE.

Vamos provar que E satisfaz as hipoteses do Lema de Zorn. Para isto, considere um

subconjunto totalmente ordenado C' C E' e defina o funcional linear g da seguinte forma

D) = |J Dl9)

geC

g(z) = g(x), se x € D(g), (g€ C).

Neste caso, observe que g estd bem definido, pois se x € D(g1) N D(g2) para g1,92 € C
temos que g1(x) = go(x), pois g1 < g2 ou go < gy ja que C é totalmente ordenado. Se por

exemplo, g1 < ga, entdo ga|p(g,) = ¢91. Como x € D(g;) entdo

92(7) = gi(x).

Além disso, por definicao de g, tem-se que § € E e que g < ¢ para todo g € C, isto é, ¢
¢ um limite superior de C. Logo, todo conjunto de elementos de F totalmente ordenado é
majorado. O Lema de Zorn garante a existéncia de um elemento maximal f € E. Pela

definicdo de E, f é uma extensdo linear de f, que satisfaz:

f(z) < p(x), para cada x € D(f).

22 etapa: Nesta etapa veremos que D(f) = X.
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Suponha por contradigao que D( f ) # X, entdao podemos escolher y; € X \ D( f ), ou
seja, 11 € X e yy ¢ D( f) Considere o seguinte subespaco

le{y—i—ayl,yGD(f) e aER}

Note que y; # 0, pois 0 € D(f) (JA que 0 € Z C D(f)). Além disso, qualquer elemento

x € Y] pode ser escrito de maneira tinica por

r=y+ay, comy € D(f) e a € R.

De fato, suponha que

$:y+a?/1 € x:g—{_dyla (y,?jGD(f)eOé,dGR),

ou seja,

y+ay =y+ay.
Dessa forma, obtemos

Yy —y=ay — oy,
o que implica que,

(@ —a)yr.

y—y
Comoy—1gy € D(f) ey & D(f), segue que y—§ = 0 e & —« = 0, 0 que mostra a unicidade

da representacao.

Considere um funcional ¢; : Y1 — R, dado por:

91(z) = gi(y + ay) = f(y) + ac,

onde ¢ é uma constante real arbitraria que sera escolhida adequadamente. Vamos mostrar

que gy € Feg > f , mas isto contradiz o fato de f ser elemento maximal de F.

Observe que:

i) g1 ¢ linear;

De fato, sejam z,z € Y;. Digamos x =y + ay; e T = ¢ + ay;.
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gi(kx) = gi(k(y+ay))
= gi1(ky + kay,)
= f(ky) + kac

= k(f(y) + ac)
= kg (z).

gz +2) = qy+ay +7+ay)
= qi(y+7§+ay +ay)
= qy+y+(a+a)y)
= fly+9) +cla+a)
= )+ (@) +ca+ca
= fly) +ea+ f(G) +ca

= (@) + 9:1(2).

ii) g1 é uma extensao de f. De fato, se y € D(f), entao a representacao de y em Y é
y + 0.y;. Logo,
91y) = g1(y +0- 1) = f(y) + 0.c = f(y)-

Se provarmos que g;(z) < p(z), para todo x € Y; = D(¢1), teremos ¢; € E e g > 1,
que é uma contradicao, ja que f ¢ um elemento maximal de X. Logo, devemos ter que
D(f) = X.

32 etapa: Provaremos de fato que ¢;(z) < p(z), Vo € Y;.

Sejam vy, z € D(f). Logo,

f) = fz) = fly—2)<ply-=2)

= ply+yi—y1—2) <ply+y1) +pl—y1 — 2).
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Dai temos que

—p(—y1 —2) — f(2) < ply+w) — f(y), Yy, z € D(f).

Definindo
A= sup. (—p(—y1 —z) — f(z)) )
z€D(f)
obtemos
A<ply+uy)— fy), Yy € D(f),
¢ definindo

B:= inf ply+w)— f(y)7
yeD(f)

deduzimos que

A< B.

Seja ¢ tal que A < ¢ < B. Assim,

—p(=y1—2) = f(2) < ¢, Yz € D(f),

c<ply+w)—fly), Yy € D(f).

Consideremos os seguintes casos:

13

(2.2)

(2.3)

(2.4)

1° caso: Vamos considerar um elemento x € Y representado de maneira unica por

T =y+ ay;, com a < 0. Trocando z por a1y em (2.3) temos:

1

—p(—41 = —y) - f=y) <ec

1
o

Multiplicando por —a: > 0 temos:

Usando x = y + oy, segue que

1

g1(z) = fy) +ac < —ap(—y; — —y) = play +y) = p(x).
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Dessa forma,

gi(z) <p(x), Ve =y+ay €Y1, a <0.

2° caso: Considere x =y + ay; € Y7, com o = 0.

Neste caso, segue que

o que implica que

gi(x) <plx), Ve=y+ay, € Y;,a=0.

3° caso: Seja z € Y] tal que z =y + ay;, a > 0. Por (2.4), trocando y por o™y, temos

CSP(éeryl)—f(

Y).

RIlr

Multiplicando por o > 0
1 - .
ac < ap(—y+y1) = fy) = plx) = f(y),

dessa forma, obtemos
Logo,

ou seja,

gi(z) <p(x), Ve =y +ay € Y1, a >0,

finalizando a demonstracao do Teorema. m

O Teorema de Hahn-Banach (Generalizado)

Definicao 2.1. Seja X wum espago vetorial real ou complero. Um funcional sublinear

p: X — R diz-se uma semi-norma se

p(z+y) < plx) +ply)

plaz) = |alp(z),
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para todo r,y € X e a € R.

Teorema 2.2. Sejam X um espaco vetorial, Z um subespaco de X, p uma semi-norma em

X e f:Z — K um funcional linear com
|f(x)| < p(x), para todo x € Z. (2.5)
Entao, existe uma extensao linear f : X — R de f tal que

f(z) = f(x), para cada x € Z;

’f(x)\ < p(x), para cada x € X.

Demonstracgao.
1° caso: K =R.

Se X é um espago vetorial real, de (2.5) segue que

f(@) <[f(@)] < p(x),

isto é, f(x) < p(x) para cada x € Z. Assim, pela versao real do Teorema de Hahn-Banach,

existe uma extensao f : X — R de f tal que

f(z) < p(x), Yz € X.

Além disso,
Logo,
e portanto

|f(x)| < p(z), para cada r € X,

o que demonstra o teorema no caso real.
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2° CASO: K=C
Neste caso, temos f : Z — C. Assim, f pode ser representado por
f(@) = filx) +ifa(z), Vo € Z,
onde f1, fo : Z — R sao funcionais lineares e temos
Re f(x) = fi(z) e Im f(z) = fo().
Note que
filiz) = Re f(ix)
= Re[fi(iz) +ifa2(iz)]
= Re[ifi(x) — fax)]
= —fa(z),
o que implica
fo(@) = = filiz).
Assim, colocando em funcao da parte real f;, obtemos
f(x) = fi(z) —ifi(ix), Yz € Z.
Olhando X e Z como espagos vetoriais reais e sendo f; um funcional linear real, temos
[f1(@)| = |Ref(z)] < |f(z)] < p(z), Vo e Z
Logo, pelo 1° caso, existe uma extensao fl : X — R de f; tal que
[f1(2)] < p(z), Vo € X.
Defina
f(z) = fila) = ifi(zi). (2.6)

Entdo, f é uma extensdo de f de Z & X. Observe que

fliz) = fi(iz) —ifi(i*z)
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ou seja, f é complexa-linear. Precisamos apenas mostrar que

|f(x)] < p(x), para cada x € X.

Recordemos que todo nimero complexo na forma trigonométrica pode ser escrito na forma

z = a+ bi = r(cosh + isend) = re®

|zl =r=¢e""2 0 =argz.
Seja 6 = arg(f(z)), entdao f(z) = €| f(z)|. Logo,
@) = e f(a) = fe "),

isto é, f(e_wx) é real e portanto é igual a sua parte real, e temos por (2.6)

@) = flex) = file ™ x) < ple™z) = p(a),

pois e | =1. m



Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos alguns resultados importantes onde se aplica o Teorema de
Hahn-Banach.

No que segue, considere X um espago vetorial normado sobre um corpo K.

Corolario 3.1. Seja o € X, com x¢ # 0. Entdo, existe um funcional linear limitado fem

X tal que
171l =1

Flao) = lzoll.
Demonstracao. Consideremos Z um subespago de X definido da seguinte forma
Z ={axy, a€K}.
Em Z definimos o funcional f : Z — K por
f(z) = flamo) = |a[[zo][.
Considerando o funcional sublinear em X dado por p(z) = ||x||, obtemos
f(@) = flaxo) = |af|lzol| = [laxol| = [|z]| = p(z), Vo € Z.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, f tem uma extensao f : X — K. Note que,

f(xo) = f(z0) = |[x0]]-

18
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Além disso, o teorema garante que
|f(2)] < p(x) = ||z]|, Vo € X,
ou seja,

|f(2)]

[l z]]

<1,Vze X\ {0},

o que implica

1l < sup L@y
zeX\{0} ||$H

Por outro lado, sendo

|f (az)| -1
lazol|
podemos concluir que ||f|| = 1, como querfamos demonstrar. m

Corolario 3.2. Sejam Z um subespaco de X e f : Z — K um funcional linear limitado.

Entao, existe uma extensao f: X —> K linear limitado, tal que:

111z = 1f11x

onde (ver Definicao 1.6),
Ifllx=sup |f(z)

zeX,||z||=1

Ifllz="sup [f(x)]

z€Z ||z||=1
Demonstracdo. Se Z = {0}, entdo f = 0 e a extensdo é f = 0. Suponha que Z # {0}.

Usando a definicao de funcional linear limitado, temos
|f(@)] < |[fllz]|]], Vo € Z.

Agora, defina p : X — R, com p(x) = ||f]|z||z||. Note que p(z) é um funcional sublinear
e |f(x)] < p(x), Yz € Z. Entéo, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe f : X — R que

estende f e
|[f(@)] < plx) = || £llzllal], Yz € X,

Tomando o supremo para todo x € X de norma 1, obtemos a desigualdade

1fllx=suwp |f@)]<||fllz

[|z||=1,z€X
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Por outro lado,

1£1lz < 11F1l2,

pois f ¢é extensao de f. Portanto,

171lx = (1112

Corolario 3.3. Para todo © € X, temos

|/ ()|

|zl = sup o (3.1)
fex’ f#£0 1 £1]
onde X' = {f : X — K; fé um funcional linear limitado}. Em particular, se f(x) =

0, Vf € X', tem-se x = 0.

Demonstragio. Se z = 0, entdo ||z|| = 0 e f(z) = 0, para todo f € X'. Logo, a
igualdade em (3.1) ocorre trivialmente.

Suponhamos que = # 0. Pelo Corolério 3.1, existe fe X tal que

17l =1

) = llz|l.

Observe que

5@ @) _ el _
rexny LI 171 1 [|]]-

Por outro lado temos
LF@)] < |fI]zl], Vf € X,

dessa forma obtemos,

f x ’
IOy, wrex', 720
1/l
Portanto,
x
sup F@)l ]
rea\joy 1]

Provando a igualdade (3.1). m



Conclusao

Através do nosso estudo, vimos que o Teorema de Hahn-Banach é um dos principais
resultados de Anadlise Funcional e compreendemos que o mesmo permite a existéncia
extensoes de funcionais lineares definidos inicialmente em subespagos e estendidos sobre
todo espaco vetorial, satisfazendo algumas propriedades.

Percebemos também que varios resultados sao consequéncias desse teorema, como por
exemplo, qualquer funcional linear limitado definido em subespacos admite uma extensao a
todo espaco, preservando a norma (coroléario 3.2), ou também pode-se observar que a norma
de um elemento no espaco vetorial normado depende apenas dos funcionais definidos nesse
espago (coroldrio 3.3). Destacamos que além dessas aplicagoes, existe na literatura um vasto

numero de resultados decorrentes do Teorema de Hahn-Banach.
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