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Orientadora: Profa. Dra. LUCIANA ROZE DE FREITAS

Campina Grande/PB

Julho/2012



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL – UEPB 

 

   T235t              Teixeira, Dayse de Medeiros.  

O teorema de hahn-banach e aplicações [manuscrito] 

/ Dayse de Medeiros Teixeira. – 2012. 

22 f. : il. color.  

   

Digitado. 

Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação em 

Matemática) – Universidade Estadual da Paraíba, Centro 

de Ciências Tecnológicas, 2012.  

“Orientação: Profa. Dra. Luciana Roze de Freitas, 

Departamento de Matemática e Estatística”. 

 

1. Análise funcional.  2. Teorema de Hahn-Banach. 

3. Lema de Zorn. I. Título. 

 
21. ed. CDD 515.7 

 



 



Agradecimentos

A Deus por iluminar meus caminhos e me dar forças para seguir em frente, só Ele é
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Resumo

Neste trabalho, estudamos as versões anaĺıticas do Teorema de Hahn-Banach para

espaços vetoriais reais e complexos. Para isto, apresentamos resultados importantes para

a compreenção de todo o texto, dentre os quais está o Lema de Zorn. Em seguida,

apresentamos algumas aplicações do teorema.

Palavras chaves: Análise Funcional, Teorema de Hahn-Banach, Lema de Zorn.
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Abstract

In this work, we studied the analytical versions of the Hahn-Banach Theorem for real and

complex vector spaces. For this, we present important results for understanding the entire

text, among them is Zorn’s Lemma. We then present some applications of the theorem.

Key Words: Functional Analysis, Hahn-Banach Theorem, Zorn’s Lemma.
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Introdução

O Teorema de Hahn-Banach é um dos principais resultados de Análise Funcional.

Trata-se de um resultado sobre extensões, que garante que funcionais lineares definidos

em subespaços vetoriais podem ser estendidos a todo espaço vetorial e, além disso, algumas

propriedades serão preservadas. Neste trabalho serão apresentadas duas versões do Teorema

de Hahn-Banach, uma para espaços vetoriais reais e outra para espaços vetoriais complexos.

O resultado no caso real foi obtido por Hahn em 1929 e, de uma forma mais geral,

devida a Banach em 1929; embora uma primeira versão tenha aparecido num trabalho do

matemático Helley em 1922 que junto com o matemático Riesz, em 1911, conseguiram

obter os primeiros teoremas de extensão de funcionais em alguns espaços de funções.

Aproximadamente uma década após surgiu a versão complexa do teorema, que foi publicada

no trabalho de H. F.Bohnenblust e A. Sobczyk.

No primeiro caṕıtulo deste trabalho, iremos apresentar algumas definições e alguns

resultados importantes para o desenvolvimento dos demais caṕıtulos, assim como o Lema

de Zorn que será uma ferramenta fundamental para a demonstração do Teorema de Hanh-

Banach. No segundo caṕıtulo serão apresentadas as demonstrações do teorema nos dois

casos (real e complexo) e em seguida, no terceiro caṕıtulo, mostraremos algumas de suas

aplicações.
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Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Daremos ińıcio ao nosso trabalho apresentando alguns resultados e definições que serão

necessários para os demais caṕıtulos.

1.1 Espaço Vetorial

Definição 1.1. É chamado de Espaço Vetorial sobre um corpo K, um conjunto não vazio

X onde define-se operações de adição e multiplicação por escalar que determinam:

• para cada x, y ∈ X, uma soma x+ y ∈ X;

• para cada x ∈ X e λ ∈ K, o produto λx ∈ X.

Tais que:

i) x+ y = y + x, para cada x, y ∈ X;

ii) x+ (y + z) = (x+ y) + z, para cada x, y, z ∈ X;

iii) há um elemento 0 ∈ X, chamado vetor nulo, tal que, para cada x ∈ X, temos

0 + x = x+ 0 = x;

iv) para qualquer x ∈ X, há um elemento −x ∈ X, tal que

x+ (−x) = (−x) + x = 0;

3
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v) λ(µx) = (λµ)x, para quaisquer escalares λ, µ ∈ K e para qualquer x ∈ X;

vi) λ(x+ y) = λx+ λy, para cada λ ∈ K e para cada x, y ∈ X;

vii) (λ+ µ)x = λx+ µx, para cada λ, µ ∈ K e para cada x ∈ X;

viii) 1x = x, para qualquer x ∈ X.

Exemplo 1.1. Os espaços Rn e Cn são espaços vetoriais com as operações usuais, ou seja,

com adição de vetores e multiplicação por escalar definidos da seguinte forma:

x+ y = (x1 + y1, ..., xn + yn)

e

λx = (λx1, ..., λxn),

onde,

x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn(ouCn) e λ ∈ K.

Definição 1.2. (Subespaço Vetorial) Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K e seja

M um subconjunto de X. Dizemos que M é um subespaço vetorial de X se M é um

espaço vetorial sobre K com relação às operações de adição de vetores e multiplicação por

escalar no espaço X.

Exemplo 1.2. Seja X qualquer espaço vetorial. Então, um conjunto constitúıdo somente

do vetor nulo ou todo o espaço X, são subespaços de X.

Exemplo 1.3. Seja X o espaço de todas as funções reais definidas em um conjunto E,

não-vazio, com as operações de adição de funções e multiplicação por escalar. Então, o

conjunto W constitúıdo por todas as funções limitadas em X é um subespaço de X (uma

função f ∈ X é limitada se existe K ∈ R tal que |f(x)| ≤ K, ∀x ∈ X).

Definição 1.3. (Combinação Linear) Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K e sejam

x1, x2, ..., xn ∈ X. Então, qualquer vetor em X da forma

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn,

com ai ∈ K é chamado combinação linear de x1, x2, ..., xn.
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Teorema 1.1. Seja S um subconjunto não-vazio de X. O conjunto L(S) de todas as

combinações lineares de vetores em S, é um subespaço de X contendo S. além disso, se W

é qualquer outro subespaço de X contendo S, então L(S) ⊂ W .

Demonstração. Ver [6].

O espaço L(S) é o menor subespaço de X contendo S e é denominado subespaço gerado

por S.

Definição 1.4. (Norma e Espaço Normado) Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K.

Uma função || · || : X −→ R é chamada de norma se satisfaz as seguintes propriedades:

i) ||x|| ≥ 0, para todo x ∈ X;

ii) ||x|| = 0 se, e só se x = 0;

ii) ||λx|| = |λ|||x||, para cada λ ∈ K e x ∈ X;

iv) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||, para todo x, y ∈ X.

Um espaço vetorial X, junto com uma norma ||· || em X, que denotamos por (X, ||· ||),

é chamado de Espaço Normado.

Exemplo 1.4. Em R ou em C o valor absoluto | · | é uma norma, ou seja, (R, | · |) e (C, | · |)

são espaços normados.

1.2 Funcionais Lineares e Sublineares

Definição 1.5. (Transformação Linear) Sejam X e Y espaços vetoriais sobre o mesmo

corpo K. Dizemos que T : X −→ Y é uma transformação linear (ou aplicação

linear) se satisfaz as seguintes propriedades:

i) Para qualquer x, y ∈ X, T (x+ y) = T (x) + T (y);

ii) Para qualquer λ ∈ K e qualquer x ∈ X, T (λx) = λT (x).
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Observação: No caso em que X = Y , a transfomação linear T : X −→ X é chamada

também de operador linear.

Exemplo 1.5. A transformação identidade I : X −→ X definida por I(x) = x, ∀x ∈ X é

uma transformação linear, pois

i) I(x+ y) = x+ y = I(x) + I(y);

ii) I(λx) = λx = λI(x), para todo λ ∈ K

I também é chamado de operador idêntico de X.

Definição 1.6. (Funcional Linear) Seja X um espaço vetorial sobre um corpo K. Um

funcional linear f é uma transformação linear com a imagem em K. Assim,

f : D(f) −→ K,

onde o domı́nio de f , que simbolizamos por D(f), é um subespaço vetorial de X.

Definição 1.7. (Funcional Linear Limitado) Seja (X, ||.||) um espaço normado. Um

funcional linear f é dito ser limitado se existe um número real c ≥ 0 tal que

|f(x)| ≤ c||x||, ∀x ∈ D(f).

Além disso, a norma de f é dada por

||f || = sup
x∈D(f)\{0}

|f(x)|
||x||

, (1.1)

ou equivalentemente (ver [1]),

||f || = sup
x∈D(f),||x||=1

|f(x)|.

Observe que por (1.1), temos

|f(x)| ≤ ||f || ||x||, ∀x ∈ D(f).

Definição 1.8. (Funcional Sublinear) Seja X um espaço vetorial. Dizemos que uma

aplicação p : X −→ R é um funcional sublinear se satisfaz:
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i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ X;

ii) p(λx) = λp(x), ∀λ ≥ 0, ∀x ∈ X.

Exemplo 1.6. Uma norma sobre um espaço vetorial é um funcional sublinear.

Definição 1.9. Dois funcionais f1 e f2 são iguais, escrito f1 = f2, se eles têm o mesmo

domı́nio e se

f1(x) = f2(x), ∀x ∈ D(f1) = D(f2).

A restrição de um funcional f : D(f) −→ K a um subconjunto B ⊂ D(f) é denotado por

f |B : B −→ K e é um funcional definido por

f |B(x) = f(x), ∀x ∈ B.

Uma extensão de f a um conjunto M ⊃ D(f) é um funcional f̃ : M −→ K, de tal modo

que f̃ |D(f) = f , isto é,

f̃(x) = f(x), ∀x ∈ D(f).

1.3 Lema de Zorn

Definição 1.10. Um conjunto M é dito Parcialmente Ordenado se existe uma relação

binária, que denotamos por ≤, satisfazendo as seguintes propriedades

i) a ≤ a para cada a ∈M (reflexiva);

ii) se a ≤ b e b ≤ a, então a = b, para cada a, b ∈M (simétrica);

iii) se a ≤ b e b ≤ c, então a ≤ c (transitiva).

Exemplo 1.7. Seja X um conjunto e P (X) o conjunto das partes de X. Define-se em

P (X) a seguinte relação

A ≤ B, se e somente se, A ⊆ B,

onde A,B ∈ P (X). Com esta relação de ordem, P (X) é um conjunto parcialmente

ordenado.
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Exemplo 1.8. Em Rn podemos obter, para cada par de elementos de Rn, x =

(x1, ..., xn) e y = (y1, ... , yn) a seguinte relação de ordem parcial:

x ≤ y, se e somente se, xi ≤ yi, i = 1, ..., n.

O conjunto Rn, com esta relação é um conjunto parcialmente ordenado.

Definição 1.11. Um conjunto Totalmente Ordenado M , ou Cadeia, é um conjunto

parcialmente ordenado no qual para quaisquer dois elementos a, b ∈ M temos a ≤ b, ou

b ≤ a.

Definição 1.12. Um Limite Superior de um conjunto W contido em um conjunto

parcialmente ordenado M é um elemento µ ∈M tal que

x ≤ µ, ∀x ∈ W.

Definição 1.13. Seja M um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que m ∈ M é um

elemento maximal em M se para todo m′ ∈M com m ≤ m′, segue que m′ = m.

Lema 1.1. (Lema de Zorn) Seja M 6= ∅ um conjunto parcialmente ordenado. Suponha

que toda cadeia C ⊆M possui um limite superior. Então, M tem pelo menos um elemento

maximal.



Caṕıtulo 2

O Teorema de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach é um resultado sobre extensões, de funcionais definidos

em subespaços, a todo espaço vetorial, garantindo que todo espaço vetorial normado é

ricamente preenchido de funcionais lineares. A demonstração desse teorema segue [1].

Teorema 2.1. Sejam X um espaço vetorial real, Z um subespaço próprio de X, p : X −→ R

um funcional sublinear e f : Z −→ R um funcional linear, tais que:

f(x) ≤ p(x), para cada x ∈ Z. (2.1)

Então, f pode ser estendido à X através de um funcional linear f̃ : X −→ R, tal que:

f̃(x) = f(x), para cada x ∈ Z

e

f̃(x) ≤ p(x), para cada x ∈ X.

Demonstração. A demonstração desse teorema será dividida em três etapas:

1a etapa: Vamos verificar que existe uma extensão linear f̃ : D(f̃) −→ R do funcional f

satisfazendo f̃(x) ≤ p(x), ∀x ∈ D(f̃).

Seja E o conjunto de todas as extensões lineares de f que satisfazem (2.1). Dessa

forma, cada elemento g ∈ E satisfaz

i) g : D(g) −→ R é um funcional linear, onde D(g) denota o domı́nio de g;

9
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ii) Z ⊆ D(g);

iii) g|Z = f , isto é, g(x) = f(x), ∀x ∈ Z;

iv) g(x) ≤ p(x), para todo x ∈ D(g).

Note que E não é vazio, pois f ∈ E. Em E podemos definir a seguinte ordem parcial :

g ≤ h, (g, h ∈ E),

se e somente se, h é uma extensão de g, ou seja, D(g) ⊆ D(h) e h(x) = g(x), ∀x ∈ D(g).

Dessa forma, temos uma relação de ordem parcial em E.

Vamos provar que E satisfaz as hipóteses do Lema de Zorn. Para isto, considere um

subconjunto totalmente ordenado C ⊂ E e defina o funcional linear ĝ da seguinte forma

D(ĝ) =
⋃
g∈C

D(g)

e

ĝ(x) = g(x), se x ∈ D(g), (g ∈ C) .

Neste caso, observe que ĝ está bem definido, pois se x ∈ D(g1) ∩ D(g2) para g1, g2 ∈ C

temos que g1(x) = g2(x), pois g1 ≤ g2 ou g2 ≤ g1 já que C é totalmente ordenado. Se por

exemplo, g1 ≤ g2, então g2|D(g1) = g1. Como x ∈ D(g1) então

g2(x) = g1(x).

Além disso, por definição de ĝ, tem-se que ĝ ∈ E e que g ≤ ĝ para todo g ∈ C, isto é, ĝ

é um limite superior de C. Logo, todo conjunto de elementos de E totalmente ordenado é

majorado. O Lema de Zorn garante a existência de um elemento maximal f̃ ∈ E. Pela

definição de E, f̃ é uma extensão linear de f , que satisfaz:

f̃(x) ≤ p(x), para cada x ∈ D(f̃).

2a etapa: Nesta etapa veremos que D(f̃) = X.
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Suponha por contradição que D(f̃) 6= X, então podemos escolher y1 ∈ X \D(f̃), ou

seja, y1 ∈ X e y1 /∈ D(f̃). Considere o seguinte subespaço

Y1 =
{
y + αy1, y ∈ D(f̃) e α ∈ R

}
Note que y1 6= 0, pois 0 ∈ D(f̃) (Já que 0 ∈ Z ⊂ D(f̃)). Além disso, qualquer elemento

x ∈ Y1 pode ser escrito de maneira única por

x = y + αy1, com y ∈ D(f̃) e α ∈ R.

De fato, suponha que

x = y + αy1 e x = ỹ + α̃y1, (y, ỹ ∈ D(f̃) e α, α̃ ∈ R),

ou seja,

y + αy1 = ỹ + α̃y1.

Dessa forma, obtemos

y − ỹ = α̃y1 − αy1,

o que implica que,

y − ỹ = (α̃− α)y1.

Como y− ỹ ∈ D(f̃) e y1 /∈ D(f̃), segue que y− ỹ = 0 e α̃−α = 0, o que mostra a unicidade

da representação.

Considere um funcional g1 : Y1 −→ R, dado por:

g1(x) = g1(y + αy1) = f̃(y) + αc,

onde c é uma constante real arbitrária que será escolhida adequadamente. Vamos mostrar

que g1 ∈ E e g1 ≥ f̃ , mas isto contradiz o fato de f̃ ser elemento maximal de E.

Observe que:

i) g1 é linear;

De fato, sejam x, x̃ ∈ Y1. Digamos x = y + αy1 e x̃ = ỹ + α̃y1.
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g1(kx) = g1(k(y + αy1))

= g1(ky + kαy1)

= f̃(ky) + kαc

= k(f̃(y) + αc)

= kg1(x).

e

g1(x+ x̃) = g1(y + αy1 + ỹ + α̃y1)

= g1(y + ỹ + αy1 + α̃y1)

= g1(y + ỹ + (α + α̃)y1)

= f̃(y + ỹ) + c(α + α̃)

= f̃(y) + f̃(ỹ) + cα + cα̃

= f̃(y) + cα + f̃(ỹ) + cα̃

= g1(x) + g1(x̃).

ii) g1 é uma extensão de f̃ . De fato, se y ∈ D(f̃), então a representação de y em Y1 é

y + 0.y1. Logo,

g1(y) = g1(y + 0 · y1) = f̃(y) + 0.c = f̃(y).

Se provarmos que g1(x) ≤ p(x), para todo x ∈ Y1 = D(g1), teremos g1 ∈ E e g1 ≥ f̃ ,

que é uma contradição, já que f̃ é um elemento maximal de X. Logo, devemos ter que

D(f̃) = X.

3a etapa: Provaremos de fato que g1(x) ≤ p(x), ∀x ∈ Y1.

Sejam y, z ∈ D(f̃). Logo,

f̃(y)− f̃(z) = f̃(y − z) ≤ p(y − z)

= p(y + y1 − y1 − z) ≤ p(y + y1) + p(−y1 − z).
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Dáı temos que

−p(−y1 − z)− f̃(z) ≤ p(y + y1)− f̃(y), ∀ y, z ∈ D(f̃). (2.2)

Definindo

A := sup
z∈D(f̃)

(
−p(−y1 − z)− f̃(z)

)
,

obtemos

A ≤ p(y + y1)− f̃(y), ∀ y ∈ D(f̃),

e definindo

B := inf
y∈D(f̃)

p(y + y1)− f̃(y),

deduzimos que

A ≤ B.

Seja c tal que A ≤ c ≤ B. Assim,

−p(−y1 − z)− f̃(z) ≤ c, ∀ z ∈ D(f̃), (2.3)

e

c ≤ p(y + y1)− f̃(y), ∀ y ∈ D(f̃). (2.4)

Consideremos os seguintes casos:

1o caso: Vamos considerar um elemento x ∈ Y1 representado de maneira unica por

x = y + αy1, com α < 0. Trocando z por α−1y em (2.3) temos:

−p(−y1 −
1

α
y)− f̃(

1

α
y) ≤ c.

Multiplicando por −α > 0 temos:

αp(−y1 −
1

α
y) + f̃(y) ≤ −αc.

Usando x = y + αy1, segue que

g1(x) = f̃(y) + αc ≤ −αp(−y1 −
1

α
y) = p(αy1 + y) = p(x).
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Dessa forma,

g1(x) ≤ p(x), ∀x = y + αy1 ∈ Y1, α < 0.

2o caso: Considere x = y + αy1 ∈ Y1, com α = 0.

Neste caso, segue que

g1(x) = f̃(y) + 0 · y1 ≤ p(y) = p(x),

o que implica que

g1(x) ≤ p(x), ∀x = y + αy1 ∈ Y1, α = 0.

3o caso: Seja x ∈ Y1 tal que x = y + αy1, α > 0. Por (2.4), trocando y por α−1y, temos

c ≤ p(
1

α
y + y1)− f̃(

1

α
y).

Multiplicando por α > 0

αc ≤ αp(
1

α
y + y1)− f̃(y) = p(x)− f̃(y),

dessa forma, obtemos

f̃(y) + αc ≤ p(x).

Logo,

g1(x) = f̃(y) + αc ≤ p(x),

ou seja,

g1(x) ≤ p(x), ∀x = y + αy1 ∈ Y1, α > 0,

finalizando a demonstração do Teorema.

O Teorema de Hahn-Banach (Generalizado)

Definição 2.1. Seja X um espaço vetorial real ou complexo. Um funcional sublinear

p : X −→ R diz-se uma semi-norma se

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

e

p(αx) = |α|p(x),
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para todo x, y ∈ X e α ∈ R.

Teorema 2.2. Sejam X um espaço vetorial, Z um subespaço de X, p uma semi-norma em

X e f : Z −→ K um funcional linear com

|f(x)| ≤ p(x), para todo x ∈ Z. (2.5)

Então, existe uma extensão linear f̃ : X −→ R de f tal que

f̃(x) = f(x), para cada x ∈ Z;

e

|f̃(x)| ≤ p(x), para cada x ∈ X.

Demonstração.

1o caso: K = R.

Se X é um espaço vetorial real, de (2.5) segue que

f(x) ≤ |f(x)| ≤ p(x),

isto é, f(x) ≤ p(x) para cada x ∈ Z. Assim, pela versão real do Teorema de Hahn-Banach,

existe uma extensão f̃ : X −→ R de f tal que

f̃(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X.

Além disso,

−f̃(x) = f̃(−x) ≤ p(−x) = | − 1|p(x) = p(x).

Logo,

−p(x) ≤ f̃(x) ≤ p(x),

e portanto

|f̃(x)| ≤ p(x), para cada x ∈ X,

o que demonstra o teorema no caso real.
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2o CASO: K = C

Neste caso, temos f : Z −→ C. Assim, f pode ser representado por

f(x) = f1(x) + if2(x), ∀x ∈ Z,

onde f1, f2 : Z −→ R são funcionais lineares e temos

Re f(x) = f1(x) e Imf(x) = f2(x).

Note que

f1(ix) = Re f(ix)

= Re[f1(ix) + if2(ix)]

= Re[if1(x)− f2(x)]

= −f2(x),

o que implica

f2(x) = −f1(ix).

Assim, colocando em função da parte real f1, obtemos

f(x) = f1(x)− if1(ix), ∀x ∈ Z.

Olhando X e Z como espaços vetoriais reais e sendo f1 um funcional linear real, temos

|f1(x)| = |Ref(x)| ≤ |f(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ Z.

Logo, pelo 1o caso, existe uma extensão f̃1 : X −→ R de f1 tal que

|f̃1(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ X.

Defina

f̃(x) = f̃1(x)− if̃1(xi). (2.6)

Então, f̃ é uma extensão de f de Z à X. Observe que

f̃(ix) = f̃1(ix)− if̃1(i2x)

= f̃1(ix)− if̃1(−x)

= f̃1(ix) + if1(x)

= i(−if̃1(ix) + f̃1(x))

= if̃(x),
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ou seja, f é complexa-linear. Precisamos apenas mostrar que

|f̃(x)| ≤ p(x), para cada x ∈ X.

Recordemos que todo número complexo na forma trigonométrica pode ser escrito na forma

z = a+ bi = r(cosθ + isenθ) = reiθ

e

|z| = r = e−iθz, θ = argz.

Seja θ = arg(f̃(x)), então f̃(x) = eiθ|f̃(x)|. Logo,

|f̃(x)| = e−iθf̃(x) = f̃(e−iθx),

isto é, f̃(e−iθx) é real e portanto é igual a sua parte real, e temos por (2.6)

|f̃(x)| = f̃(e−iθx) = f̃1(e
−iθx) ≤ p(e−iθx) = p(x),

pois |e−iθ| = 1.



Caṕıtulo 3

Aplicações

Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados importantes onde se aplica o Teorema de

Hahn-Banach.

No que segue, considere X um espaço vetorial normado sobre um corpo K.

Corolário 3.1. Seja x0 ∈ X, com x0 6= 0. Então, existe um funcional linear limitado f̃ em

X tal que

||f̃ || = 1

e

f̃(x0) = ||x0||.

Demonstração. Consideremos Z um subespaço de X definido da seguinte forma

Z = {αx0, α ∈ K}.

Em Z definimos o funcional f : Z −→ K por

f(x) = f(αx0) = |α|||x0||.

Considerando o funcional sublinear em X dado por p(x) = ||x||, obtemos

f(x) = f(αx0) = |α|||x0|| = ||αx0|| = ||x|| = p(x), ∀x ∈ Z.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, f tem uma extensão f̃ : X −→ K. Note que,

f̃(x0) = f(x0) = ||x0||.

18
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Além disso, o teorema garante que

|f̃(x)| ≤ p(x) = ||x||, ∀x ∈ X,

ou seja,
|f̃(x)|
||x||

≤ 1, ∀x ∈ X \ {0},

o que implica

||f̃ || ≤ sup
x∈X\{0}

|f̃(x)|
||x||

≤ 1.

Por outro lado, sendo
|f̃(αx0)|
||αx0||

= 1,

podemos concluir que ||f̃ || = 1, como queŕıamos demonstrar.

Corolário 3.2. Sejam Z um subespaço de X e f : Z −→ K um funcional linear limitado.

Então, existe uma extensão f̃ : X −→ K linear limitado, tal que:

||f ||Z = ||f̃ ||X ,

onde (ver Definição 1.6),

||f̃ ||X = sup
x∈X,||x||=1

|f̃(x)|

e

||f ||Z = sup
x∈Z,||x||=1

|f(x)|.

Demonstração. Se Z = {0}, então f = 0 e a extensão é f̃ = 0. Suponha que Z 6= {0}.

Usando a definição de funcional linear limitado, temos

|f(x)| ≤ ||f ||Z ||x||, ∀x ∈ Z.

Agora, defina p : X −→ R, com p(x) = ||f ||Z ||x||. Note que p(x) é um funcional sublinear

e |f(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ Z. Então, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe f̃ : X −→ R que

estende f e

|f̃(x)| ≤ p(x) = ||f ||Z ||x||, ∀x ∈ X.

Tomando o supremo para todo x ∈ X de norma 1, obtemos a desigualdade

||f̃ ||X = sup
||x||=1,x∈X

|f̃(x)| ≤ ||f ||Z .
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Por outro lado,

||f ||Z ≤ ||f̃ ||Z ,

pois f̃ é extensão de f . Portanto,

||f̃ ||X = ||f ||Z .

Corolário 3.3. Para todo x ∈ X, temos

||x|| = sup
f∈X′ ,f 6=0

|f(x)|
||f ||

, (3.1)

onde X
′

= {f : X → K; f é um funcional linear limitado}. Em particular, se f(x) =

0, ∀f ∈ X ′
, tem-se x = 0.

Demonstração. Se x = 0, então ||x|| = 0 e f(x) = 0, para todo f ∈ X
′
. Logo, a

igualdade em (3.1) ocorre trivialmente.

Suponhamos que x 6= 0. Pelo Corolário 3.1, existe f̃ ∈ X ′
tal que

||f̃ || = 1

e

f̃(x) = ||x||.

Observe que

sup
f∈X′\{0}

|f(x)|
||f ||

≥ |f̃(x)|
||f̃ ||

=
||x||

1
= ||x||.

Por outro lado temos

|f(x)| ≤ ||f ||||x||, ∀f ∈ X ′
,

dessa forma obtemos,
|f(x)|
||f ||

≤ ||x||, ∀ f ∈ X ′
, f 6= 0.

Portanto,

sup
f∈x′\{0}

|f(x)|
||f ||

≤ ||x||.

Provando a igualdade (3.1).



Conclusão

Através do nosso estudo, vimos que o Teorema de Hahn-Banach é um dos principais

resultados de Análise Funcional e compreendemos que o mesmo permite a existência

extensões de funcionais lineares definidos inicialmente em subespaços e estendidos sobre

todo espaço vetorial, satisfazendo algumas propriedades.

Percebemos também que vários resultados são consequências desse teorema, como por

exemplo, qualquer funcional linear limitado definido em subespaços admite uma extensão a

todo espaço, preservando a norma (corolário 3.2), ou também pode-se observar que a norma

de um elemento no espaço vetorial normado depende apenas dos funcionais definidos nesse

espaço (corolário 3.3). Destacamos que além dessas aplicações, existe na literatura um vasto

número de resultados decorrentes do Teorema de Hahn-Banach.
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