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(Pierre Simon de Laplace)



Resumo

No presente trabalho estudamos a Transformada de Laplace e suas principais
propriedades afim de aplicar na resolugao de equagoes diferenciais com valor inicial, na
resolucdo de equagoes integrais (Volterra) e na resolugao de um problema com circuitos
elétricos.

Palavras-chave: Transformada de Laplace, Equacoes Diferenciais, Equacoes Inte-

grais.



Abstract

In this paper we study the Laplace transform and its main properties in order to
apply in Differential Equations resolution with initial value in solving Integral Equa-
tions (Volterra) and in solving a problem with electrical circuits.

Keywords: Laplace Transform, Differential Equations, Integral Equations.
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Introducao

Neste trabalho vamos estudar a Transformada de Laplace e suas principais propriedades.
A Transformada de Laplace pode ser utilizada para transformar equacoes diferenciais com

problema de valor inicial (PVI), em uma equagao algébrica.

A Transformada de Laplace é utilizada também em engenharia, onde possui varias aplicacoes.
Uma de suas aplicagoes é na mecanica ou elétrica, pois ela pode agir muito bem em forcas que
atuam em um curto intervalo de tempo onde essas forgas podem ser descritas, por exemplo,
como uma voltagem impressa em um circuito, e em muitas dessas situacoes se utilizam da

funcao escada para se resolver este tipo de problema.

A Transformada de Laplace é muito usada em diversas situacoes, porém , aqui tratare-
mos de suas aplicagoes na resolucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares, Equagcoes

Integrais, e em Circuitos Elétricos.
Desta forma, o trabalho esta organzado da seguinte maneira:

No Capitulo 1, estudamos alguns resultados basicos sobre Transformada de Laplace, trans-

formada de algumas fungoes béasicas bem como a forma inversa da transformada de Laplace.

No Capitulo 2,serd estudado,Ordem exponencial, Teorema da Existéncia, o conceito de
Funcao Escada, Funcao Degrau Unitario, Primeiro Teorema da Translacao e o Segundo Teorema
da Translacao. O principal Teorema do trabalho é o Teorema da Transformada de uma derivada

bem como um resultado envolvendo convolucao.

No Capitulo 3, iremos fazer as aplicagoes do Teorema da Transformada de uma derivada,
bem como a forma inversa do Segundo Teorema da Translacao e a convolucao afim de resolver

Equagoes Diferenciais Lineares, Equagoes Integrais (Volterra), e Circuitos Elétricos.



Um Pouco de Histdria

Pierre Simon Laplace (1749 — 1827) foi matemaético, astronomo e fisico francés nasceu em
Beaumonte-en-age, cidadezinha da Normandia, no dia 23 de Marco de 1749 e foi levado por

seu tio, padre, para estudar na Abadia Beneditina.

Laplace tinha um amplo conhecimento de todas as ciéncias e dominava todas as dis-
cussoes na Académie. De forma razoavelmente tinica para um prodigio do seu nivel, Laplace
via os matematicos apenas como uma ferramenta para ser utilizada na investigacao de uma

averiguagao pratica ou cientifica.

Seguro das suas competéncias, Laplace dedicou-se, entao, a pesquisas originais e, nos
dezessete anos seguintes, entre 1771 e 1787, produziu uma boa parte dos seus trabalhos originais

em astronomia.

A Transformada de Laplace aparece em todos os ramos da fisica matematica - campo em
que teve um papel principal na formacao. O operador diferencial de Laplace, da qual depende
muito a matemadtica aplicada, também recebe seu nome. A vida de Laplace como cientista

pode ser dividida em quatro periodos, todos eles apresentando novas descobertas e evolugoes.

No primeiro periodo (1768-1778), Laplace desenvolveu a solugao de problemas de célculo
integral, matematica astronomica, cosmologia e teoria de chances de jogos. Durante este periodo
formativo, ele estabeleceu seu estilo, reputacao, posicao filoséfica, certas técnicas matematicas
e um programa de pesquisa em duas areas: Probabilidade e Mecanica Celestial, nas quais, a

partir de entao, trabalhou para o resto de sua vida.

No segundo periodo (1778-1789), ele iniciou a pesquisa na sua terceira area de maior

interesse: a Fisica. Sua colaboragao foi, juntamente com Lavoisier, relativa a teoria do calor.

O terceiro e revolucionario periodo (1789-1805), centralizou-se na preparacao do Sistema,
Meétrico. Mais importante, na década de 1795 a 1805, sua influéncia foi fundamental para as
ciéncias exatas no mais novo instituto fundado da Franca: a Escola Politécnica foi o local onde

a primeira geragao de fisicos matematicos foi treinada.

O trabalho do quarto periodo (1805-1827) exibe elementos de culminacao e declinio.
Laplace, em companhia de Berthollet, fundou uma escola, circundando ele mesmo com dis-
ciplinas na informal Société d’Arcueil. O centro de seu interesse foi em Fisica: acao capilar, a

teoria do calor, Optica corpuscular e a velocidade do som.
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No comego de 1810, Laplace voltou novamente sua atencao para a probabilidade, tomando
como topico fundamental a teoria dos erros. Também foi abordado o problema dos quadrados

minimos.

E neste periodo que Laplace desenvolve um método de solugao integral para equagoes
diferenciais: a Transformada de Laplace, cuja teoria, alids, o consagrou na area de célculo

devido a praticidade oferecida na resolucao de Equacoes Diferenciais.



Capitulo 1

A Transformada de Laplace

Neste capitulo vamos introduzir resultados basicos sobre a Transformada de Laplace, que

sera util no decorrer do texto.

A Transformada de Laplace de uma fungao f(¢) é uma transformada integral, da forma

B
F(s) = / K(s,t) f(t)dt, (1.1)

onde a funcao K (s,t) é chamada de nicleo da transformada e a fungao F'(s) é chamada trans-

formada de f(¢). No nosso caso, @« =0 e § = oo, ou seja

F(s) = / K(s,0)f(t)dt. (1.2)
0
Antes de definir transformada de Laplace introduziremos a nogao de integral imprépia.

Definigao 1.1. (Integral Imprdpia). Se f € uma funcgdo integrdvel em |a,00), entdo:

/:o f(2)dz = lim /abf(x)dx. (1.3)

b—o0

Se na defini¢ao anterior o limite (1.3) existe, a integral é dita convergente caso contrario

¢ dita divergente.
o

- : b
como abreviagao de lim ()|

Observacao: Adotaremos a notagao :
0 b—oo 10

Exemplo 1.1. Considere a sequinte integral impropia abaixo e verifique se € convergente ou

divergente.

/ e “dx.
0



Solugao: A integral é convergente. De fato,

e b
/ e *dxr = lim e *dx
0 b—o00 0
b
= lim (e_x)

b—oo

0
= lim (e*b — 1)

b—o0

=—1.

Definicao 1.2. (Transformada de Laplace). Seja f(t) uma fungao real definida parat > 0.
Entao a transformada de Laplace de f(t), denotada por L{f(t)}, € definida por

L{f(t)} = F(s) = /OOO e St f(t)dt, onde s € R. (1.4)

desde que a integral convirja.

Quando a integral (1.4) converge, o resultado é uma fungao de s.

Exemplo 1.2. Calcule a Transformada de Laplace da fungao f(t) = 1.

ﬁ{l}:/ e *'1dt
0

—st
) —e
= lim
b—00 S

| <_€Sb 1)
= lim + -
b—o0 S S

Portanto, £{1} = F(s) = 1,5 > 0.

Exemplo 1.3. Calcule a Transformada de Laplace da fungio f(t) =e, t >0e c € R.

£{ect} — / e—stectdt
0

= / e~ 5=ty
0

b

= lim e~ =gt
b—o00 0
_e—(s—c)b 1
= lim < + >
b—o0 S —¢C S—C
- 1
Cs—c

Portanto, £{e'} = F(s) = -, s > c.

s—c’
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Proposicao 1.1. (Lineraridade). Se « e B sio constantes quaisquer enquanto fi(t) e fo(t)

sao fungoes com transformadas de Laplace Fi(s) e Fy(s), respectivamente, entao
L{afi(t) + Bfo(t)} = aL{fi(D)} + BL{S2(8)} = aFi(s) + BFa(s).

Demonstracao:

Aplicando a Definicao 1.2 temos
Llaf)+ RO} = [ @AO +BRO)
— > —st d > —st d
a/o e f1(t) t+5/0 e % fo(t)dt

= al{fr()} + BLL{ (1)}
= aFi(s) + fFa(s).

Exemplo 1.4. Calcule a Transformada de Laplace da fungdio f(t) = (1 + e*).

Solucgao: Usando a linearidade e os Exemplos 1.2 e 1.3,

L+ = L)+ L{M) =~ 4

A seguir veremos exemplos de fungoes e suas respectivas transformadas de Laplace que

nos serao util no decorrer do texto.

Exemplo 1.5. Transformada de algumas fungcoes bdsicas:

D) L) = 2

2) L{coskt} = i

3) L{senkt} = S2+Lk2
)
)

4) L{senhkt} =
5)L{coshkt} = 2

S2_k2

Solucgao:

1) Para justificar 1) vamos usar indugao finita; sabemos que, para n = 0
0 1
L{%) = £{1} = .
S

Vamos supor que seja verdadeira para n = k, isto é,

L{t"} = L

gk+1

15



Agora vamos verificar para n = k + 1. Para isto, note que
oo
L{tFT1) = / e sttt
0

Integrando por partes vem que,

0 [e’e) _efst
— / (k4 1)t*dt
0 S
__ st b k 1 o]
= lim (e—tk“) + + / e itk dt
b—o0 S 0 S 0

ian k+1 [
= lim ( b> + + / e Sthdt .
b—oo \ —se’ S 0
—_——

L{tk}

Como L{tF} = s,i%, por hipotese de inducao, temos que

00 k+1 1 !
L{tn} — / e—sttk-i—ldt — lim ( b ) 4 k -+ Sl]:rl
0

b—so0 \ —sesP S
B (k+1)!
=0+ g(k+1)+1
n!
- gn+l '
2) Antes de justificarmos que L{coskt} = 175, observe que pela identidade de Euler,

et = coskt + isenkt e e ™ = cos(—kt) + isen(—kt),

somando as duas equagdes acima e considerando sen(—kt) = —isenkt temos
’th =9
+e " = 2coskt
ou seja,
ekt 4 =ikt
coskt =
2

Logo usando a linearidade e o resultado do Exemplo 1.2 temos

T
s—ik stk

s+ ik + (s —ik)

[ s —ik) s—l—zk)}
2s

<52+k2>

s

L

L\DI}—k L\DI»—k [\:>|>—l

16



3) Segue com raciocinio analogo ao item 2).

4) Como sabemos o seno hiperbdlico, senht , é definido da seguinte forma
senht =

Usando a Linearidade e o resultado do Exemplo 1.3, temos

A e S E R
(

5) Segue com raciocinio andlogo ao item 4).

1.1 Transformada Inversa de Laplace

Anteriormente estavamos trabalhando com o problema de encontrar a transformada de
uma funcao, isto é, transformar uma funcao f(¢) em outra fungao F'(s). Agora faremos o inverso,
ou seja, dada uma uma funcao F(s), tentaremos encontrar uma funcao f(¢) cuja transformada
de Laplace seja F'(s). Dizemos entdo que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F(s) e

escrevernos

f(t) = L7H{F(s)}-

Exemplo 1.6. Algumas transformadas Inversas de Laplace:

D) L) =1

2) L7z} = senkt

3) LY w5z} = coskt

4) L7HE5} = senhkt
)

5) L 2=} = coshkt

Solugao: Segue imediatamente do exemplo 1.5.

17



Proposicao 1.2. (Linearidade da Transformada Inversa). A tranformada de Laplace é

uma transformada linear, isto €, para constantes o e 3 e funcoes F e G tem-se fungoes inversas
L7HaF (s) + BG(s)} = aL™H{F(s)} + BLTHG(s)}.

Demonstragao: Pela proposicao 1.1

L HaF(s) + BG(s)} = L~HaF(s) + BG(s)}
= aL HF(s)} + BLTHG(s)}
= af(t)+ By(t).

18



Capitulo 2

Principais resultados envolvendo a

Transformada de Laplace

Neste capitulo iremos introduzir os conceitos de funcao de ordem exponencial, Teorema
da Existéncia, funcao escada e funcao degrau unitario, apresentar o Primeiro Teorema da
Translacao, o Segundo Teorema da Translagao o Teorema da transformada de Derivadas, e o

Teorema da Convolugao utilizando os resultados do capitulo anterior.

2.1 Ordem exponencial

Definicao 2.1. (Ordem Exponencial). Dizemos que uma fungao f € de ordem exponencial

se existem numeros reais ¢, M, T > 0, tais que |f(t)| < Me®, parat > T.

Exemplo 2.1. As funcoes abaizo sao todas de ordem exponencial para t > 0.

1) f{t)=e™
2) f(t) = 2cost
3) f(t) =t

De fato, basta observar que valem as seguintes desigualdades

lt| <€, le7t] <e', |2cost] < 2t.

A seguir apresentamos um resultado que garante a existéncia da Transformada de Laplace

sob certas condigoes.
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Definicao 2.2. (Fung¢ao Continua Por Partes). Uma fungdo € dita continua por partes
em um intervalo a <t < 3 se o intervalo puder ser dividido por um numero finito de pontos
a=ty <t <---<t,=[0 de modo que

1. f seja continua em todo subintervalo aberto t; 1 <t <t;

2. f tenda a um limite finito nos extremos de cada subintervalo por pontos no interior do

mtervalo.

Teorema 2.1. (Condi¢cbées Suficientes de Existéncia). Seja f(t) uma fungdo continua
por partes no intervalo [0,00) e de ordem exponencial parat > T. Entao sua transformada de

Laplace existe para todo s > c.

Demonstracao:

zxﬂn}zzfeﬂv@upzﬂ 5%ﬂmﬁ+/meﬂv@mn;h+b.

T

A integral [, existe porque pode ser escrita como uma soma de integrais em intervalos nos

quais e ** f(t) é continua. Agora,

12</ |e_5tf(t)|dt<M/ e St dt
T

T
0o _ —(s—c)t |®
R
T S —C T
Me—(s—o)T
n Ss—C

A funcao escada é uma funcao que descreve muito bem a acao de forcas externas agindo
em um determinado sistema seja ele mecanico ou eletrico. A seguir daremos a definicao da

funcao escada.

Definicao 2.3. (Fungdo escada). Dado ¢ : [a,b] — R, se existem a = ap < a1 < ... <

an, = b tais que Q| _,.a) € constante (= ¢;) para cada i = 1,2,...,n, ¢ chama-se funcao

escada.

Definigao 2.4. (Fung¢ao degrau unitdrio). A funcio degrau u.(t) : [0,00) — R € definida

por

0, 0<t<ec
ue(t) =
1, t>ec

20



A transformada da funcao degrau, aplicando a Definicao 1.2, é dada da seguinte forma

e—SC

L{u.(t)} = /000 e " (t)dt =

S

De fato,

E{uc(t)}:/ e_StOdt—I—/ e *'1dt
0 c
:/ e Stdt
_ ,—st
= lim ( ¢ )
b— o0 S c

_e—sb e—5¢
= lim +
b—o0 S S

b

O gréfico da funcao degrau é o seguinte

l]v::-l

Figura 2.1: O grafico da funcao degrau unitéario.

A propriedade que nos permite calcular a transformada de Laplace de qualquer funcao
escada é que fungoes escada podem ser escritas como combinacoes lineares de fungoes degrau

unitario. De fato, se ,

aj, para t em [0,¢p)
as, para t em [cp,¢)

f(t) =14 a3, para t em [ca, ¢3)

a, para t em [c,_1,¢p)
\
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é uma funcao escada, entao

f(t) = ar + (a2 — ar)ue, (t) + (as — az)ue, (t) + ... + (an — an-1)ue, (). (2.1)
Exemplo 2.2. Calcule a transformada da funcao.

4, 0<t<1
f)=492, 1<t<2r

9, t>2xw

Solugao: A funcao f(t) pode ser escrita como combinagao linear de fungoes degrau

unitéario pela equacao (2.1) entao,

F(t) = 4 — 2u(t) + Tuan(t).

Calculando a transformada da fungao f(t) e aplicando o resultado da Definicao 2.1 em f(t)

temos
LLf()} = £{4} = 2L{ua(t) } + TL{ua (1)}
4  2e7F . Te~2s

S S S

A seguir iremos falar sobre Translacao.

2.2 Translacao

Teorema 2.2. (Primeiro Teorema da Translagcao). Se L{f(t)} = F(s) e ¢ for um

numero real qualquer, entao.

L{cf(t)} = F(s —¢).
Demonstracao: A prova é imediata pois aplicando a Definicao 1.2 temos que

L{cf(t)} = /000 e Stet f(t)dt

. / .

—(s c)tf
0

F(s—

22



Para enfatizar, é as vezes proveitoso usar o simbolismo

LLe ()} = L{/ O}, ..

onde s — s — ¢ significa que, na transformada de Laplace de F'(s) de f(t), substituimos s por

S —C.

Para entendermos melhor o Primeiro Teorema da Translacao veremos a seguir um exem-

plo.

Exemplo 2.3. Calcule L{e*sen2t}.

Solucao:

Como ¢ = 2 e usando o Primeiro Teorema da Translacao temos que

L{e*sen2t} = L{sen2t}

s—s5—2
entao,

L{e*sen2t} = L{sen2t}

s—r5—2
2

T 214

B 2

C(5—2)2 44

s—s—2

A seguir introduziremos o Segundo Teorema da Translacao.

Teorema 2.3. (Segundo Teorema da Translagdo). Se c for uma constante positiva, entao
L{uc(t) f(t = c)} = e F(s), (2.2)

em que F(s) = L{f(t)}.
Demonstracao: Aplicando a Defini¢ao 1.2 temos que

£ludft=a) = [ el fe— o (2.3)
Podemos reescrever a integral (2.3) como

/oo e u(t)f(t —c) = /OC e uc(t) f(t — c)dt + /OO e u(t)f(t — c)dt
0 c
Agora, fazendo uma mudanca de variavel, seja
v=t—c, dv=dt

23



Dai,
Cluat)f(t — a)} = / e+ F(0)du

/OO e e f(v)dv

0

= e_sc/ e *f(v)dv
0

=e “L{f)}

=e “F(s).
|
f &~
() f(t-c)
. n L
& t

Figura 2.2: O deslocamento da funcao f para direita.

Usaremos a notacao, L{u.(t)f(t)} = e “L{g(t + ¢)} para o célculo deste tipo de trans-

formada.

Exemplo 2.4. Calcule a transformada de Laplace da funcao f(t) = uy(t)(t — 1)

Solugao: Como c=1e f(t) =t — 1, entao, f(t+ 1) =t, logo

L{u()(t = 1)} = L{w () f(t + 1)}
= e *L{t}

s2

Observagao: A forma inversa do Teorema 2.1 é a seguinte:

LHe ™ F(s)} = u(t) f(t —c).

Exemplo 2.5. Calcule L7} {2862::4 } .

Solugao: como c=me f(t) = L} {3214} = sen2t

f(t —m) = sen2(t — )
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logo pela forma Inversa do Segundo Teorema da Translacao

. e~ TS B B
L {32 n 4} =u,(t)f(t — ) = upsen2(t — m).

Logo em seguida veremos o Teorema da transformada de derivadas que é essencial para

resolver equagoes diferenciais.

Teorema 2.4. Se f, f', ..., f"~Y forem continuas em [0, 00) e de ordem exponencial, e se f™ ()

for continua por partes em [0,00) entao
L{fM(t)} = s"F(s) = sV f(0) = s" 72 f(0) — - = f71(0), (2.4)
onde F(s) = L{f(t)}.

Demonstracao: Para demonstrar este Teorema usaremos inducao finita.

Note que para n = 1 temos
L0y = [ erar
0

Integrando por partes obtemos

/0 TPt = (e (1))

- / —se ' f(t)dt
0 0
b

s Ooe*St d
0+/0 ft)dt

= lim (e *f(b) — e f(0)) + sF(s)

b— 00

= lim (e *f(t))

b—s 00

— sF(s) - (0).

Agora suponhamos que para n = k é verdade ou seja,
LUPO} = sOF(s) = sE7F(0) = "2 f1(0) = = F477(0)

e mostremos que é verdade para

n==k+1.
De fato, aplicando a Defini¢ao 1.2 temos,
0

ﬁ{f(kJrl) (t)} — / efstf(k+1) (t)dt.

25



Agora integrando por partes

/OO e—stf(k-i-l) (t)dt _ (e—stf(k:) (t))
0

- / —se st fB)(t)dt
0 0

b )
= lm (e f®@)| +s / e~ fB)(t)at
0 0

b—r0
= lim (e f®(b) — f®(0)) + s / et F B (t)dt
b—ro0 0
= —f®(0) + s/ et f®at .
0
—_—
L{f*)}
Como por hipotese de inducao
L{fP} = s® () — sEDF(0) — s*D f(0) — - - — FED(0),
entao
/ e fED(E) = s (s) = sWF(0) = sSETVF(0) = = FEI(0) = £O(0).
0

Exemplo 2.6. Qual a solugao geral da EDO.

{y”2y’+y0

’y(O) = k’l € ’y,(O) = k?g.

Solucgao: Usando o Teorema 2.2, obtemos que

L{y' ()} = sY(s) —y(0) e L{y"(t)} = s’Y(s) — sy(0) — y/'(0).

Logo
L") =29/ (8) +y(t)} = L' (O} —2L{y' (1)} + L{y(t)} = 0
L{y'(t) — 20/ (t) +y(t)} = (s> =25 + 1)Y (5) — sky + 2k — ko =0
(8 + 2)/{51 -+ k’g
V) =g 5t1
oo (8 — 2)]€1 + k’g . (8 — 1)]€1 — ]fl -+ k’z _ k)l i —kl + ]fg
(s—1)2 (s —1)2 s—1  (s—1)2’

sabemos que
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Dai,
R O

e fet et

= klet + (kQ - kl)tet

= k’get + k’4t€t.
Definicao 2.5. Se as fungoes f e g forem continuas por partes em um intervalo [0,00), entao

um produto especial, denotado por f x g € definido pela integral

t
frg= [ 1t~ rin (25)
0
e € chamado Convolugao de f e g.

Exemplo 2.7. Determine 1 x e'.

Solugao: Pela Definicao 2.4,

Dai,

—1+€.
Usando a defini¢ao acima vamos provar o Teorema da Convolucao a seguir

Teorema 2.5. (Teorema da Convolugao). Sejam f(t) e g(t) fungdes continuas por partes

em [0,00) e de ordem exponencial; entdo,
L{f + 9} = LUWYAG(D)} = F&)G(s). 26)
Demonstragio: Seja
P = LU0} = [ e fn)ir e 66 = Lla®} = [ e alp)a.
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Fazendo a multiplicacdo de F(s) por G(s) temos

reGe) = ([T ) ([T o)
/ / ) f(7)g(B)drds

_ /0 f(r)dr /0 e g()dp.

Agora fixando 7 e fazendo t = 7 + 3, dt = df temos que

:/Ooo f(T)dT/Ote_Stg(t—T)dt.

No plano t7, estamos integrando sobre a regiao sombreada da Figura 2.4. Como f e g sao

continuas por partes em [0, 00) e de ordem exponencial, podemos inverter a ordem de integracao

i . :
\ t

:0at

Figura. 2.3.

F(s)G(s) :/ —Stdt/ f(r)g(t—71)d
/ /f g(t — 7)drdt

= L{f xg}.

Exemplo 2.8. Pelo Teorema da Convolug¢ao verifique a transformada de Laplace abaizo.

e{ | et - rdr }.
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Como f(t) = €' e g(t) = sent, o Teorema da Convolugao diz que a transformada de

Laplace da Convolugao de f(t) e g(t) é o produto de suas transformadas. Logo,

¢
L {/0 e’ sen(t — T)dT} = L{e'}L{sent} = s%lﬁ

B 1
RCEICES)

Observagao: A forma inversa do Teorema da convolucao é algumas vezes util no calculo da

transformada inversa de Laplace de um produto de duas transformadas. Pelo teorema 2.3,

temos

LTHF(5)G(s)} = f* 9.
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Capitulo 3

Aplicacoes

Neste capitulo faremos aplicacoes da teoria abordada ate aqui, como em Equacoes Difer-

enciais sujeita a condigoes de valor inicial, em Equacoes Integrais e em Circuitos Elétricos.

3.1 Um Problema de Valor Inicial

Vamos a seguir resolver um problema de valor inicial com condigoes iniciais dadas usando
alguns tépicos abordados nos capitulos anteriores.

Problema: Considere a seguinte equacao

0, 0<t<m
y'(t)+y(t) = f(t) e y'(0)=0 y(0)=0 em que f(t)=141, 1<t<2nm
0, t>2m.

Solucgao:

Podemos escrever f(t) como combinagoes linear de fungdes degrau unitario ou seja,
ft) = un(t) — ugq(t)]
sabemos que pelo Teorema 2.2
L{y'(t)} = s"Y (s) — sy(0) — y/'(0).
Logo aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros da equagao f(t) temos,
L{y"(t) +y()} = L{ux(t) — ugm(t)}
L{y" ()} + L{y()} = L{ux(t)} — L{uax}.
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Assim,

e~ TS 6—27rs
Y (s) — 5(0) — 4/(0) + Y (s) = -
—TSs —27s
PY(s)—0—1+Y(s) = © ‘
S
—TS —27s
Y(s) (s> +1) :1+68 + S -

Y( ) 1 N e~ TS N 6—27rs
s) = :
s2+1  (s24+1)s  (s2+1)s

Agora calculando a inversa de Y(s) temos

—TSs —27s
Y _ —1 € -1 €
(s) =sent+ L {—(52+1)s} +L {(32“)3}’

pela forma inversa do segundo Teorema da translacao

—27s

c {(L} — () ft—7) e £ {e—} — o (£) f(t — 27).

s2+4+1)s (s2+1)s

1 1 _ p—1 1 —1 1 _
L {—($2~|—1)s =L 71 L . = 1% sent,

desenvolvendo a convlugao acima temos

Calculando

¢
1% sent = / L.sent(t — 7)dr
0
t t
= / sentcosTdr — / costsentdr
0 0

t t
= sent / cosTdT — cost / sentdTt
0 0

t

= sent(sent)| — cost(—cosT)|},

0

= sen’t + cos*t — cost
=1 — cost.

Logo a solucao geral da EDO é

y(t) = sent + u(t) (1 — cos(t — 7)) + ur(t) (1 — cos(t — 2m)).

3.2 Equacao Integral de Volterra

A equacao de Volterra é um tipo de equagao que aparece sob um sinal de integracao e

ela é definida do seguinte modo

ft)=g(t) + /:f(T)h(t — 7)dT. (3.1)
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A seguir veremos uma equagao integral de volterra e com condigoes iniciais e veremos
qual sua solugao geral

Problema: Considere a seguinte equacao integral de Volterra.

t

y'(t) =1— sent —/ y(r)dr y(0)=0. (3.2)

0
Resolva e de sua solucao geral usando a teoria estudada ate aqui.

Solucgao:

Aplicando a Transformada de Laplace em ambos os membros da equacao (3.2) obtemos o

seguinte

CL/(0)} = L1} — L{sent} — L { /O t y(7>d7}}

¥ —u0) = 1 - - e{ [ueam

Como pelo Teorema da Convolucao,

el t y(r)ir} b = L0},

em que f(t) =y(7), e g(t)=g(t —7)=1logo

ef [uman | = ctwoneny = X2,
Portanto,
1 1 Y (s)
sY'(s) = y(0) PRI
fazendo
Y (s) 1 1
() + ) )=+ - 1
Entao
1 1 1
Yis) <5+;) =5 T EA
Yis) = s(s2+1)  (s2+1)2
Y(s) = 1 s

241 (s2+1)%

Agora calculando a inversa de Y'(s) obtemos a solucao geral

1
y(t) = sent — §tsent.
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3.3 Circuitos Eletricos

Nesta se¢ao vamos usar transformada de Laplace para resolver um circuito em série L-R-C

para determinar sua corrente, em um circuito que satizfaz a seginte equacao integro-diferencial

L +R +(J/ E(t). (3.3)

Problema: Determine a corrente i(t) em um circuito L-R-C quando L = 0, lhenry, R =

200hms, C' = 10farad, i(0) = 0 e a voltagem impresa E(t) é dada na no gréfico abaixo.

E(t) 4

1201
120

e Y

__.
L

Figura 3.1: Gréfico da Voltagem.

Solucao:
120t, 0<t<1

0, t>1.

Como a voltagem esta desligada para ¢ > 1 podemos escrever E(t) como

E(t) = 120t — 120tu, (), (3.4)
mas, para aplicarmos o segundo Teorema da Translagao, devemos escrever E(t) como

E(t) = 120t — 120(t — 1)uq () — 120uy (t),
logo a equagao (3.3) passa a ser
di s [t
0, 1@ + 207 + 10 i(T)dT = 120t — 120(¢ — 1)uy (t) — 120uy (%), (3.5)
0

sabemos que pelos Teorema 2.3



aplicando a Transformada de Laplace em ambos os membros da equacao 3.5

0,1£ {%} +20L{i} + éc {/Oti(T)dT} = £{120t} — £{120(t — Dy (£)},

S

0,1 (sI(s) — i(0)) + 201(s) + 1022 — 120 [1 Lol 16—8} |

multiplicando por 10s

1 1
151 (s) + 200s1(s) 4+ 1001(s) = 1200 [— ——e*— 6_5:| :
s s

1 1
(s +100)%I(s) = 1200 {— ——e° — es] ,

s s
1 1 1
I(s) = 1200 — 7.

(5) [3(3 11002 s(s+1002° (s +100)2° }

Desenvolvendo fragoes parciais temos
1/10.000  1/10.000 1/100 1/10.000 1/100 1

I(s) = 1200 / — / — / e ? / e’ /—e_s ———e°

s s+1 (s + 100)2 s+ 100 (s 4+ 100)2 (s 4+ 100)2

Pela forma inversa do segundo teorema da translacao, obtemos

3

i) —{1—%@ 5
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— o5 :| [6—1007: . 6100(t—1)u1(t)j| _ 126—100t . 1188(t . 1)6_100(t_1)u1(t).

34



Referéncias Bibliograficas

[1] DIACU, Florin. Introdu¢io a Equagées Diferenciais Teoria e Aplicag¢oes. Rio de Janeiro:
LTC, 2004.

[2] ZILL, Dennis G. CULLEN, Michael R. Equag¢des Diferenciais, Sdo Paulo: Pearson, 2001.

[3] LIMA, Elon Lages. Curso de Andlise. Volume 1. Rio de Janeiro: IMPA, Projeto Euclides,
20009.

[4] BRANNAN, James, R. BOYCE, Williiam E. Equagoes Diferenciais. Rio de Janeiro: LTC,
2008.

[5] C.DIPRIMA, Richard, BOYCE, Williiam E. Equacoes Diferenciais Elementares. Rio de
Janeiro: LTC, 2010.

35



