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Resumo

A teoria de Lebesgue foi a primeira tentativa frutifera de organizacdo matemdtica da nogao
de integral e, nesse sentido, costuma-se dizer que a teoria da integracao foi criada no século
XX. O conceito de Integracdo de Lebesgue revolucionou a Analise Matematica, ndo apenas
pelo fato de se basear numa teoria de medida, mas por ser muito mais aplicavel que os con-
ceitos de Riemann usados até entdo. Este trabalho trata de apresentar a integral introduzida
por Lebesgue, bem como fazer uma breve comparagdo entre esta e a integral de Riemann.
Dividimos o texto em trés partes onde, no primeiro capitulo apresentamos alguns dos prin-
cipais resultados sobre quadraturas ao longo da histéria que culminam com a Integral de
Lebesgue; no segundo capitulo introduzimos o conceito de medida de Lebesgue para entdo
definirmos sua Integral e, por fim, faremos uma comparagédo entre as integrais de Riemann
e Lebesgue, apresentando a ideia da construcdo da integral feita por Lebesgue e o resul-
tado que garante que a classe das fung¢des integraveis a Riemann esta contido na classe das
fungoes integrdveis a Lebesgue.

Palavras-Chave: Teoria da Integragao; Integral de Lebesgue; Integral de Riemann; Teoria da

Medida.



Abstract

Lebesgue’s theory was the first attempt to organize fruitful mathematical concept of the
integral and, accordingly, it is said that the theory of integration was created in the twentieth
century. The concept of Lebesgue Integration revolutionized the Analysis Mathematics, not
only because it is based on a theory of measure, but because it is much more applicable than
the concepts of Riemann used hitherto. This work aims to present the integral introduced by
Lebesgue, as well as a brief comparison between this and the Riemann integral. We divide
the text into three parts where the first chapter we present some of the main results on
squares throughout history culminating in the Lebesgue Integral, in the second chapter we
introduce the concept of Lebesgue measure and then define its integral, and finally, we will
compare the integrals of Riemann and Lebesgue, presenting the idea of construction of the
Lebesgue integral and the result by ensuring that the class of Riemann integrable functions
is contained in the class of the Lebesgue integrable functions.

Keywords: integration theory, Lebesgue Integral, Riemann Integral, Measure Theory.
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3.3 A Integral de Lebesgue como extensdo da Integral de Riemann

Consideragoes Finais



Introducao

Pode-se dizer que Lebesgue criou a primeira teoria da integracdo de fato. Vérias defi-
ni¢des, teoremas e exemplos antecederam seu trabalho, mas ndo tinham a consisténcia e a
completude de uma verdadeira teoria. No entanto, estes resultados anteriores contribuiram
diretamente para a elaboracdo de uma teoria sofisticada de integracdo. Especificamente,
permitiram a Lebesgue ter a medida como ponto de partida a criagdo de sua integral e
forneceram-lhe uma quantidade razoavel de problemas teéricos descobertos no estudo da
integral de Riemann.

Lebesgue percebeu que a integral de Riemann tem o defeito de s6 se aplicar em casos ex-
cepcionais, pois ela assume ndo mais que uns poucos pontos de descontinuidade para uma
fungdo. Se uma fungao y = f(z) tem muitos pontos de descontinuidade, entao a medida que
o intervalos (z;_1, x;) vao diminuindo, os valores f(z;_1) e f(x;) ndo se tornam necessaria-
mente proximos. Assim, ao invés de particionar o dominio da fun¢do, Lebesgue decompos
a imagem de f em intervalos Ay; e definiu "somas integrais" a partir dessa decomposi¢do
e da medida dos conjuntos dos pontos do dominio tal que a imagem de f esteja contida
em Ay;, tendo o valor da integral quando os comprimentos dos intervalos da decomposicao
tendem a zero.

As ideias de Lebesgue se afastaram tanto das usadas na época que foram, em principio,
refutadas e extremamente criticadas, ou ainda, aceitas com desconfianga (inclusive o pro-
prio Lebesgue foi tomado por daividas interiores acerca de seus trabalhos). Porém, com o
passar do tempo o valor de suas ideias encontrou constante reconhecimento e a nogdo de
medida e integral no sentido de Lebesgue foi se tornando cada vez mais imprescindivel
ao desenvolvimento e organizagdo de novas teorias , principalmente, no campo da Anélise
Matematica.

Este trabalho trata de apresentar a integral introduzida por Lebesgue, bem como fazer



uma breve comparagao entre esta e a integral de Riemann.

Cabe salientar que nosso trabalho foi baseado nos resultados obtidos no Programa de Ini-
ciagdo Cientifica da UEPB, a partir do projeto intitulado "Introducéo a Integral de Lebesgue,
Analise Funcional e Aplicac¢des". Porém, no desenvolvimento do mesmo nos utilizamos do
método de Riesz para a construcdo da Integral de Lebesgue, o qual ndo vamos tratar nesse
texto, devido aos objetivos tracados para este trabalho.

Assim, dividimos o texto em trés partes, onde no primeiro capitulo, nossa proposta é
"fazer um passeio” pela histéria da Teoria da Integracdo, apresentando alguns dos princi-
pais resultados sobre quadraturas que culminam com a Integral de Lebesgue; no segundo
capitulo apresentamos alguns resultados acerca da medida de Lebesgue para entdo intro-
duzirmos sua Integral e, por fim, faremos uma comparagdo entre as integrais de Riemann e
Lebesgue, além de apresentar a ideia da construgdo da integral feita por Lebesgue e demons-
trar o resultado que garante que a classe das fung¢des integrdveis a Riemann estd contido na

classe das fungdes integrdveis a Lebesgue.



Capitulo 1

Destaques Histdricos

Uma das principais caracteristicas que diferem a matematica de outras ciéncias é o fato
de que, com o passar do tempo, seus conceitos sdo sempre extendidos, jamais corrigidos.
Cada grande matematico acrescenta algo novo ao ja existente, mas nada tem que ser reti-
rado.

O conceito de integral, como parte dessa historia, também obedece a regra: Cada nova
ideia é uma extensdo da anterior. Por isso, dedicamos este capitulo a uma breve apresenta-

¢do das maiores descobertas sobre quadraturas que culminam com a integral de Lebesgue.

1.1 Rearranjos

Ha4 centenas de anos os matemdticos usam os rearranjos para tentar encontrar a drea de
regides curvas. O método consiste em "reorganizar” a figura de modo que fique semelhante

a uma imagem cuja drea é conhecida. Seguem alguns exemplos desse método.

2mr
2mh
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1
/
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1.2 Eudoxo (408-355 a.C.) e 0 Método da Exaustao

Eudoxo foi o responsével pela nogao de aproximagéo de regides curvas através de regides
poligonais. Esta nocado foi usada para mostrar que as dreas de dois circulos estdo uma para
a outra como os quadrados de seus diametros, o que é 6bvio para poligonos regulares. Esse

resultado é baseado no famoso Axioma de Eudoxo o qual é apresentado a seguir:

Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte ndo menor que sua metade
e do resto novamente subtrai-se uma parte ndo menor que a metade e se esse
processo de subtragdo é continuado, finalmente restard uma grandeza menor que

qualquer grandeza de mesma espécie.

Em terminologia moderna: Dados M e € > 0, com 0 < ¢ < M, considere: M, M —rM —

1—r)M, (1 =M —r(1 = )M — (1 —7)2M, ..., com i+ < r < 1. O axioma garante que
2 & q

para n suficientemente grande, existe N tal que, (1 — r)¥ M < ¢ ou ainda, equivale a dizer

que lim,,_,o M (1 + r)" = 0. Uma consequencia disso, diz que os nliimeros naturais ndo sdo

10



limitados superiormente.

Retornando ao problema, devemos mostrar que dados os circulos c e C' com dreas a e A
e diametros d e D respectimente, temos a/A = d*/D?.

Suponha que a/A > d?/D?, entdo, existe a* < a, com 0 < a — a* e a*/A = d*/D?. Seja
e < a — a*. Inscreva poligonos regulares de &reas p,, e P, nos circulos ¢, C' e considere as

dreasa —p,e A— P,:

a-p, A-Py

Agora, dobrando o ntimero de lados temos a — ps, < 3(a — p,). Logo, em cada fase da

duplicagdo nds subtraimos um valor maior que a metade do valor anterior.

N\

a-p a -

Assim, dobrando sucessivamente o ntiimero de lados podemos, pelo Axioma de Eudoxo,

determinar N tal que,

O<a—py<e<a—a"

ou seja, temos um poligono regular de N lados inscrito no circulo ¢, cuja area py > a*. Mas,
pn/Py = d?/D? e desde que a*/A = d?/D?, entdo pn/Py = a*/A, o que acarreta Py > A.
Absurdo, pois Py é a area de um poligono inscrito no circulo C' de drea A. De forma andloga

mostramos que ndo pode ser a/A < d?/D?. Donde podemos concluir a/A = d?/D?

1.3 As lunas de Hipdcrates (430 a.C)

Hipécrates de Chios, um comerciante de Atenas, foi um dos primeiros individuos a en-
contrar a drea de uma figura plana limitada por curvas. Ele teve grande sucesso na quadra-
tura de certas lunas especiais (uma luna é uma figura limitada por dois arcos circulares de

raios diferentes). Como exemplo do trabalho de Hipdcrates, observemos a figura abaixo:

11



ABC' e AF(C sdo arcos circulares de centro E e D, respectivamente. Hipdcrates mostrou que
a area da regido limitada pelos arcos circulares ABC e AF'C' é exatamente a drea do quadrado

cujo lado é o raio do circulo. A demonstracdo depende dos seguintes pressupostos:

(a) As areas dos dois circulos estdo, uma para a outra, como os quadrados de seus raios.

C/ S

(b) A partir da hipotese anterior concluimos que os setores circulares de mesmo angulo

central dos dois circulos, estio um para o outro como o quadrado de seus raios.

&

(c) Os segmentos de dois circulos com angulo central igual estdo um para o outro como os

quadrados dos seus raios.

O

Segue, entdo, o argumento de Hipdcrates:

12



Partindo de (c), temos que A, /A, = r?/(v/2r)? = 1/2. Assim, A; = £ A,, Ay = 1A, eainda
A+ Ay = Ay

Logo, a drea da luna é

dreadaluna = A;+ Ay + Az
= As+ As

= drea do tridngulo

= L(VE)(VE)

—_= 7"2

= éarea do quadrado.

1.4 Arquimedes (287 - 212 a.C.)

Arquimedes de Saracusa é considerado um dos maiores intelectuais de todos os tempos
e 0 maior matemético da Antiguidade. Um de seus grandes feitos foi resolver a questido
de quadrar uma secc¢do conica, mais especificamente, um segmento de pardbola, o qual fez
primeiramente pelo método de exaustdo de Eudoxo, sendo a prova, por este caminho, longa
e elaborada. Arquimedes demonstrou rigorosamente que a drea K de um segmento para-
boélico é 4/3 da drea de um tridngulo inscrito ABC, tendo a mesma base e mesma altura.
Arquimedes deu, também, uma segunda prova para esse mesmo teorema, diferente da pri-
meira, a qual vamos apresentar a seguir.

Considere um segmento de pardbola como o da figura abaixo.

A

13



A demonstragdo segue da seguinte forma: Combinadas, as dreas do triangulos ADC e

BEC equivalem a 1/4 da édrea do triangulo ACB, isto &,

AADC + ABEC = i(AACB)l

A

¢ E

Repetindo o processo na tentativa de "esgotar" a drea entre a curva parabdlica e o trian-

gulo inscrito, obtemos:

K = 4rea do segmento parabdlico

1 1,1
= AACB+ (AACB) + 2(7(AACB)) + ..
11
= AAOB(1+Z+E+...)
4

= (A4CB)

1.5 Pierre Fermat (1601 - 1665)

Por volta de 1630, o matematico italiano Cavalieri demonstrou que

b 1
bn+
/ z"dxr =
0 n+1

paran = 1,2,3,...,9 usando um argumento geométrico que comparava poténcias dos seg-

mentos num paralelogramo paralelos a base com as poténcias correspondentes de segmen-

tos em qualquer dos dois tridngulos em que uma diagonal divide o parelogramo.

b 21
b
/ xgda:: ’
0 +1

onde p/q é um ntiimero racional positivo.

Fermat, entdo, provou que

ISHES]

O raciocinio de Fermat é apresentado a seguir: Fermat dividiu o intervalo [0, )] numa
sequencia infinita de subintervalos com as extremidades da forma br", 0 < r < 1 e ergueu

um retangulo de altura (br™)4 sobre o intervalo [br™ T, brm)].

10 sfmbolo A est4 sendo usado para denotar "drea de"

14



xp/q

Denotando por S, a soma das areas dos retangulos, segue que:

S = (b (or b)) (" = b )

= b A=) [ et G2 g G ]
bati(1—r)

b
1_7,,q+1

= pit! [1_0"%)(1} (1—r7)
(1 —ra) [1 — (Té)mq}

1 q—1
1 a4+ ... KB
_ e +r;+ +7;+Z_1) NS T
(I+ra4+..4+r ) Ptq
b§+1
q+1

1.6 Leibnitz (1646 - 1716); Newton (1642 - 1723)

Durante os séculos dezessete e dezoito a integral foi pensada em sentido descritivo, como
uma antiderivada, isso por causa do Teorema Fundamental do Célculo (TFC), tal como foi
desenvolvido por Leibnitz e Newton. Atualmente, Newton e Leibnitz sdo tidos como os
inventores do Célculo Diferencial, seus trabalhos aperfeicoaram o método de Arquimedes,
langando as bases do Célculo Integral.

Uma fungéo particular f definida em [a, b] estava integrada quando encontrava-se uma
antiderivada F), isto é, I’ = f ou encontrando uma expansdo em séries de poténcias e
usando o TFC para integrar termo a termo. A integral de Leibnitz-Newton de f assumia

o valor de F'(b) — F'(a), ou seja,

b
| #adds = F ) - Fla),
onde F’' = f.
A seguir, apresentaremos um argumento de Leibnitz e um resultado de Newton para

mostrar a capacidade desses génios.

15



T 1 1 1
Leibnitz most SR R S
eibnitz mostrou que: - 3+5 7+
Tomando um quarto do circulo (z — 1) +3? = 1,0 < x < 1 cuja drea é 7/4:
@ o

Leibnitz determinou a 4rea do setor circular

NN

dividindo-a em triangulos infinitesimais OAB, sendo A e B dois pontos préximos, perten-
centes a circunferéncia, e somando suas areas. (Para estimar a drea de O AB, vamos escrever,
de agora em diante AOAB). Ele tragou a tangente do circulo no ponto A, com a perpendi-
cular, passando pela origem, em C. Entdo AOAB ~ 1/2AB x OC. Pelo conhecimento de
tridangulos semelhantes, AB/dx = z/OC, assim AOAB = 1/2zdx.
Note que:
¢ ¢

=1- = 2sen’~ e z = tan -
x cos @ sen2 z an2

isto é, x = 22%/(1 + 2?). Leibnitz sabia que zz = [ zdz + [ zdz:

X

fpate

Portanto

16



1
. 1
Area do setor circular = / §zd:v
0
1
2

1] 92
= - —/ © i
2 o 1+ 22
1 ' 2 2 4
= —— [ 22(1—=-z"+2"—.)dz
2 Jo
S U N O
2 3 5 7
e, adcionandol/2 a ambos os membros
T .1 1 1 1 1
47 3 5 7 9 1
Newton mostrou que: — — = 1 + S
e s T35 7

Uma vez que Newton habitualmente integrava séries termo a termo, e (1+22)/(1+z*) =

1+2)1—a2t+ 2% —..)=1+2%— 2" —2° + ..., obtemos

1 2
1+ 11 1 1 1
de=1+-—-—= S
/01+x4x LI T

Vamos completar o argumento observando que

1+22 1 1 N 1
T+at 2|1 -2z +22 1422+ a2

e depois avaliando as integrais adequadas com a substituicdo

V2 o1
r+ — = —tanb,
2 V2
donde temos que
/1 1+ 22 7r
2dr = —=.
o L+ 4v2

1.7 Cauchy (1789-1857)

Cauchy foi um dos primeiros matematicos a usar o conceito de limite tal qual conhece-

mos hoje, o que lhe serviu para redefinir a derivagdo e integragdo. A definicdo de Cauchy

17



de derivada deixava claro que a derivada ndo existe num ponto em que a fung¢do é descon-
tinua, mas a integral poderia ndo ter dificuldades nesse mesmo ponto. Em 1823, Cauchy
formulou uma arquitetada definicdo de integral, recordando as aproximagdes de Cavalieri
e Fermat, mas com uma diferenca fundamental: ao invés de funcdes especificas (22, x'/3, ...)

ele comecou com uma fungao genérica f definida em [a, b] e estabeleceu a soma:

S = f(zo)(x1 — wo) + f(z1)(x2 — 1) + ... + f(¥p1) (0 — Tn1),

ondea =9 <21 <...< Ty <z, =béuma particdo de [a, b]. A integral de Cauchy era
o limite de tal soma quando o maximo dos (x,, — z;_1),denotado por ||Az||, se aproxima de

zero: )
/ f(z)dz = ‘ lim Zf(xi_l)(xz‘ — Ti-1).

Cauchy argumentou que se f é continua em [a, b], entdo este limite existe. Além disso, de-
vemos mencionar que Cauchy provou o Teorema Fundamental do Calculo, e assim fixava
a integragdo de fungdes continuas em intervalos fechados e limitados. Cabe ressaltar, tam-
bém, que é do conceito de Cauchy de integral como limite de soma em vez de antiderivacao
que provieram as muitas e frutiferas generaliza¢des da integral.

A construgdo de Cauchy:

a=x x X|—1 & X x,=b
0 1 x4 f(x,‘_i) n—1 n

f(xo)(z1 — x0) + f(21) (22 — 1) + . + f(T01) (@0 — Tp1)

1.8 Riemann (1823-1866)

Distraido investigando as Séries de Fourier e, consequentemente, a questdao da conver-
géncia, Riemann (1854) questionou: "O que se deve entender por fab f(z)dx?". Sua resposta

(que é a mais usada na definicdo de integral), ¢ a chamada Integral de Riemann:

n

[ s =t S G- i)

[[Az||—0 4
=1

18



onde z; é um ponto arbitrario de [x;_;, z;] e f é limitada em [a, b].
A construcdo de Riemann:

v/ 7N

g

& |
7
a=xg, Xg 1% K d x

Y n—1 Xn X

Com esta nova definigdo, Riemann determinou uma exigéncia menor com relagao a obri-

gatoriedade da continuidade discrita por Cauchy. Ele provou que o limite

lim Z F(&) (s — 1)

[|Az||—0

existe se, e somente se, f é limitada em [a, b] e para cada par de niimeros positivos ¢ e 9, existe
um 7 > 0 tal que, sendo P uma particdo de [a, b] onde ||Az| < 1, a soma dos comprimentos

dos subintervalos [z;_1, x;], com

sup f— inf f>9

[2i—1,2] [zi1,mi]
é menor que e. Em outras palavras uma func¢do f é integravel a Riemann em [a, ] se, e
somente se, as grandes oscilagdes de f sdo restritas a um "pequeno’conjunto.
Em seguida, Riemann d4 um exemplo genial de uma funcdo f que é descontinua em um

conjunto de pontos denso em R, mas, no entanto, é integravel a Riemann.

Exemplo 1.8.1. Fun¢do/Exemplo de Riemann:

n=1 n2 ’
onde (z) denota a diferenga entre = e o inteiro mais proximo, se z ndo é da forma k + 3,
k € Z. Caso contrario, se z é da forma k + ; entdo (z) = 0. Vamos examinar cuidadosamente
esta funcao.

Seja ¢, (z) = (nx),n=1,2,3,....
e Sen = 1; ¢; é descontinua em = = % Pois,

o((557) ) =) —ve a((F57) ) =37

2k+1
2

) pela esquerda, analogamente, (2551)+ ¢

2(2k+1)~denota o limite de ¢;(z) quando z se aproxima de ( 2

o limite a direita de ¢ () quando « tende a (2:1).

19
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vy s

e Sen = 2; ¢, é descontinua em z = 2551, Pois,

¢2 2k~|—1)> ¢1(2k+1>—0e ¢1 2k+1> ):_l

e
TV

e Paran € N ¢, é descontinua em z = 2L Pois,

o((55) )=o) —0e a((50) ) -3

/)]

—

I\)

/ 1
2n
E assim por diante.
o0
Agora, em quais pontos f(x Z 2 é continua? Pelo Teorema de Weirstrass, a
n
n=1

™ (nax

sequéncia f,(z) = E 2) converge uniformemente para f em R. Portanto, se 2y, ndo
n

n=1
é da forma (2k + 1)/2n; n.k = 1,2,3,... entdo ¢, é continua para todo n, e desde que a
convergéncia uniforme de uma sequéncia de fun¢des continuas garante a continuidade da
funcdo limite, f é continua em z,. Resta-nos mostrar que f é descontinua num conjunto de

pontos

{2k +1)/2n;k,n=1,2,3,...}
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denso em R.

Denote (g(z~) — g(a™)) por Ag(z).

e Paran = 1. Sejaz = 22t Logo, Agy = 1, Agy = 0, A¢gs = 1 e em geral, A¢y; =
0, Agbgi_l = 1, 1 € N. Assim,

2k+1>1 11 2

(5

e Paran = 2. Seja T = (2]{? + 1)/4 LOgO, A¢1 = 0, Aqbg = ]_, A¢3 = 0, A¢4 = O, A¢5 =
0,A¢s =1, Apr =0, etc. Repetindo sempre o seguinte padrdo 0, 1,0, 0,0, 1. Assim,
——

2k +1 1 1 1
Ay o Lyl
/ 4 22+62+102+
1|1 1 1
= ? ﬁ+§+?+"'
B 1><7T2
o227 8
e Paran € N. Sejaz = 2. Logo, Ay = Ay = ... = Adp_1 =0, Ad, = 1, Adpyy =
... = Agpg, =0, .. .. Repetindo sempre o seguinte padréog, 0,...,0,0,1,0,0,...,0,0,0,0,....
n fa‘tfores n fajc,ores
Assim,
2k + 1 1 1 1
Y Gt R R S
/ 2n n? * (3n)? * (5n)? *
1 (1 1 1
= ﬁ ﬁ+§+5_2+"'
B 1><7T2
nz 8

Observe que no célculo de Af usamos o fato da convergéncia ser uniforme, e assim

"lim )" =) lim", e entdo mostramos que f é descontinua num conjunto denso de pontos
{2k+1)/2n;k,n=1,2,3,...}

,onde os "saltos" em (2k+1)/2n sdo Af((2k+1)/2n) = 1/n? x 72 /8. Caso contrério, f é con-
tinua. Desde que 7?/8 > ¢ para apenas um ntimero finito de valores de n, podemos "cobrir"

com um nimero finito de pequenos intervalos, e assim f é integravel segundo Riemann.
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Agora, como fo on(x)dr = fo nz)dx = 0, podemos concluir que,

/Olz <T:§)dx = Z%/()l(nx)dx =

pois como a convergéncia é uniforme podemos alternar "»""e " [". Isto completa nossa dis-

cussdo acerca da fung¢do de Riemann.

Durante os tltimos anos do século dezenove vérias reformulacdes da integral de Rie-
mann foram feitas por Peano, Jordan, Volterra, Darboux, e outros os quais vamos reunir sob
as "somas de Darboux".

Darboux (1875) introduziu as integrais superior ( fa_b f(z)dx) e inferior ( fi’a f(z)dx) de

Riemann para fungdes limitadas em |[a, b]:

sobre toda parti¢dao P de [a, b].
Assim, f é dita integravel a Riemann se, e somente se, fafb f(z)dx = f_ba f(z)dx. Essa

defini¢do é equivalente a de Riemann, porém sendo mais fécil de aplicar.

1.9 Emile Borel (1871 - 1956), Camile Jordan (1838 - 1922),
Giuseppe Peano ( 1858 - 1932)

Peano tentou fazer a conexdo entre integrabilidade de uma funcdo ndo-negativa com a
"drea" do conjunto S = {(z,y);a < x < b0 <y < f(x)}. Estaja era uma ideia usada
pelos antigos matematicos para fungdes especificas, mas a contribuicdo de Peano (1887) foi
formular matematicamente uma defini¢do de 4rea. Ele definiu a 4rea interna de S, o qual
denotou por a;(.S), como o menor limite superior das areas de todos os poligonos que estao
contidos em S, e drea externa de S, ay(.S), como o maior limite inferior da 4rea de todos
os poligonos que contém S. O conjunto S foi, entdo, definido como tendo 4rea sempre
que a;(S) = ao(S). Nota: Se S = {(z,y);0 < z < 1,0 < y < l,z,y irracional} entdo
a;(S) =0,a0(S5) = 1.
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Jordan (1892) introduziu a ideia de contetido interior de um conjunto S, ¢;(.5), e contetido

externo, ¢y(.5), determinados por coberturas finitas para definir a medida de Jordan. O ¢y(.5)

era dado por inf Z amp(I;), onde U I;, recobre S e os Ij; sdo dois a dois disjuntos, analo-

k=1 k=1
n

gamente o ¢;(S) = sup Z amp (/) assim, um conjunto seria mensuravel a Jordan quando

k=1
¢i(S) = ¢o(S) e sua medida de Jordan era denotada por ¢(S). Em seguida, ele passou a de-

tinir a integral de uma fungdo limitada em um conjunto mensurével de Jordan da seguinte
forma:
Seja P uma parti¢do do conjunto mensuravel £/ em conjuntos mensurdveis £y, ..., F,,

onde os E; sdo dois a dois disjuntos. Entdo as integrais superior e inferior de f sdo dadas
por:
b n
/ fade = sup S int fe(2)

—b n
/a f(z)de = H;fg: sgp fe(Ey).

Quando valer a igualdade, tem-se a integral de f segundo Jordan.

O que difere a ideia de Jordan das ideias de Cauchy e Riemann é o fato de ele particionar
o intervalo [a, b] em conjuntos mensuraveis ao invés de subintervalos.

Borel (1898) caracterizou uma medida em conjuntos, determinando quais propriedades

uma aplicagdo deve satisfazer para ser considerada uma medida:
e Uma medida é ndo negativa.

e A medida da soma de conjuntos disjuntos é a soma das medidas dos conjuntos indivi-

duais.

e A medida da diferenca de dois conjuntos, quando um é um subconjunto do outro, é a

diferenca entre as medidas.
e Se a medida de um conjunto é diferente de zero entdo ele é ndo enumeravel.

Tendo descrito as propriedades referentes a uma medida, Borel disse que esta deveria ser

restrita a conjuntos £’ que podem ser "construidos" por:

e Uma unido, finita ou enumeravel, de intervalos disjuntos;
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e O complementar de qualquer conjunto E que pode ser construido pela unido, finita
ou enumerdvel, de intervalos disjuntos, com respeito a qualquer outro conjunto G que

também pode ser "construivel”"como E e que cobre FE.

Por exemplo, a medida de Borel de um intervalo seria seu comprimento, a medida de um
conjunto aberto seria a soma dos comprimentos dos intervalos que o compdem. Em seguida,
poderiamos medir um conjunto fechado como sendo o complemento de um aberto, etc.

Na integral de Jordan

b
/_a f(z)dx = 1£11f foe(Ey)+ ... %Zf foe(B) + ...+ %lf fe(Ey)

—b
/ f(z)dz = sup f.c(Ey) +...sup f.e(E;) + ... +sup f.c(E,)
a Eq E; En
Os conjuntos F; sao mensuraveis a Jordan, pois sdo aproximacdes de intervalos limitados.

O desenho a seguir mostra a construgao de jordan.

\

sup

1

A
AT

I

\_/

inffEl-{ \

1.10 Henri Lebesgue (1875-1941); William Young (1863-1942)

William Young desenvolveu uma teoria de medida e uma teoria de integracdo indepen-
dentemente de Lebesgue, mas cerca de trés ou quatro anos depois. Porém ele ndo conseguiu
combinar as ideias de drea de uma forma coerente, como fez Lebesgue. Por outro lado,
ele foi responsavel por mostrar que a abordagem de Lebesgue poderia ser vista como uma

generalizacdo muito natural da integral de Jordan:

amp([zi-1, z;]) = c(E;) — m(E;).

Young também mostrou que sua defini¢do de conjuntos mensurdveis era equivalente a de
Lebesgue e levantou a questdo da existéncia de conjuntos ndo mensuraveis, questdo essa

que foi resolvida por Vitali em 1905.
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Henri Lebesgue, matematico francés, publicou , em 1901, uma pequena nota no "C.R.
Acad. Paris, 132, (1901) pp.86-88" modificando de modo profundo a maneira de definir a
integral da idealizada por Riemann. Como a integral de Riemann foi a mais aceita entre
os matemdticos por um longo periodo, as ideias de Lebesgue foram, em principio, bastante
refutadas e severamente criticadas ou, na melhor das hip6teses, aceitas com desconfianga. A
integral de Lebesgue foi a primeira tentativa frutifera de organizagdo matemaética da nogao
de integral, e, talvez por isso, ela se tornou cada vez mais imprescindivel ao desenvolvi-
mento e organizac¢do de novas teorias, principalmente no campo da Andlise Matematica.

A integral de Lebesgue veio sanar, ou ao menos diminuir, varias deficiéncias da Integral

p oo
de Riemman, como, por exemplo, a comutatividade de ¥ com [, ou seja, / Z fre(z) =
@ k=0

© b
E / fr(z) o qual, na integral de Riemman, sé é possivel se a série das fung¢des (f;) con-
k=0
verge uniformente.
No dltimo capitulo desse trabalho tratamos de abordar de forma mais clara as principais
diferengas entre as duas integrais, e apresentar, de forma breve, o contetido da primeira nota

de Lebesgue sobre sua integral onde ele faz uma construgdo técnica de sua integral a partir

da integral de Riemman.

25



Capitulo 2

A integral de Lebesgue

Embora a integracdo seja tdo antiga quanto o tempo de Arquimedes, como vimos no
capitulo anterior, costuma-se dizer que "a teoria da integracdo foi criada no século XX" e
grande parte desse mérito se deve do conceito de integral introduzido por Lebesgue.

Este capitulo trata da apresentacdo da integral de Lebesgue e algumas de suas proprie-

dades, bem como dos conceitos de conjuntos e fungdes mensuréveis a Lebesgue.

2.1 Medida Exterior

Defini¢ido 1. Dado £ C R, chama-se medida exterior de E, e denota-se por m.(E) o nimero

me(F) = inf amp(I;)?! 2.1
(£) Urjex & p(Ik) (2.1)
onde 2l denota a cole¢do de todos os recobrimentos {I; } enumeraveis de E por intervalos I,

abertos ou nao.

Observagdo 1. Em (2.1) podemos supor os intervalos I, abertos.

. — € . .
De fato, dado ¢ > 0, existe {I;} € A tal que E amp(l) < me(E) + 5 isto pela caracteri-
k=1
zagdo do infimo. Assim, se ay, e by, sdo os extremos de I e se designarmos por [;, k=1, ..,

Lamp(I},) denota a amplitude, ou seja, o comprimento do intervalo I,
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o intervalo aberto (ak — Sy, by + Q,fw), temos

WE

Zamp(lk) =

00
k=1 k

= ¢
amp(I;,) + Z i3
1 k=1

WE

5
amp(I;,) + 5 < me(E) + €.

B
Il

1

Proposicao 1. A medida exterior de E satisfaz as seguintes propriedades:
@) m.(E)>0

(ii) m.(2) =0

(iii) m.(E) <m.(F)se ECF

(iv) m.({z}) =0, qualquer que sejao x € R

W) m(EUF) <m(E)+m(F)

(vi) m.(I) = amp(I), para todo intervalo / C R

Prova: (i) Como amp(I;) > 0, VI, C R, segue que
Z amp(I;) >0,
k=

1
para toda familia {/;} C 2(. Donde segue o resultado.

(ii) Para todo ¢ > 0 dado, o conjunto vazio pode ser coberto por um tnico intervalo
aberto de comprimento ¢, segue dai que m.(@) = 0.

(iii) Seja {1} um recobrimento enumeravel de F por intervalos abertos. Assim,
EUFc|JIL.
keN

Agora, como E C F existe {J,} C {I,} tal que {J, } recobre E, logo

(e 9] [e.9]

inf J,) < inf I
ECUIECUIk;amM ) - FngJI,c kl( k)

ou seja,

me(E) < me(F).

(iv) A prova se dd com o mesmo argumento usado em (ii).
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(v) Dado € > 0, sejam {I;} e {I,} recobrimentos enumeraveis de E e F respectivamente,
tais que

me(E) > Zamp([k) + -

k

F)> Zamp([r) + =

o que é possivel pela caracterizagdo do infimo. Logo,
me(E) + me(F >Zamp[k +Zamp

Pondo {J;} = {I;} U{I/}, temos que {J;} é um recobrimento enumeravel de £ U F' e

Zamp <Zamp (Ix) —f—Zamp (1))

me(E) + me(F Zamp[k +Zamp1/ +€>Zamp J+e>m(EUF)+e

Donde
me(E) +me(F) >m (EUF)+e¢

como ¢ é qualquer, segue o resultado. (vi) Consideremos inicialmente / = [a, b], fechado e
limitado.

Dado ¢ > 0, temos que o intervalo aberto (a — ¢,b + ) contém [a, b]. Assim,
me([a,b]) < amp((a —e,b+¢€)) =b—a+ 2¢

ou seja,

me(la, b)) < b—a. (2.2)

Agora, seja {I;} um recobrimento enumeravel de [a, b] por intervalos abertos. Segue do Te-
orema de Borel-Lebesgue que {I;} possui um subrecobrimento finito de [a, b], 0 qual vamos

denotar por {Ji,..., J,}. Assim

n

Z amp(J, i amp(1,

=1 k=1

Comoa € U J;, entdo a € J;, para algum iy € {1,..., n}. Denotemos este intervalo por
=1
(ay,by), deste modo, temos a; < a < b;. Se by < b, entdo b; € [a,b]. Como b; ¢ (ay,b;), entdo

paraalgumi; € {1,..., n}, by € J;; = (a2, b2) e ay < by < by.
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Prosseguindo com este raciocinio segue que existem (ay,b1), ..., (an, b,) intervalos aber-
tosem {J;}, taisque a; < a < by, ag < by < by, ..., a, < b < b,. Donde podemos concluir

quea; <aeb<b, Logo,

Zamp([k) > Zamp(Ji) = (bp, —an)+...

keN i=1

— (ag—bl)—a1>bn—a1>b—a

Portanto,

Z amp(ly) > b — a. (2.3)

keN

Segue de 2.2 e 2.3 que (b—a) é cota superior e cota inferior de m.([a, b]), donde concluimos
que

me(la, b)) =b—a
Seja I = (a,b]. Como [a,b] = (a,b] U {a} e (a,b] C [a,b] segue de (iii) que
m((a,b]) < m([a,b]) =b— a.
Agora, por (iv) e (v), obtemos
b—a=m.(la,b]) <mc((a,b]) +me({a}) = me((a,b]).
Logo,
b—a<me(a,b]) <(b—a).

Assim

me((a,b]) = b—a.

Os outros casos para intervalos limitados sdo analogos.

Se I é um intervalo ilimitado, digamos / = [a, +00), tome I, fechado, com /. C I, tal que
amp(1l.) = ¢, Ve > 0.

Assim,

me(I) > me(I.) =¢, Ve>0.

Donde segue que

me(I) = amp(l) = +o0.
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Proposicdo 2. Seja { M, k € N} uma familia enumerével de conjuntos e seja M = | J; .y M;.
Entao,

me(M) <) me(My).

Prova: Se para algum k € N, m.(M;,) = +00, entdo nada a fazer. Se m.(M;,) < +oo, Vk € N
entdo, dado ¢ > 0, para cada k existe uma colecao enumeravel {/ ; };cy de intervalos abertos,
tal que {Ix;}ien, recobre M e

€
Zamp(fm) < me(My,) + T

Dai, U {I).;} é um recobrimento enumeravel de M por intervalos abertos e ainda,
keN

me(M) < Zamp(fk,i)z

=Y (Z amp(fm))

keN \ieN

< Z (me(]\/[k) + %) = Zme(]\/[k) +e.

keN keN

Portanto,

me(M) < Zme(Mk) +e.

keN
Como ¢ é arbitrdrio, segue o resultado. n

Corolario 1. Se E é um conjunto enumeravel, entdao m.(E) = 0.

Prova: Sendo I enumerével, temos

E = U{pn}, pn € R.

neN

Como, para cadan € N, m.{P,} = 0, segue que

0< W%(ED < zz:ﬂﬂxpn>::0'

neN

Logo, m.(E) = 0. |

2.2 Conjuntos Mensuraveis

Salvo mengdo explicita, todos os conjuntos considerados nessa se¢do sdo subconjuntos

de um intervalo [a, b] de R.
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Defini¢ido 2. Um conjunto E C [a, b] é dito mensuravel a Lebesgue quando
me(E) + me(E°) =b—a,

onde E£° denota o complementar de E relativo a [a, b]. Neste caso, m.(F) é dita medida de

Lebesgue de E e é denotada por m(E).

Observagao 2.
e Segue da defini¢do que se I é mensuravel a Lebesgue, entdo £ também o é.
e m.(E)+m.(E) > b— a,qualquer que seja £ C [a, b].

De fato, sejam {I;}, {Js} recobrimentos enumeraveis de E e E*, respectivamente, por

intervalos abertos, tais que
me(E) + g > zk:amp(lk) e me(E°) + % > Z amp(Js),
J

onde ¢ > 0 é arbitrario.
Dai, temos que {/;} U {Js} é um recobrimento de [a, b], donde pelo Teorema de Borel-
Lebesgue, admite um recobrimento finito, {51, ..., S,}, de [a, b].

Agora,

n

amp(S;) < Z amp(Iy,) + Z amp(Js)
1=0 k s
< me(B) +mo(B) + e,

como [a, b] C U Si, segue que
i=1

b—a< Xn:amp(Si) <me(E) +me(E°) +e.
i=1
Como ¢ é arbitrdrio, segue que
b—a < m.(E)+ m.(E°).
Proposic¢do 3. Se m.(E) = 0, entdo E é mensuravel.
Prova: Devemos mostrar que
b—a>me(E)+ me.(E°).

De E¢ C [a,b], segue que m.(E°) < b — a. Por hipétese, m.(E) = 0, logo m.(E) + m.(E°) <
0+b—a=0>b-—a. n
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Proposicdo 4. Sejam E, F' C [a, b] mensurdveis, entdo:
(i) £ U F é mensuravel;

(ii) Se F C F,entdao F' . IF é mensuravel e

m(F N\ E)=m(F)—m(E).

Prova: (i) Devemos mostrar que

M(EUF)+m.((FEUF))=m(EUF)+m.(E°NF°) <b—a.
Note que EU F = F U (EN F°),logo m.(EUF) <m.(F) 4+ m.(E N F°). Assim,

me(EUF) 4+ m(E°NF) <me(F) 4+ m(ENF) +me(E°N F°). (24)
Agora, para toda familia {/; } que recobre E N F*° e {.J,} que recobre E° N F*, temos

me(ENF) < Zamp([k)

mo(E N F) <Y amp(J,).

Como F° é a unido disjunta de E°N F°e EN F°, segue que {S,} = {I;} U {J;} recobre F*
e essa unido pode ser considerada disjunta para alguma familia {/,} que recobre E N F° e
{Js} que recobre E° N F*.

Assim,
me(ENF) +me(E°NF°) < Z amp(Iy) + Z amp(Js) = Z amp(S;).
k s T

Donde obtemos,

me(E N FC) +me(E°NF°) < m.(F°).

Substituindo em (2.4), obtemos
Mme(EUF) +m(E°NEF) <me(F) +m.(F°) =b—a,

pois, por hipétese F' C [a, b] é mensuravel.

(ii) Como E C F,segue que F'= EU (F' N E°).
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Seja {I;} um recobrimento entimeravel de F' por intervalos abertos, tal que dado ¢ > 0,

m(F) +¢e > Zamp([k). Temos que {I;} = {Js} U{S,} onde {S,} recobre (F N E°), e {J,}
seN
é um recobrimento de E.{J;} e {S,} podem ser considerados disjuntos, visto que U I é

keN
aberto e portanto pode ser escrito como a unido disjunta de intervalos abertos. Dai, m(E) <

Z amp(Js) que implica em —m(E) > — Z amp(Js), donde,

seN seN

m(F) = m(B) +e > 3 amp(l) = 3 amp(J,) = 3 amp(S,)
> me(FNE) = :ne(F —E). '

Assim, m(F') — m(E) + & > m.(F — E), como ¢ é arbitrdrio, segue que
m(F) —m(E) = m(F — E) (2.5)
Por outro lado, (F N E°)¢ = (F°U E) donde
me ((F = E)°) = me(F*U E) <m(F°) +m(E) (2.6)
De 2.5 e 2.6, obtemos
m(F) —m(E) + m(F°) + m(E) > me(F — E) + me ((F - E))

=b—a=m(F)+m(F°) >m.(F - E)+m.((F - E))

Como, pela Observacao 2:

me(F = E)+m, (F—E)) 2 b—a

segue
me(F — E)+m. ((F —E)°) =b—a. (2.7)
Logo F' — E é mensuravel.
Agora, por 2.6 segue que

m(F = B)°) < m(F9) + m(E).
Usando 2.7 e o fato de I’ ser mensuravel obtemos
b—a—m(F—FE)<b—a—m(F)+m(FE)
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donde, m(F — E) > m(F) — m(E).

Como, em 2.5 temos a desigualdade contraria, segue que

m(F — E) =m(F) —m(E).

Lema 1. Sejam E,, - - - , E, uma sequéncia finita de conjuntos mensurdveis disjuntos. Entdo

m( O EZ> = i m(E;)

n n+1
Prova: Podemos considerar que U E; = [a, b], pois do contrario consideramos [a, b] = U E;,
i=1
onde En+1 = [(I, b] — U?:l Ez
A prova segue por indugdo sobre n. Para n = 1 a igualdade é trivial.

Suponha que a igualdade vale paran = k — 1, ou seja,

n(U ) =S mie

=1

k
Note que Ej, = U (E; — Ey) = U E;.Dai,
=1

b—a = m(Ey)+m(ES) = (Ek)—km(' E)

k—1 k

Proposicdo 5. Seja {M}; k € N} uma familia enumeravel de conjuntos mensuraveis e seja

M = U,y My Entdo
(i) Se os M, sdo dois a dois disjuntos, entdo M é mensuravel e vale m(M) = Z m(My);

(ii) Se a familia {M;;k € N} é crescente, isto é, M} C My C ... C M) C ... entdo M é

mensuravel e tem-se m(M) = klim m(Mg);
—00

(iii) Se os M, sdo qualquer, entdo M é mensuravel e vale m(M) < Z m(My,
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n

Prova: (i) Seja F,, = U M, segue que F,, é mensuravel, por aplicagdes sucessivas do item (i)
k=1
da Proposicao 4 e F;; O M°.
Assim,

b—a=m(F,)+m(F) >m(F,)+ me(M°),
segue do Lema anterior que m(F,,) = » m(My), logo,
k=1

b—a>z (My) + me(M°),
donde passando ao limite quando n — oo, obtemos
b—a> Zm(Mk) +me(M€) > me(M) + me(M).

k=1

Portanto, M é mensuravel e

n

m(M) = lim m(F)-Jg&(Zm M, ) :im

n—oo
k=1 k=1

(ii) Considere Fy = M, Fo = My—DM;, ..., F = My—M;_;. Segue do item (iz) da Proposicao

4 que os Fj sao mensurdveis e tem-se que m(Fy) = m(M;) — m(My_1). Além disso, eles sdo

dois a dois dsjuntos e M = U Fy.. Logo, pelo item (i), temos M mensurével e vale
k=1
=> m(F)=> (m( m(My_1)) +m(M;) = lim m(My).
k=1 k=2 koo

k
(iii) Considere { Fy; k € N} onde [}, = U M,,. Entdo cada F}, é mensuravel e vale I, C I, C

n=1

o0
.C F, C....Além disso, M = UFk
k=1
Dai, por (ii) tem-se que M é mensuravel e vale

m(M) = lim m(Fy) = lim m( U M ) < lim (im(Mn)) = im(Mk)

k—o0 k—o0

Proposicdo 6. Seja { M}, k € N} uma familia de conjuntos mensuréveis, e seja M = ﬂ M;,.

keN
Entao
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(i) M é mensuravel

(ii) Se a familia { M}, k € N} é decrescente no sentido de inclusédo, entdo klim m(My).
—00

Prova: (i) Como M°¢ = U My e cada M é mensuravel, pois M) é mensurdvel para todo

keN
k € N, segue da Proposi¢do 4 que M é mensurdvel e portanto M é mensuravel.

(ii) Sendo a familia {M;, k € N} decrescente, segue que a familia {M;, k € N} é cres-

cente. Como, M*¢ = | | M, segue pela Proposicdo 5 que m(M¢) = klim m(My), ou seja,
—00
keN

b—a—m(M) = lim((b—a)—m(My))

k—o0

= b—a— lim m(My).
k—o0

Donde, m(M) = lim m(My).

k—o0

2.3 Fungdes Mensuraveis

Nesta se¢do apresentamos o conceito de fungdes mensuréveis e algumas de suas propri-

edades.

Defini¢ao 3. Uma funcdo f : (a,b) — R é dita mensuravel a Lebesgue se o conjunto

{z € (a,); f(z) < c}
for mensuravel qualquer que seja c € R.
Proposicdo 7. Seja f : (a,b) — R uma funcdo. Entdo, sdo equivalentes:
@ {z € (a,b), f(x) <c} é mensurdvel Vc € R;
(b) {x € (a,b), f(x) > ¢} mensurédvel Vc € R;
() {z € (a,b), f(z) > ¢} é mensurdvel Vc € R;
(d) {z € (a,b), f(x) < c} é mensuravel Vc € R.

Prova: Os conjuntos {z € (a,b), f(z) > c} e {z € (a,b), f(x) < ¢} sdo complementares, logo

(a) <= (b), pelo mesmo motivo (c) <= (d).

36



(b) = (c) Seja c € R. Note que

{ve(@b), f)>ct =) {x € (a,b); f(z) > c— 1}.

n

Para cada n € N o cojunto {z € (a,b), f(z) > ¢ — 1} é mensuravel por hip6tese. Segue
da Proposicao 5 que a intersec¢do arbitrdria é mensurdvel, donde {z € (a,b), f(xz) > c} é
mensuravel.
(¢) = (b) Como
{z € (a,b), f(x)>c} = G {x € (a,b); f(x) >c+ l} :

n
n=1

Entdo, como por hipétese, {z € (a,b), f(z) > ¢+ 1} é mensurével para cadan € N, a unido

arbitrdria é mensurdvel, donde segue o resultado.

n
Corolario 2. Se f : (a,b) — R, entdo {x € (a,b), f(z) = ¢} é mensuravel para todo c € R.
Prova: Temos que
{z € (a,0), f(z) =c} ={z e (ab), fx) <c}n{z e (a,b), f(z)=c}
como a intersecdo de conjuntos mensuraveis é mensuravel segue o resultado. n

Proposicdo 8. Sejam a € R e f e g fun¢des mensuraveis em (a, b). Entdo, sdo mensurdveis:
G f+a;

(i) of;

(iii) f+g;

() f—g

W fg.

Prova: (i) Para todo ¢ € R vale {x € (a,b), f(x) + a > ¢} ={z € (a,b), f(z) > c— a}, onde
o conjunto da direita é mensuravel por hipé6tese. Logo f + o é mensuravel.
(ii) Se « = 0 entdo aof =0, Vx € (a, b).

Afirmagdo: toda fungdo constante é mensuravel.
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De fato, seja g : (a,b) — R, tal que g(z) = L, L € R. Se ¢ > L, o conjunto

{ZL’ < (CL, b)a g(l’) < C} = (CL?b)‘

Se ¢ < L, entdo o conjunto

{z € (a,b), g(x) < c} =@.

Como (a,b) e @ sdo mensuréveis, segue o resultado.

Da afirmacdo, segue que o f € mensurdvel.

Se a > 0, temos {z € (a,b), (af)(z) > ¢} = {x € (a,b), f(z) > a"'c}, como o conjunto
da direita é mensuravel, segue o resultado.

Sea < 0, {z € (a,b), (af)(x) > ¢} = {z € (a,b), f(x) < a~'c} 0 qual é mensurédvel
Ve € R. Logo, af é mensuravel.

(iii) Note que f(z) + g(z) > ¢ & f(x) > ¢ — g(x). Sejar € Q, tal que f(z) > r > c — g(x)

o que é possivel devido a densidade de Q em R. Assim, f(z) + g(z) > ¢, se
glx)y>c—r e f(x)>r
Portanto,

{z € (a,b), f(2) +g(x) >} = | {z € (a,0), f2) >r}n{z € (a,b), g(z) > c 1},
reQ
que é mensuravel, pois é a reunido enumerdvel de intersecdo de mensuraveis.
(iv) Como f — g = f + (—g), segue pelo feito anteriormente que f — g é mensuravel.
(v) Como f.g = 2 ((f+9)* — (f — g)*) resulta que nosso problema se reduz a mostrar
que f? é mensurédvel se f é mensuravel, pois a soma e a diferenga de fungdes mensuraveis

sdo mensuraveis.

Seja c € R. Se c > 0, entdo

{z€(ab), f(z)">c}t ={z € (a,b), f(z) > Vc}U{z € (ab), flz) < —V/c},

como a direita da igualdade temos a unido de conjuntos mensuraveis, segue que {z €
(a,b), f(x)* > c} é mensuravel se ¢ > 0.
Se ¢ < 0 entdo {z € (a,b), f(x)* > ¢} = (a,b), que é mensuravel.

Logo, f? é mensuravel e portanto f.g é mensuravel. [ ]

Proposicdo 9. Seja (fx) uma sucessdo de func¢des mensurdveis definidas em (a, b). Entao sao

mensuraveis:
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(i) sup f;, paratodok € N;
1<i<k

(i) 1;1;: fi, para todo k € N;
(iii) sup fi;
keN

(iv) iré{; frs

(v) lim sup fy;
k—00

(vi) lim sup f.
k—o00

Prova: (i) Desde que

{ﬂf € (a,b); sup fi(w) > C} = J{z € (a,b); filx) > ¢} (2.8)

1<i<k =

segue o resultado visto que a direita da igualdade temos a unido de conjuntos mensuréveis.

Mostraremos a igualdade 2.8

Sejam A = {x € (a,b); sup fi(x) > c} eB= U{x € (a,b); fi(z) > c}.

1<i<k

Dai, se z, € A, entdo sup fi(z,) > ¢, donde f;(xo) > ¢ para algum i, € {1,..., k}, logo
1<i<k

z, € {x € (a,b); f;, > c}, portanto z, € B, ouseja, A C B.

Agora, se z, € Bentdo, paraalgumi, € {1,..., k} tem-se f; (x,) > c. Assim, sup fi(x,) >
1<i<k

fi.(z5) > c e portanto, z, € A. Logo B C A, donde temos 2.8.
(ii) Da relacédo

inf f; =— sup (_fi)>

1<i<k 1<i<k
segue o resultado, pois — f; é mensuravel desde que f; é mensuravel, Yk € N, por (i)

sup (—f;) e mensuravel e portanto — sup (—f;) é mensuravel.
1<i<k 1<i<k

(iii) Como

{re @ swht>al =U e @i i) > a)

keN

segue que o sup f; é mensurdvel, pois é reunido enumerével de conjuntos mensuréaveis.
keN

(iv) Temos que
inf fi = = sup(—f),

donde concluimos que ]ifnlg fr ¢ mensuravel.
S
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(v) Desde que
Jim sup fi = ]icrellg(szgg fi),
segue de (iii) e (iv) o resultado.
(vi) De
Jim inf fj, = — Jim sup(—/fx),
temos que klggj inf f; é mensuravel.

Coroléario 3. Se f, g sdo mensurdveis, entdo f V g, f A g, f+, [~ e |f| sdo mensuraveis,
onde (f V g)(x) = max{f(z), g(z)}, (f A g)(z) = min{f(z), g(z)}, [T(x) = (f vV O)(z),
[ (@)= (=fVO0)(z)e|fl(x) = f"(z) + f~(z), com O(x) = 0, Vz € (a,b).

Corolario 4. Se (fi) é uma sequéncia de fun¢des mensuréveis e klim fr(x) = f(x), entdo f(x)
— 00

é mensuravel.
Prova: Como (f;) é convergente, segue que
f(z) = lim fi(z) = lim sup fi(z)
k—o0 k—o00

Do item (v) da Proposicao 9, temos que f(z) é mensuravel. n

2.4 A Integral de Lebesgue

Definic¢ao 4. Dizemos que uma propriedade vale quase sempre (abreviamos por g.s.) num

conjunto £, quando é valida em E exceto num subconjunto de E cuja medida é nula.

Considere uma fung¢do f limitada e mensuravel definida num intervalo limitado [a, b].
Seja (m, M) um intervalo contendo o conjunto de valores de f, isto é, m < f(z) < M,
V€ (a,b).

Seja P uma decomposicdo de (m, M) pelos pontos m = yp < y1 < ... < y, = M e

considere as "somas integrais"

k—1 k—1
sp(f) =Y _ym(E)) e Sp(f) = yjam(E)), (2.9)
j=0 Jj=0

onde E; = {z € (a,b); y; < f(x) <yy41},7=0,1,..., k— 1.
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Note que as igualdades de 3.1 fazem sentido, visto que f é por hipétese, mensurdvel e
portanto os E;, j = 0,1,..., k — 1 sdo conjuntos mensurédveis qualquer que seja a decompo-
sicdo 7 de (m, M).

Nessas condic¢des, definimos a integral de f em [a,b] como sendo o limite de sp(f)
quando §(P) — 0, onde §(P) denota a amplitude maxima dos intervalos (y;_1,y;) da de-
composicao P de (m, M).

Se f é uma fungdo mensuravel e ndo limitada definida em |[a, b], vamos admitir inici-
almente que f é ndo negativa. Neste caso, para cada k£ € N considere a fungdo f(z) =
min{f(z), k}. Logo fi é ndo-negativa, mensuravel e limitada, pois 0 < fi(z) < k, Vz € [a, b]
e para cada k € N, onde temos fj, integravel em |a, b].

Assim, a sucessdo ( fi) € uma sucessao crescente, de fungdes integraveis convergindo g.s.,
para f.

Se sucessdo das integrais [ fj, for convergente, entdo definimos a integral de f em [a, b]

como sendo

b b
/af(a:)d$:kh_>1rolo/a fr(x)dx.

No caso geral, quando f é ndo limitada, escrevemos f = f* — f~, e dizemos que f é

integravel se o forem f* e f~, definindo a integral de f como a diferenca das integrais de [

e f,istoé, [\ f(zx)de = [° fH(z)de — [° [~ (z)de

Observagdo 3. Segue da definicao que, se f : [a,b] — R for mensurdvel e limitada entdo f é

integravel.

Proposicao 10. O conjunto das fungdes integraveis em [a, b] constitui um Espago Vetorial

Real. (Na verdade, um subespago das fung¢des reais definidas em |[a, b]).

Prova: Sejam f, g : [a,b] — R fungdes integraveis, limitadas em [a,b] e o, 5 € R.

Por serem integrdveis segue que f, g sdo mensuraveis. Logo, pela Proposi¢do 8, af + (¢
é mensurdvel. Agora, como f, g sdo limitadas entdo a.f + (g é integravel.

Se f, g sdo quaisquer em (a, b), entdo existem sucessdes de fung¢des integraveis e limita-
das convergindo q.s. para f, g em (a, b). Da primeira parte segue que a soma e o produto por
escalar de cada elemento da sequencia é integravel, donde segue o resultado por passagem

ao limite.
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2.4.1 Teoremas de Convergéncia

Nesta se¢do apresentamos vérios resultados referentes a convergéncia de fungdes inte-

graveis.
Lema 2. Se h(z) > 0, Va € [a,b], entdo

b
/ h(z)dx > 0.
<

Prova: Seja M € R, tal que 0 < h(xz) < M e seja P uma parti¢do de [0, M], pelos pontos

O:y0<y1<...<yk:M.Assim
k
sp(h) =Y yiam(E;),
j=1

onde E; = {z € (a,b], yj_1 < h(z) < y,}.
Agora, y;—1 > 0em(E;) > 0,Vj = 1,...,k, donde segue que sp(h) > 0 e portanto
b
lim sp(h) >0, ou ainda/ h(x)dz > 0. u
0(P)—0 a

b b
Corolario 5. Se f, g sdo integraveis e f(x) < g(x) entéo/ flz)dr < / g(x)dx.

Prova: Considere h(x) = g(z) — f(x). Temos que h é integravel e h(z) > 0 Vx € [a,b]. Donde

/ab h(z)dx > 0. Mas
/abh(””m - / gl - / ' Fa)dr > 0

/ab g(x)dz > /abf(:c)d:c.

Teorema 1. (Beppo Levi) Seja (fi) uma sucessio crescente de fungoes integrdveis em |a,b], cuja

Logo,
n

sucessio das integrais ([ fy.) é limitada superiormente. Entdo (f;) converge q.s. para uma fungio
b b
integrdvelfe/ flz)de = khm/ fr(x)dx.
a 00 a

Prova: Consultar Referéncia [5].

Teorema 2. (Beppo Levi) Se (fi,) é uma sucessdo decrescente de fungdes integrdveis em [a, b], cujo

sucessdo das integrais é limitada inferiormente, entdo ( fi,) converge q.s. para uma fungdo integrdvel

b b
fe/ f(x)dx:klggo/ fr(x)dx.
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Prova: Segue da forma crescente do Teorema 1, considerando a sucessao (— f). |

Observacdo 4. Seja f, uma funcdo integravel em (a,b). Denotemos por L(f,) o conjunto

das fungdes f integraveis em (a, b), tal que f(z) < f.(x), Vz € (a,b).

Como f < g= [f < [gsegueque [ f < [ f, para toda funcdo f € L,(f,). Assim, se
(fi) € uma sucessao de fungdes em L,( f,), a sucessdo das integrais é limitada superiormente.
Agora, se ( fi,) é crescente, segue pelo Teorema 1 (Beppo Levi) que ( f;) converge em [a, b] para
f, onde f é integravel em (a,b), e ainda, como f; < f, Vk € N, segue que Ilg% fe=1[<fo
Assim, f € L(f,).

Concluimos entdo que L,( f,) é fechado por passagem ao limite de sucessdes crescentes.

Analogamente o conjunto L;( f,) constituido pelas fun¢des f integraveis em [a, b], tais que

f(@) = fo(x), Vo € (a,b),

é fechado por passagem ao limite de sucessdes decrescentes.

Dai, se f, > 0, o conjunto L( f,) formado pelas fung¢des f integraveis em [a, b], tais que

—folx) < f(2) < fo(x) Yo € (a,b)

é fechado por passagem ao limite de sucessdes mondtonas.
Como consequéncia desse resultado, temos que, para toda sucessdo (f;) de fungdes de
L(f,), a funcdo sup fi € Ls(f,), uma vez que sup fr = lim g, onde gi(z) = max{fi(z)},
keN keN k—o0 1<i<k
que é uma sucessdo crescente. Analogamente, ’ignlfw fr € Li(f5), se (fx) € Li(fo).
S

Donde concluimos que ]igng fx, sup fr pertencem a L( f,) para toda sucessdo (fx) C L(f,), e
€ keN

desse modo, lim sup fj e lim inf f; pertencem a L(f,), visto que lim sup f; = lim (Sup fn)
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0 k>n

k—o0 k—oco \ k>n

e lim inf f;) = lim (inf fn>

Teorema 3. (Convergéncia Dominada ou Teorema de Lebesgue) Seja ( fi) uma sucessio de fungoes
integrdveis em [a, b], convergente q.s. para a fungdo f. Se existir uma fungdo integrdvel f,, tal que

|fk| < foq.s. paratoda k € N, entdo f é integrdvel e vale

b
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Prova: Podemos supor que para todo k € N, |fi(z)| < fo(z), Vx € [a,b]. Caso contrério,
podemos redefinir as fj, em conjuntos de medida nula, as fun¢des obtidas serdo ainda inte-
graveis, suas integrais coincidirdo com as de fj e a sucessdo delas ainda serd convergente
quase sempre para f em [a, b].

Da observacao 4, segue que kh_)rglo inf fj é integrdvel e vale — f, < ]}ggo inf f, < fo.

Como, por hipbétese, (fi) é convergente q.s. para f, temos f = klglolo inf f q.s. donde f é
integravel.

Agora,

hm inf f, = lim (mf fn)

k—oo \ n>k
Assim, f é limite q.s. da sucessdo crescente (g;) onde g, = 122 fn e ainda, temos g, <
nz

fm < fom >k, donde

/ab gi(z)dx < /ab fm(x)dz < /ab fo(z)dz, m 2k, € (a,b)

De [’ gy(x)dz < [ f.(z)dz, resulta que a sucessdo de integrais ([ g;) tem um majorante

tinito, e portanto, pelo Teorema 1,
b
/ f(z)dx = hm gr(z)dx.

b
De f gr(x)dx < f fm(x)dx, m > k, resulta que lim [ gpdz < klim inf fm(x)dx portanto,
— 00 a

k—o0

b b
/a flz)dz < ]}erolo inf/a fr(x)dx

Analogamente considerando g;, = sup f,,, concluimos que
n>k

b b
fla)do > Jim sup [ gu(o)d,
a —00 a

b b
Logo,/ f(x)dx—klim/ gr(x)dx. u

Teorema 4. (Lema de Fatou) Seja ( fi,) uma sucessdo de fungoes integrdveis em [a, b] e ndo negativos,
convergente quase sempre para uma fungdo f. Suponhamos que existe uma constante ¢ € R, tal que

b b
0< / fr(z)dx < ¢ Vk € N. Entdo f é integrdvel em [a, b] e tem-se 0 < / f(x)dx < e
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Prova: Para cada k € N, seja g, = ugC fn- Entao, gr < gi41 e pela Observagdo 4, g, € L;(0).
Logo, (gx) é uma sucessdo crescente de fungdes integraveis. Além disso, g, < f; para todo

k € N e, portanto,

b b
/ gr(z)dx S/ fe(z)dr < c (2.10)

donde a tutima desigualdade segue das hipédteses sobre (f;). Temos entdo que (gx) é uma
sucessdo crescente de fungdes integraveis cuja sucessdo das integrais tem um majorante fi-
nito, donde pelo Teorema 1, (g;) converge quase sempre para uma fungdo integravel g e

/ :L“—hm/g;c )dx.

Agora, como (gy,) é crescente, resulta que

g= hm gk = Sup gx = sup (mf fn) = lim inf f; = f.
keN keN k—o0

Portanto f é integravel e

/abf(:v)dx :/ g(z)dz = lim bgk(x)dx <

k—oo [,

Donde a desigualdade segue de 2.10. n
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Capitulo 3

A integral de Riemann a Lebesgue

A nota publicada por Lebesgue em 1901 que revolucionou a teoria da integragdo conti-

nha, basicamente, os seguintes pontos:
e Construcdo técnica de sua integral a partir da integral de Riemann.
e Primeiras defini¢des de medida, fungao (limitada) mensurével e fungdo integravel.
e Inclusdo da integral de Riemann na construcao feita por Lebesgue.
e Algumas propriedades béasicas das fung¢des integraveis segundo Lebesgue.

e Exemplo de uma fungdo ndo integravel a Riemann, mas integravel a Lebesgue.

Alguns desses pontos serdo descritos neste capitulo.

3.1 Construcao de Lebesgue

Para definir seu novo conceito de integral, Lebesgue fez a seguinte observacéo:
Suponha f : [a,b] — R, limitada e crescente, sendo m, M, respectivamente, o infimo e o

supremo de f em [a, b]. Agora observe a figura abaixo:
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Considere uma particdo P de [a,b] em intervalos [zj_1, 2], & = 1,...,n. P determina
uma particdo de [m, M] em intervalos [yx_1, yx], K = 1,...,n. Reciprocamente, em face de f
ser crescente em [a, b], um parti¢dao de [m, M| em intervalos [yx_1, yx], K = 1, ..., n, determina
uma parti¢do de [a,b] em intervalos [r;_1, 2], K = 1,...,n. Portanto, no caso crescente,
qualquer método de particdo de [a, b] ou de [m, M] conduz a um mesmo conceito de integral,

considerando-se as somas:

n n

sp(f) = Z(Uﬁk — Tp—1)Yk—1 € Sp(f) = Z(Sﬁk — T—1)Yk- (3.1)

k=1 k=1

Lebesgue entdo concluiu que no caso em que f é crescente e limitada, obtém-se as inte-
grais superior e inferior de Riemann-Darboux com parti¢des de [a, b] ou [m, M|, conduzindo
ao mesmo conceito de integral. O caso decrescente limitado é analisado de modo andlogo.

Seja agora f : [a,b] — R limitada mas ndo necessariamente monétona (ver figura abaixo).

Y

.

|
|
.
[
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Uma partigdo de [a, b] em intervalos [z;_1, x|, K = 1,...,n, permite definir as somas de
Darboux conduzindo ao conceito de integral de Riemann. Mas, tomando-se uma partigdo
de [m, M] em intervalos [yx_1,yx], kK = 1,...,n, comm = yo < y; < ... < y, = M, ndo
obtemos uma particdo de [a, b] em intervalos, como podemos ver na imagem acima, para

um caso simples. Nesses casos, em |[a, b] obtém-se os conjuntos:

{z € (a,0);yp—1 < fl2) < yr}
que, no nosso exemplo, compde-se da unido de quatro intervalos, sem ponto comum. Se
f for muito oscilante em [a, b], a parti¢do de [m, M| determina subconjuntos bem gerais em
[a, b].
A definicao proposta por Lebesgue segue o seguinte raciocinio: Da particao [yx_1, yil,

k=1,....n,m=yy <y <...<vy,=M,de[m,M], resulta em [a,b] a particao

em subconjuntos Ej,.

Desejando-se manter as somas 3.1 para obter o novo conceito de Lebesgue, surgiu en-
tdo o problema: Como atribuir aos Ej, dados por 3.2 um ntmero positivo que corresponda
a "medida" dos Ej da mesma forma que x; — x;,_; mede o comprimento dos intervalos
[xr_1,x], k=1,...,n?

O problema estava resolvido com a definicdo de medida de Lebesgue que a cada Ej, ,
dado por 3.2, atribui-se um ntimero positivo representado por p(Ey), o qual se 1é "medida
do conjunto Ej, ", generalizando o conceito de amplitude do intervalo [zj_1,x;]. A estes
conjuntos £, aos quais atribui-se uma medida, Lebesgue denominou mensuréveis. Os in-
tervalos [zy_1, )] sd0 mensuraveis.

Desta forma, as somas 3.1 sdo reescritas particionando [m, M| em intervalos [yx_1, y],

k=1,....nm=yo<wy; <...<y,=M,sob aforma:
sp(f) =D yean(E) e Sp(f) = ynp(Ey) (3.3)
k=1 k=1

E surge, entdo, um segundo problema: Para quais fung¢des limitadas f : [a,b] — R os con-
juntos Ej, sdo mesuraveis? Lebesgue restringe, entdo, as fun¢des limitadas a uma classe que
ele denominou de "fun¢des mensurdveis". Dada f : [a,b] — R, limitada, ele denominou

"mensurdvel" quando para todo par de niimeros a < /3, 0 conjunto
{z € a0 0 < f(2) < B}
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for mensuravel. Conclui-se que tudo fica em ordem para as fungdes f : [a,b] — R, limitadas
e mensuraveis. Ele observa que as fun¢des continuas a menos de um conjunto de medida
nula sdo exemplos de fun¢des mensuradveis. Assim, com as novas defini¢des de conjunto e
funcdo mensuravel, se f : [a,b] — R for limitada e mensuravel as somas sp e Sp definidas
em 3.3 estdo bem definidas. Logo, pode-se definir as integrais inferior e superior, respecti-
vamente, por supp{sp} e infp{Sp}. Quando estas integrais forem iguais, este valor comum

denomina-se integral de Lebesgue da funcéo f : [a,b] — R.

3.2 Exemplos de Funcdes Integraveis

Segue um exemplo de funcdo que é integravel segundo a nova definicdo de Lebesgue,
mas ndo é integravel segundo Riemman e um exemplo de fungdo integravel a Riemann e a

Lebesgue.

Exemplo 3.2.1. Seja f : [0, 1] — R definida por

1 se z€Q
fla) =
0 se zeR—-Q
Particionando [0, 1] em intervalos da forma I}, = [z_1,2x] k = 1,...,n,0 = 29 < 71 <
. < z, = 1, segue que cada I possui pontos racionais e pontos irracionais, donde o

inf f=0esup f=1parak=1,2,...,n. Logo,

zely, xz€ly

1 —l
(9%)1/ flz)dz =0 e (9%)/ f(z)dx = 1.
0 0
Donde concluimos que a [ f no sentido de Riemann néo existe.
Por outro lado, f = 0 q.s. em [0, 1], visto que o conjunto dos racionais é enumeravel e
portanto, pelo Coroldrio 1, tem medida de Lebesgue nula, assim tanto a soma integral sp( f)
de Lebesgue quanto a soma integral Sp(f) tem valor zero. Logo, f é integravel segundo

Lebesgue e

(2) /0 ' f@)dr =0

10 (R) estd sendo usado para indicar que as integrais superior e inferior foram calculadas no sentido de

Riemann. Da mesma forma usaremos (£) para indicar a integral no sentido de Lebesgue.

49



Exemplo 3.2.2. Dizemos que f : [a,b] — R é uma fun¢do-escada quando existem uma par-
ticdo P pelos pontos a = 2y < 21 < ... < x, = b de [a,b] e nimeros reais ¢y, . .., ¢, tais que
f(x) =¢;quando z;_; < x < z;.

Sabemos que toda fungdo-escada é integravel a Riemann e vale:

(9%)/ f(z)dr = Z cr(Tp — Tp—1).

Por outro lado, f é integrdvel segundo Lebesgue em [a, b].

De fato, sejam m, M € R tais que m < f(x) < M para todo = € [a,b] e seja A =
{f(x0),..., f(z,)}. O conjunto A é finito, logo tem medida de Lebesgue nula.

Consideremos a particdo P de (m, M) dada pelos pontos m = yo < y1 < ... <y; = M
comy; =c,parai=1,...,5j—lealgumk = 1,...,n. Para cada a € R considere F' = {z €
[a,b]; f(z) > a}. Assim: se o < y; entdo F' = [a, b] a menos de um subconjunto de A que tem
medida de Lebesgue nula; y;_; < a entdo F' = () a menos de um subconjunto de A que tem
medida de Lebesgue nula e se ¢; < a < ¢, 7 # j entdo F é a unido de intervalos abertos, a
menos de um subconjunto de A cuja medida de Lebesgue é nula.

Em qualquer um dos casos, temos F' = {z € [a,b]; f(z) > a} mensurdvel e, portanto, f é
integravel segundo Lebesgue.

A soma integral Sp(f) de Lebesgue de f com relagdo a particdo P é dada por:

sp(f) = Z Yi-im(L;),

onde E; = {z € [a,b];y;i-1 < f(x) < y;,i =1,...,j}, ouseja, paracadai = 1,...,5 E; =

(x—1,x)) paraalgum k = 1,...,n ou E; = (). Donde segue que:
sp(f) = Z ckamp(xi—g, Ty) = Z k(T — Tik).
k=1 k=1

Assim, passando ao limite quando 6(P) — 0, onde §(P) denota a amplitude maxima dos
intervalos (y;_1, y;) da parti¢ao P, temos

(2)/ f(x)dx = lim sp(f)= ) cp(vp —zp1) = (SR)/ f(z)dx.

6(P)—0
(P) 1
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3.3 A Integral de Lebesgue como extensao da Integral de Ri-

emann

O teorema seguinte mostra que a integral de Lebesgue é uma extensdo da integral de
Riemann, ou seja, que se f : [a,b] — R é integrdvel segundo Riemann entdo f é integravel

segundo Lebesgue e o valor das integrais coincidem.

Teorema 5. Seja f uma fungio integrdvel sequndo Riemann em [a,b] C R. Entdo f é integrduvel a

Lebesgue e
b b
@) [ f@ye=(©) [ foys
Prova: Seja P uma particdo de [a, b] pelos intervalos I, = [zjy_1,24] k = 1,...,n, com a =
rg < x1 < ... < x, = b Paracada k = 1,...,n seja my = inf{f(z);z € I} e M} =

sup{f(z);z € I;;}. Nessas condic¢des ficam definidas em [a, b] as seguintes fun¢des escada:

lp(xr) = my para z€l, k=1,....n
Lp(x) = M, para z€ly, k=1,...,n
lp(xzy) = Lp(xg) = flag),k=1,...,n—1

Agora, pelo Exemplo 3.2.2, as fungdes [p e Lp sdo integrdveis segundo Lebesgue e vale:

(E)/ lp(z)dx = kaamp(fk) e (2)/ Lp(:v)dx:ZMkamp([k).

Por outro lado, por defini¢ao, as somas inferior, s(f; P), e superior, S(f; P), de Riemann-

Darboux de f, com relagdo a particdo P, se ddo por:

s(f;P) =Y mgamp(ly) e S(f; P) =Y Mamp(Iy).

k=1 k=1

Donde segue que

() / lp(e)de = s(f: P) ¢ () / Lp(z)dz = S(f: P).

Seja (P;);en uma sucessdo crescente de parti¢des de [a, b], ou seja, para cada i € N, todo ponto
de P, é ponto de P, ;. Denotaremos essa inclusdo por F; < P,;;. Representaremos as fun¢des
lp, e Lp, por [; e L;, respectivamente, para i € N, por simplicidade de notacao.

Note que

Pi<Pii=1;<ly1 e Li > Ly, VieN,
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ou seja, (/;)ieny € uma sucessdo crescente e (L;);cny € uma sucessdo decrescente de fungdes
integraveis a Lebesgue. E, como [;(z) < f(z) < L;(x) para todo z € [a, b], segue que (/;);en €

(Li)ien sdo convergentes e tem-se:

[(z) = lim [;(z) < f(x) < lim L;(x) = L(x).

1—00 1—00

Para toda parti¢do P de [a, b], temos que

s@ﬂgmﬁﬁmm

Donde segue que
(£) / () < () / Ha)de.

Assim, (I;);en € uma sucessdo crescente de fungdes integraveis segundo Lebesgue cuja
sucessao das integrais é limitada superiormente, logo, pelo Teorema de Beppo Levi, I(z) é
integravel segundo Lebesgue e vale

b b
(£) /a [(x)dx = Zliglo(ﬁ) /a l;(x)dx.

Por outro lado, de f ser integravel a Riemann, a sucessdo (P,);en pode ser escolhida de
modo que S;(f) — si(f) converge para zero. Assim, a sucessdo ((2) fj(Ll — li))ieN converge
para zero, dai (L; — [;);en converge para zero q. s., visto que L; — [; > 0 em |[a, b] e, portanto
L(x) =l(x) q.s. em |[a, b].

Logo

Donde,
b b
<m/me=wwmm=mwﬁm=mwﬁﬁmm
a P 71— 00 a

1—00

= (9 /abl(:p)dx:(ﬁ) /abf(x)dx
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Consideracoes Finais

A teoria de Lebesgue foi a primeira tentativa frutifera de organizacdo matematica da
nocdo de integral e, nesse sentido, costuma-se dizer que a teoria da integragao foi criada no
século XX.

Com a evolugdo do pensamento matematico, a nogdo de medida e integral de Lebesgue
foi se tornando cada vez mais imprescindivel ao desenvolvimento e organizacdo de novas
teorias.

E fato entdo, que o conceito de Integragio de Lebesgue revolucionou a Anélise Matema-
tica, ndo apenas pelo fato de se basear numa teoria de medida, mas por ser muito mais apli-
cavel que os conceitos de Riemann usados até entao, isto é, a integral de Lebesgue abrange
um conjunto maior de fung¢des que a integral de Riemann visto que aquela faz menos exi-
géncias sobre a funcdo. Além disso, no que diz respeito ao estudo de sucessdes convergentes
de fungdes integraveis a teoria de Lebesgue nos permite garantir a integrabilidade da fun-
¢do limite sob condi¢des mais fracas que a teoria de Riemann, o qual pudemos perceber na
se¢do que trata dos teoremas de convergeéncia.

Hoje, a Teoria da Integracdo é certamente um dos blocos fundamentais da Matematica,
e é especialmente relevante para multiplas das suas dreas fundamentais e aplicadas, como
a Anélise Funcional, o Calculo de Variagdes, as Equagdes Diferenciais, e a Teoria das Pro-
babilidades. As suas ideias repercutem-se em algumas das teorias mais centrais da Fisica
Moderna, e sdo prevalentes no esclarecimento de questdes oriundas da Engenharia. Um
exemplo disso, é que o "espago dos estados" do dtomo de hidrogénio, o mais simples 4tomo
da natureza, é um espago de (classes de equivaléncia) de fun¢des de quadrado integravel no
sentido de Lebesgue.

Assim, podemos concluir que a Integral de Lebesgue além de constituir um marco na

histéria da teoria da integra¢do é uma ferramenta bastante eficiente, quando comparada a

53



integral de Riemann, no que diz respeito a sua aplicagdo.
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