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Resumo

As distribui¢oes univariadas comuns sao geralmente discutidas separadamente em
livros-textos de probabilidade em nivel intermediario, proporcionando dessa forma, difi-
culdades no entendimento das relagoes existentes entre essas distribuicoes. Neste contexto,
pretende-se com o presente trabalho, estudar as técnicas de verificacao das relagoes de
distribuicoes de probabilidade: a técnica de funcao de distribuicao acumulada, funcao
geradora de momentos, funcao caracteristica. Além disso, utilizou-se software R para
solucionar problemas praticos e como instrumento didatico na ilustracao da teoria es-
tatistica.

Palavras-chave: Distribui¢coes Univariadas, Probabilidade, Funcao Caracteristica.



Abstract

The common univariate distributions are generally discussed separately in probabi-
lity of textbooks in intermediate level, thereby providing, difficulties in understanding the
relationship between these distributions. In this context, it is intended with this project,
studying the verification techniques of relations of probability distributions: the cumula-
tive distribution function technique, moment generating function, characteristic function.
Also, use the it R software to solve practical problems and as an educational tool in the
illustration of statistical theory.
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1 Introducao

A producao cientifica em estatistica esta completamente relacionada com o conheci-
mento do pesquisador em varias disciplinas, como por exemplo, o calculo diferencial e
integral, a algebra linear, a teoria das probabilidades, a inferéncia, etc. Neste contexto,
um dos elementos de estudos de grande importancia, o qual esta presente em quase tudo
que se faz para se produzir algo novo em estatistica é o estudo das relacoes entre as
distribui¢oes univariadas mais comuns. Do ponto de vista do cdlculo diferencial e inte-
gral, associado a teoria das probabilidades, estabelecer tais relacoes de uma ou mais de
uma distribuicao continua ou discreta, com seus respectivos dominios e contradominios,
em alguns casos, nao é uma tarefa trivial e requer do pesquisador certa habilidade em

Estatistica Matemdatica.

Livros de estatistica e de introducao a probabilidade normalmente inserem distri-
buigoes univariadas comuns de maneira individual, e raramente relatam todas as relagoes
entre as distribuigoes. Elucidaremos uma atualizacao de um escopo apresentado por
(LEEMIS, 1986) que mostra as principais propriedades e relagoes entre as distribuigoes
univariadas mais comumente utilizadas. Mais detalhes sobre estas distribuigoes, trata-
mentos mais concisos podem ser vistos em (BALAKRISHNAN; NEVZOROV, 2004), (EVANS
et al., 2000).

Em geral, a literatura especializada no tema, apresenta poucas ou quase nenhuma
técnica de obtencao das relagoes e propriedades das distribui¢oes univariadas. A obtencao
de tais relagoes foi feita utilizando-se das abordagens sugeridas em (LEEMIS, 1986), (BA-
LAKRISHNAN; NEVZOROV, 2004) e, em seguida, fazer uma andlise para indicar qual delas

¢ mais conveniente em cada caso especifico.

O dominio de um software estatistico é de suma importancia para viabilizar as solugoes
de problemas praticos visando dar um suporte computacional ao tema. Nesta direcao,
associam-se solugoes de problemas tedricos numa visao pratica, utilizando-se o software R.

Assim sendo, é preciso buscar informagoes em textos especializados, tais como: (PETER-
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NELLI; MELLO, 2007), (FOX, 2002), (EVERITT; HOTHORN, 2006), (MAINDONALD; BRAUN,
2007).

De inicio, iniciamos com a distribuicao exponencial onde vimos sua f.d.p de duas
formas, ou seja, com reparametrizagao, logo depois vimos a sua f.d.a, e seus respectivos
momentos e suas propriedades. Apos verificamos a distribuicao gama, onde descrevemos
a fungao de densidade, suas propriedades e suas relagoes entre exponencial, weibull e

rayleigh.

Portanto, a proposta deste trabalho foi utilizar as relagoes univariadas pertencentes
a familia Gama: Exponencial, Weibull e Rayleigh. Nao obstante, a funcao geradora de

momentos, a funcao caracteristica e suas principais propriedades foram elucidadas.



13

2 Fundamentacao Teodrica

Para o desenvolvimento deste trabalho, a metodologia utilizada foi baseada na ideia

proposta por (LEEMIS; MCQUESTON, 2008).

Os mesmos elucidam muitas propriedades que sao aplicadas as distribuicoes individu-

ais listadas na Figura 1.

e A propriedade da combinacao Linear(L) indica que as combinagoes lineares de
variaveis aleatdrias independentes possuindo uma distribuicao particular sao oriun-

das da mesma familia de distribuicao.

Exemplo: Se X; ~ N (u;,0?),i = 1,2,...,n;a1,as, ...,a, sdo constantes reais, e

X1, Xo, ..., X, sao independentes, entao

i a; X; ~ N (i b, i a?af)
i=1 i=1 i=1

e A propriedade da Convolugao(C) indica que a soma de va’s possuindo distribuigao

particular origina-se da mesma familia de distribuicao

Exemplo: Se X; ~ x?(n;),i =1,2,...,n; X1, ..., X,, sao independentes, entao
> (300)
i=1 i=1
e A propriedade do Produto(p) indica que va’s independentes possuindo esta distri-

buicao particular, origina-se da mesma familia de distribuicao

Exemplo: Se X; ~ lognormal(u;,0?),i=1,2,...n e X1, Xy, ..., X, sdo independen-

tes, entao

ﬁ X; ~ lognormal (i i i 02)
i=1 i=1 =1
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As propriedades da inversao, minimo, maximo e residuos também estao descritas

no artigo.

A Figura 1 contém 76 distribuicoes de probabilidades univariadas. Ha 19 modelos
discretos e 57 modelos continuos. As distribuicoes discretas sdo apresentadas em caixas
retangulares; distribuicoes continuas sao apresentadas em caixas arredondadas. As dis-
tribuigoes discretas estao na parte superior da Figura 1, com a exce¢ao da distribuicao
Benford. Uma distribuigao é descrita por duas linhas de texto em cada caixa. A pri-
meira linha d4 o nome da distribuicao e seus parametros. A segunda linha contém as

propriedades que a distribuicao assume.

Existem trés tipos de linhas(procedimentos) usadas para conectar as distribuiges en-
tre si. A linha solida ¢ utilizada em casos especiais e transformagoes. Transformacoes
tipicamente possuem um X nos rétulos para diferencia-las dos casos especiais. A linha
tracejada é usada para relagoes assintéticas, as quais estao tipicamente no limite de um
ou mais parametros aproximarem-se do limite do espago paramétrico. A linha ponti-
lhada é usada para relagoes Bayesianas (Beta — binomial, Beta—Pascal, Gama-normal,
e Gama—Poisson). Ha certos casos especiais, em que as distribuigoes se sobrepoem para
apenas uma unica configuracdo de seus parametros. Exemplos incluem (a) a distribuicao
exponencial com média dois e a distribuicao qui—quadrado com dois graus de liberdade,
(b) a distribui¢do qui—quadrado com um niumero par de graus de liberdade e a distri-
buigao Erlang com dois parametro de escala, e (¢) a de distribuigao Kolmogorov-Smirnov
(caso todos os parametros sejam conhecidos) para uma amostra de tamanho n =1 e de

distribuigao U ~ (1/2,1). Cada um destes casos ¢ indicado por uma seta de duas pontas.

Varias dessas relacoes sugerem outras distribuicoes que ainda nao foram desenvolvidas.
Primeiramente, o valor extremo e a distribuicao log-gamma indicam que o logaritmo de
quaisquer resultados da distribuicao de sobrevivéncia em uma distribuicao com o suporte
ao longo de todo eixo real. Em segundo lugar, a distribuicao gamma invertida indica que o
reciproco de quaisquer resultados da distribuicao de sobrevivéncia em outra distribuicao
de sobrevivéncia. Em terceiro lugar, os papéis de mudanga F(z) e F~'(u) para uma
variavel aleatéria com suporte sobre (0, 1) resulta em uma distribuigdo complementar

(por exemplo, (JONES, 2002)).

Ficar claro para o aluno que existem muitas outras distribuigoes, consideradas elemen-

tares, que mantém relacionamento entre si, que sao muito importante na Estatistica.
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2.1 Teorema Central do Limite

Vamos apresentar apenas uma pequena ideia sobre o Teorema Central do Limite, visto
que algumas propriedades decorrem deste teorema, considerado um dos mais importantes
da Estatistica. (MAGALHAES, 2006) em esséncia, trata-se da convergéncia em distribui¢ao
para o modelo Normal de uma soma de varidveis aleatorias independentes, apds uma

conveniente padronizacao.

2.1.1 Teorema Central do Limite para variaveis i.i.d.

Sejam X,, : n > 1 varidvies aleatoérias independentes, identicamente distribuidas e com

esperanca /. e variancia o2, com 0 < o? <. Entao, para S, = X; + Xy + ... + X,,., temos,

S —nu

i — N(0,1).
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3 Demonstracao

Nesta secao demonstraremos como se da a relacao entre algumas distribuigoes univa-

riadas.

3.1 Definicao

A distribuicao exponencial desempenha importante papel na distribuicao de uma
grande classe de fenomenos, particulamente nos assuntos da teoria da confiabilidade
(MEYER, 1983). Uma varidavel aleatéria continua X, que tome todos os valores nao-

negativos, tera uma distribuicao exponencial com parametro «, se sua f.d.p for dada por

f(z) = { ae” x>0

0, caso contrario

Por outro lado, a f.d.p pode ser escrita ainda da seguinte forma a« >0 e a € R

Lo
f(:v):{ e, x>0

0, caso contrario.

3.2 Funcao de distribuicao Acumulada

A funcao de distribuicao acumulada (FDA) de uma varidvel aleatéria continua X é

definida por

F(X) = /_ " fw)ds. (3.1)

Desta forma, a FDA da distribuicdao exponencial é definida por
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fox e Mdt =1 — e

0, caso contrario

F(X)=P(X <) = {

Portanto, P(X > z) =e

3.2.1 Valor Esperado

O valor esperado ou esperanca de uma variavel aleatéria X é por definicao a média
de sua distribuicao de probabilidades. Isto é, se X for uma variavel aleatéria continua,

entao

B(X) = / @), (3.2)

onde f(X) é a f.d.p da varidvel aleatéria X.

Como X ~ exp(a), temos que

E(X) = /000 rae “dx. (3.3)

O resultado da expressao acima é obtido pelo método de integragao por partes.

u=1x= du=dx;

logo, temos que dv = ae™“dx;

—a —ax
—¢€
a

—Qax

o
segue que v = [ =—e

Em que,

Por conseguinte, a esperanga ¢ igual ao inverso do parametro «. Pelo simples “reba-

tismo” do parametro o = % poderiamos escrever a f.d.p de X como sendo f(z) = %e%.

Nesta forma o parametro [ fica igual ao valor da esperanca de X.
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3.2.2 Variancia

A variancia de uma variavel aleatoria é por definicao a variancia de sua distribuicao

de probabilidades, isto é, a variancia de X é dada por
Var(X) = E{[X — B(X))*}. (3.4)

Se X for uma varidvel continua, temos que

Varx) = [ X - BX)Pf(x)d,

[ee]

em que f(X) é a f.d.p da varidvel aleatéria X. Alternativamente, podemos calcular a

variancia da seguinte forma

Var(X) = B(X?) — [E(X)]%. (3.5)

Calculando E(X?), ou seja, E(X?) = [2%f(x)dz. A variancia de X pode ser obtida

por uma integragao semelhante.

Fazendo u = z* = du = 2zdz, entdao dv = ae™*dz = v = [ ae *“dx;

—ax

logo, v = =%¢— = v = —e~**.Entéo, E(X?) = —z’e™* + [ e *2xdz.
Fazendo, u = v = du = dx e dv = e~ **dx, logo, v = —e™ ",
Portanto,
BE(X?) = —x%e "+ 2/ e *dx
0
) —xe o e <2
a ! 0 a
2 1 1
Var(X) = ——-—=—
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3.2.3 Falta de Memoria

Uma caracteristica interessante da distribuigao exponencial é a falta de memoria. Se-

gundo Magalh@es (2006), dizemos que uma variavel aleatéria ndo tem memoria se
P(X >s+1t)|X >t) = P(X > s), para todo s,t > 0.

Se pensarmos em X como sendo o tempo de vida de algum instrumento, entao a
probabilidade de que o equipamento funcione por pelo menos s + ¢ horas dado que ja
funcionou por pelo menos t horas é a mesma probabilidade inicial que ele funcione por
s horas. Em outras palavras, se o instrumento estd funcionando no tempo ¢, entao a
distribuicao da quantidade de tempo que ele ainda ira funcionar é a mesma distribuicao
do tempo de vida inicial. Isto é, o instrumento “nao lembra” que ele ja foi usado por um

tempo ¢.

Dai, P(X >t,X >s+1t)=P(X >s) P(X > 1)

o que implica que,

P(X >s+t)=P(X >t)P(X > s)

No caso da distribuicao exponencial, vimos que

P(X > s+1t) = e tFs) = gmas—at — gmatg=as — P(X > )P(X > s)

e portanto , a distribuicao exponencial nao tem memoria. Na verdade, a distribuicao

poisson tem tal propriedade equivalente.

3.3 Funcao Geradora de Momentos

A fungao geradora de momentos da variavel aleatéria X, (DANTAS, 2008),
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M(t) = E(e) (3.6)

Vt,—oo < t < o0; em que a esperanca seja finita. No caso da fungao exponencial, a funcao

geradora é dada por

M(t) = E(e"™) = / e ae”*dx
0
M(t) = E(e"™) = a/ e~y
0
(e(—a—t)x ) o0
= —Q _—
a—1t /),
a
a—t

3.4 Funcao Caracteristica

E sempre valido ter maneiras alternativas de representar o mesmo objeto matematico.
E a funcao caracteristica é uma delas, algumas vantagens do uso da funcao caracteristica

Sa0:

e Pode-se calcular os momentos de uma variavel aleatéria X diferenciando-se a fungao
caracteristica (o que geralmente é mais simples que usar diretamente as defini¢oes

de momento que envolvem integrais);

e Pode-se calcular mais facilmente a distribuicao de soma de variaveis aleatérias in-

dependentes;

e ¢ finalmente, o uso de fungoes caracteristicas ajuda na prova de uma familia de
Teoremas Centrais do Limite que ajudam a explicar a prevaléncia da distribuicao

normal ou Gaussiana na natureza.

3.5 Definicao

A funcao caracteristica Y de uma Variavel aleatéria X é dada por

ox(t) = Be"™ = E(costX) + E(sentX) (3.7)
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onde, i = y/—1. Note que como cos(tX) e sen(tX) sdo varidvel aleatérias limitadas,
a esperanca na definicao acima é finita e, consequentemente, a funcao caracteristica de
qualquer variavel é bem definida. Note que também de acordo com esta definicao, a funcao
de distribuicao acumulada determina a funcao caracteristica de uma variavel aleatéria

(ReGO, ).

No caso particular de uma variavel aleatéria discreta, temos

ENOEDIIEN

k

onde p(xy) é a fungao probabilidade de X.

Analogamente, se X for uma variavel aleatdria continua, temos

ext) = [ e faaa

[e.e]

onde f(X) é a func@o densidade de probabilidade de X.

Suponhamos que X ~ Ezp(«). Entao

o0 .
@X(t) = / GthOé€_azd:L'
0
QOX(t> — CY/ ea:(faJrit)dx
0

_ o ez(fa+it) >
—a it 0
[0

t) = .
ex(t) o — it

Derivando a funcao caracteristica da distribuicao exponencial em relacao a t, encon-



tramos a E(X), ou seja:

comt=0ecom ?=1.

()

o (a—it) — ala —it)
| (o —it)?
(v — it)?

at

A partir da primeira derivada, encontramos a E(X?) = C=nE

comil=—1let=0.

ai (o — it)? — ai(a — it)"

(v —it)4

23



Agora vamos calcular F(X?)

px(t)" =

SOX (t>//l —

-z
«@

Seja fx(x) = te

ox(t)

ox(t)

24

20vi?

(v —it)3

(2ai?) (o — it)? — 2% (o — it)"

(o — it)s

6at

(o — it)s

QOX (0)///

. A funcao caracteristica é dada por

, > 1
E(eti):/ €ltx—€7dl'
0 (6]

l/ =3 dz.
a Jo

or(it—1) ]"O
(it — 1) .
, 1
E(eti) —

—aat + 1



Com isso calculamos a E(X),E(X?) e E(X?).

0 = —
X it + 1
V(—ait+1) — 1(—ait + 1)
) =
ex(l) (—ait+1)2
- a%)
 (—ait +1)2
!/
B(X) = SOX(O)
i
Bx) = &
1
com i=1 e t=0.
Calculando F(X?)
’ ol
)y = ————
ex(l) (—ait + 1)2
" (—ai) (—ait + 1)? — (—ai)(—ait + 1)
SOX(t) = ( . 4
—ait + 1)
B —2a27?
 (—ait +1)3
E(XQ) _ SOX'(QO)
i
E(X?) = —2(a%?)
E(X?) = 2a?

com i = —1 e t = 0. Concluindo, calculamos a F(X?) ,

25
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—20/%42
! = _Tear
ex(®) (—ait +1)3
(t>/// _ (_20527;2)/(_05% + 1>3 — <_2052i2)(—06it + 1)/3
T (—ait + 1)6
B 6o’
 (—ait+ 1)1
5 B QOX(O)W
p(xt) = 2O

E(X?) = 6a%°

comi?=1et=0.

Na figura 2, temos a representacao grafica da distribuicao exponencial com o =1

Exponencial

08 1.0
|

Exponencial
0.6

04

0.0
I

Figura 2: Grafico da Fungao Exponencial com o parametro o = 1.

3.6 Distribuicao Gama

Diz-se que uma variavel aleatéria tem distribuigdo gama com paramentros (a, A), A >

0,a > 0, se sua funcao densidade é dada por
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)\e—/\z(zw)a—l T 2 0
0 x <0

onde I'(«v), chamada de fungao gama, é definida como

I(a) = [ e vy dy

A integragao de I'(«) por partes resulta em

D(a) = —e Yy |5 + / e a — 1)y dy
0

—@-1) [ ey
0
=(a—1)T(a—1) (3.8)
Para valores inteiros de «a, digamos a = n, obtemos, aplicando a Equagao (3.8)

repetidamente,

'n)=n—DI'n-=1)=Mn-1)(n-2T'(n—-2)=(n—-1)(n—2)...3-2I'(1)

3.7 Propriedades da funcao Gama

Como I'(1) = fooo e dxr = 1, tem-se que, para valores inteiros de n,

['(n)=(n—1)!

A funcdo gama tem a seguinte propriedade recursiva: I'(a+1) = al'(«). Para Demonstrar

esse resultado, iremos usar integragao por partes



I'@3) = / e a? My = —afe ™" + 2/ e dr=0+2=2!
0 0

e A (\g)1-1
f(o) = —rn 7 >0
0 Tz <0

Logo encontramos a fungao exponencial se mudarmos A por a.

f(x) = { ae” x>0

0, para quaisquer outros valores

28
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Tabela 1: Casos especiais da distribuicao gama generalizada

f(zla,b, e, d) Nome da distribuic¢ao
f(zla,b,1,1) | Distribuigdo exponencial com dois parametros
f(z]0,1,1,1) Distribuicao exponecial reduzida
f(z]0,1,¢,1) Distribuicao WEIBULL reduzida
f(zla,b,c,1) | Distribuigao WEIBULL de trés parametros
f(zla,b,2,1) Distribuicao Rayleigh

Fazendo z = /2t = 2% = 2t tem-se

[\

== s =2
=3 =%
Logo,
dz -1
— = (2t)2
o = (20)
Dali,

dz = (2t) 7 dt = dt = (2t)2dz

Portanto, dt = zdz. Com isso,

Assim,

¢ f.d.p de uma N(0,1).
Assim na tabela 1 tem-se a distribuicao gama generalizada com 3 parametros

Na figura 3 tem-se a representacao da distribuicao gama com os parametros o = 10 e
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A = 3 para diferentes valores de X.

Gama

25
I

Gama
15 20
|

1.0

0o
I

Figura 3: Grafico da Fungao Gama com os parametros a = 10 e A = 3.

3.8 Funcao Caracteristica

Para encontrarmos os momentos da funcao gama pode-se utilizar a func¢ao carac-

teristica,

) 00 eitX)\oze—/\xxoz—l

t) = B(e"Y) = / d

QDX< ) (6 ) o F(Oé) L
)\Oé o0 .
t) = —z(A—it) a—ld
QDX< ) F(OZ) /0 e Z T
Fazendo x = ()\Emy e dr= ﬁdy tem-se

ex(f) = F/EZ) /0°° (()\ - it))a_l ekjtu_it)@ci—yit)

_ Ay dy
_F(a)/o (A —it)1 (A —it)

A >
— -y a—ld
- fy &7 Y
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)\Oé
= T @
— Aa
(A —it)

()

Derivando a funcao caracteristica da Distribuicao Gama em relacao a t, encontramos
a E(X), ou seja:

ox(t) = a( A ' )a_l (X(/\ —it) — )\()\—it)’>

Comi=1let=0

A partir da primeira derivada encontramos a E(X?), portanto:

ex ()" =d (ﬁ)"“l (()\:\71“)2) to ()\iit)ail/ ((/\j\ilzt)?) T (/\:\it>a71 ((/\—)\71“5)2)/

comil=—-let=0
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iy - 20

Var(X) = B(X) ~ B(X) = ox(0)' — px(0? = 207D ()= &

Suponha que X, seja uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes, tais que

X; ~ Gamma(a;, \). Entao

Para demonstrar esse fato vamos utilizar da funcao geradora de momentos, mas antes

vamos encontrar a funcao geradora da distribuicao gamma.

[o.¢] )\Oé
Mx(t) — E[etX] — / etmxaflef/\x
0

INEY!
_ i Ooxaflef()\ft)x T
~ @) | !
_ A Ty
T Tla) (A —t)e

(%)

Assim mostramos que Zle X; ~ Gama (Zle a;, A). De fato

Portanto,
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Com essa demonstracao mostramos também que soma de exponencial é uma exponen-
cial, basta somarmos os parametros e que soma de qui-quadrado é qui-quadrado, basta
somarmos os graus de liberdade. Pois descrito anteriormente essas distribuigoes sao casos

particulares da distribui¢ao gama.

A funcao exponencial na verdade é um caso particular da funcao Gama, pois se
X ~ Exp(\), entao
X ~ Gama(1, \)

3.9 Weibull e outras distribuicoes

Distribuicoes estatisticas existem em grande nimero como pode ser visto a partir
da abrangente documentagao de (JOHNSON et al., 1992, 1994, 1995). As relagoes entre as

distribuicoes sao como conexao como sao as relacoes familiares entre as dinastias europeias.

3.10 Weibull e distribuicoes exponenciais

Comecamos com talvez a relagao mais simples entre a distribuicao weibull e qualquer
outro tipo de distribuicao, ou seja, a distribuicao exponencial. Olhando para as origens da
distribui¢do Weibull na pratica reconhecemos que Weibull bem como (ROSIN et al., 1933),
mas a adicao de um terceiro parametro na distribuicao exponencial de dois parametros

chegamos na distribuicao exponencial generalizada de funcao de densidade dada abaixo.
1 —a
Fyla.b) = 77
comy>a,acReb>0.

Construindo o grafico com dois parametros a = 0.776 e b = 2.1

(5

e temos a distribui¢do exponencial reduzida (e = 0,b = 1) com densidade

Agora, vamos

flyy=eYy>0

entao X tem distribuicao de Weibull com fdp.

c—1 )
f(zla,b,c N e[_(%”;xza,aeﬂ%,b,czo.
b b
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Weibull

1.0

0.8

Wei
0.6

0.4

0.2

0.0
!

Figura 4: Representacao gréafica da distribuicao Weibull

E facil ver que, com ¢ =1

f(zla,b,1) =

S =
N\
8

o
Q
v
—_
|
—

)

|
—~

8

o

is)
N—
-
5

fzla,b,1) = %e[(%l)l]

entao, com a = 1, temos
L ()
f(z|1,b,1) = ze v a> 0,aeR

3.11 Weibull e distribuicao Gama

Na ultima se¢ao, vimos varios parentes de distribuicoes Weibull origindrios em algum
tipo de transformacao da variacdo Weibull. Aqui, vamos apresentar uma classe de dis-
tribucoes, em especial a familia gama, onde inclui a distribuicao Weibull como um caso
especial para valores de parametros distintos. A forma reduzida da distribuicao gama

com um Unico parametro tem a seguinte funcao de distribuicao

d—1,—x

f(z]d) = Ty

s >,d > 0.

d é um parametro de forma d = 1 resultando na distribui¢gao exponencial reduzida. A
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introducao de um parémetro de escala b produz a distribuicao gama de dois parametros,

dada por

([L’ - a)d—le—(m—a)/b

x> bd
v c a0

f(z[b, d) =

A distribuicao gama de trés-parametros tem um parametro de localizagao adicional,

temos

(l‘ _ a)dflef(mfa)/b

f(zla,b,d) = DT ()

;x> 0,a€e R b,d>0

Stacy e Mihram (1965) introduziram uma segundo parametro de forma c(c > 0)
para os dois parametros distribuicao gama, chegando-se a distribuicao gama de quatro

parametros. Tal distribuicao ¢ também chamada de distribuicao gama generalizada,

clr — a)Cd_le(m;(I)c

f(zla,b,c,d) = b (d) ,

comx >a,a€Rebc,d>0.

3.12 Weibull e outras distribuicoes

No contexto da distribuicao gama generalizada mencionamos seus casos particulares.
Um deles é a distribuigao qui-quadrado com graus de liberdade que possui a fungao de

densidade, dada por

f(z]v) = \/5%(5) (%)H -exp{— (%)2} e>0ven

produz uma distribuicdo Weibull com ¢ = 0 ,b = /2 e ¢ = 2 para v = 2. Substituindo
o fator de escala /2 por uma escala geral parametro b > 0 leva a seguinte densidade

Weibull.
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f(z]a,b,2) = % (%) 'eXp{_ <%>2}

que ¢ facilmente reconhecido como a densidade de uma distribuicao de R de Raylaigh.

A funcao geradora de momento de X é

M(t) = E[e"] = etwémﬁ_le_(l/o‘)ﬁxﬁ_le_(l/“)xﬁdm t > 0.
. a a

A fungao caracteristica de X é

o(t) = Ble"¥] = / eiméxﬁfle’(l/a)xﬁdx t > 0.
B a

A esperanca, segue

Logo a variancia é
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4 Conclusao

O estudo das relagoes existentes entre as Distribuicoes de Probabilidade possui grande
importancia para um aluno de graduacao em Estatistica, tendo em vista que grande parte
da producao cientifica dentro deste contexto envolve exatamente estas relagoes. Assim, o
desenvolvimento deste trabalho foi bastante proveitoso no sentido de dar ao aluno suporte
académico necessario para que no futuro, possa desenvolvidos diversos trabalhos na area

em estudo.

O estudo tedrico proposto neste trabalho de iniciacao cientifica evidenciou as proprie-
dades e relagoes entre as distribui¢oes gama, exponencial, weibull e railaigh. O desenvol-
vimento do trabalho proporcionou uma retomada aos conceitos de calculo e incentivando

uma busca sempre maior no ambito da construcao do conhecimento.
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