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Resolver problemas é uma habilidade pratica, como
nadar, esquiar ou tocar piano: vocé pode aprendé-la
por meio de imitacdo e pratica. (...) se vocé quer
aprender a nadar vocé tem de ir a agua e se Vocé quer
se tornar um bom “resolvedor de problemas”, tem qu -
resolver problemas.

(George Polya)



RESUMO

Este trabalho pretendeu desenvolver investigacbes matematicas em algumas demonstracdes do
Teorema de Pitadgoras que utilizam material concreto para contribuir com o processo de ensino-
aprendizagem, estimulando o raciocinio l6gico-dedutivo de cada aluno e a reflexdo dos alunos sobre
as aplicacOes deste teorema. E tem como objetivos especificos, oferecer um ambiente de
aprendizagem com compreensdo em que o0s alunos proponham, explorem e investiguem
demonstracdes do Teorema de Pitdgoras que utilizam material concreto; descrever como as
investigagBes de algumas demonstracfes do Teorema de Pitagoras utilizando material concreto,
contribuem para aprendizagem dos alunos; identificar quais as modificagdes que acontecem na
relacdo professor/aluno com o uso das investigacbes matematicas; propor uma reflexdo acerca da
relevancia deste teorema no que se refere as suas aplicacdes. Para operacionalizar os objetivos da
pesquisa, realizamos atividades de investigacfes matematicas, utilizando materiais concretos e uma
técnica de trabalho em grupo denominada Painel Integrado, numa turma do 1° ano do Ensino
Médio, composta de 25 alunos, em uma escola da rede estadual de ensino localizada na cidade de
Itatuba no Estado da Paraiba. A Metodologia foi composta por trés fases: o Pré-Teste, em seguida
foram realizadas cinco atividades de investigacdes matematicas de demonstracdes do Teorema de
Pitagoras, feito através de cinco encontros, com a utilizagdo de materiais concretos e a técnica do
Painel Integrado e, por fim o Pds-Teste. Os resultados mostraram que a utilizacdo de investigaces
matematicas é relevante para aprendizagem os alunos.

Palavras-chave: Investigacdes Matematicas; Teorema de Pitadgoras; Material Concreto; Ensino
Médio



ABSTRACT

This work wanted desenvolver mathematical investigations in some demonstrations of the
Pythagorean theorem using concrete materials to contribute to the process of teaching-learning,
stimulating the logical-deductive reasoning of each student and the student's reflection on the
applications of this theorem. And specific aims, offering a with understanding learning environment
in which students propose, explore and investigate demonstrations of the Pythagorean theorem
using concrete material; describe how the investigations of some demonstrations of the Pythagorean
theorem using concrete materials, contribute to student learning; identify which changes that
happen in the teacher/student with the use of mathematical investigations; propose a reflection on
the importance of this theorem with regard to their applications.In order to make the aims of
research, we conduct mathematical research activities using concrete materials and a technique
called groupware, Integrated Panel in a classroom of the 1st year of high school, made up of 25
pupils in a school of education State network located in the town of Itatuba in Paraiba State of
northeastern Brazil. The methodology consisted of three phases: the pretest, then five investigations
were carried out activities of mathematical demonstrations of the Pythagorean theorem, done
through five matches, with the use of concrete materials and technique of Integrated Panel and
finally the test post. The results showed that the use of mathematical research is relevant to students
" learning.

Key Words: Mathematical Investigations; Pythagorean theorem; concrete Material; High School.
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1. INTRODUCAO

Os conhecimentos matematicos geralmente sdo trabalhados em sala de aula quase sempre
sem aplicacfes do mesmo a realidade ou as demais ciéncias, ficando restrito as aplicagdes dentro da
propria matematica, primando assim a busca de saberes tedricos, descontextualizados e fixos,
tratando a matematica apenas coma um acumulo de formulas. Com isso, surge a necessidade de
desenvolver uma aprendizagem Matematica com compreensao para os alunos.

Considerando a proposta de trabalhar a Matematica de forma contextualizada, tendo por
finalidade preparar os alunos para utiliza-la em sua vida social e profissional é preciso que o aluno
seja 0 centro do processo de ensino-aprendizagem.

A pesquisa realizada propde o uso de atividades de investigacdes matematicas para
contribuir no processo de ensino-aprendizagem dos alunos. Estas oferecem desafios aos alunos,
permitem a elaboracgdo e discussdo de diferentes estratégias, permitindo que os alunos possam expor
suas ideais, compreender e respeitar as ideias dos outros. Através desse trabalho apresentamos
algumas atividades de investigagdes em algumas demonstracdes do Teorema de Pitagoras,
utilizando material manipulével, fazendo com que o ensino-aprendizagem desse contetido ganhe
mais significado para os alunos.

As investigacGes matematicas permitem aos alunos a formulacédo de conjecturas e a escolha
dos testes adequados para valida-las ou rejeita-las. Admitem ainda que os alunos busquem
argumentos que demonstrem as suas conjecturas, resistindo a sucessivos testes e levantando novas
questbes para investigar. Traduzindo assim o trabalho desenvolvido pelos matematicos
profissionais. Nas atividades com investigagdes matematicas, as situacdes apresentadas aos alunos
sdo abertas, com questdes nao totalmente formuladas, o que permite um maior envolvimento dos
alunos na aula. Por este carater mais aberto, as investigacbes matematicas favorece o envolvimento
de todos os alunos, cada um dentro das suas possibilidades.

A relevancia deste trabalho justifica-se pelo fato das investigacfes matematicas de algumas
demonstragdes do Teorema de Pitdgoras para turmas do 1° ano do ensino médio, desenvolver
conhecimentos matematicos de forma a estimular nos alunos a capacidade de pensar, refletir e
entender os fendbmenos usando a matematica, além de desenvolver habilidades e estratégias para
serem aplicadas em outras areas do conhecimento, preparando-o para realizar-se como cidaddo em
uma sociedade submetida a constantes mudancas.

O trabalho realizado foi organizado da seguinte forma: inicialmente, explicitamos os

objetivos de nossa pesquisa, em seguida fizemos a Revisdo de Literatura, na qual se encontra uma
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abordagem historica do Teorema de Pitdgoras, abordamos também algumas demonstracdes do
Teorema de Pitagoras; o ensino do Teorema de Pitagoras; a apresentacdo deste aos discentes; as
aplicacGes do Teorema de Pitdgoras; os materiais concretos na sala de aula; em seguida, tratamos
dos aspectos historicos das investigacfes matematicas; além de falar também sobre, atividade e
tarefa na aula de matematica, e sobre diferentes tarefas na gestéo do curriculo e da aula de matematica; as
investigacOes matematicas na sala de aula vém seguido dos materiais concretos, a reflexdo e as investigaces
matematicas; logo em seguida, explicitamos a metodologia; posteriormente, temos a analise dos

dados (Pré-Teste, aulas e Pos-Teste); e, finalmente, apresentamos a conclusao.
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2. OBJETIVOS

2.1. Objetivo geral:

Desenvolver investigaces matematicas em algumas demonstragdes do Teorema de Pitdgoras que
utilizam material concreto para contribuir com o processo de ensino-aprendizagem estimulando o

raciocinio l6gico-dedutivo de cada aluno, e a reflexdo dos alunos sobre as aplicacBes deste teorema.

2.2. Objetivos especificos:

e Oferecer um ambiente de aprendizagem com compreensdo em que os alunos proponham,
explorem e investiguem demonstracbes do Teorema de Pitadgoras que utilizam material
concreto;

e Descrever como as investigagdes de algumas demonstracdes do Teorema de Pitadgoras
utilizando material concreto, contribuem para aprendizagem dos alunos;

e Identificar quais as modificagdes que acontecem na relagdo professor/aluno com o uso das
investigacGes matematicas;

e Propor uma reflexdo acerca da relevancia deste teorema no que se refere as suas aplicacoes.
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3. REVISAO DE LITERATURA

3.1. O TEOREMA DE PITAGORAS: UMA DIMENSAO HISTORICA

Para Singh (2008) Pitagoras foi responsavel pela idade de ouro da Matematica. Gracas ao
seu génio, 0os numeros deixaram de ser apenas coisas usadas meramente para contar e calcular, uma
Vez que passaram a ser apreciados por suas proprias caracteristicas.

De todas as ligacGes entre a natureza e 0s numeros estudados pelos pitagoricos, que eram 0s
membros de uma sociedade mistica secreta fundada por Pitagoras, chamada de Escola Pitagorica,
em que pensavam muito sobre o mundo, tentando explica-lo, a mais importante sem duvida é a
relagdo que hoje é universalmente conhecida pelo nome de seu fundador. O Teorema de Pitagoras
nos fornece uma equacdo que é verdadeira sobre todos os triangulos retangulos, afirma que o
quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo € igual a soma dos quadrados dos catetos.
No entanto, este teorema ja era conhecido pelos babilénicos mil anos antes, porém, foi Pitdgoras o
primeiro a demonstrar que servia para todos os triangulos retdngulos. Segundo Singh (2008) a
descoberta desse teorema foi um marco na historia da Matematica e um dos saltos mais importantes
da histéria da civilizacéo.

Em Bastian (2000, p.19) encontramos que,

A relagdo pitagdrica despertou interesse de muitos povos antigos, tais como babildnicos,
egipcios, gregos, hindus e chineses. Modernamente, parece ter servido de inspiracao para
um problema que desafiaria matematicos durante 358 anos: o chamado Ultimo Teorema de

Fermat, segundo o qual “ndo existe solucao inteira para a equagdo x™ + y™ = z™ na qual
‘n’ € natural maior que 2”.

Em Singh (2008) podemos encontrar que a demonstragio do Ultimo Teorema de Fermat s6
se deu em 1995, por Andrew Wiles, que passou muitos anos de sua vida dedicados a provar este
teorema.

Os discentes acham que a Matematica € um corpo de conceitos verdadeiros, onde nao se
duvida nem se questiona nada. A maioria acredita que estes foram descobertos ou criados por
génios de uma hora para outra. No entanto, sabemos que a maioria deles passou por um grande
periodo de estudo. Assim, € necessario que o docente, procurando melhorar a aprendizagem do seu
aluno, recorra & Historia da Matematica como instrumento de motivacdo para o seu trabalho e

esclarecimento para os alunos. Segundo D’ Ambroésio (1994, p. 61).
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[...] o estudo da construgdo historica do conhecimento matematico leva a uma maior
compreensdo da evolugdo do conceito, enfatizando as dificuldades epistemoldgicas
inerentes ao conceito, que estd sendo trabalhado. Essas dificuldades histéricas tém se
revelado as mesmas muitas vezes apresentadas pelos alunos no processo de aprendizagem.

A compreensdo dos conceitos matematicos com o uso da historia propicia ao aluno a
oportunidade de gerar e criar solugdes interessantes para determinadas situacfes do seu cotidiano,
pois eles passam a perceber que estes conhecimentos ndo foram descobertos, mais sim

desenvolvidos ao longo da historia por pessoas comuns.

Ao revelar a matematica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e preocupacdes
de diferentes culturas em diferentes momentos histéricos, ao estabelecer comparac@es entre 0s
conceitos e processos matematicos de passado e do presente, o professor tem a possibilidade de
desenvolver atitudes e valores mais favoraveis do aluno diante do conhecimento matematico.
(PCN’s, 1997, p. 45).

Diante disso, o uso da histéria do Teorema de Pitdgoras pode contribuir para esclarecer
ideias que estardo sendo construidas pelos alunos dando respostas aos seus “porqués”, contribuindo

entdo para a aprendizagem significativa.

3.2. AS DEMONSTRACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

No ensino do Teorema de Pitadgoras sdo notdrias as dificuldades encontradas pelos alunos no
que se refere as aplicacBes deste teorema como ferramenta na solucdo de problemas. Faz-se
necessario elaborar uma sequéncia didatica composta por situacdes problemas onde o aluno possa
melhorar a compreensdo deste teorema, fazendo com que eles o entendam, ndo apenas com uma
simples férmula, mas sim como uma ferramenta utilizavel na resolucdo de inimeros problemas de
Geometria. O uso da historia desde teorema possibilita aos alunos a compreenséo de fatos histéricos
que levaram a sua construcdo. Neste processo historico de construcdo encontramos as
demonstragdes do teorema. Ao tratar das demonstragfes do Teorema, Loomis (apud BASTIA &
ALMOULOUD, 2003, p.47) classifica-o em quatro grandes grupos: algébricas, baseadas nas
relacbes métricas nos tridngulos retangulos; geométricas, baseadas em comparacfes de areas;
vetoriais, baseadas em operacGes com vetores e empregando o conceito de dire¢do e dinamicas,
baseadas em massa e velocidade. Para Padilla (1992, p.12 apud BASTIAN & ALMOULOUD,
2003, p.47) as demonstracdes podem ser reagrupadas em trés tipos, segundo o tratamento

matematico empregado: em que as areas dos quadrilateros permanecem invariantes; por
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transposicdo de elementos e algébricas. Segundo Bastian e Almouloud (2003, p.48) “Na atividade
matematica, é usual e frequente a passagem do sistema de representagdo para outro, como por
exemplo, de enunciado para figura, ou a mobilizacdo simultanea de diferentes sistemas de
representacdo durante a resolugdo de um problema.”. Uma das maiores dificuldades esta nesta
passagem, uma vez que os alunos ndo conseguem fazé-las.

No processo de ensino-aprendizagem da Matemaética, ainda vemos o grande predominio de
técnicas tradicionais, nas quais o professor é o Unico detentor do conhecimento, sendo o responsavel
pela transmissdo de conteudos de forma acumulativa, descontextualizada, abstrata e tedrica. No
entanto, nas Ultimas décadas vém surgindo reflex6es sobre o ensino da Matemaética que mostram a
necessidade de um ensino no qual o aluno seja inserido num ambiente em que ele possa propor
solucdes, explorar possibilidades, levantar hipoteses e justificar seu raciocinio.

Desta forma, a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras com materiais concretos, por meio
do quebra-cabeca, € um recurso didatico utilizado nesta pesquisa, com a finalidade de contribuir
para uma aprendizagem na qual seja dado ao aluno a possibilidade de realizar suas observagoes,
constatacbes e descobertas, fazendo uso do raciocinio matematico, da visualizacdo e, assim,
elaborar um pensamento matematico mais qualificado.

Todavia, a demonstracdo deste teorema nao pode ser dada apenas exclusivamente através
da interpretacdo de atividades de recortar e colar, pois estas ndo constituem demonstracdes
completas para a validacdo do conhecimento matematico. Para isto, faz-se necessario formalizar os
conteudos matematicos compreendidos.

O estudo por meio das demonstra¢fes permite ao aluno compreender melhor o0s conceitos e
adquirir algumas habilidades. A demonstracdo € uma prova aceita pela comunidade matematica,
esta fundamentada em explicacfes apresentadas numa sequéncia de enunciados, organizada
conforme regras determinadas. As demonstraces do Teorema de Pitdgoras permitem aos alunos
compreender melhor o contedo ensinado. Por isso, a demonstracdo do Teorema de Pitagoras deve
ser parte integrante no processo de ensino-aprendizagem dos conceitos e habilidades envolvidos
neste teorema, estimulando progressivamente o raciocinio 16gico-dedutivo de cada aluno. Segundo
Mello (1999, p.26) “A demonstra¢do ocupa um lugar central na Matematica, porque ¢ o método de
prova que caracteriza essa disciplina no meio das ciéncias.”.

O método dedutivo implica que somente a razdo pode conduzir ao conhecimento verdadeiro.
Procedem de principios conhecidos como verdades, entdo se estabelecem relagcbes com uma

hipbtese particular para, a partir de raciocinio lo6gico, chegar a verdade daquilo que sugere. Para
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Imenes (1990, p.32) “[...] pelo o método dedutivo, [...], partindo de alguns conhecimentos,
pensando, raciocinando, utilizando as regras da Ldgica, concluimos que certos fatos matematicos
sdo verdadeiros, Matematicos [...] usam e abusam desse modo de raciocinar.”. O raciocinar
dedutivamente permite poder provar a verdade de um fato.

Diante disso, nesta pesquisa também ser& apresentado aos alunos algumas demonstracfes
formais deste teorema aos alunos, pois, do ponto de vista didatico, a necessidade de resolver
problemas é que justifica a demonstracdo, a qual, numa situacdo de aprendizagem, o aluno deve ser
levado a aprender através de uma pratica constante.

Existem cerca de 370 demonstracbes do Teorema de Pitdgoras. Veremos a seguir entdo
algumas das demonstragdes deste teorema, selecionadas para este Trabalho de Concluséo de Curso:
A Demonstracdo Hindu, A Demonstracdo de Garfield, A Demonstracdo por Semelhanca de

Triangulos, a Demonstracdo Bhaskara e A Demonstracéo utilizando a area do semicirculo.

Demonstragao 1 - Hindu

b

Figura 1 - Demonstragdo Hindu do Teorema de Pitagoras*

Do quadrado que tem a + b como lado, retiremos 4 tridngulos iguais ao dado. Se fizermos
isto como na figura a esquerda, obteremos um quadrado de lado ¢. No entanto, se a mesma
operacdo for feita como na figura a direita, restardo dois quadrados, de lados a e b respectivamente.
Logo, a area do quadrado de lado c é a soma das areas dos quadrados cujos lados medem a e b, ou

seja: a? + b2 = ¢?, onde c € a hipotenusa e a e b sdo os catetos.

! Figura retirada da revista da RPM n° 02



21

Demonstracao 2 — Desenvolvida pelo presidente Garfield, dos Estados Unidos

James Abram Garfield, presidente dos Estados Unidos, durante apenas 4 meses (pois foi
assassinado em 1881) era também general e também gostava de Matematica. Ele deu uma prova do

Teorema de Pitagoras baseada na figura abaixo:

Figura 2 - Demonstracéo do presidente Garfield?

A érea do trapézio com bases a, b e altura a + b € igual a semissoma das bases vezes a
altura. Por outro lado, a mesma area é também igual & soma das areas de 3 tridngulos retangulos.
Portanto,

a+b
2

ab ab c? i e ) ) ) ,
(a+b) = - + - + P Simplificando, obtemos a“ + b“ =c*, onde c € a

hipotenusa e a e b sdo os catetos.

Demonstracéo 3 - Semelhanca de Triangulos

MRS E e —

Figura 3 - Demonstracdo por semelhanca de triangulos®

E também a mais conhecida. Baseia-se na seguinte consequéncia da semelhanca de

triangulos retangulos: “Num tridngulo reténgulo, cada cateto é a média geometrica entre a

? Figura retirada da revista da RPM n° 02
* Figura retirada da revista da RPM n° 02
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hipotenusa e sua projecao sobre ela”. Assim se m e n sdo, respectivamente, as projecdes dos catetos
a e b sobre a hipotenusa c, temos:
a®>=mc (1)
b?=nc (I1)
enquanto m + n =c.
Somando (1) e (I1), mc + nc=c (m+n) =c.c=c?, vem a’ + b? = c? , onde ¢ é a hipotenusa

e a e b sdo os catetos.

Demonstracao 4 — Desenvolvida por Bhaskara

e/ =/

Figura 4 - Demonstracéo de Bhaskara

O quadrado maior, de lado c, é decomposto em quatro cdpias do tridngulo retangulo e mais

um pequeno que mede (a — b), logo tem area (a — b)?. Cada tridngulo tem area igual a?b.
f0: 2 =4 -2 _p)°
Entdo: ¢ =4 -— + (a-b)

2= a®+ b?

Demonstracdo 5 - Utilizando a area do semicirculo

Figura 5 - Demonstracéo utilizado a &rea do semicirculo®

* Figura tirada do site <<http://matprofrenatas.blogspot.com.br/2012/03/demonstracao-do-teorema-de-
pitagoras_8765.html>>



http://matprofrenatas.blogspot.com.br/2012/03/demonstracao-do-teorema-de-pitagoras_8765.html
http://matprofrenatas.blogspot.com.br/2012/03/demonstracao-do-teorema-de-pitagoras_8765.html
http://4.bp.blogspot.com/-59086vuWQOk/T1ZUtVNa3kI/AAAAAAAABag/em4Psgb8wZY/s1600/fig+1+001.jpg
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Sabendo que m, e os lados do "Triangulo Retangulo” sdo a (hipotenusa), b e ¢ sdo os
catetos.

A éarea de um circulo como sabemos, ¢ igual a: (d/2)%, como construimos semicirculos
usando como base os lados do tridngulo, entdo vamos dividir a &rea em duas partes iguais. Logo, a
area de um semicirculo é igual a:

n(d/2)?  n(d/2)?
2 a 2

Entdo, temos:

n(a/2) — n(b/2) n n(c/2)* N
2 2 2

R m(a/4)* _ m(b/4)° + n(c/4)? R
2 2 2

na? mh? nc?
- —= — 4+ —

8 8 8
Como os "Denominadores™ sdo iguais, podemos simplificar:

ma? = nb?* + mc?

Agora, podemos colocar o "m" em evidéncia, pois se trata de fator comum:
na’ = n(b? + c?)

Dividindo por "mr"

a’? + b? = ¢*

Portanto, através das areas dos semicirculos, verificacdo a Relacdo de Pitagoras.
3.3. O ENSINO DO TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras é visto como uma das grandes criacfes na Matematica, porém é
possivel perceber as dificuldades dos discentes em entendé-lo e aplica-lo no seu cotidiano. Segundo
Bosco (2005, p.55) “a dificuldade da compreensao leva o estudante a memorizar padrdes e formulas
a serem aplicadas na resolucdo de questdes”. Desse modo, faz-se necessario um estudo deste

teorema de forma significativa.
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No que diz respeito a esta Matematica com significado, os PCN’s (1997) enfatizam que
identificar estes conhecimentos matematicos ajudam a compreender e transformar o mundo a sua
volta, para Santalo (2001, p.11):

A missdo dos educadores é preparar as novas geracGes para 0 mundo em que terdo que
viver. Isto que dizer proporcionar-lhes o ensino necessario para seu desempenho, com
comodidades e eficiéncia no seio da sociedade que enfrentardo ao concluir sua
escolaridade.

Nessa concepc¢do de aprendizagem, o estudo das aplicagdes do Teorema de Pitdgoras tem
fundamental importancia, pois a partir de sua utilizacdo os alunos ampliam sua concepcao sobre o
que é e para que aprender este teorema, favorecendo a aprendizagem pela formacdo de ideias
adquirindo estratégias de resolucdo de situacdes-problemas, desenvolvendo a capacidade de fazer
Matematica para a realidade.

Segundo Berlinghoff e Gouvea (2010) a aprendizagem sem compreensédo leva o aluno a
esquecer com facilidade o teorema, pois em vez de aplica-lo, apenas memorizam. Para os autores, 0
teorema € extremamente importante sendo um dos resultados mais utilizados na geometria
elementar, tanto na teoria quanto na pratica.

Portanto, o teorema de Pitdgoras deve ser estudado nas aulas de Matematica de forma
significativa e aplicado ao cotidiano.

3.4. APRESENTACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS AOS DISCENTES

O uso de materiais concreto na apresentacdo do Teorema de Pitadgoras contribui para o aluno
perceber as caracteristicas necessarias do mesmo, fazendo que conjecturem sobre sua forma. Ao

falar do uso do material concreto nas aulas de matematica, Régo e Régo (2006, p.43) afirmam que:

[...] o material concreto tem fundamental importancia, pois, a partir de sua utilizagcdo
adequada, os alunos ampliam sua concepcdo sobre o que é como e para que aprender
matematica, vencendo os mitos e preconceitos negativos, favorecendo a aprendizagem pela
formacéo de ideias e modelos.

Desta forma, o uso dos materiais concretos estimulam os alunos a aprender. Ndo um
“aprender” mecanico, repetitivo, de fazer sem saber o que faz e nem porque faz, mas um aprender

do qual o discente participe compreendendo, raciocinando e reelaborando o saber historicamente
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produzido, superando as dificuldades do ensino-aprendizagem da Matemética. O PCNEM (2002,
p.111) destaca que,

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a outros
conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habilidades que sdo
essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do
aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situacdes, para se apropriar de
linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar
decisOes, generalizar e para muitas outras agdes necessarias a sua formacao.

Entdo, apos a apresentacdo do Teorema de Pitdgoras com material concreto, o aluno pode
prosseguir para uma abstracdo, a partir dai usa-lo para exercitar a “apreensdo operatoria” em
problemas que exijam a aplicacdo do teorema em situacGes de sua vida cotidiana. Desta forma,
resolver um problema ndo significa apenas compreender o que foi proposto de dar a resposta
aplicando férmulas, mas sim despertar, principalmente, uma atitude de investigacdo nos alunos

diante do que esta sendo explorado.

3.5. AS APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Para fazermos aplicacbes em matematica comecamos com uma situacdo retirada do
cotidiano que desejamos entender ou atuar sobre ela, entdo tentamos “matematizar” a situagdo, ou
seja, examina-la construindo uma sequéncia de modelos matematicos e observar o que podemos
aprender sobre a situagdo. Formular entdo um problema matemaético que contenha a esséncia da
situacdo original onde possamos trabalhar nele usando qualquer raciocinio matematico adequado,
com isto os alunos aprendem a matematica com compreensao.

O professor deve propor aos alunos problemas que seja caracterizado pela investigacdo e
exploracdo de novos conceitos. Para Pollack (1999) esta atividade matematica € super valiosa que
precede o langcamento de qualquer nimero em uma folha de papel, pois com o uso das aplicacdes
matematicas os alunos podem explorar diversas variantes apresentando critérios diferentes que
podem levar os alunos a adquirir confianca para usar a matematica de forma significante.

Lidar com aplicagbes da Matematica em sala de aula é excitante e revigorante, pois
desenvolve a capacidade matematica que estimula o crescimento intelectual de cada aluno, tem um
impacto enorme sobre eles nas respostas dos seus “por qués”. Deve se levar em conta que, para o

estudo por meios de aplicacbes, € necessario um curriculo bem estruturado com objetivos
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matematicos especificos. Para Ames (1997, p.12) as aplicacBes é um instrumento poderoso que

fornece uma multiplicidade de abordagens que podem ser muito compensadoras. Ainda segundo a

autora:

Lidar com aplicagdes proporciona uma boa diversificagdo no sentido de que pode atrair
alguns alunos que de outro modo pouco conseguiriam, e muitas vezes altera a hierarquia do
grupo. As aplicagbes sdo compensadoras no sentido de que elas desenvolvem
potencialidades e revelam fraquezas de uma maneira diferente das outras abordagens.

As aplicagdes criam um envolvimento maior dos alunos no saber matematico. As discussdes

em grupo levam os alunos a introduzir suas proprias experiéncias e manifestar as suas proprias

observacOes sobre as situacoes trabalhadas em sala de aula.

O Teorema de
geometria elementar,

exemplos mencionados

Podemos citar também,

Pitdgoras € muito importante € um dos procedidos mais empregados na
tanto teoricamente como na pratica. Na pratica podemos citar alguns
por Araujo (2011, p.10-11), dentre eles temos:

Para construir uma casa, além de todo planejamento inicial, deve-se marcar o de acordo
com a planta. Em geral, as paredes devem estar esquadrejadas (formar cantos com angulos
retos). Porém como marcar esses angulos retos? O homem egipcio ja conhecia que a terna
pitagorica 3, 4 e 5 e que esse trio formava um triangulo retangulo. Logo esticava uma a
corda, conforme a figura, e marcavam se os angulos retos. Assim, mesmo ndo conhecendo
formalmente o Teorema de Pitagoras foi possivel construgdes como as pirdmides do Egito
entre outras.

Em meados do século passado ninguém podia ver, por exemplo,transmissdes de jogos ao
vivo. Se um aparelho de TV estivesse a mais de 100 km da estacdo transmissora ndo
conseguia captar as imagens devido o fato de a terra ser curva. Os sinais eram transmitidos
e perdiam-se no espaco. Atualmente, é possivel assistir jogos transmitidos ao vivo de
qualquer ponto do planeta terra. 1sso é possivel gragas ao grande avanco da ciéncia em
especial das leis de Kepler que descrevem as Orbitas dos planetas. Com esses
conhecimentos foi possivel desenvolver foguetes, satélites que giram em torno da terra para
onde os sinais de TV sdo transmitidos e de |4 reenviados para qualquer canto do planeta.
Todas essas descobertas cientificas e tecnol6gicas foram possiveis gracas aos
conhecimentos de geometria sobre tridngulos, em especial, sobre tridngulos retangulos e,
consequentemente, a Pitigoras.

Além disso, temos aplicagdes teoricas dentro da propria matematica, Berlinghoff e Gouvea

(2010, p.148).

Uma foérmula bem conhecida da geometria cartesiana também segue diretamente desse
teorema: a distancia dentre dois pontos com coordenadas (x;,y,) € (x3,v,) é d=

\/(xz —x1)%+ (2 —y1)?
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Figura 6 - Aplicacdo do Teorema de Pitagoras®

3.6. OS MATERIAIS CONCRETOS NA AULA DE MATEMATICA

Os materiais concretos séo elementos que podem ajudar na mediagédo do processo de ensino
e aprendizagem da Matematica. Podem ser excelente incentivador para o aluno construir seu saber
matematico. No entanto, para que o uso do material seja eficiente é necessario que o professor tenha
clareza dos objetivos que deseja alcancar. A sua utilizacdo ndo deve ser restrita a manipulacéo de
forma apenas recreativa. Faz-se necessaria uma acdo na qual o professor seja um mediador da
relacio de construgdo do processo de ensino-aprendizagem da Matematica. E imprescindivel que
seu uso esteja ligado a objetivos bem determinados para que possam contribuir de modo positivo na
aprendizagem Matematica

Os materiais concretos podem agir negativamente na aprendizagem, se houver uma distancia
entre eles e a relacdo Matematica que se deseja alcancgar. Além disso, para que seu uso seja eficaz
para a aprendizagem € de suma importancia saber como utiliza-los. Um ponto importante para
Matos e Serrazina (1996), é que o uso do material concreto so se justifica se ocorrer uma verdadeira
acdo dos alunos no que diz respeito a construcdo dos conceitos matematicos e ndo uma reproducao
da fala do professor ou da sua prética.

Bons materiais, além de serem motivantes, devem favorecer a construcdo de conceitos
matematicos, além de proporcionar meios que possibilite a capacidade de abstracdo dos alunos, pois
s6 a manipulacdo dos materiais ndo garante aprendizagem, mas para que de fato ela aconteca é
necessaria uma atividade mental dos alunos.

Lorenzato (2006) também destaca que os materiais serdo mais benéficos, quando for dada
ao aluno a oportunidade de manuseé-los, do que quando o professor apenas o utiliza para ilustrar o

assunto dado. Para o autor, de posse do material, o0 aluno pode fazer suas observaces e reflexdes de

> Berlinghoff e Gouvea (2010, p.148)
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forma mais vantajosa, uma vez que eles mesmos poderdo, a seu ritmo realizar suas descobertas e,
mais facilmente, memorizar os resultados obtidos durante as atividades.

Os materiais concretos podem ser utilizados pelo professor e pelos alunos no Laboratério de
Matematica. As ideias em torno do que se espera de um Laboratério de Matematica sdo muitas. E um
ambiente criado para a construcdo coletiva de conhecimentos matematicos nos quais 0S recursos
didaticos “criam vida”. Com este espago, professores podem dinamizar e enriquecer suas aulas,
tornando o processo de aprender mais prazeroso e eficaz dando vazéo a criatividade dos alunos.

Na implantacdo de um Laboratorio de Matematica deve se levar em conta o ambiente e 0
nivel dos alunos para direcionar as atividades, dentre elas temos manipulacdes de materiais
concretos, jogos matematicos, resolucbes de problemas (situacdes-problema), atividades coletivas
entre outros. No uso de jogos matematicos o ensino-aprendizagem se torna mais dinamico
possibilitando trabalhar a Matematica de forma atrativa e desafiadora, visando uma maior interacao
e integracdo do discente no convivio social. Além disso, trabalhar num Laboratério significa
manipular materiais concretos, pois eles possibilitam a assimilacdo de conceitos sem a preocupagéo
de manipulacdo de técnicas, propiciando, assim, a evolu¢do do pensamento dos discentes. Para
Medeiros (2003) os materiais concretos assumem um papel de intermediario entre a realidade o 0s
modelos matematicos, porém, é necessario frisar que a utilizacdo desses materiais deve este ligado a
objetivos claros para que ndo assumam um papel negativo.

A utilizacdo do Laboratério de Matematica pode trazer grandes contribuicdes para melhorar
0 ensino-aprendizagem da Matematica. No entanto, caso ainda ndo exista este espaco na escola,
uma realidade, infelizmente, muito comum em escolas publicas no Brasil, 0os materiais concretos
podem ser trabalhados na sala de aula. Desse modo, ndo podemos justificar a auséncia dos materiais
concretos na aula de Matematica.

3.7. ASPECTOS HISTORICOS DAS INVESTIGACOES MATEMATICAS

Até as décadas de 60 e 70, o ensino da Matematica, na Europa, nos Estados Unidos e no
Brasil entre os anos 70 em metade dos anos 90 quando surgiu os Pardmetros Curriculares
Nacionais, recebeu grandes influéncias do movimento conhecido como “Matematica Moderna”,
onde o ensino era totalmente voltado para o desenvolvimento elevado da abstracdo, apoiada em
estruturas logica, algébrica, topologica e de ordem, enfatizava a Teoria dos Conjuntos, pretendia-se

oferecer aos alunos uma melhor visdo das ideias matematicas e, também melhorar as suas
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habilidades de célculo, era mais enfatizada a teoria do que a pratica. No entanto, no decorrer do
processo de ensino-aprendizagem da Matematica, percebeu-se a inadequacdo de determinados
principios desta matematica voltada para a abstracdo; ocorreram, entdo, novos debates curriculares,
que promoveram mudancas no campo da Matematica em nivel mundial. Nessas mudancas, segundo
Zorzan® (2007, p.79)

[...] evidenciam-se a énfase na resolucdo de problemas, a exploracdo da matematica a partir
dos problemas vividos no cotidiano, a compreensdo da importancia do uso da tecnologia, o
direcionamento para a aquisicdo de competéncias basicas ao cidaddo e a agdo do aluno no
processo da construcdo do conhecimento.

Ainda, segundo a autora, “essas ideias possibilitaram a reflexdo, a sinterizagdo de
concepcOes e a constituicdo de propostas sobre o ensino e a aprendizagem da matematica, inclusive
no Brasil”. Foi a partir dos anos 80, com langamento do livro do ano (Yearbook), do NCTN
(National Council of Teachers of Mathematics) que a resolucdo de problemas tornou-se uma
tendéncia no ensino da Matematica, defendida internacionalmente.

Diante disso, a resolucdo de problemas esta no alicerce das novas direcdes curriculares que
se afirmam nas décadas de 80 e 90 no cenério internacional. Onuchic (1999, p.203) destaca que, “O
ensino de Resolucdo de Problemas, enquanto campo de pesquisa em Educacdo Matematica
comegou a ser investigado de forma sistematica sob a influéncia de Polya’, nos Estados dos Unidos
[...].”. Ponte (2003, p.14), completa destacando que:

Esta nocdo (resolugdo de problema), embora frequente na literatura educacional desde o
inicio do século, foi teorizada e aprofundada por Polya (1945) como um aspecto essencial
da actividade matematica. A ideia fundamental deste autor é que, para aprender
Matematica, ndo basta ao aluno fazer exercicios. E preciso desafid-lo com problemas
interessantes, de modo a ter uma experiéncia matematica genuina, semelhante a dos
matematicos.

Deste modo, a resolucdo de problemas admite um papel fundamental na formacdo do
curriculo. Contudo, é pertinente destacar que a varios tipos de problemas, com diferentes propositos
e interesses. O interesse pelos tipos de problemas abertos é suscetivel a da origem a atividades de
investigaces matematicas, pois situacOes abertas, onde as questGes ndo estdo inteiramente

estabelecidas, admitem que o aluno se envolva na atividade desde o inicio.

® Doutora em Educacio — PUCRS, professora da Universidade Federal Fronteira Sul.
" Autor de vérios livros dedicados a resolucéo de problemas, sendo um dos mais famosos “How to solve it ”, traduzido
como “A arte de resolver problemas”.
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Lakatos® licenciado em Matematica, Fisica e Filosofia em seu livro Provas e refutagdes: A
I6gica da descoberta matemética (1976) expds uma percepcdo da Matematica de uma forma
distinta daquela do empirismo l6gico. Na sua visdo, a Matematica ndo surge como um estado de
verdades eternas. Ele mostra como os proprios enunciados e provas matematicas estdo sujeitos a
critica e revisdo. Destaca que, na filosofia formalista da Matematica, ndo ha espaco para atividades
de descobertas, em seu trabalho apresenta a seguinte ideia:

(...) é de estudar em detalhe a tese segundo a qual as matematicas ndo formais, quasi-
empiricas, nao se desenvolvem por um acrescento continuo de teoremas indubitavelmente
estabelecidos, mas na refinacdo incessante das conjecturas gracas a especulacdo e a critica,
gragas a légica das provas e refutagdes (LAKATOS, 1984. p. 5, apud BROCARDO,2001,
p.89).

Segundo Brocardo (2001, p.89-90)

Na perspectiva de Lakatos, dentro da comunidade matematica, assumem particular realce
0S processos criacdo e descoberta, a tomada de decisdes e a negociacdo de sentido. A
Matematica é um produto do pensamento humano, € uma construcdo social, falivel e
impregnada de valores. A filosofia de Lakatos influenciou varios educadores matematicos
que defendem que, para perceber o que é a Matematica, € necessario ter em conta o que 0s
matematicos fazem, ou seja, olhar para a Matematica como uma actividade e que esta
perspectiva tem que necessariamente orientar o ensino da Matematica.

Portanto, a atencdo que hoje € atribuida as tarefas de investigacdes no ensino da Matematica,
teve como ponto de partida a grande importancia dada na resolucdo e na formulacédo de problemas.
As tarefas de investigacGes podem prover para 0s alunos situacdes onde elas possam compreender a
necessidade de formular e justificar suas conjecturas expressando e seu raciocinio.

Nas ultimas décadas hd uma crescente valorizagdo de atividades de investigacdo, em
programas de Matematica de alguns paises e em documentos de referéncia, entre eles 0 NCTN
(National Council of Teachers of Mathematics) e no Brasil os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN). E frequente que o termo investigacdo ndo apareca explicitamente, mas as dire¢des apontam
para a realizacdo de atividades que se ajustam perfeitamente com a atividade de investigacé&o.

Em Ponte et al (1999, p.01-02) desta algumas consideracGes sobre a evolucdo de

investigacGes matematica no curriculo de alguns paises, diz que:

8 LAKATOS. I. Preuves et réfutations: Essai sur la logique de la découverte
mathématique. Paris: Hermann. (Trabalho original em Inglés, publicado em 1968), 1984.
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O trabalho investigativo recolhe uma atencéo significativa nos curriculos de Matematica de
diversos paises como Inglaterra, Franca e Portugal e também nos documentos curriculares
norte-americanos, nuns casos de modo mais explicito e noutros de modo mais difuso (Ponte
et al., 1999). Assim, o programa francés, sublinha a importancia de habituar os alunos a
actividade cientifica, com referéncia clara ao processo de descoberta. O curriculo inglés
inclui aspectos directamente relacionados com o trabalho investigativo numa das suas
grandes areas de objectivos (“using and applying mathematics”). O programa portugués do
ensino basico contempla esta perspectiva quando se refere a realizacdo de actividades de
exploragdo e pesquisa ou a elaboracdo de conjecturas pelos alunos. Por seu lado, o do
ensino secundario inclui mesmo sugestdes concretas para a realizacdo deste tipo de
trabalho.

Com relacdo as investigacfes no Brasil, Trindade (2008, p.65) destaca que os PCN,
“embora ndo faca referéncia ao termo “Investigacoes Matematicas”, explicita diretrizes curriculares,
apontando um ensino da Matematica, tendo como meta e meio, a Resolucdo de Problemas, com
orientacdes tais que nos fazem enxergar Investigagcdes Matematicas.”.

As investigaches matematicas sdo atividades que levam os alunos a experimentarem um

modelo de aprendizagem em que possam atuar sobre eles, trabalhando de modo produtivo.

3.8. ATIVIDADE E TAREFA NA AULA DE MATEMATICA

Em todos os niveis de ensino da Matematica o trabalho com exercicios ainda ocupa um
lugar central. Numa aula “normal” podemos encontrar o professor fazendo uso de um ou mais
exercicios na continuacdo de explicacdes e demonstracdes de procedimentos que estdo ligados a um
exemplo, que serve de modelo. A atividade da aprendizagem esté limitada ao treino e a préatica de
conceitos e procedimentos previamente descritos este modelo de ensino-aprendizagem leva 0s
alunos a verem a Matematica apenas como uma colecédo de diferentes tipos de exercicios.

O ensino da Matemaética pode ser desenvolvido da forma atual, mas a maior prioridade deve
ser dada as etapas do processo educacional em que os alunos estdo envolvidos em atividade e
possam explorar e resolver problemas ou investigacbes matematicas, além de poderem trabalhar
sozinhos e em grupo. Neste sentido, € preciso esclarecer o que é tarefa e o que é atividade.
Christiansen e Walther (1986) afirmam que:

e Atividade € um meio organizador no ensino da matematica segundo objetivos e
intencdes.
e Tarefa € um conjunto de passos relacionados aos procedimentos que os alunos
executam.
Para Ponte et al (1997, p.02-03),
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As tarefas matematicas em que os alunos se envolvem — problemas, investigacGes,
exercicios, projectos, construgdes, aplicacOes, producdes orais, relatérios, ensaios escritos,
etc. — proporcionam o ponto de partida para o desenvolvimento da sua actividade
matematica. As tarefas devem despertar curiosidade e entusiasmo, fazendo apelo aos seus
conhecimentos prévios e intuicdes.

A actividade, que pode ser fisica ou mental, diz respeito ao aluno. Refere-se aquilo que ele
faz num dado contexto, podendo incluir a execucdo de numerosos tipos de acc¢do. Pelo seu
lado, a tarefa constitui o objectivo de cada uma das ac¢des em que a actividade se desdobra
e é basicamente exterior ao aluno (embora possa ser decidida por ele). As tarefas sdo, na
maior parte das vezes, propostas pelo professor; mas, uma vez propostas, tém de ser
interpretadas pelo aluno e podem dar origem a actividades muito diversas (ou a nenhuma
actividade), conforme a disposi¢do do aluno e o ambiente de aprendizagem da sala de aula.

O professor precisa relacionar as suas explicagdes aos processos de trabalho dos alunos em
tarefas ajustadas a eles. Assim, as tarefas e as atividades estabelecem uma articulacdo entre o
professor e o aluno.

Para Christiansen e Walther (1986, p.06),

Novas exigéncias que requerem mudangas no papel e acdo do professor estdo
especialmente ligadas a: (1) mudancas na distribuicdo da énfase nos diferentes tipos de
atividades; (2) mudancas nos tipos de acBes dos professores e na sua sequenciacdo no
processo de ensino; e (3) mudangas nas formas pelas quais o professor serve de mediador
de sentido matematico.

A Educacdo Matematica torna-se, segundo estes autores, evidentemente, complexa quando o
ensino € visto como um processo de interacdo entre o professor-aluno e entre os proprios alunos em
que o professor busque proporcionar aos alunos o acesso ao conhecimento e capacidades
matematicas, ajustadas as suas intences, influenciada pelos fatores sociais vividos pelos alunos.

No ensino de Matematica, afirmam os autores, o conhecimento e o saber-fazer sempre
foram objetivos socialmente constituidos. Em todas as sociedades sempre houve divergéncias entre
a Matematica pura, concebida por matematicos, e a matematica escolar, disciplina ensinada na
escola, ambas s&o socialmente instituidas de maneiras diferentes. Segundo Christiansen e Walther,
(1986, p.08) “as suas relagdes encontram expressao em manuais e livros de exercicios e constituem
tema fundamental no debate didatico”. As maneiras como o professor consideram € atuam nestas
relacbes depende de vérios fatores, incluem ndo apenas as experiéncias matematicas, mas também
suas concepgOes sobre a matematica, 0 ensino e a aprendizagem. Além disso, na preparagédo e
identificacdo da tarefa, o professor deve estar atento quanto ao uso de tarefas prontas tiradas de
livros didaticos ou de outros recursos, pois estes podem reduzir a investigacdo pessoal que o

professor faz ao criar exercicios e problemas que levem os alunos ao conhecimento da Matematica.
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As relagBes entre tarefa e aluno é uma ferramenta indispensavel para ser usada pelo
professor nas decisdes de qual atividade usar, se individual ou em grupo numa tarefa. E a interagdo
entre professor-aluno € um dos fatores mais importantes, pois uma atividade que ndo € iluminada
pela clareza que o professor tem desta relacdo, ndo assegura a aprendizagem que se pretende, ela é
condicionada as ac¢Ges do professor.

Os autores supracitados, afirmam que h& trés tendéncias que influenciam o ensino-
aprendizagem da Matematica desde os anos 70 do século XX: de inicio, um pré-requisito para uma
aprendizagem ‘significativa’ de qualquer parte da Matematica escolar ¢ o proprio envolvimento
pessoal e as reflexdes individuais acerca dos aspectos e relacGes essenciais em questdo. Outra
tendéncia aborda que a énfase deve ser colocada ndo s6 nos resultados do processo de trabalho
matematico na forma de teoremas e férmulas e na aplicabilidade destes resultados, mas também no
proprio processo de trabalho em si. E por ultimo, relata que o ensino da Matematica ndo sé como
instrugdo, mas como um longo processo de interacdes, no qual os professores funcionam na maior
parte dos casos como mediadores, que favorecem e encorajam o conhecimento partilhado na sala de
aula — no conhecimento da Matematica objetificada.

Um aspecto essencial da atividade matematica é que ela deve ser orientada para um objetivo.
E um processo iniciado e interpretado na expectativa de um motivo. Na realizacdo de diferentes
atividades, uma acdo especifica pode servir para dar inicio a diferentes objetivos, estas acdes
procede de um estado inicial para um estado final, por isto € necessario um plano, pois através deste
o professor deixa claro os objetivos que deseja alcancar com determinada atividade. As ac¢oes,
segundo Christiansen e Walther (1986), podem ser:

- Preparatdrias: que estabelece condi¢des para realizacdo da acao intencionada;

- De observacédo e reflexdo: que desenvolve e constroi as informacgdes necessarias para o

desempenho das acdes; de salvaguarda que assegura que os resultados mediadores estdo

disponiveis para um uso futuro nas acdes;

- De controle: que confronta fins e agfes com os resultados obtidos com as acgdes

desempenhadas, e correlativas que remove oS erros.

Ainda segundo os autores, qualquer acdo exibe dois aspectos, o intencional que expressa seu
carater objetivo, e o operacional que exprime sua dependéncia com condi¢fes essenciais no objeto
sobre a qual a acdo opera. A atividade é estruturada pelas condi¢Oes essenciais ao sistema de

motivos e objetivos e pelas condicdes internas e externas do sujeito em agéo.
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Tendo em vista a aprendizagem e desenvolvimento intelectual dos alunos, as agdes citadas
devem se tornar estratégias cognitivas que apoiem os mesmos na solugdo de problemas especificos.
Ao longo do tempo, estas estratégias devem adquirir uma postura de esquema para aprendizagem,
que deve ser reconhecida pelos alunos desenvolvendo uma aprendizagem autossuficiente e
independente.

Gerar condic¢des que permitam ao aluno adquirir um significado pessoal diante da atividade
dada torna-se uma fonte de auto-desenvolvimento intelectual dos mesmos. Na exploracdo de uma
dada tarefa, cabe ao professor estar consciente das diferentes dimensfes da aprendizagem e entao
motivar os alunos na aquisi¢do de conhecimentos especificos e o saber-fazer partilhado com outros.
Esta aprendizagem intencional compreende processo e produto como aspectos que se completam,
beneficiando acGes dirigidas para o fim desejado, que seja o aprender dos alunos. Comprende-se,
segundo os autores supracitados, que os caminhos educacionais adotados pelo professor durante o
processo de ensino servem para desenvolver a personalidade do aluno, no sentido de que o iniciam

e guiam a sua atividade pessoal.

O desenvolvimento das capacidades mentais pode ser ilustrado por uma espiral: o aluno
pode somente adquirir conhecimentos e saber-fazer se 0 seu desenvolvimento mental (o
desenvolvimento do seu conhecimento, saber-fazer, e capacidades — incluindo os seus
esquemas de aprendizagem) atingiram um nivel correspondente. E, conversamente, as
novas condicdes internas estabelecidas através de processo constituem o fundamento para a
aquisicdo de conhecimentos e saber-fazer a um nivel mais elevado. (CHRISTIANSEN &
WALTHER, 1986, p. 30).

Os caminhos utilizados pelo professor na Educacdo Matematica devem ter como objetivo
principal a aprendizagem. Esta aprendizagem precisa, além da participacdo do professor, ter
também o acompanhamento dos pais e dos proprios companheiros de sala em atividades realizadas
em grupo.

A necessidade de novas ferramentas no ensino de Matematica é claramente observada e o
uso de resolucdes de problemas é um dos caminhos a ser seguido.

Segundo os PCN’s (1997, p.33), A resolucdo de problemas ndo é uma atividade para ser
desenvolvida em paralelo ou como aplicacdo da aprendizagem, mas uma orientacdo para a
aprendizagem, pois proporciona 0 contexto em que Se pode apreender conceitos, procedimentos e
atitudes matematicas.”

Nesta linha surgiu a proposta de propor problemas aos alunos que desenvolvesse novos

conceitos matematicos. Apareceram entdo varias propostas interessantes como o uso de problemas
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de investigagdo, o uso da modelagem, que poderiam ser resolvidos em grupo ou individualmente.
Com uma posicéo diferente quanto ao tipo de atividade a serem sugeridas aos alunos, modifica-se a
dindmica da sala de aula, com a resolucédo e analise das solucdes para problemas abertos os alunos
podem reconhecer e aplicar o raciocinio dedutivo e o indutivo, validando seu préprio pensamento.

Mendes (2009, p.74 a 75) destaca que “o envolvimento dos alunos com problemas reais e
abertos favorece o desenvolvimento [...] (mental e simbdlico) e a busca da formulagdo matematica
das situacOes-problemas, bem como as possiveis representagdes e solugdes para o problema.”.

A linguagem empregada pelo professor tem um papel fundamental na mediacao das relac6es
entre professor/aluno. Tal linguagem deve ser usada em todas as fases do processo de ensino-
aprendizagem, na iniciagdo, na motivacdo e na mediagdo da atividade em questdo. Assim, 0
professor assegura que as acdes se tornem acessiveis para o debate aberto na sala, possibilitando um
processo de negociacdo que contribui para um desenvolvimento da capacidade de comunicacdo e

cooperacgéo dos alunos.

3.8.1. Comunicacao e Normas Sociomatematicas na Aula de Matematica

Para se aprender Matematica, segundo Candido (2001) é necessario que se tenha
comunicacgdo, pois é através dos recursos de comunicacdo que as informacdes, 0s conceitos e as
representacdes sdo veiculados entre as pessoas. A aprendizagem possibilita o individuo fazer
conexdes e associacdes entre diversos significados. Neste sentido, a comunicag¢do é um recurso que
ajuda o aluno a estabelecer conexdes entre suas concepc¢des naturais e 0 que esta aprendendo de
novo, promovendo, entdo, uma aprendizagem significativa.

A forma como o professor v& a Matematica influencia as interacBes em sala de aula. Se o
professor a v& como um conjunto de procedimentos, através da interacdo fara com que os alunos
compreendam e realizem procedimentos. Mas se ela é vista como uma disciplina dindmica, as
interacdes serdo mais abertas, proporcionando a exploracgdo, as discussdes e expressdes escritas dos
processos de pensamento dos alunos e suas conclusoes.

Para Matos e Serrazina (1996), ha trés formas como o professor vé a si proprio; uns se veem
como fornecedores de informacdes, onde seu modelo de interagdo é expor determinada situacdo e o
aluno o captar a informacédo que esta a ser dada; outros, como um mediador entre a disciplina e o
aluno, e seu modelo de interacdo € explicar, tornar a disciplina mais clara para os alunos; e por
altimo, os que se veem como professor co-explorador que permite aos alunos ter mais autonomia

na situacdo de aprendizagem e explora mais o aspecto da disciplina com eles. Diante disto,
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podemos dizer que os fatores que influenciam os professores dependem de que forma eles veem o
ensino-aprendizagem desta disciplina.

Através de alguns estudos ja realizados, sabemos que os alunos aprendem mais quando estao
envolvidos no processo de aprendizagem, em vez de serem apenas receptores de informac6es. No
que diz respeito a interacdo em sala de aula um aluno que tem confianga na sua capacidade de fazer
matematica, consegue assumir riscos para tentar resolver as situacGes propostas, questfes abertas
podem estimular autoconfianca dos alunos, pois estas tém mais do que uma resposta. Um outro
aspecto que influencia o comportamento dos alunos na aula é como ele atribui 0 seu insucesso, se
eles acreditam que seu sucesso depende dos seus esforgos, acreditam que sua falha € devido a sua
falta de esforco.

Segundo Matos e Serrazina (1996), a visdo que os alunos tém da matematica influencia
como eles participam das aulas. Se eles a veem como um conjunto de regras, estardo menos
disponiveis para questionar, explorar ou conjecturar, espera que lhes seja dito que regra para depois
a aplicarem em problemas semelhantes. Mas se por outro lado, eles a verem como uma disciplina
dindmica é provavel que sejam mais questionadores.

A comunicacdo na sala de aula é a raiz da aprendizagem, para Matos e Serrazina (1996) ela
e distinguida em quatro, que suscitaremos a seguir:

e Expor: E normalmente usada para introduzir novos conceitos. A exposicdo tem sido ha
muito tempo um ingrediente fundamental nas aulas de Matematica. O problema surge
quando a exposicao é a unica forma de interacdo na sala de aula, controlando o acesso dos
alunos as ideias e técnicas;

e Explicar: Utiliza palavras e ideias ja familiares aos alunos operando no mundo deles, com a
finalidade de ajudar o aluno a ter mais certezas sobre o seu uso e o significado dos conceitos
aprendidos. Além disso, pedir que os alunos que expliqguem por escrito o0 seu raciocinio e as
suas descobertas é um aspecto que melhora a sua capacidade de comunicacdo oral e escrita;

e Conjecturar: E uma forma de dizer algo que se acredita ser verdadeiro, mas de uma forma
gue se mostra esta aberto modificacdes;

e Questionar: O questionamento por parte do professor encoraja os alunos a refletir seu
préprio pensamento.

Candido (2001) argumenta que para esta aprendizagem acontecer de forma significativa e
relevante, ela deve possibilitar relacdes com experiéncias anteriores, com suas vivéncias pessoais,

dando espaco para formulacdo de problemas desafiantes que incentivam os alunos a aprender mais.
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Assume-se que aprender possui um carater dindmico, o que requer um ensino voltado para 0s
discentes aprofundar e ampliar conhecimentos que adquirem durante atividades de ensino e
aprendizagem. Nessa visdo, Candido (2001, p.16) destaca que “o ensino € um conjunto de
atividades sistematicas, cuidadosamente planejadas, nas quais o professor e o aluno compartilham
parcelas cada vez maiores de significados [...].”.

De acordo com a autora, para promover a comunicacdo em sala de aula é preciso oferecer
aos alunos a possibilidade de organizar, explorar e esclarecer seus pensamentos. A oralidade € um
recurso de comunicacéo acessivel que todos os alunos podem usar. E um recurso de comunicagio
simples, &gil e direto que permite revisdes rapidas podendo ser reiniciada quando se perceber uma
falha ou inadequacéo.

Para Candido (2001, p.17) “oportunidades para os alunos falarem nas aulas faz com que eles
sejam capazes de conectar sua linguagem, seu conhecimento e suas experiéncias pessoais com a
linguagem da classe e da area do conhecimento que se esta trabalhando.”. O desenho também é uma
forma de comunicagdo este permite uma reflexdo sobre a atividade trabalhada, os alunos refletem
sobre suas acfes e mostram se aprenderam e assimilam os aspectos mais relevantes de uma
determinada tarefa. Outra forma de comunicacdo é a escrita, ela € um recurso que possui duas
caracteristicas distintas. A primeira delas é auxiliar o resgate a memoria, ja que muitas discussées
orais podem ficar perdidas sem o registro em forma de texto. A segunda caracteristica € possibilitar
a comunicacdo a distancia no espacgo e no tempo e, assim trocar informacgdes com qualquer pessoa.
Escrever em matematica ajuda a aprendizagem, encorajando a reflexdo, clareando as ideias e agindo
como um catalisador para discussfes em grupo ajuda os alunos a aprenderem o que esta sendo
estudado.

O trabalho em sala de aula tem grande importancia no processo de ensino e aprendizagem,
pois € nesse espaco que os alunos podem trocar experiéncias é nela que o professor observa seus
alunos, suas conquistas e suas dificuldades. Na classe ha algumas formas de favorecer a interacao
social com trabalhos em grupo, a roda de estudo e producdo de painéis. Nestas situacOes, 0s
discentes estdo o tempo todo em interagdo com os colegas proporcionando as discussdes orais, 0
que permite que eles falem sobre suas descobertas, mostre seu trabalho e entenda algum conceito
através da explicacdo, da leitura ou observacdo do trabalho de outro colega da classe. Permite ainda
0 desenvolvimento de habilidades de raciocinio, como investigacdo, inferéncia, reflexdo e

argumentacao.
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Céndido (2001) ainda afirma que o trabalho em grupo, a roda de estudos e o0s painéis gera
um ambiente que se caracteriza pela proposicdo, investigacdo e exploragdo de diferentes ideias por
parte dos alunos, bem como pela interacdo entre os alunos, a socializacdo de procedimentos
encontrados para solucionar uma questdo e a troca de informacdes. Neste sentido, o ambiente de
sala de aula possibilita o desenvolvimento dos préprios recursos de comunicagdo. Deste modo, no
trabalho de grupo e na roda de estudos hd maior solicitacdo de aperfeicoamento da oralidade, ao
passo que no painel solicita-se o aprimoramento da comunicacdo do desenho e da escrita.

Neste ambiente interativo da sala de aula de Matematica, podemos identificar as normas
sociomatematicas. Estas normas sdo caracteristicas da atividade matematica em sala de aula. Elas
sdo distintas das normas sociais da sala de aula em geral, pois elas séo especificas dos aspectos
matematicos da atividade dos alunos.

Para Yackel e Cobb (1996, p.03) “o desenvolvimento do raciocinio dos individuos e os
processos de construcdo de sentido ndo podem ser separados da sua participacdo interativa de
significados matematicos partilhados.”. Os alunos devem desenvolver suas compreensdes pessoais a
medida que participam das normas da sala de aula, incluindo aqueles que sdo especificos da
Matematica, enfatizando a aprendizagem com sentido. O que se diz respeito as normas
sociomatematicas, afirmam os autores, o que se torna matematicamente normal numa sala de aula é
determinado pelos objetivos que pressupBe a aula. A aprendizagem matematica é tanto um processo
de construcdo individual como um processo de adaptacdo das praticas matematicas de um grupo
mais extenso. Compreender a matematica diferente, sofisticada, eficaz e elegante sdo normas
sociomatematicas, e também, o que é considerado como uma explicacdo e justificacdo aceitavel
pela matematica é uma norma sociomatematica.

A exploracdo de determinada tarefa em grupo e depois exposi¢do para turma como se
chegou a determinadas solucdes tem um potencial de contribuir significativamente para a
aprendizagem dos alunos. Surgem, entdo, oportunidades de aprendizagem quando os alunos
procuram dar sentido as explicacdes dadas pelos outros colegas, comparando as soluc@es e fazendo
julgamentos sobre as semelhancas e diferencas entre suas solucGes aumentando, assim, a
oportunidade de aprendizagem para professores e também para os alunos.

O professor tem o papel de facilitar as discussées matematicas que vao surgindo a partir do
momento que os alunos séo instigados a dar novos caminhos para a solu¢do do problema abordado.

A nocao de normas socio- matematicas é importante para deixar claro o papel do professor quanto a
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sua representacdo na comunidade matematica, ele desempenha um papel central no estabelecimento

de um ambiente de sala de aula com qualidade.

3.9. DIFERENTES TAREFAS NA GESTAO DO CURRICULO E DA AULA DE
MATEMATICA

A aprendizagem dos discentes ocorre por dois fatores importantes, as atividades que
realizam e as reflexdes que fazem sobre elas, surge como objetivo da atividade a tarefa esta pode ser
formulada pelo professor e proposta ao aluno como também pode ser da iniciativa do proprio aluno,
a tarefa pode ser feita no inicio do trabalho ou ser construida & medida que vai se decorrendo.
Existem muitos tipos de tarefas dentre elas temos os problemas, os exercicios, as investigacdes, 0s
projetos e as tarefas de modelacao, (Ponte 2005).

Os problemas constituem um trago fundamental das orientagdes curriculares de todas as
series, pois 0 mesmo tem como finalidade desafiar o aluno a fazer novas descobertas. Medeiros
(2001, p.33) acrescenta “[...] o problema, para receber essa denominagdo, precisa ser desafiador
parao aluno, ndo podendo ser resolvido por meio de procedimentos padronizados.”. Para Onuchic
(1999, p.207), “[...] os ploblemas sdao importantes ndo somente como um propoésito de se aprender
matematica mas também, como um primeiro passo para se fazer isso.”

Os exercicios servem apenas para os alunos por em pratica 0 que aprenderam com a
exposicdo do professor, reduzir o ensino da matematica apenas a resolucdo de exercicios implicara
no empobrecimento deste conhecimento além de ser muito desmotivante para o aluno.

As investiga¢Ges promovem o envolvimento dos discentes, pois atividades desta natureza
requerem maior participacdo ativa desde a primeira fase do processo. Segundo Trindade (2008,
p.80) “podemos dizer que as investigagdes matematicas diferenciam-se das demais por serem
situacBes-problema desafiadoras e abertas, permitindo aos alunos varias alternativas de exploragéo e
investigacao.”.

Nas tarefas de investigacdo, na formulacdo de problemas e exercicios é possivel envolver
tanto o contexto da vida real como termos puramente matematicos.

Os projetos séo caracterizados por tarefas com uma duragdo de tempo maior, estas podem
ser mais ricas, permitindo uma parendizagem mais profunda e interessante, entretanto, tem um

elevado risco dos alunos se desligarem da tarefa pelo caminho.
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As tarefas de modelacdo sdo tarefas tiradas da realidade vivida pelos alunos, estam
envolvidas em uma problemaética, estabelecida por problemas ou investigagdes.

Para Ponte (2005) as tarefas estdo divididas em duas dimensGes fundamentais: o grau de
desafio matematico e o grau de estrutura. Para ele o grau de desafio matematico esta relacionado
com a forma de percepcdo de dificuldade de uma questdo que constitui uma dimensdo had muito
tempo usada para graduar as questdes que se propdem aos discentes, enquanto o grau de estrutura é
uma dimensdo que varia entre os polos de “aberto” e “fechado”. Segundo Ponte (2005, p.08) “[...]
Uma tarefa fechada é aquela onde é claramente dito o que € dado e o que é pedido e uma tarefa
aberta é a que comporta um grau de indeterminac&o significativo no que é dado, no que pedido, ou
em ambas as coisas.”. Destaca que:

No exercicio a tarefa é fechada e de pouco desafio;

No problema a tarefa também é fechada, mas com um grau de elevado desafio;

Na investigacgéo, por sua vez, tem um grau de desafio mais elevado e ¢ aberta.

Para comprendermos melhor os difentes tipos de tarefas, Ponte (2005) os distigue no

seguinte diagrama.

Facil

Exercicio Exploragéo

Fechado < » Aberto

Problema Investigacao

v

Dificil

Figura 7 — Relacdo entre diversos tipos de tarefas, em termos do seu grau de desafio e
abertura®

As tarefas de exploracdo sdo relativamente faceis e abertas, temos entdo que nem todas as
tarefas abertas sdo de elevado grau de desafio. A diferenca entre as tarefas de investigacdo e
exploracéo esta no grau de desafio.

O autor ainda destaca outras duas dimensdes das tarefas, a duracéo e o contexto. A duragédo

esta ligada ao tempo de realizacdo da tarefa que pode ser curta ou longa. O contexto esta ligado aos

° (Ponte, 2005, p.08)
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polos: tarefas enquadradas num contexto de realidade e tarefas formuladas em termos puramente
matematicos. As tarefas de modelagdo se apresentam num contexto de realidade, constitui
problemas ou investigacGes vai depender da estruturacdo do enunciado.

No que diz respeito as aplicacdes da Matematica, trata-se na maioria dos casos de exercicios
ou problemas de aplicacdes de conceitos ou ideias matematicas. Uma tarefa também muito usada
sdo 0s jogos que constituem uma importante potencialidade para a aprendizagem se o docente

souber valorizar os aspectos matematicos que ele proporciona. Para Smole et al (2008, p.09)

[...] o trabalho com jogos é um dos recursos que favorece o desenvolvimento da linguagem,
diferentes processos de raciocinio e de interagdo entre os alunos, uma vez que durante um
jogo cada jogador tem a possibilidade de acompanharo trabalho dos outros, defender pontos
de vista e aprender a ser critico e confianteem si mesmo.

Tendo em conta todas estas tarefas € recomendavel que o professor ndo escolha apenas um
tipo, mas diversifiqgue na medida do possivel. A diversificacdo é necesséria, porque cada tipo de
tarefa desempenha um papel importante para alcancar os objetivos curriculares. A gestéo curricular
realizada pelo professor,segundo o autor supracitado, tem a ver como ele (re)constréi o curriculo.

Ao fazer seu planejamento, o docente deve levar em conta suas condi¢des de trabalho e seus
alunos. Segundo Ponte (2005), ha duas estratégias de ensino da matematica o “o ensino direto” e o
“ensino-aprendizagem exploratorio”. No ensino direto ele destaca que o professor assume um papel
principal, considera que o aluno aprende ouvindo e fazendo exercicios tendo como objetivo
memorizar conceitos e técnicas, explicado e exemplificado pelo professor, tem a ideia de que o
aluno aprende atraves da transmissdo do conhecimento. No ensino-aprendizagem exploratério por
sua vez, o professor ndo deve procurar explicar tudo, mas deixar uma parte para que os alunos
busquem e descubram novos caminhos na construcao da aprendizagem.

O autor destaca que a aprendizagem decorre ndo sO de ouvir o professor ou de fazer esta ou
aquela atividade pratica, mas sim na reflexdo que os discentes fazem quando realizam a tarefa. Na
realizacdo de tarefas de cunho exploratdrio e investigativo € um elemento marcante as discussoes
que surge, Ponte destaca que neste momento os alunos expdem seus resultados e conclusoes,
apresentam as suas justificag0es e questionam-se uns aos outros o professor aproveita para procurar
clarificar alguns conceitos e procedimentos, constitui-se entdo como uma oportunidade de
construcao de novos conhecimentos.

Ao definir suas estratégias de ensino o professor, de acordo com Ponte (2005) deve levar

em conta o curriculo, mas também os alunos e suas capacidades, as condi¢des e recursos da escola e
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da comunidade.O autor destaca ainda que “A gestdo curricular ao nivel da aula tem a ver com o
modo como o professor concretiza a estratégia definida, tanto para a unidade como paraaaula|...] e
a adapta as condig¢des concretas e a resposta que vai obtendo dos seus alunos.”(p.22)

Um polo de analise da gestdo curricular na aula séo as finalidades e os objectivos visados.
Outro pdlo centra-se nos alunos e na sua relagdo com o professor, Outro ainda, prende-se com as

tarefas propostas e os materiais e recursos mobilizados. Ainda segundo Ponte (2005, p.23)

A gestdo curricular feita na aula ndo é um simples trabalho de aplicacdol...]. O trabalho do
professor na aula é um trabalho eminentemente criativo. Cabe-lhe explorar as situac6es que
se desenvolvem, tirar partido das intervencfes dos alunos, aproveitar as oportunidades que
se lhe oferecem. Reformular os seus objectivos e a sua estratégia, em fungdo dos
acontecimentos na aula[...].

A gestdo curricular estd estreitamente ligada a dois pontos fundamentais: a selecdo das
tarefas e o modo dominante na construcdo do conhecimento ela comeca no planejamento da
unidade e passa pela preparacdo da aula ou da semana de trabalho e culmina na gestdo de ensino-
aprendizagem em tempo real, feita no decorrer da prdpria aula. Esta gestdo é um processo complexo

de tomada de decisdes, com base em informacéo que o professor vai recolhendo.

3.10. AS INVESTIGACOES MATEMATICAS NA SALA DE AULA

Investigar € empenhar-se em descobrir alguma coisa que ndo se conhece. A investigacao
matematica possui um significado muito caracteristico. Investigar para alguns matematicos €
encontrar relagdes entre objetos matematicos conhecidos ou desconhecidos, buscando identificar as
suas respectivas propriedades. (Ponte, Brocardo e Oliveira 2003). Nas investigacdes matematicas,
segundo os autores, os alunos sdo inseridos no papel de matematicos. Diante de uma determinada
situacdo, eles devem tentar compreende-la, descobrir padr@es, relacdes, semelhancas e diferencas de
forma a poder chegar a uma generalizacéo.

Sabemos que a tipica aula expositiva ndo tem conseguido alcangar os objetivos de uma boa
aprendizagem por parte dos alunos. Apenas o uso dessa pratica tem levado a uma visdo errada da
matematica, acreditando que a aprendizagem se da através do acumulo de férmulas. As
investigacOes matematicas podem ser uma importante atividade educativa, levando em conta que é
um otimo aliado no desenvolvimento de ideias matematicas.

Uma investigagdo matematica usualmente se desenvolve em torno de um ou mais

problemas, existe uma relagéo estreita entre problemas e investigagcdes, ambos requerem um grande
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empenho dos alunos, desenvolvem o raciocinio e a criatividade. Ponte e Matos (1996, p. 119 apud
Trindade 2008, p.74) afirmam que as investigacfes matematicas, tal como outros tipos de atividades
de Resolugao de Problemas, “envolvem processos de raciocinio complexos e requerem um elevado
grau de empenhamento e criatividade por parte dos alunos”. Mas requerem também algumas
caracteristicas proprias: “enquanto os problemas matematicos tendem a caracterizar-Se por
assentarem em dados e objetivos bem concretos as investigagdes tém um ponto de partida muito
menos definido”.

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2003, p.20), a investigacdo matematica abrange quatro

momentos principais.

O primeiro abrange o reconhecimento da situacdo, a sua exploracdo preliminar e a
formulacdo de questBes. O segundo momento refere-se ao processo de formulacdo de
conjecturas. O terceiro inclui a realizagdo de testes e o eventual refinamento das
conjecturas. Finalmente, o dltimo diz respeito a argumentacdo, a demonstracdo e a
avaliagdo do trabalho realizado.

Os autores afirmam, ainda que estes momentos podem acontecer em simultaneo, e cada um

desses pode incluir atividades diversas, resumidas na Tabela 1.

e Reconhecer uma situagdo problematica
Exploragéo e formulagéo de questdes e Explorar a situacdo problematica

e Formular questdes

e Organizar dados
Conjecturas e Formular conjecturas (e fazer afirmacdes

sobre uma conjectura)

Teste e reformulacdes e Realizar testes

¢ Refinar uma conjectura

e Justificar uma conjectura
Justificagéo e avaliagdo e Avaliar o raciocinio ou o resultado do

raciocinio

Tabela 1- Momentos na realizacdo de uma investigacdo™

Diante disso, percebemos que 0s processos envolvidos em uma investigacdo matematica se

confundem com os exigidos na resolucdo de problemas. Podemos destacar que para resolver

1% (Ponte, Brocardo e Oliveira, 2003, p. 21)
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problemas € necessario passar pelas etapas descritas na Tabela 1. Para Polya (1965, apud
Onuchic,1999, p.210), “resolver problemas” era o tema mais importante para se fazer matematica, e
“ensinar o aluno a pensar” era sua importancia primeira. E para Onuchic (1999, p.210), “um tema
que fundamenta a investigagao e a resolucao de problemas em matematica ¢ “como pensar™”.
Entretanto, se na resolucdo de problemas j& é pretendido chegar a uma solucdo definida,
enquanto na investigagdo, tratando-se de situacdes mais abertas, a questdo ndo € bem definida no
inicio, sua exploracdo pode divergir por diversos caminhos os levando-os as conclusdes diferentes.
Para Brocado (2001, p.93) uma diferenca marcante entre resolucdo de problemas e investigacoes
matematicas estd nos objetivos de cada uma. Segundo a autora, “Num problema, procura-se atingir
um ponto ndo imediatamente acessivel, ao passo que numa investigacdo o objetivo é a prdpria

exploracdo.”. Destaca ainda,

A resolucdo de problemas permite ao aluno alguma criatividade na resolu¢do de uma nova
situacdo. No entanto, o professor pode ainda controlar tanto o contelldo como o modo de
ensinar. O fato de nas investigagdes caber ao aluno um papel importante na formulacéo de
questdes para investigar pode alterar esta situacdo ao nivel das relagdes de poder. (p.94)

No ensino aprendizagem da matemaética, o envolvimento ativo dos alunos é fundamental. Os
mesmos aprendem mais quando mobilizam o0s seus recursos cognitivos e afetivos com vista a

atingirem um objetivo. E este um dos aspectos forte da investigacéo.

O conceito de investigacdo matematica, como atividade de ensino-aprendizagem, ajuda a
trazer para sala de aula o espirito da atividade matematica genuina, constituindo, por isso
uma poderosa metafora educativa. O aluno é chamado a agir como um matematico, ndo s6
na formulacdo de questBes e conjecturas e na realizacdo de provas e refutacfes, mas
também na apresentacdo de resultados e na discussdo e argumentacdo com os colegas e o
professor. (PONTE, BROCARDO & OLIVEIRA, 2003, p. 23)

Em Brocardo (2001, p.127) destaca que os argumentos para se introduzir investigaces na

aula de matematica podem se agrupar em cinco tipos:

(1) o argumento do que é a Matemética: a Matematica ndo é s6 um conjunto de conteudos;
(2) o argumento do que fica para a vida: saber usar processos importantes para a vida;

(3) o0 argumento da motivacao: as investigacdes motivam os alunos;

(4) o argumento da aprendizagem: desenvolvem capacidades, contribuem para um
conhecimento mais amplo de conceitos e facilitam a aprendizagem;

(5) o argumento do ambiente de aprendizagem: ajudam a estabelecer um ambiente vivo em
que os alunos participam ativamente.
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As investigacbes matemaéticas podem ajudar a motivar os alunos, pois eles participam
efetivamente de todo o processo e ndo ficam s6 sentados ouvindo o professor falar. Este tipo de
atividade ajuda a diversificar a aula deixando-a mais atrativa, ela possibilita que os alunos levantem
ideias matematicas, estabelecam relacdes entre elas, desenvolvam formas de raciocinio, e as
formalize e generalizem, possibilitando que eles se comuniquem matematicamente. Brocardo
(2001, p.127 a128) desta que:

(...) embora considere que as investigaces podem ajudar a motivar os alunos porque é mais
divertido fazer uma coisa do que estar sentado a ouvir o professor, porque ajudam a
diversificar o tipo de atividades que se podem propor na aula e porque podem possibilitar,
sobretudo quando envolvem a manipulacdo de objetos fisicos, 0 estimulo de mais neurdnios
visto que a sua histéria passa por mais canais, o argumento fundamental que justifica a sua
introducdo tem a ver com a natureza da Matematica. A histdria da Matemética, para além
do seu conjunto rico de aplicagdes, forneceu também métodos e modos de pensar que séo
tdo importantes como os fatos. Estes modos de pensar, usados na descoberta matematica,
s8o caracteristicos desta ciéncia e ndo podem ser excluidos do ensino. De fato, eles sdo uma
parte do que é a Matemaética e constituem um poderoso instrumento para compreender e

analisar o mundo. (...).

Numa investigacdo matematica fica claro que o seu objetivo principal é levar os alunos a
explorar todos 0s caminhos que surgem como interessantes a partir de uma dada situacdo. E um
processo divergente, pois se sabe 0 ponto de partida, mas ndo o de chegada. Ela precisa ocupar um
lugar importante na experiéncia matematica dos alunos, ja que a mesma proporciona uma vivéncia
por parte dos alunos nos processos caracteristicos da matematica, como formular questbes e
conjecturas, testar as conjecturas e procurar argumentos que demonstrem que as suas conjecturas

resistem a sucessivos testes.

3.10.1. As fases de uma investigacdo matematica

Uma aula de matematica caracterizada como tradicional, segue uma sequéncia de fases
esperadas pelos alunos: o professor apresenta uma definicdo, em seguida dar exemplos e por fim
uma lista de exercicios. Com explicacdo do conteudo por parte do professor, onde é realizado
alguns exemplos que envolvem o conteido, em seguida, o professor passa uma lista de exercicios
que os alunos devem resolver, com aplicagdo direta do conteudo que foi apresentado, logo depois o

professor faz a corre¢do do exercicio.
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Uma aula de natureza investigativa é bem diferente e é influenciada por muitos fatores. Em
geral, segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) o trabalho investigativo envolve trés fases:
introducdo da tarefa, realizacdo do trabalho e a discussao final dos resultados.

Na fase de introducdo da tarefa, o professor desempenha um papel fundamental, este deve
garantir que todos os alunos entendam a proposta da tarefa e o que se espera no decorrer da mesma.
E nesta fase que os alunos compreendem o sentido de investigar. Entdo, para que a realizacio da
tarefa de investigacdo na aula de matematica seja significativa para aprendizagem dos alunos, é
necessario que o professor invista bastante na sua preparacdo e também na hora da exposicao dessas
aulas. E ainda, é imprescindivel que para um bom desempenho dessas atividades, o professor tenha
bem claro quais os objetivos que se pretende atingir com a realizagdo de determinadas tarefas
investigativas.

Além disso, o professor deve propiciar um ambiente de aprendizagem na sala de aula, onde
0 aluno se sinta seguro e a vontade para explorar bem a tarefa investigativa, dando-lhes tempo para
elaborar, testar e justificar suas conjecturas.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) destacam que o aluno deve sentir que suas ideias sdo
valorizadas, e que ndo é necesséria a validacdo constante do professor. E ainda, enfatizam que os
alunos devem saber que podem contar com o professor, mas que o desenvolvimento da tarefa
depende essencialmente da sua criatividade. E importante também que o professor deixe bem claro
no inicio o que é pedido como produto final.

No desenvolvimento da tarefa, no qual ocorre a realizacdo do trabalho o professor diminui
sua intervencdo e deixa os alunos explorem a tarefa, procura compreender como o trabalho dos
alunos vai decorrendo, prestando apoio quando for necessario. Quando se é proposta uma tarefa de
investigacdo aos alunos, espera-se que eles possam utilizar os varios processos que caracterizem a
atividade investigativa. Os autores destacam que alguns desses processos, sdo sintetizados da
seguinte forma:

e Exploracdo e formulacdo de questdes, etapa onde o aluno gasta mais tempo, é
decisiva para que os alunos comecem a formular questdes e conjecturas;

e Formulacdo de conjecturas, estas podem surgir de diferentes formas, por observagéo
direta dos dados, por manipulacéo dos dados ou por analogia com outras conjecturas.
Nesta fase ¢ de fundamental importancia que os alunos registrem suas conjecturas,
com isto eles se confrontam com a necessidade de explicarem as suas ideias e

estabelecerem consensos e um entendimento comum quanto as suas realizagoes;
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e Teste e reformulacdo de conjecturas, com a manipulacdo dos dados os alunos
comecam a apontar no sentido de certa conjectura para logo em seguida essa ser
refutada por caso em que néo se verifica;

o Justificacdo das conjecturas, nesta etapa os alunos devem entender que o teste, s6 por
si, ndo confere a concluséo dos resultados;

o Avaliacdo da tarefa, esta permitira que o professor saiba se seus alunos progrediram
de acordo com suas expectativas, ou se € necessario repensar a sua agao nesse
campo.

E, por ultimo, temos a fase da discussdo dos resultados, nesta os alunos expdem suas
estratégias, conjecturas e justificacdes, o professor desempenha o papel de mediador. Nesta fase 0s
alunos podem sistematizar suas ideias e refletir sobre o trabalho realizado. Na discusséo dos seus
resultados os alunos ganham um entendimento mais rico do de significa investiga, aléem de
desenvolver a capacidade de se comunicar matematicamente e de refletir sobre o seu trabalho e seu
poder de argumentacéao.

Temos também que resaltar, afirmam os autores, a importancia do professor nas aulas de
investigagdo tem um papel determinante para insercdo dessas tarefas no curriculo de seus alunos,
eles tém a responsabilidade de prepara-las e conduzi-las de acordo com ritmo de seus alunos. E
muito importante que o professor saiba fazer suas intervencgdes sem tirar do aluno a possibilidade de
suas descobertas, criando seus caminhos e tirando suas préprias conclusdes.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2003, p.47) destacam algumas tarefas para o professor na
realizacdo de atividades de investigacao, sintetizadas da seguinte forma:

e Desafiar os alunos, garantindo que estes se sintam motivados para realizar a
atividade.

e Avaliar o progresso dos alunos, podendo variar desde uma simples verificacdo se
tudo esta sendo bem conduzido, dando o sinal de que podem prosseguir na atividade
sem problemas, até a um apoio mais direto interferindo positivamente no trabalho
dos alunos.

¢ Raciocinar matematicamente, trabalhando com questdes inesperadas que surgem no
decorrer da investigacdo e fazendo conexdes com outros conceitos matematicos ou

até mesmo extramatematicos.
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e Apoiar o trabalho dos alunos, colocando questdes mais ou menos diretas,
fornecendo ou recordando informacéo relevante, fazer sintese e promover a reflexdo
dos alunos.

Além de preparar a tarefa, salientam os autores, é necessario que o professor pense como ira
estruturar suas aulas, uma vez que, neste tipo de tarefa € muito habitual organizar os alunos em
pequenos grupos. No entanto, cabe ao professor decidir se a realizacdo da tarefa sera

individualmente ou em pequenos grupos.

3.11. OS MATERIAIS CONCRETOS, A REFLEXAO E AS INVESTIGACOES
MATEMATICAS

As atividades de investigacdo como ja foi citada possibilita ao aluno o desenvolvimento de
sua capacidade de raciocinio e, também os estimula a fazer matematica. Sabemos que um dos
objetivos da Educacdo Matematica é fazer com que o aluno possa fazer Matematica, por isto 0s
alunos deveriam na maior parte do tempo de ensino-aprendizagem dedicar-se a descobrir e a validar
suas descobertas. Para Goldenberg (1999, p.03) “[...] O objetivo propriamente dito é que o aluno
aprenda como ser um investigador perspicaz, e pra isso tem que fazer investigagdo.”.

O autor afirma ainda que muitos fatos matematicos produzidos historicamente, como o
teorema de Pitdgoras ou o valor de 7, para a grande maioria das pessoas que provavelmente se
esquecerdo desses, os modos de pensar matematicamente continuam como um instrumento precioso
para ver e conseguir compreender o mundo. Para esse autor para os alunos compreenderem o
mundo que os rodeia, é tdo importante conhecer parte dos resultados matematicos produzidos
historicamente, quanto saber “como” se pensa matematicamente, ou seja, conhecer os ‘modos de
pensar matematicamente’ que produzem ““os habitos matematicos de pensamento”.

Um dos métodos que podem ajudar os alunos no desenvolvimento de atividades
investigativas é 0 uso de materiais concretos, eles possibilitam que o aluno ao manipula-lo possa

desenvolver um raciocinio que os levem a uma formalizagdo de suas ideias.

E é até possivel que a investigacdo — especialmente quando envolve materiais fisicos
estimule mais neurdnios ao difundir a sua histdria através de mais canais, uma vez que 0s
alunos com as médos fazendo manipulagdes, com os olhos observam manipulagdes, e com a
voz discutem a actividade com os colegas. (GOLDENBERG, 1999, p.02)
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E segundo Bishop e Goffee (1986, p.11) “[...] Aprender matematica fazendo, significa ndo
s6 manipular objetos, mas também pensar acerca dessa manipulacdo e refletir acerca do
procedimento e da execugdo.”. De acordo com o0s autores citados, fica claro que a manipulagédo de
objetos ajuda e muito a desenvolver processo de pensar matematicamente e o saber fazer
matematicamente, porém deixam claro que o uso dos mesmos deve levar o aluno apenas a
manipula-lo como uma forma de descontrair a aula é necessario que seu uso que ele esteja envolto
de significados. Ao serem utilizados nas atividades de investigacdes possibilitam que sejam usados

de forma mais significativa.
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4. METODOLOGIA

Para operacionalizar os objetivos da pesquisa, utilizamos instrumentos para coletar dados
qualitativos. Neste sentido, realizamos atividades de investigacdo matematica, utilizando materiais
concretos e uma técnica de trabalho em grupo denominada Painel Integrado, numa turma do 1° ano
do Ensino Meédio, composta de 25 alunos, em uma escola da rede estadual de ensino localizada na
cidade de Itatuba no Estado da Paraiba.

A pesquisa, foi planejada para ser desenvolvida em trés momentos: Pré-Teste, realizagdo de
cinco atividades de investigacdes matematicas de demonstracdes do Teorema de Pitagoras, feito
através de cinco encontros e Pos-Teste'!. Além disso, utilizamos notas de campo.

No primeiro encontro, foi aplicado o Pré-Teste com o objetivo de identificar os
conhecimentos prévios que dos alunos com relacdo ao Teorema de Pitdgoras. Os resultados da
andlise do Pré-Teste contribuiu para o planejamento das aulas. Do segundo ao sexto encontro foi
realizada, a cada aula, uma atividade de investigacdo matematica com uma demonstracdo do
Teorema de Pitagoras. Em cada atividade era explorada uma demonstracdo diferente, usando
material concreto. Dentre a mais de 370 demonstracGes que existem do Teorema, foram escolhidas
param serem explodas pelos alunos: a demonstracdo de Bhaskara, a demonstragdo Hindu, a
demonstracdo usando semelhanca de tridngulos, a demonstracdo feita pelo presidente
Garfield, e a demonstracéo utilizando a area do semicirculo.

Para a realizacdo de cada atividade investigativa foi aplicada a técnica do Painel Integrado

que foi vivenciado em trés momentos,

1° Momento:

» Formacdo dos grupos (5 grupos de 5 alunos);
» Apresentacao da atividade de investigacdo de uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras;

» Formulacéo e validagao de conjecturas.
2° Momento:

» Formulacédo de novos grupos (5 grupos de 5 alunos);

» Apresentacao das descobertas e estratégias adotadas.

1 O Pré-Teste e 0 Pos-Teste foram iguais.
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3° Momento:
> Discussao dos resultados.

E por fim, foi realizado Pos-Teste. Este foi comparado com o Pré-Teste para podermos tirar
conclus@es referentes a eficiéncia das atividades de investigacdo matemaética desenvolvida nos

cinco encontros.
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5. ANALISE DOS DADOS

5.1. ANALISE DO PRE-TESTE

Os 25 alunos que participaram de nossa pesquisa dispuseram de 90 minutos para resolver o
pré-teste que era composto por dez questdes, as quais, apresentaremos a segulir.
Questao 1) Em um tridngulo, as medidas dos trés lados sdo ndmeros inteiros. O maior dos lados
tem 7 cm, e um dos outros dois lados mede 2 cm. Qual a medida do terceiro lado desse triangulo?

Por que vocé escolheu este niimero*2?

Tinha por objetivo verificar se o aluno conseguiria assegurar a condicdo de existéncia de um

triangulo. Os dados numéricos foram escolhidos de forma a facilitar os calculos.

Questdo 2) (EEP-SP) Um cabo devera ligar o ponto A, situado na margem esquerda do rio, ao
ponto D, situado na margem direita do mesmo rio, 240 metros rio abaixo (como mostra a figura).
Suponha que as margens do rio sejam paralelas e que sua largura seja de 70 metros. Este cabo
devera ser esticado pela margem esquerda do rio, de A até B, 100 metros rio abaixo. Do ponto B
atravessara perpendicularmente a margem do rio para o ponro C. De C seguird ao longo da margem
direita até D. Calcule o comprimento total do cabo e determine qual seria seu comprimento se ele

fosse esticado diretamente de A até D2,

Visava verificar se 0 aluno ao calcular o comprimento total do cabo saberia fazer o somatorio
correto e se conseguiria determinar um modelo matematico para obter um tridngulo retangulo para
calcular o comprimento se ele fosse esticado diretamente de A até D, matematizando a situgéo. E

que seus dados numericos ocasionavam uma igualdade pitagorica.

12 JUNIOR, José Ruy Giovanni; CASTRUICCI, Benedicto. A conquista da Matematica 8° ano. ed. renovada. S&o
Paulo: FTD, 2009.

3 GIOVANNI, José Ruy; BONJORNO, José Roberto. Matematica Completa 1° ano do ensino médio. 2° Ed. Sao Paulo:
FTD, 2005.
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Questdo 3) De uma placa de aluminio foi recortada uma regido triangular equilatera de lado 20 cm.

Qual é a 4rea dessa regido que foi recortada*?

Tinha por objetivo verificar se o aluno tinha conhecimento da classificacdo de tridngulos e do calculo

de areas de regides triangulares.

Questdo 4) Aplique o teorema de Pitadgoras para determinar a medida x do lado do quadrado
destacado na figura. Em seguida, determine a area desse quadrado, sabendo que as medidas

indicadas sdo dadas em centimetros™®.

Esta questdo explora uma aplicagdo do teorema de Pitigoras onde além de encontrar a medida de “x” do
lado do quadrado o aluno deveria encontrar sua area, utilizando a medida encontrada. Tendo por objetivo

verificar seus conhecimentos sobre o teorema de Pitagoras e sobre o calculo de area de figuras planas.

Questdo 5) Determine a area aproximada da regido limitada por um trapézio retangulo cujas bases

medem 24 m e 52 m e a diagonal maior, 75m*°.

Tal questdo exigia que o aluno tivesse conhecimento do calculo de area desta regido, além de perceber que

deveria aplicar o teorema de Pitagoras para encontrar sua altura e s assim poder determinar sua area.

Questdo 6) (UFpel-RS) Em um recente vendaval, um poste de luz de 9 m da altura quebrou-se em
um ponto a uma distdncia x do solo. A parte do poste acima da fratura inclinou-se e sua
extremidade superior encostou no solo a uma distancia de 3 m da base do mesmo. A que altura x do

solo o poste quebrou'’?

Y DANTE, Luis Roberto.Matemética volume tnico. led. Sdo Paulo: Atica, 2005.

15 JUNIOR, José Ruy Giovanni; CASTRUICCI, Benedicto. A conquista da Matemética. ed. renovada. S&o Paulo: FTD,
20009.

' DANTE, Luis Roberto. Tudo é matemética 9° ano. 3 ed. S&o Paulo: Atica, 2009.

7 GIOVANNI, José Ruy; BONJORNO, José Roberto. Matemética Completa 1° ano do ensino médio. 2 ed. Sao Paulo:
FTD, 2005.
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O intuito desta questdo era verificar se 0 aluno conseguiria reconhecer a utilidade do Teorema de Pitagoras
para a resolucéo do problema e, também, perceber se tinham dominio na resolucao de produtos notaveis.

Questdo 7) (OBMEP) Uma companhia de eletricidade instalou um poste num terreno plano. Para
fixar bem o poste, foram pregados cabos no poste a uma altura de 1.4 metros do solo e a 2 metros
da distancia do poste, sendo que um dos cabos mede 2,5 metros, conforme mostra a figura. Um
professor de matematica, apos analisar estas medidas, afirmou que o poste ndo esta perpendicular ao

solo. Vocé acha que o professor esta certo? Justifique sua resposta’®.

& Q—;\Yﬁ
i

B

Esta questdo tinha como objetivo detectar se 0 aluno reconheceria a necessidade da utilizacdo do teorema de

Pitagoras para verificar se o professor estava correto e assim justificar sua resposta.

Questdo 8) A figura abaixo representa a estrutura de madeira de telhado de uma residéncia. A base
tem 7,2 m. Quantos metros de madeira SA0 necessarios para construir as outras partes dessa

estrutura®®.

- —

Nesta questdo 0 nosso intuito era verificar se 0 aluno reconheceria a utilidade do Teorema de Pitagoras para
a resolugdo do problema de uma situacéo da vida cotidiana e, também verificar se ele conseguiria concluir o

problema, j& que é necessario operacionalizar os resultados encontrados para chegar a resposta correta.

*® Banco de questdes 2010. Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
¥ BIANCHINI, Edwaldo. Matematica 9° Ano. 6 ed. S&o Paulo: Moderna, 2006.
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Questdo 9) Para ajudar nas festas juninas de sua cidade, Paulo esticou completamente um fio de

bandeirinhas, com 3,5 m de comprimento, até o topo de um poste com 4,5 m de altura. Sabemos

que Paulo mede 1,70m; a que distancia ele ficou do pé do poste?*?

SRR\

—

| AL !

Mas uma vez esta questdo tinha como objetivo que o aluno percebesse necessidade da utilizagdo do teorema
de Pitagoras para resolucdo do problema numa situacéo do cotidiano, além disso, teria que perceber que pra
encontrar a distancia correta ele deveria tirar dos 4,5m da altura do poste a altura de Paulo para chegar ao
resultado correto.

Questdo 10) Calcule o valor de x aplicando o teorema de Pitagoras

a) b)

X 12

O objetivo desta questdo era verificar se para o aluno a igualdade pitagorica tem significado,
0 que permite identificar corretamente catetos e hipotenusa.

Tabela 2 - Avaliacdo das questdes do Pré-Teste

Questdes Acertos totais | Acertos parciais Erros Branco
18 7 (28%) 5 (20%) 4 (16%) 9 (36%)
28 2 (8%) 2 (8%) 6 (24%) 15 (60%)
32 11(44%) 4 (16%) 2 (8%) 8 (32%)
42 5 (20%) 6 (24%) 4 (16%) 10 (40%)

2 |EZZI, G. et al. Matemética: ciéncias e aplicacdes 1° ano do ensino médio. 6 ed. S&o Paulo: Saraiva, 2010, p.218.
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52 0 (0%) 0 (0%) 6 (24%) 19 (76%)
6° 4 (16%) 4 (16%) 7 (28%) 10 (40%)
72 4 (16%) 1 (4%) 5 (20%) 15(60%)
g 0 (0%) 0 (0%) 3 (12%) 22(88%)
9 3 (12%) 2 (8%) 8 (32%) 12 (48%)
10%a 9 (36%) 6 (24%) 6 (24%) 4 (16%)
10°b 10 (40%) 7 (28%) 3 (12%) 5 (20%)

Observe o gréafico abaixo para facilitar a analise dos dados dispostos na tabela acima.

Avaliacao das questdes do pré-teste

25 +

20 -

15 A

10 ~

82

92  102a 102.b

B Acertos totais
B Acertos parcias
Erros

M Brancos

Analisando o pré-teste podemos detectar algumas das dificuldades dos alunos no que se

refere ao tema abordado. Na primeira questdo percebemos que apesar do nimero de acertos totais e

parciais terem um bom indice, muitos alunos mostraram ter dificuldades para assegurar a condicao

de existéncia do tridngulo. Na segunda, boa parte dos alunos ndo conseguiu interpretar os dados do

problema, tdo pouco matematizar a situacéo e perceber que se tratava de uma aplicacdo do Teorema

de Pitagoras. A terceira questdo foi uma das que tiveram o maior numero de acertos totais e

parciais, muitos demonstraram ter conhecimento do triangulo equilatero e de sua area, porém o

somatorio dos ndo acertos teve um numero também elevado. Na quarta questdo que se tratava de

uma aplicacédo direta do teorema de Pitagoras, teve um bom indice de acertos totais e parciais, mas

este valor € menor que a soma dos erros e respostas em branco, percebemos que muitos alunos nao
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conseguiram se quer encontrar a medida de “x”, e consequentemente ndo conseguiram determinar a
area do quadrado. A quinta questdo foi uma das que os alunos tiveram maior dificuldade, muitos
ndo lembravam se quer como era a figura de um trapézio, muito menos como calcular sua area e, 0s
que reconheciam um trapézio ndo sabiam usar os dados para calcular sua area. Percebemos que eles
ndo associavam que o Teorema de Pitagoras era Util para calcular sua altura. Nas questdes seis, sete,
oito e nove que se tratava de situacGes diretas de aplicagcGes do Teorema de Pitagoras, boa parte dos
alunos mostraram ter conhecimento do teorema, porém quando se tratava de usa-los na resolucdo de
problemas muitas ndo sabiam aplica-lo, percebemos que o somatdrio de nao acertos nestas questfes
foi bastante elevado. Na Ultima questdo percebemos na forma descontextualizada do teorema o
namero de acertos foi maior do que os de ndo acertos.

Portanto, é notoria a dificuldade dos alunos no que se refere a aplicacdo do teorema em

estudo.

5.2. ANALISE DAS AULAS

Em todas as aulas de investigacdes os alunos foram divididos em grupos, utilizamos uma
técnica de trabalho em grupo chamada Painel Integrado. Em cada aula foi utilizada uma
demonstracdo do Teorema de Pitagoras utilizado material concreto.

O Painel Integrado foi dividido em trés momentos. No 1° momento conforme a Figura 1 0s
alunos numa quantidade de 25, foram divididos em 5 grupos de 5 alunos. A partir dai foi dado a
cada grupo a tarefa de investigacdo sobre uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras, que
deveriam explorar. No 2° momento, depois de explorar bem a tarefa proposta, de formular suas
conjecturas, os grupos foram desfeitos para serem formados novos grupos, conforme a Figura 2.
Esses grupos eram formados por um componente de cada grupo, ou seja, um componente do grupo
1, um do grupo 2, um do grupo 3, um do grupo 4, um do grupo 5. Neste momento, cada
componente das equipes explicaram como chegaram as suas conjecturas e como as validaram
mostrando suas estratégias. O 3° momento conforme a Figura 3 foi a finalizacdo do Painel
Integrado. Neste momento, os alunos ficaram sentados em um s6 grupo e foi desenvolvido um
debate sobre todos os acontecimentos da aula, sobre a mediacdo do professor, e os alunos

colocaram seu ponto de vista sobre a aula.



58

1° MOMENTO: 5 grupos de 5 alunos

Figura 8 - Primeiro momento do Painel Integrado

2° MOMENTO: 5 equipes de 5 alunos

Figura 9 - Segundo momento do Painel Integrado
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3° MOMENTO: 1 grupo de 25 pessoas

/ Professor Orientador

e Je

O QQ

o O

2 5

O

O O
OO0

Figura 10 — Terceiro momento do Painel Integrado

ANALISE DAS AULAS DE INVESTIGACOES

PRIMEIRA AULA: Demonstracao de Bhaskara do Teorema de Pitagoras

Neste encontro cada grupo dispunha de varias tesouras, réguas, canetas, folhas de papel
sulfite para as anotacOes e cartolinas de diferentes cores, de modo a poderem realizar a exploragao
da tarefa. O uso destes materiais concretos facilitou a realizacdo de descobertas, possibilitou aos
estudantes estabelecer relacbes ampliando o seu pensamento abstrato possibilitando a compreensao
do Teorema de Pitdgoras. A manipulacdo direta dos materiais concretos por parte dos alunos serviu
para favorecer a autonomia e participacdo ativa dos mesmos no processo de aprendizagem.

A primeira atividade propunha a Investiga¢éo da Demonstracédo de Bhaskara:

1. Desenhe quatro triangulos iguais de catetos b e c, a hipotenusa a, recorte-os;
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2. Desenhe e recorte um quadrado cujos lados sejam iguais a diferenga entre os catetos do
triangulo;

Com as cinco pegas (4 triangulos e 1 quadrado), monte um quadrado de lado a;

4. Que modificacdes da subfigura-chave (o tridngulo) sdo necessarias de modo que as
hipotenusas dos triangulos se tornem lados do quadrado. Qual a expressdo utilizada para
calcular a éarea de cada triangulo retdngulo e por que fazemos uso da mesma? E qual a
expressao de area de cada quadrado?

5. Agora analisando a figura montada o que se pode concluir? Compare suas descobertas com

as de seus colegas. Estabeleca conjecturas e justifique-as.

A exploracdo dessa tarefa durou 90 minutos. No inicio da apresentacdo da tarefa os alunos
tiveram um pouco de dificuldades, pois nunca tinham trabalhado com investigacfes matematicas.
No entanto, no decorrer da aula os alunos foram se envolvendo na atividade, comegaram a explorar
a tarefa e, aos poucos, entenderam que deveriam se esforcar para ndo pedir ajuda a professora.
Além disso, procuraram discutir as suas duvidas com os colegas no grupo e as decises que tinham
que tomar para validar as suas conjecturas.

Os alunos comecgaram a recortar os triangulos e o quadrado e, logo em seguida, de acordo
com o era pedido na tarefa, foram desenvolvendo suas explora¢cdes. Com a manipulacdo dos
materiais 0s alunos perceberam que para montar o quadraddo era necessario fazer alguns
movimentos, 0s grupos 1 e 2 afirmaram que deveriam fazer 4 movimentos e perceberam que, com
estes movimentos a hipotenusa dos triangulos se tornaram o lado do quadraddo. Os grupos 3 e 4
afirmaram que eram necessarios 8 movimentos, e 0 grupo 5 afirmou que eram necessarios 16
movimentos. Também encontraram a mesma relagdo, ou seja, a hipotenusa dos triangulos tornou- se
o lado do quadraddo. E, neste momento considerei melhor usar o termo “movimento” para os
alunos descreverem como chegaram ao quadraddo do que do que os termos “translagdes e
rotacdes”, ja que os alunos nao eram habituados com este termo.

Continuando com a tarefa de investigagdo um dos grupos fez a seguinte afirmacao

observando o quadraddo formado com os 4 triangulos retangulos e o quadrado menor®.

A area do quadrad&o vai ser a?, pois como a medida da hipotenusa do tridngulo retangulo é
a, ela se tornou o lado do quadraddo e sabendo que a area de um quadrado é a medida do
seu lado ao quadrado chegamos a esta afirmacéo.

21 0 discurso foi tirado das anotacdes dos alunos.
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Outro grupo ainda assegurou que:

A éarea do quadradio é a? e do quadrado menor é (b — c)?

Com a afirmagéo dos grupos, a professora empolgada, perguntou que outras relagdes eles
poderiam encontrar, se pegassem apenas os dois dos triangulos retangulos. Entéo eles comecaram a
manipula-los. Declararam ter encontrado varias figuras geométricas, como triangulos isosceles e
também teve um grupo que identificou um paralelogramo de lados a e b, os grupos afirmaram
ainda que, com os dois triangulos, poderiam formar um retangulo. Observando o retangulo formado
pelos alunos, a professora os questionou perguntando que expressao matematica eles poderiam usar
para representar a area desse retangulo. Os alunos analisando o retdngulo perceberam que seus 0s
lados mediam b e ¢, lembraram que a area do retdngulo é a medida do seu comprimento vezes a
medida de sua largura. Entdo encontraram a seguinte expressao b.c. Neste momento, a professora
0S questionou sobre que expressdo poderiam usar para representar a area de cada triangulo

retangulo. Em um dos grupos fizeram as seguintes afirmacdes:

. b
Aluno 1: Vai ser TC

Professora: Por qué?
Aluno 1: Com dois tridngulos retdngulos conseguimos formar um retangulo, entdo isto
nos mostrou que cada tridngulo retangulo é a metade do retangulo, entdo como a area do

A . . . . b.
retangulo € b. c a &rea de cada tridngulo vai ser ?C

Aluno 2: E percebemos ainda que a area do retdngulo € a soma das areas dos dois
triangulos.
Professora: Como vocé pode validar esta afirmacdo?

. . . . . n A , b.
Aluno 2: Fizemos o seguinte, como concluimos que a area de cada triangulo retangulo é 7C

e sabendo que o retdngulo é formado por dois tridngulos retangulos somando as duas areas

n £ A . ~ . b. b. 2b.
desses tridngulos chegamos a area do retdngulo. Veja a expressao: ?C + 7C = Tc = b.c.

Observando fica claro pra n6s que a area do retangulo também pode ser a soma das areas
dos dois tridngulos retangulos.
Nessa fase em outro grupo os alunos além de intuir que a area de cada triangulo retangulo
b.c .  a A ~ p - b.c
era —, notaram que havia 4 triangulos retangulos, entdo asseguraram que sua area séria 4.

Procurando que os alunos conseguissem comecar a organizar os seus dados e a validar as
suas conjecturas, a professora sentiu a necessidade de intervir oralmente e questionou 0s grupos que

concluséo eles poderiam tirar com a figura montada. A partir desta intervencéo, os alunos comegcam

22 0 discurso dos alunos, aqui apresentado, foi obtido através de notas de campo.
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a pensar como organizar os dados, entdo pegando as expressdes matematicas que eles ja haviam
encontrado comecaram procurar que relagdes elas tinham com o quadrado grande.

Foi ai que uma aluna fez a seguinte observacéo em seu grupo®®:

Aluna: Nds construimos o quadraddo com os 4 triangulos retangulos e com o quadrado
pequeno, entdo podemos dizer que ele é formado pela soma dessas figuras. Entdo a area do
quadradao é igual a soma das areas das outras figuras.
Aluna: Vamos testar isto com as expressdes que ja encontramos.
Grupo: Vamos (empolgacéo).
Grupo: N6s ja achamos que: A area do quadradio é a?;

A area do quadrado menor é (b — ¢)?;

. . ~ . 4 b
A érea dos quatros tridngulos retangulos é 4?C.

~ . ~ b.
Aluna: Entdo, vamos ter a seguinte expressio: a®> = (b —c)? + 470.

Professora: O que vocés podem fazer agora?
Grupo: Precisamos pensar um pouco.

Dando continuidade a validacdo de suas conjecturas, 0s estudantes que ja haviam chegado a
expressdo citada anteriormente, perceberam que dava pra resolver o produto notavel que havia na
expressao®.

Grupo: Pensado um pouco percebemos que a expressio a* = (b — c)? + 4% pode ser
resolvida

a*? = b? - Z/b/c + c? +,24).c, cOm isso 0 que nos resta é a®> = b? + c2.

Professora: O que vocés encontraram?

Aluna 1: Ficamos muito impressionados pois ndo é que chegamos a expressdo do Teorema
de Pit&goras.

Professora: E como vocés chegaram a esta afirmacéo?

Aluno 2: Por que n6s vimos no ano anterior esta formula.

Professora: Sim, mas por que esta?

Aluno 3: Eu lembro que tem haver com o triangulo retangulo.

Uma aluna de outro grupo concluiu dizendo que o Teorema de Pitagoras diz que “a medida
do quadrado da hipotenusa ¢ igual a medida da soma dos quadrados dos catetos”. A validacdo de
suas conjecturas estava claramente ligada com contetudos que ja haviam visto anteriormente. No
entanto, 0S mesmos eram necessarios para que eles pudessem justificar as conjecturas que haviam
proposto com as manipulagdes. Todos os alunos conseguiram chegar ao mesmo tipo de explicacéo
relatada acima. Porém s6 um grupo conseguiu definir o que afirmava o Teorema de Pitdgoras e 0s

outros afirmaram apenas que conseguiram chegar a “féormula” do Teorema.

% 0 discurso dos alunos, aqui apresentado, foi obtido através de notas de campo.
** 0 discurso dos alunos, aqui apresentado, foi obtido através de notas de campo.
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Depois da exploracdo da tarefa nos grupos, utilizando a técnica do Painel Integrado, os
alunos de cada grupo formaram um novo grupo e os alunos relatavam para 0s outros membros
como chegaram as suas descobertas e como as validaram. Em seguida, a professora coordenou uma
discussdo em um so6 grupo, onde os alunos expunham as descobertas que fizeram e 0 que acharam
da experiéncia de exploracdo de uma tarefa. No final, entregaram as anota¢6es que fizeram durante
toda a aula.

Portanto, tanto a professora como os alunos fizeram um balanco bastante positivo da aula,
tal tarefa com uso do material concreto trouxe para os alunos a oportunidade de trabalhar com uma
das tantas demonstracGes do Teorema de Pitagoras de forma onde o aluno participou ativamente de
cada passo da investigacdo, explorando, organizando os dados encontrados e validando suas

conjecturas, o que resultou numa afirmacao formal que o Teorema de Pitagoras.

SEGUNDA AULA: Demonstracdo Hindu do Teorema de Pitagoras

Para realizacdo desta atividade foi dado aos alunos os seguintes materiais: tesouras, réguas,
cartolinas de diferentes cores, canetas e folhas de papel sulfite para as anotacdes. A utilizacdo destes
materiais tinha a finalidade de ajudar os alunos a deduzirem o Teorema de Pitagoras e chegar a uma
deducdo formal deste teorema. Fazendo uso do método dedutivo, os alunos, partindo de alguns
conhecimentos que ja possuiam, pensando, raciocinando e fazendo uso de algumas regras logicas,
puderam validar suas conjecturas.

A segunda atividade propunha a Investigacfes da Demonstracdo Hindu do Teorema de

Pitagoras:

1. Desenhe e recorte um triangulo retangulo qualquer. N&o importa as medidas de seus lados.
Represente a medida dos lados por letras: a é a medida da hipotenusa: b e ¢ sdo as medidas
dos catetos. Em seguida, recorte outros trés triangulos iguais ao primeiro.

2. Agora desenhe e recorte um quadrado, cujo lado seja a hipotenusa a dos triangulos
retangulos.

3. Desenhe e recorte mais dois quadrados: um lado de lado b e outro de lado c.

4. Agora com o quadrado de lado a e os quatro triangulos, forme um quadraddo. O que vocé
conclui? Anote.

5. Usando agora os mesmos quatro triangulos e os dois quadrados de lados b e ¢, forme outro
quadrado. O que vocé conclui? E qual a relagcdo com o primeiro quadraddao? Anote. Se vocé
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eliminar os quatros tridngulos do primeiro quadradéo, o que acontece? E se vocé eliminar os
quatros triangulos do segundo quadraddo, o que sobrara?
6. Comparando os dois quadrados, o que vocé conclui?

7. Escreva suas conjecturas e justifique-as?

A exploragédo desta atividade durou 90 minutos. A apresentacdo desta atividade foi mais
tranquila, pois eles ja haviam feito a primeira e ja sabiam como deviam prosseguir no decorrer da
mesma, sabiam que deveriam explora-la sem pedir a orientacdo da professora. Os alunos tiveram
consciéncia da responsabilidade de expressar 0s seus interesses, questdes e compreensdo da
atividade proposta. Além disso, puderam explicar suas estratégias e responder acerca de sua
legitimidade. A professora coube a tarefa de criar um ambiente em que os alunos focaram a sua
atencdo na elaboracdo de conjecturas e na sua validacao.

Os alunos, utilizando as réguas e as cartolinas distribuidas pela professora a cada grupo,
comecaram a fazer o que era pedido na atividade, desenharam e recortaram os triangulos e 0s
quadrados e, em seguida, comecaram a exploracdo da atividade. Com a manipulacdo dos materiais,
os alunos perceberam que o primeiro quadraddo formado com os quatro triangulos e o quadrado de
lado a tinha como medida de lado a soma dos catetos dos tridngulos, ou seja, cada lado media b + ¢
e usando os mesmos triangulos e os dois quadrados de lados b e ¢, formaram outro quadraddo de
lado b + c. Concluiram, entdo, que os quadraddes eram iguais, pois os seus lados tinham a mesma
medida.

Continuando com a atividade, os alunos fizeram o que pedia o item 5 e eliminaram os
quatros triangulos do primeiro quadrad&o. A professora os questionou o0 havia restado e um aluno de

um dos grupos fez a seguinte afirmacao®:

Aluno 1: Sobraré o quadrado de lado a

Professora: E 0 que mais vocé pode encontrar nesse quadrado de lado a?

Aluno 1: Como ja estudamos esta é uma figura plana , acho que podemos dizer que
podemos encontrar sua area.

Professora: E qual seria sua area?

Aluno 1: Como a medida do seu lado ¢é a, sua area é a?, vimos isto na atividade passada la

também havia um quadrado de lado a e sua area era esta.

%> 0 discurso foi tirado das notas de campo



65

Apos esta afirmacdo, a professora questionou se todos 0s grupos conseguiram chegar a esta
afirmagdo e todos afirmaram que sim. Prosseguindo com a atividade, os alunos retiraram do
segundo quadraddo, que era igual ao primeiro, 0s mesmos quatro tridngulos e todos 0s grupos
perceberam que sobravam dois quadrados de lados b e c¢. Concluiram ainda que assim como o
quadrado de lado a tem area igual a?, os outros tém érea igual a b% e ¢? e que a soma de suas areas
era igual a b? + c2. A professora sentiu a necessidade de fazer uma intervencdo oral em que

questionou dos alunos a concluséo da atividade. Um dos grupos registrou o seguinte:

Grupo 3: Concluimos que o quadrado de 4rea a? é igual a b*> + c¢2, vimos que eles eram
iguais e se tiramos de cada um os mesmo tridngulos, entdo o que sobrou em cada uma
também ¢ igual, fazendo estad relagdo temos a® = b% + ¢2, e como vimos na atividade
passada chegamos & férmula do Teorema de Pitagoras.”®

Todos os grupos conseguiram chegar a esse tipo de explicacdo. Apesar de terem discutido a
forma de resolucdo e de terem argumentado com a professora a respeito do processo que os levou a
essa resposta, a professora percebeu que havia necessidade que eles explorassem mais um pouco a
atividade. Entdo, os questionou se havia alguma outra estratégia em que eles pudessem usar para
validar as suas afirmacfes. Neste momento, percebeu-se uma maior dificuldade dos alunos e

declararam:

N&o conseguimos ver de outra forma para podemos afirmar que a? = b? + ¢? e que isto é
a relacdo do Teorema de Pitagoras.

Professora: Certo, mais sera que ndo tem outra forma de ver isto, usando estas mesmas
figuras. Vamos 14 tentem.?’

A partir dai, os alunos comecam a explorar novamente a atividade. Cada grupo comegou a
manipular as figuras e como ja sabiam que os quadraddes formados eram iguais, depois de algum

tempo, um aluno do grupo 1 fez a seguinte colocagdo para 0 seu grupo:

Aluno 1: J& sei podemos comparar suas areas.

Aluno 2: Como?

Aluno 3: Sim, como?

Aluno 4: Ei é mesmo, olhem se afirmamos que os dois sdo iguais, é por que eles tem a
mesma area.

Aluno 1: Foi isto mesmo que pensei.

Aluno 5: Mas ndo entendi ainda como usar isto, pois ndo foi isto que usamos anteriormente
Aluno 1: Foi, mas desta vez vamos usar também a area dos triangulos que ndo usamos
anteriormente.

?® 0 discurso foi tirado das anotagées dos alunos do grupo 3.
2T 0 discurso dos alunos aqui apresentados foi tirado das notas de campo.
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Aluno 3: Como?
Aluno 5: Vejamos, vamos fazer algumas anotagdes.?

Nesta fase, os alunos fizeram as seguintes anotagdes:

Grupo 1: Encontramos no primeiro quadraddo as seguintes areas: a area do quadrado de

, - R . . b ~ PN
lado a ¢ igual a a? e que cada triangulo tem érea igual a ?c e como sdo quatro triangulos

~ z . bc . ; ~ oz
entdo temos que a &reas dos quatro é 4-7, concluimos que a &rea desse quadraddo é

b ~ . . ~
a’ + 4-70. No segundo quadradéo, como ele é formado pelos mesmos tridngulos entdo
. . 2 b z . ~
sua 4rea também seré de 4 - 7” e os quadrados tem areas b%e c? isso nos levou a conclusio

. Nz b .z .
que a area do segundo quadradio é b* + c? + 4-70. Como ja afirmamos e mostramos
estas areas sdo iguais, entdo podemos escrever que

b b
a> +4 2= P+ 2+ 42
a’ = b% + ¢
No6s chegamos a mesma conclusdo de antes, que a area do quadrado de lado a é igual a
soma dos quadrados de lados b e c, pois basta observar que na equagdo escrita acima,
tiramos de cada lado a area dos triangulos, como fizemos antes, sendo que desta vez
trabalhamos ela de forma escrita e antes apenas com a manipulacéo das figuras.?®

Em seguida, quando todos os grupos tinham conseguido explorar bem a atividade e validar
suas conjecturas, foi utilizada a técnica do Painel Integrado, em que cada grupo foi desfeito e
montado novos grupos. Cada membro deveria expor como desenvolveram a atividade e quais as
estratégias usadas para validar as suas conjecturas. Logo apos a discussdo em grupo, a professora
coordenou uma discussdo em um Unico grupo, onde os alunos explicaram como desenvolveram sua
atividade e quais foram suas maiores dificuldades, além de expressar o que acharam desta proposta
e como isso ajudou a desenvolver um pensamento matematico. No final, entregaram as anotacdes
feitas por eles durante toda a aula.

Diante de tudo o que foi citado, a professora e os alunos fizeram um balan¢o muito positivo
da aula. E preciso destacar que as manipulacBes das figuras ajudaram os alunos na deducéo do

Teorema de Pitagoras e na sua validagcdo de maneira formal.

%8 O discurso dos alunos aqui apresentados foi tirado das notas de campo.
2 O discurso do grupo 1 aqui apresentado foi tirado das suas anotacées.
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TERCEIRA AULA: Demonstracdo do Teorema de Pitagoras usando semelhanca de

triangulos

Nesta aula os alunos dispunham de réguas, lapis e folhas de papel sulfite para as anotacGes e
também para se explorar a atividade. O material utilizado nesta aula tinha a finalidade de ajudar os
alunos na formulacéo das conjecturas e na validacgdo. Para a exploragdo desta tarefa, o aluno deveria
desenvolver uma atividade mental maior, pois para manipular as figuras eles deveriam desenha-las.

A terceira atividade propunha a Investigacdo da Demonstracdo do Teorema de Pitagoras
Usando Semelhanca de Triangulos.

1. Desenhe um tridngulo retangulo e nomeie seus elementos:
o Vértices?
o Catetos?
e Hipotenusa?
e Altura relativa a hipotenusa?
e Projecdes dos catetos sobre a hipotenusa?
Observe a figura. O que consegues detectar? Anote
2. Agora desenhe separadamente o que vocé detectou o que pode identificar? Faca suas
conjecturas.
3. A partir dai, que relacGes vocé pode estabelecer entre as medidas deste triangulo. Investigue
razdes e proporcdes, adicdo dos membros e igualdade entre as relagbes encontradas.
4. Faca suas conjecturas e escreve-as.

5. Justifique as suas conjecturas.

Os alunos dispuseram de 90 minutos para realizacdo desta atividade. No inicio da aula foi
entregue o material que eles utilizariam para exploracdo da atividade e, em seguida, comecaram a
desenvolvé-la. Ap6s desenhar o tridngulo, os alunos comecaram a nomear seus elementos. A
primeira dificuldade encontrada foi determinar a altura do triangulo relativa a hipotenusa e projecao

dos catetos sobre a hipotenusa. Nessa etapa, um aluno relatou o seguinte®:

% 0 discurso foi tirado das notas de campo
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Aluno : Como vamos determinar altura neste tridngulo (mostrou a figura)

Professora: Vocés podem desenhar este triangulo de outra forma pra ficar mais facil de
enxergar onde esta a altura, tentem.

Depois dessa intervencdo pela professora, 0s alunos, em seus grupos, comecaram a desenhar
varios triangulos retangulos até poderem chegar a um que eles pudessem visualizar de forma mais

clara sua altura. Assim, chegaram a Figura 11°%":

B E C

Figura 11 — Triangulo retangulo

Dando continuidade a atividade, os alunos nomearam as projecdes dos catetos sobre a
hipotenusa. A professora os incentivou a também nomear o Vvértice relacionado a altura do
triangulo. E os grupos usaram variaveis diferentes para nomear as projecdes, temos uns exemplos

abaixo na Figura 12%%

A A A
o
e
e ] \ - h b c b Y -
. / \H\h\“m \
B m H fr C B T H : C B I D ¥
a .| i

Figura 12 — Triangulos retangulos com projecdes dos catetos sobre a hipotenusa

C

Em seguida, os alunos, observando a figura, perceberam que havia ndo apenas um, mas trés
triangulos retangulos e como era pedido no item 2 da atividade, eles os desenharam separadamente

como mostra a Figura 13%:

%1 A figura 1 foi retirada das anotacdes dos alunos do grupo 3.
% As figuras foram retiradas das anotaces dos alunos dos grupos 2, 3 e 4.
¥ As figuras foram tiradas das anotacdes dos alunos do grupo 3.
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Figura 13 — Triangulos retangulos semelhantes

A partir desse momento, foi notdria a dificuldade que os alunos tiveram na realizacdo desta
atividade com relacdo as realizadas até entdo. Uma das maiores dificuldades foi perceber que os
triangulos que eles desenharam, separadamente, eram semelhantes, apenas um grupo fez a seguinte
colocacéo®*:

Aluno 1: Professora, nés ja fizemos o que foi pedido, desenhamos separadamente os trés
triangulos que encontramos e concluimos que eles tém a mesma forma.

Professora: O que isso os leva a concluir?

Aluno 1: N&o sei.

Professora: Vocés ja estudaram que em matematica quando duas figuras tém a mesma
forma elas sdo chamadas de que?

Aluna 2: Eu acho que sei, elas sdo semelhantes.

Aluno 1: Isso entdo quer dizer que os tridngulos sdo semelhantes.

Professora: O que necessario para que dois tridngulos sejam semelhantes?

Aluna 2: Formalmente eu ndo sei dizer, s6 sei que ela tem a mesma forma.

Depois que esse grupo encontrou que os triangulos eram semelhantes, os outros grupos
demoraram um pouco, mas chegaram a mesma afirmacdo. Ao saber que os triangulos eram

semelhantes afirmaram®:

Sabendo que os triangulos sdo semelhantes, trabalhamos primeiro com dois triangulos que
chamamos de | e Il pela orienta¢do da professora, pois assim ficaria mais féacil de explorar
eles, entdo se eles eram semelhantes seus lados eram proporcionais, esta afirmacdo foi de

uma das nossas colegas de grupo. Entdo, encontramos o seguinte, §= ? Ana® resolveu
esta proporcdo da seguinte forma c¢:c¢ =am — ¢? = am, continuando comparamos
agora os triangulos | e 11l e obtivemos, §=§, Claudio desta vez foi quem resolveu a
proporcao e encontro a seguinte relagdo b - b = am — b* = an.

Apos isso, como era pedido na atividade adicionamos 0s membros e obtivemos o seguinte,
b?+ ¢?> =an+am

b>+ c*>=a.(n+m)

Nesse momento, observamos que a soma das projecdes (n + m) eram iguais a medida a da
hipotenusa do triangulo, entdo b* + ¢> = a-a - b?>+ ¢* = a®

O que encontramos ap0s todas estas contas foi a relagdo do Teorema de Pitagoras.

% 0 discurso dos alunos, aqui apresentado, foi tirado das notas de campo.
* Este relato foi tirado das anotagdes dos alunos do grupo 3.
% Os nomes utilizados sao todos ficticios.
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A validacdo das conjecturas desse grupo deu-se por meio de conhecimentos que ja
possuiam. Diante da dificuldade dos outros grupos que ndo conseguiram formular nem validar suas
conjecturas, a professora, usando a técnica do Painel Integrado, pediu aos alunos do Unico grupo
que demonstrasse 0 Teorema de Pitdgoras usando a semelhanca dos triangulos e expusessem para
0s colegas como chegaram a esta afirmacdo e quais métodos foram utilizados. Em seguida, na
exposi¢do no grupdo os alunos do grupo 3, relataram como chegaram as suas descobertas e como as
validaram, e os outros expuseram as dificuldades que encontraram.

No final, todos 0s grupos entregardo suas anotacdes, 0s que nao conseguiram concluir a
atividade entregaram até onde tinham explorado e também a professora pediu que relatassem as

dificuldades que encontraram.

QUARTA AULA: Demonstracao do Teorema de Pitagoras feita pelo presidente Garfield

Para os alunos desempenharem esta atividade foi distribuido entre os grupos, vérias
tesouras, réguas, cartolinas de diferentes cores e folhas de papel sulfite para as anotacdes. A
manipulacdo destes materiais tinha o proposito de favorecer e dar autonomia aos alunos na
exploracdo da atividade, além de ajuda-los na formulacéo e validacdo de suas conjecturas. Foi entdo

proposto para os alunos a seguinte atividade de investigacéo:

1. Desenhe e recorte dois triangulos retangulos de mesma medida, determine seus catetos b e c,
e sua hipotenusa a;

2. Monte a seguinte figura

] []

3. Qual figura vocé obteve? Determine a area dessa figura. Que outra maneira pode-se
encontrar a area desta figura? Que relagdo existe entre as areas?
4. O que vocé conclui? Escreva suas conjecturas. Explique-as. Por que elas te parecem

verdadeiras?
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Na realizacdo desta atividade que durou 90 minutos, os alunos ao recortar os dois triangulos
de catetos b e c, e hipotenusa a, perceberdo que ao coincidir dois vértices dos triangulos notaram
que para terminar a montagem da figura deveriam desenhar e recortar um novo tridngulo que se
formava ao fechar a figura, entdo empolgados eles comecaram a desenhar e recortar 0 novo
triangulo. A professora, ao perceber a descoberta dos dois alunos, 0s incentivou a mostrar que tipo

de triangulo era. Ao analisar as anotacBes dos grupos, encontramos a seguinte afirmacéo>’:

E um tridngulo retangulo, pois sabendo que os outros dois tridngulos sio retangulos, entéo
um dos seus angulos mede 90° e soma dois outros angulos tém que ser igual a 90°, Ja que a
soma tem quer dar 180°. Entdo nds fizemos o seguinte, dizemos que um angulo de um dos
tridngulos media 60° e no outro tridngulo media 30° e para dar 180° s6 faltava 90°, por isso
concluimos que o tridngulo era retangulo.

Em seguida, quando ja tinham montado a figura, os alunos comecaram a explorar a
atividade. O material os ajudou a visualizar que a figura montada era um quadrilatero, pois tinha
quatro lados. Desse modo, iniciaram uma investigacdo de que tipo de quadrilatero era, recordaram
os tipos de quadrilateros que existiam. Entre 0s grupos surgiram comentarios que os tipos de
quadrilateros eram quadrados, retangulos, paralelogramos, losangos e trapézios. Para saber qual

deles era o da figura, desenham cada tipo, como mostra a Figura 14 abaixo*®.

Figura 14 — Tipos de quadrilateros

E compreenderam que a figura era um trapézio, depois dessa descoberta os alunos deveriam
mostrar como se calculava a area do trapézio, muitos alunos ndo recordavam mais como se
calculava a mesma, a professora vendo a dificuldade dos grupos fez uma intervencéo, os incentivou
a observar bem a figura e identificar nela algumas caracteristicas.

Depois da intervengéo, os alunos deram inicio a uma nova etapa da investigacdo. Nesta

etapa, depois de algum tempo, uma aluna expds para 0 seu grupo que no trapézio havia a altura e

%7 0 discurso foi tirado das anotages dos alunos do grupo 4.
% As figuras foram tiradas das anotages dos alunos.
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também as bases, procuraram entdo quem era altura do trapézio, ap6s muitas tentativas chegaram a
concluséo que a altura media b + c. Logo em seguida apds muita exploragdo, chegaram a conclusdo
de que as bases desse trapézio eram b e c. Para encontrar a area da figura a professora teve que
intervir, pois os alunos tiveram muita dificuldade e nenhum grupo havia chegado a area do trapézio.
A professora pediu que se desenhasse um trapézio qualquer em uma folha de papel sulfite e, em
seguida, explorassem a figura desenha.

Dando continuidade a atividade, os alunos fizeram o que a professora sugeriu e chegaram a

seguinte conclusao®:

Tivemos um pouco de dificuldade para encontrar a area do trapézio, mais apds a professora

nos ter sugerido, fizéssemos o desenho de um trapézio qualquer separado, desenhamos e
, ,_._ . (b+0) , ~ .
encontramos que a area do nosso trapézio é ——=- (b + c), chegamos a estd conclusao apds

2
analisarmos a seguinte figura:

2N

Percebemos que a diagonal divide o trapézio em dois tridngulos, como j& sabemos quem é a
, ca . b . e, . . ~ ,

area de um tridngulo e?c, pois ja vimos isto nas outras aulas, temos entdo que a area do
trapézio vai ser

b(b+c) + c(b+c) _ b(b+c)+c(b+c) _ (b+c) .
2 2 2 T2

(b + 0.

Ap0s todos os grupos ter chegado a esta conclusdo, perceberam que area da figura montada

era igual & soma das &reas dos triangulos entéo fizeram a seguinte afirmacéo*:

Grupo 1: J& encontramos a area do trapézio, mas percebemos que ela é formada por trés
tridngulos, sendo assim ela é igual a soma das areas dos triangulos, cada tridngulo tem a
seguintes areas, chamamos os tridngulos de A, B e C de cada um temos as seguintes areas.

No tridngulo A %
A bc
No triangulo B >
2
No triangulo C =% = =

bc bc a? 2bc+a?
Somando?+ S t5T=

, (b+c)

Sabemos que a area do trapézio formado é > (b+0¢)

% 0 discurso foi tirado das anotages dos alunos do grupo 5.
%0 0 discurso foi tirado das anotages dos alunos do grupo 1.
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Como formamos o trapézio com os trés triangulos retangulos, concluimos estas areas sdo
iguais. Entdo

2bc+a?
2

(b+c¢)
2

(b+c¢) =

b% + bc + bc + cz_ 2bc + a?
2 - 2

b2+2bc+c2_ 2bc + a*
2 - 2

b%* + 2bc + c¢* = 2bc + a?

b? + ¢ = a?

E chegamos mais uma vez a formula do Teorema de Pitagoras.

Quando todos os grupos conseguiram chegar a concluséo final da atividade, utilizando a
técnica do Painel Integrado, cada grupo foi desfeito e organizados novos grupos com um membro
de cada grupo. Cada um deveria expor como desenvolveram a atividade e quais as estratégias
usadas para validar as suas conjecturas. Logo ap0s a discussao em grupo, a professora coordenou
uma discussdo em um Unico grupo, neste os alunos deveriam expor a que conclusdo tinham
chegado, no final da tarefa, e como as validaram. Além disso, expuseram quais foram suas maiores
dificuldades na realizacdo da atividade. No final, cada grupo entregou as anotacGes que fizeram

durante toda a aula.

QUINTA AULA: Generalizacdo do Teorema de Pitagoras

No inicio da aula foi entregue aos alunos, cartolinas de varias cores, tesouras, compassos,
réguas e folhas de papel sulfite para as anotagdes. A utilizacdo deste material tinha como finalidade
ajudar os alunos na realizagdo da atividade, sua manipulacdo ajudou os alunos a formalizar suas
conjecturas e as justifica-las. Nesta aula, foi proposto aos alunos uma atividade que os ajudassem a
generalizar o Teorema de Pitagoras.

Na atividade propusemos:

1. Desenhe e recorte um triangulo retangulo qualquer. N&o importa as medidas de seus lados.

Represente a medida dos lados por letras: a é a medida da hipotenusa: b e ¢ sdo as medidas

dos catetos;
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2. Agora desenhe e recorte um semicirculo para cada cateto do tridngulo e um para a
hipotenusa. Em seguida, sobreponha sobre cada cateto e sobre a hipotenusa um semicirculo;

3. Compare a soma das areas dos semicirculos sobrepostos sobre os catetos com a area do
semicirculo sobreposto sobre a hipotenusa;

4. Estabeleca suas conjecturas e as justifique.

Os alunos comegaram a realizacdo da atividade que durou 90 minutos, recortando o
triangulo de catetos b e c, e hipotenusa a. Em seguida, usando o compasso, desenharam e
recortaram os semicirculos, perceberam que a medida b e ¢ de cada cateto do triangulo ia ser o
didmetro do semicirculo, e que a medida a era a medida do diametro do outro semicirculo.

Dando continuada a atividade, os alunos sobrepuseram os semicirculos sobre os catetos e
sobre a hipotenusa, comecaram em seguida, a explorar as areas dos semicirculos. Muitos alunos
tiveram dificuldades, mais depois de algum tempo de investigacdo, um grupo lembrou como se

calculava a area de um de um circulo™.

Grupo 3: Sabemos que a area de um circulo é mr?, sabemos ainda que se r é a medida do

raio e que ele é a metade o didmetro.Com isso a &rea de um semicirculo é metade da area
e 7 1'[1‘2
do circulo que é -

Uma aluna de outro grupo disse que*:

Aluna 1: Se a area do circulo é mr?, se nos ndo temos o raio como vamos calcular a area.
Aluno 2: Serd que vocé ndo sabe que o raio é metade do didmetro, e nos temos o didmetro,

assim o semicirculo colocado sobre o cateto b tem didmetro igual a b e o colocado sobre ¢
tem didmetro igual a c, e colocado sobre medida de a da hipotenusa tem didmetro medindo
a.

Entdo os grupos chegaram & seguinte concluso®:

Chegamos a conclusdo que cada area dos semicirculos mede o seguinte:

y , n(%/y)
O que o didmetro mede b sua &rea mede -

2
. , (€
O que o didmetro mede ¢ sua area mede %

1 0 discurso foi tirado das anotages dos alunos do grupo 3.
“2 0 discurso foi tirado das notas de campo.
*® Estes dados foram tirados das anotacdes dos alunos do grupo 3.
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2
a , (2
O que o didmetro mede a sua &rea mede (+2)

Somado as areas sobre os catetos e igualando sobre a que estar sobre a hipotenusa,
encontramos um coisa que ficamos surpresos, pois chegamos a férmula do Teorema de
Pitagoras pensavamos que esta relacdo so era possivel com quadrados,a professora entdo
nos explicou que estd relacdo é valida pra figuras semelhantes ndo s6 com éareas de
quadrados. Os dados das contas que fizemos para validar nossa conclusao foi o seguinte

b\ ¢/ \2 a; )2 b2 c 2 2 2
"( /2) m(%/3) (%) Ty, Tz Ly b mc na

+ = - —= 4 —= —_ -
2 2 2 2 2 2 8 8 8

2 o2

Como os denominadores s&o iguais, simplificamos e ficamos com mb? + mc? = ma? —
m(b? + ¢*) = ma?, dividimos tudo por m, ficamos com b? + ¢ = a?, que é a relagdo
do Teorema de Pitagoras.

Apos todos os grupos terem chegado a esta mesma afirmacdo, utilizando a técnica do Painel
Integrado, os grupos foram desfeitos e formados novos grupos com um membro de cada grupo do
inicio, neste novo grupo, cada aluno exp6s como chegaram as suas conjecturas e como as
validaram. Em seguida, foi formado um Gnico grupo, neste os alunos falaram suas conclusdes e
como chegaram a elas, e quais foram suas maiores dificuldades. No final, cada grupo entregou suas
anotacoes.

A aula foi bastante proveitosa, os alunos utilizaram de conhecimentos que ja possuiam para
validar e suas conjecturas. Além de terem uma boa participacdo na atividade sem consultar a

professora.

5.3. ANALISE DO POS-TESTE

Os alunos dispuseram de 90 minutos para resolver o pds-teste que era compostos por dez
questdes, exatamente iguais ao do pré-teste. Quando a professora ja havia entregado a cada um, os
alunos se concentraram e comecaram a resolver as questdes, foi notério que as atividades de
investigacOes trabalhadas com eles, deram-lhes mais autonomia, ou seja, ndo ficavam a todo

instante pedindo ajuda da professora como era de costume eles fazerem.

Tabela 3 - Avaliagdo das questdes do Pos-Teste

Questdes Acertos Totais Acertos Parciais Erros Brancos
a 0, 0, 0,
1 12(48%) 5(20%) 3(12%) 5(20%)
a [0)
2 14(56%) 6(24%) 4(16%) 1(4%)
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3 15(60%) 5(20%) 3(12%) 2(8%)
42 13(52%) 7(28%) 3(12%) 2(8%)
58 10(40%) 4(16%) 6(24%) 5(20%)
6 12(48%) 8(32%) 5(20%) 0(0%)
72 14(56%) 4(16%) 4(16%) 3(12%)
82 11(44%) 4(16%) 7(28%) 3(12%)
o 12(48%) 5(20%) 4(16%) 4(16%)

10%a 17(68%) 5(20%) 3(12%) 0(0%)

10%b 19(76%) 4(16%) 2(8%) 0(0%)

Para facilitar a leitura dos dados encontrados na tabela acima observe o grafico abaixo.

Avaliacdo das questbes do Pds-Teste

25 A

20 A

15 +

10

72 82

102.a 102.b

H Acertos Totais

M Acertos Parciais

W Erros

M Brancos

5.4. COMPARACAO DO PRE-TESTE COM O POS-TESTE

A seguir temos quatro graficos comparativos referentes a Acertos Totais, Acertos Parciais,

Erros e Brancos que com o intuito de melhorar comparacgdo entre as questdes do pré-teste e do pds-

teste.
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Acertos Totais

25

20

15

10

M Pré-Teste

M Pos-Teste

Acertos Parciais

B Pré-Teste

M Pos-Teste
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Erros

M Pré-Teste

M Pos-Teste

Brancos

15 -
B Pré-Teste

M Pos-Teste
10 -
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Ao compararmos o Pré-Teste com o Pos-Teste, percebemos que houve um avango com
relacdo a aplicagcdo do Teorema de Pitagoras. Na primeira questdo percebemos que o nimero de
acertos totais foi bem maior no Pos-Teste, isto se deu, por que boa parte dos alunos conseguiram
assegurar a condicdo de existéncia dos triangulos, porém na soma dos acertos parciais, erros e
brancos, percebemos que muitos alunos ainda tem dificuldade, mas observado os graficos acima
percebemos que estes indices diminuiram consideravelmente com relacdo ao Pré-Teste. Na
segunda, no que diz respeito a analise da questdo, quase todos conseguiram matematizar a situacédo
e perceberam que se tratava de uma aplicacdo do Teorema de Pitadgoras, com isto 0 numero de
acertos totais e parciais foi bem maior, 0 nimero de erros e brancos caiu muito com relagdo ao Pré-
Teste. A terceira questdo foi uma das que tiveram o maior nimero de acertos totais e parciais, no
Pré-Teste, porém no somatério dos erros e brancos o numero também era elevado, no Pos-Teste,
tiveram novamente um bom desempenho, diminuido o numero de erros e brancos, demonstraram
um bom conhecimento da &rea do tridngulo equilatero. Na quarta questdo, os uma melhora
significativa no que se refere a aplicacdo do Teorema de Pitdgoras e no calculo de &reas, basta
observarmos os graficos acima. A quinta questdo, uma das que os alunos tiveram maior dificuldade
no Pré-Teste, ndo ouve nenhum acerto total ou parcial, isto se deu, pois como ja foi citado muitos
ndo lembravam se quer como era a figura de um trapézio, muito menos como calcular sua érea e, 0s
que reconheciam um trapézio ndo sabiam usar os dados pra calcular sua area. Como em uma das
aulas foi trabalhada a investigacdo da demonstracdo do Teorema de Pitagoras feita presidente
Garfield, que usava a area do trapézio, isto os familiarizou com 0 mesmo e o nimero de acertos
totais e parciais, foi consideravam, apesar ao nimero de erros serem iguais nos dois, no geram ouve
um avanco importante. Nas questdes seis, sete, oito e nove que se tratava de situacdes diretas de
aplicacbes do Teorema de Pitagoras, no Pré-Teste, a maioria dos alunos mostraram conhecer o
Teorema, porém, ndo sabiam aplica-lo, depois das atividades de investigacGes realizadas por eles,
percebemos que ouve um grande avancgo, em todas as questdes citadas, 0s acertos totais ou parciais
aumentaram vultuosamente. Chamamos atencdo, para a questao oito, no Pré-Teste a grande maioria
dos alunos deixam em branco, no PoOs-Teste tiveram mais facilidade utilizar o Teorema de
Pitagoras, para resolver o problema e a operacionalizar os resultados para chegar a resposta correta,
com rela¢do ao numero de erros serem maior no Pos-Teste, isto se deu por que os alunos tentaram
resolver o problema o que ndo aconteceu no Pré-Teste. Na ultima questdo percebemos na forma

descontextualizada do teorema o nimero de acertos foi bastante alta do que os de nao acertos.
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6. CONCLUSAO

Na realizacdo de nossa pesquisa lancamos mao de investigagdes matematicas, com o intuito
de alcancar os objetivos da pesquisa. A partir da comparacéo, entre os resultados do Pré-Teste e do
Pds-Teste, podemos fazer algumas consideracdes importantes a respeito de nossa pesquisa que
serdo relatadas mais adiante.

Primeiramente, realizamos o Pré-Teste, nele tinhamos o propdsito de identificar os
conhecimentos dos alunos sobre o Teorema de Pitagoras e de alguns conceitos de geometria plana.
Ao analisarmos os resultados percebemos que a maioria tinha dificuldades em pensar as situagoes
dadas matematicamente, muitos mostram conhecer os conteldos abordados nas questdes, porém
ndo sabiam utiliza-los para resolver as situacfes dadas, ndo conseguiam matematizar a situacao,
com isto o niimero de erros e brancos foi bem elevado com relagdo aos acertos totais e parciais**.

Dando continuidade a nossa pesquisa, diante dos resultados do Pré-Teste, utilizamos uma
metodologia de ensino com a intencdo de melhorar a aprendizagem dos alunos. Propomos cinco
atividades investigativas de algumas demonstracdes do Teorema de Pitagoras utilizando material
concreto.

Na realizagdo destas atividades, os alunos fazendo uso do método dedutivo, puderam
formular e validar suas conjecturas. Isto foi muito significativo para a aprendizagem dos mesmaos, a
autonomia dada a eles para poderem explorar a atividade e realizar suas proprias descobertas,
proporcionou um ambiente onde se sentiam seguros para expor os resultados alcancados. Este tipo
de atividade gerou uma melhora na relacdo professor/aluno, pois os alunos tinham a oportunidade
de se expressar e ao professor cabia apenas fazer intervengfes para ajuda-lhos a progredir na
atividade, com isto a integracdo entre o professor e os alunos melhorou positivamente, como um
dos nossos objetivos especificos era identificar quais as modificacdes que acontecem na relacédo
professor/aluno com o uso das investigagdes matematicas, fica claro que melhora
consideravelmente, pois a confianca entre ambos € muitua.

As atividades desempenhadas despertaram nos alunos um maior interesse pela Matematica,
pois sua exploragdo contribuiu para desenvolver a capacidade de raciocinio e criatividades dos
alunos, alem de facilitar a construcdo de conceitos e técnicas matematicas, ajudou a conscientizar 0s
alunos que a Matematica € uma ciéncia em desenvolvimento em que o processo de investigacao tem

um papel fundamental.

* Observar o gréfico da avaliacéo das questes do Pré-Teste
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Com relacdo as demonstracfes do Teorema de Pitigoras, geralmente este teorema é imposto
aos alunos, onde somente veem o resultado final da descoberta que e devem assimilar para uma
posterior repeticao, impossibilitando o acompanhamento do processo que produziu esta sentenca tao
utilizada na Matematica. Entdo as atividades trabalhadas na pesquisa desejava que 0s alunos
experimentassem o aspecto da descoberta, para que pudessem sentir a necessidade de provar suas
conjecturas, usando o espirito critico para interpretar e explicar os resultados alcancados.

Como os alunos ndo tinham maturidade légica, os materiais concretos utilizados para 0s
alunos explorarem a atividade, os ajudaram a experimentar e a se conscientizar da necessidade de
provar o que tinham conjecturado, contribuindo para uma aprendizagem com compreensdo do
Teorema de Pitadgoras e também potencializou o processo de ensino-aprendizagem da Matematica.
Ao analisarmos as aulas, pudemos constatar que isto de fato aconteceu. Com isto, conseguimos
alcancamos mais um dos objetivos especificos de nossa pesquisa, que propunha oferecer um
ambiente de aprendizagem com compreensdo em que 0s alunos pudessem propor e explorar suas
ideias além de investigar as demonstracdes do teorema de Pitagoras utilizando material concreto,
como de fato ocorreu.

Depois das atividades de investigacdes com material concreto, realizamos o Pos-Teste, neste
momento, o0s alunos estavam bem mais envolvidos em comparagdo com o Pré-Teste, logo que foi
entregue o teste, a sua evolucao se manifestou desde o inicio, pois ao resolver as situagdes propostas
os alunos ndo procuravam a professora com frequéncia como era de costume, mostraram estar mais
autdbnomos e seguros diante das situacdes que eram impostos.

Na analise do PoOs-Teste, percebemos que a utilizacdo de atividades investigativas de
algumas demonstragdes do Teorema de Pitdgoras, permitiu que os alunos progredissem
cognitivamente, diante das situacdes onde era necessario aplicar o teorema em estudo, tiveram um
desempenho melhor com relacéo ao Pré-Teste.

O objetivo geral desse trabalho era desenvolver atividades investigativas de algumas
demonstracdes do Teorema de Pitdgoras utilizado materiais concretos para contribuir com o
processo de ensino-aprendizagem, estimulando o raciocinio l6gico-dedutivo de cada aluno e fazer
com os alunos refletissem sobre as suas aplicagOes. Fica evidente que, apesar de nédo ser
imprescindivel a utilizagdo de investigacfes matematicas, elas sdo importantes por proporcionar um
ambiente de aprendizagem com melhor compreensdo. Além disso, o aluno demonstra um maior
interesse na disciplina, a relagdo professor/aluno melhora consideravelmente e é de fundamental

importancia para uma melhor compreensdo do conhecimento.
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O estudo das demonstracdes do Teorema de Pitdgoras por meio de atividades investigativas,
nesta pesquisa, despertou os alunos para a importancia que ele tem para a Matematica, pois a partir
de sua utilizacdo os alunos ampliaram sua concepgdo sobre o que é, e para que aprender este
teorema, favorecendo a aprendizagem e adquirindo estratégias para aplica-lo na resolucdo de
problemas. Diante disso, conseguimos alcancar um dos objetivos de nossa pesquisa, que era propor
uma reflexdo acerca da grande relevancia deste teorema no que se refere as suas aplicacdes.

E necessario destacar que um dos nossos objetivos especificos também era descrever como
as investigacdes de algumas demonstracdes do teorema de Pitdgoras utilizando material concreto,
contribuem para aprendizagem dos alunos. Entdo, diante dos resultados alcancados podemos
descrever que, as investigacbes matematicas aliadas com o uso do material concreto melhoram
admiravelmente a aprendizagem dos alunos.

Visamos também com esta pesquisa repensar as velhas praticas de ensino, e repensar novas
metodologias, onde a atencdo esteja em facilitar a aprendizagem dos alunos. Dentro de nossa
pesquisa que propds a utilizacdo da metodologia do uso de investigacdes matematicas, conseguimos
alcancar resultados satisfatorios que justificam o seu uso em sala de aula, pois atingimos 0s
objetivos propostos na pesquisa; melhora do relacionamento entre professor/aluno, ambiente de
aprendizagem com compreensdo; e seguranca na hora de aplicar o teorema em determinadas
situacoes.

Portanto, fica evidente que fazendo uso dessa metodologia conseguimos criar um ambiente
de aprendizagem com compreensdo, facilitando o entendimento do Teorema de Pitagoras e,
consequentemente, 0 processo de ensino-aprendizagem. Por estas razdes podemos afirmar que
nossa pesquisa foi proficua.

O ideal é que esta metodologia seja implantada de forma cautelosa, para ndo assustar o0s
alunos, pois alguns dos processos matematicos envolvidos na exploracdo de investigacdes
matematicas envolvem dificuldades para os alunos, por isto, o professor deve estar bem preparado e

ter bem claro os objetivos que deseja alcancar ao utilizar determinada metodologia.
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PRE-POS TESTE

1. Emum triangulo, as medidas dos trés lados sdo numeros inteiros. O maior dos lados tem 7
cm, e um dos outros dois lados mede 2 cm. Qual a medida do terceiro lado desse tridngulo?
Por que vocé escolheu este nUmero?

2. (EEP-SP) Um cabo devera ligar o ponto A, situado na margem esquerda do rio, ao ponto D,
situado na margem direita do mesmo rio, 240 metros rio abaixo (como mostra a figura).
Suponha que as margens do rio sejam paralelas e que sua largura seja de 70 metros. Este
cabo deverd ser esticado pela margem esquerda do rio, de A até B, 100 metros rio abaixo.
Do ponto B atravessara perpendicularmente a margem do rio para o ponro C. De C seguira
ao longo da margem direita até D. Calcule o cimprimento total do cabo e determine qual

seria seu comprimento se ele fosse esticado de A até B.

3. De uma placa de aluminio foi recortada uma regido triangular equilatera de lado 20 cm.
Qual é a area dessa regido que foi recortada?

4. Aplique o teorema de Pitagoras para determinar a medida x do lado do quadrado destacado
na figura. Em seguida, determine a area desse quadrado, sabendo que as medidas indicadas

sdo dadas em centimetros.




5. Determine a area aproximada da regido limitada por um trapézio retangulo cujas bases
medem 24 m e 52 m e a diagonal maior, 75m.

6. (UFpel-RS) Em um recente vendaval, um poste de luz de 9 m da altura quebrou-se em um
ponto a uma distancia x do solo. A parte do poste acima da fratura inclinou-se e sua
extremidade superior encostou no solo a uma distancia de 3 m da base do mesmo. A que
altura x do solo o poste quebrou?

7. (OBMEP) Uma companhia de eletricidade instalou um poste num terreno plano. Para fixar
bem o poste, foram pregados cabos no poste a uma altura de 1.4 metros do solo e a 2 metros
da distancia do poste, sendo que um dos cabos mede 2,5 metros, conforme mostra a figura.
Um professor de matematica, apds analisar estas medidas, afirmou que o poste ndo esta
perpendicular ao solo. VVocé acha que o professor esta certo? Justifique sua resposta.

8. A figura abaixo representa a estrutura de madeira de telhado de uma residéncia. A base tem
7,2 m. Quantos metros de madeira sd0 necessarios para construir as outras partes dessa

estrutura.

.
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9. Para ajudar nas festas juninas de sua cidade, Paulo esticou completamente um fio de
bandeirinhas, com 3,5 m de comprimento, até o topo de um poste com 4,5 m de altura.

Sabemos que Paulo mede 1,70m; a que distancia ele ficou do pé do poste?

At
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10. Calcule o valor de x aplicando o Teorema de Pitagoras
b) b)

INVESTIGACOES MATEMATICAS UTILIZADAS NAS AULAS

PRIMEIRA AULA: Demonstracdo de Bhaskara do Teorema de Pitagoras

A atividade propunha:

1. Desenhe quatro triangulos iguais de catetos b e ¢, a hipotenusa a, recorte-os.

2. Desenhe e recorte um quadrado cujos lados sejam iguais a diferenca entre os catetos do
triangulo.
Com as cinco pecas (4 triangulos e 1 quadrado), monte um quadrado de lado a.

4. Que modificacbes da subfigura-chave (o tridngulo) sdo necessérias de modo que as
hipotenusas dos triangulos se tornem lados do quadrado. Qual a expressao utilizada para

calcular a area de cada triangulo retangulo e por que fazemos uso da mesma? E qual a
expressao de area de cada quadrado?



5. Agora analisando a figura montada o que se pode concluir? Compare suas descobertas com
as de seus colegas. Estabeleca conjecturas e justifique-as.

SEGUNDA AULA: Demonstracao Hindu do Teorema de Pitagoras

A atividade propunha:

1. Desenhe e recorte um triangulo qualquer. Ndo importa as medidas de seus lados. Represente
a medida dos lados por letras: a é a medida da hipotenusa: b e ¢ sdo as medidas dos catetos.
Em seguida, recorte outros trés triangulos iguais ao primeiro.

2. Agora desenhe e recorte um quadrado, cujo lado seja a hipotenusa a dos triangulos
retangulos.

3. Desenhe e recorte mais dois quadrados: um lado de lado b e outro de lado c.

4. Agora com o quadrado de lado a e os quatro triangulos, forme um quadraddo. O que vocé
conclui? Anote.

5. Usando agora os mesmos quatro triangulos e os dois quadrados de lados b e ¢, forme outro
quadrado. O que vocé conclui? E qual a relacdo com o primeiro quadraddao? Anote. Se vocé
eliminar os quatros tridngulos do primeiro quadradao, o que acontece? E se vocé eliminar os
quatros triangulos do segundo quadraddo, o que sobrara?

6. Comparando os dois quadrados, 0 que vocé conclui?

7. Escreva suas conjecturas e justifique-as?

TERCEIRA AULA: Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras usando semelhanca de

triangulos

A atividade propunha:
1. Desenhe um triangulo retangulo e nomeie seus elementos:
e Veértices?
o Catetos?
e Hipotenusa?
e Altura relativa a hipotenusa?
e Projecdes dos catetos sobre a hipotenusa?

Observe a figura. O que consegues detectar? Anote



. Agora desenhe separadamente o que vocé detectou o que podes identificar? Faca suas

conjecturas.

A partir dai, que relacbes vocé pode estabelecer entre as medidas deste triangulo. Investigue

razdes e proporcdes, adicdo dos membros e igualdade entre as relagbes encontradas.
Faca suas conjecturas e escreve-as.

Justifique as suas conjecturas.

QUARTA AULA: Demonstracao do Teorema de Pitagoras feita pelo presidente Garfield

A atividade propunha:

Desenhe e recorte dois triangulos retangulos de mesma medida, determine seus catetos b e c,
e sua hipotenusa a;

Monte a seguinte figura

1 [

3. Qual figura vocé obteve? Determine a area dessa figura. Que outra maneira pode-se

encontrar a area desta figura? Que relagdo existe entre as areas?

4. O que vocé conclui? Escreva suas conjecturas. Explique-as. Por que elas te parecem

verdadeiras?

QUINTA AULA: Generalizacdo do Teorema de Pitagoras

2.

A atividade propunha:

Desenhe e recorte um triangulo retangulo qualquer. Nao importa as medidas de seus lados.
Represente a medida dos lados por letras: a é a medida da hipotenusa: b e ¢ sdo as medidas
dos catetos.

Agora desenhe e recorte um semicirculo para cada cateto do triangulo e um para a

hipotenusa. Em seguida, sobreponha sobre cada cateto e sobre a hipotenusa um semicirculo.



3. Compare a soma das areas dos semicirculos sobrepostos sobre os catetos com a area do
semicirculo sobreposto sobre a hipotenusa.

4. Estabeleca suas conjecturas e as justifique.



ANEXO B — A BIOGRAFIA DE PITAGORAS

Pitagoras nasceu por volta de 572 a.C., na ilha grega de Samos, leste do Mar Egeu, foi uma
das figuras mais influentes no século VI a.C. No entanto, como nao existem relatos originais de sua
vida e de seus trabalhos, sua vida esta envolta numa névoa de misticismo. Segundo Eves (2004), é
provavel que ele tenha sido discipulo de Tales, pois morava perto de Mileto, lugar onde Tales
morava.

Muito mocgo, ainda empreendeu longas viagens ao Egito & adquiriu muito de seu
conhecimento matematico. Naquela época, as viagens ao oriente eram consideradas uma forma de
ampliar a mente, aprendeu muitas técnicas matematicas com os egipcios e babilénicos.

Vinte anos depois de tantas viagens, Pitdgoras tinha assimilado todo o conhecimento
matematico do mundo conhecido, voltou a sua terra com o propdésito de fundar uma escola voltada
ao estudo da filosofia e da matematica que conhecera. Queria entender 0s nimeros nao apenas usa-
los. Fundou sua escola pitagorica numa colénia grega situada no sul da Italia, pois ao retornar a
Samos encontro o poder nas maos de um tirano. O lema da escola pitagoérica, “Tudo ¢ Numero”.

O grande mérito de Pitdgoras teria sido a percepcdo que 0S nUmeros existem
independentemente do mundo concreto. 1sso significa que ele poderia descobrir verdades que eram

independentes de preconceitos ou de opinides.



REGISTRO DAS ATIVIDADES DE INVESTIGACC)ES MATEMATICAS DE ALGUMAS
DEMONSTRACOES COM O TEOREMA DE PITAGORAS UTILIZANDO MATERIAL
CONCRETO

PRIMEIRA AULA: Demonstracdo de Bhaskara do Teorema de Pitagoras

>

>

>
=
=
=

SEGUNDA AULA: Demonstracdo Hindu do Teorema de Pitagoras




TERCEIRA AULA: Demonstracdo do Teorema de Pitdgoras usando semelhanca de

triangulos

QUARTA AULA: Demonstracdo do Teorema de Pitagoras feita pelo presidente Garfield




QUINTA AULA: Generalizagdo do Teorema de Pitagoras




