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Resumo

Neste trabalho abordamos o Teorema de Lagrange que é o principal teorema sobre
grupos finitos. Sao muitas as aplicagoes desse importante resultado. Entretanto, por
se tratar de um trabalho de conclusao de curso, o texto foi basicamente planejado para
servir de suporte a alunos de graduacao. Por isso, focalizamos os resultados béasicos
os quais, em geral, sdo vistos em um curso de Licenciatura em Matematica. Assim,
apdés uma breve introducao, apresentamos inicialmente o conceito de operacao binéria
e, em seguida, consideramos o conceito de grupo. Destacamos os resultados necessarios
relacionados a esse conceito com o objetivo de apresentar e demonstrar o Teorema de

Lagrange.

Palavras-chave: Grupo, Classes Laterais, Teorema de Lagrange.
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Introducao

Desde os tempos antigos, o homem sempre viveu fazendo suas descobertas nas mais
variadas areas do conhecimento, e isto nao foi diferente com os ntmeros. Tais de-
scobertas surgiram da necessidade de se resolver problemas do seu cotidiano. Essas
descobertas deram - se também com os nimeros: naturais N, inteiros 7Z, reais R,

racionais Q e irracionais I.

Era comum trabalhar com situagoes em que faltavam dados, mas tinham conheci-
mento do resultado final. A esse tipo de problema deram o nome de equacgoes algébricas
por empregarem letras no lugar do nimero desconhecido. Até entao, tinham conheci-
mentos de meios de resolucao de equacoes até o quarto grau por meio de radicais, ou
seja, toda equagao de grau inferior ou igual a quatro era resolvida empregando radicais.
Para equagoes que apresentavam graus superiores a quatro, nao se conheciam meios de

resolucao empregando radicais.

Na busca de obter meios para resolucao de equacoes de graus superiores a quatro,
no ano 1777, Joseph Louis Lagrange estudando solucao de equagoes pelo método ja
existente (utilizando radical na resolugao), utilizou a permutagao de raizes, (e foi o
primeiro matematico a compreender que utilizando as permutacoes, conseguiria provar
a sua tese), verificou a impossibilidade de se encontrar solugdo para essas equagoes
empregando radicais. Deixou assim, um caminho para o matematico Paolo Ruffini,

de origem italiana, (considerado o seu discipulo), trilhar na busca de solugoes para
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essas equagoes. Mais uma vez, a permutacao foi empregada por Paolo Ruffini nessas
resolucoes de equacgoes e concluiu também que equagoes de graus superiores a quatro

eram insoluveis por radicais.

Sabe - se que muitos matematicos pesquisavam a cerca de encontrar meios para
resolver equagoes de graus superiores a quatro. Assim, no inicio do século XIX, Niels
Henrik Abel mostrou a impossibilidade de resolucao dessas equagoes por meios de

radicais.

Outro importante matematico a trabalhar com equacoes foi Evariste Galois que
continuou o trabalho de Abel. Foi atribuido a ele (Galois), o primeiro mateméatico a
desenvolver a ideia de grupo, (mas a definigao formal de grupos foi dado por Augustin
— Louis Cauchy em suas publicagoes acerca das permutagoes), reunindo equagoes de
grau qualquer em um conjunto fechado em relacao a multiplicacao, formado pelas per-
mutacoes de raizes de equagoes que eram soluveis por radical. A esse tipo de conjunto
foi chamado de grupo de Galois. Com isso, Galois contribuiu com a identificagao de
equacgoes polinomiais que sao soliveis por radical quando definiu que uma equacao é
resoluvel por radical se, e somente se, o grupo formado pelas permutagoes de suas raizes

é igual ao grupo formado pelo quociente de dois corpos € solivel.

A ideia de grupos surgiu do trabalho de varios matematicos, tais como: FEuler,
Gauss, Lagrange, Abel e Galois. Vale ressaltar, que a teoria dos grupos surgiu por trés
vias. Sao elas: a teoria das equacoes, a teoria dos niimeros e geometria, ou seja, estes

trés itens foram a base para chegar a conceito de grupo.

Depois que foi estabelecida a ideia e o conceito de grupo, muitos matematicos pas-
saram a empregar os grupos nos seus trabalhos. Exemplo disso, foi o matematico
noruegués Sophus Lie. Por esta razao, o seu trabalho nos estudos de equacoes diferen-

ciais usando permutacoes, foi chamado de grupos de Lie.
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Evariste Galois (1811-1832) foi um matemético Francés que basicamente deu inicio
ao estudo dos grupos, obtendo resultados relevantes para o estudo de solucoes de
equagoes algébricas. O estudo deste ramo da matemadtica é realizado pela teoria que
leva seu nome — a Teoria de Galois.

Essa teoria é a interagao entre polindmios e as estruturas algébricas de grupos e
corpos. Galois associou um grupo a cada polindomio e usou propriedades desse grupo
para dar condicoes para que a equacgao algébrica associada ao polinomio seja solivel
por radicais. Na realidade, Galois mostrou que uma equacao algébrica é solivel por
radicais se, e somente se, o grupo de automorfismo associado a equacao € soluvel. Talvez
essa teoria se constitua em uma das mais importantes aplicacoes da teoria dos grupos
e seja um dos mais belos ramos da matematica, pois sintetiza resultados classicos da
teoria dos grupos e da teoria dos corpos, de modo a fornecer uma resposta completa

ao problema da solubilidade de polinomios por radicais.
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Capitulo 1

Operacoes Binarias e Grupos

Dentre as estruturas algébricas de interesse, um grupo é relativamente a mais simples
quando comparada com outras tais como anel e corpo, pois é uma estrutura dotada
de apenas uma operacao. Por isso, essa relativa simplicidade deve-se principalmente a
esse fato.

Vale a pena ressaltar que a teoria dedicada ao estudo dos grupos — Teoria dos
Grupos —, abrange tépicos de complexidade consideravel. Nela, h& varios problemas
que ainda nao foram resolvidos (os chamados problemas em aberto) que desafiam
pesquisadores da area. Por essa razao, é razoavel que o leitor tenha bastante cuidado
em interpretar a palavra simples mencionada acima.

O que iremos fazer neste capitulo é iniciar o estudo de grupos, destacando os resul-
tados necessarios de modo a considerar os conceitos que cercam o Teorema de Lagrange,
que é a esséncia deste trabalho.

Inicialmente, apresentaremos o conceito de operacao binaria. Apds esse, o conceito

de grupo surge naturalmente.

Definio 1.1 Seja A um conjunto nao-vazio. Uma fun¢ao f : A x A — A chama-se

operacao bindria sobre A.

Chamaremos uma operacao bindaria simplesmente de operacao.
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Observa-se que uma operagao sobre A associa cada par ordenado (a, b) de elementos
de A num unico elemento f(a,b) € A. E comum usar outros simbolos para representar
a operacao f, tais como %, +, -, o, entre outros. Por exemplo, escolhendo o simbolo x,
temos que f(a,b) = %(a,b). Essa notagao nao tem praticidade para o desenvolvimento

de alguns resultados. Por isso, denotaremos o elemento %(a,b) por a * b, de modo que
f(a,b) =*(a,b) = ax*b.

O elemento a x b chama-se composto de a e b pela operacao x, sendo a e b o primeiro
e segundo termos do composto, respectivamente.

Dois casos particulares de simbolos serao frequentemente usados no decorrer do
texto, a saber a operacao de adicao ou soma “ + 7 e a operacao de multiplicagao

13 7

ou produto Nestes casos, os elementos do composto a + b sao as parcelas;

enquanto que no composto a - b sao os fatores.

Exemplo 1.1 As fungoes f: NXN — Ne g: N xN — N dadas por f(a,b) =a+0b
e g(a,b) = a-b sao as operagoes de adigdo e multiplicagdo sobre N. Por exemplo,
f(2,3) =2+3=5¢eg(2,3) =2-3 = 6. Estas operagoes podem ser estendidas aos

conjuntos Z, Q, R e C.

Exemplo 1.2 A fungdo f : Z x Z — 7Z dada por f(a,b) = a + 3 é uma operagao de

adigao sobre Z diferente da usual. Temos f(3,5) =3+3=6¢ f(5,3) =5+3=28. &

Exemplo 1.3 Consideremos ¢ : Nx N — N definida por g(a,b) = a’; esta é a

operagao de potenciagao sobre N. Ela pode ser estendida a Z? Observamos primeira-
mente que uma operagao binaria sobre um conjunto A é definida para todo par orde-
nado (a,b) € A%. Como (2,-3) € Z* e f(2,—3) =27% = € Z, entdo f nao pode ser

estendida a Z.



Exemplo 1.4 Denotemos por M,,«,(R) o conjunto de todas as matrizes reais (ou com

entradas reais) de ordem n x m. A adigdo F' e a subtragao de matrizes G,

F: Mum(R) X Mysm(R) = My (R)
(A, B) = A+ DB,

G: Muyxm(R) X Mpsm(R) —  Mxm(R)
(A, B) — A— DB,

sao operagoes sobre M, ., (R). Também sao operagdes sobre M« (C) (com entradas
complexas). Agora, e quanto ao produto de matrizes? Bem, dados A, B € M,,».,(R),
o produto A - B s6 é definido quando o niimero de colunas de A for igual ao niimero de
linhas de B, isto é, quando n = m. Por isso, o produto de matrizes nao ¢ uma operacao
sobre M, s (R) se n # m. Entretanto, ele é uma operacao sobre o conjunto M, (R) de

todas as matrizes reais de ordem n. &

Exemplo 1.5 Seja A um conjunto nao-vazio. Para fungoes f: A — Aeg: A — A,
tem-se a composta go f : A — A. Portanto, a composicao de funcoes,
H: AYx A4 —» A4
(f,9) = gof,

é uma operacao sobre o conjunto A4 = {f : A — A} de todas as funcoes de A em A.

Exemplo 1.6 Através dos resultados classicos sobre o conjunto Z,, sabe-se que para

cada numero natural n,

+: Zpy xXl, — DLy, et g X Ly — /.
f— — 6 i [ —
(@b) +— a+b=a+b (@b) w+— a-b=a-b
definem duas operagoes de adicao e multiplicagcao sobre Z,,. s

Definio 1.2 Uma estrutura algébrica é um conjunto A nao-vazio munido de uma

0U Mais operagoes.
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Uma estrutura algébrica A com uma operacao * é frequentemente indicada por
(A, %). Além disso, se /A é outra operacao em A, entdao (A, *,A) indica a estrutura

algébrica A munido dessas operagoes. Assim, sao exemplos de estruturas algébricas
(N’ +)7 (Zv+>')’ <@>+a')v (R,—{—,-) € (C’+7')'

Em nosso trabalho, vamos considerar estrutura algébrica com uma operagcao.

1.1 Propriedades Elementares das Operacoes

Destacaremos algumas propriedades relativas as operacoes. Essas serao utilizadas no

proximo capitulo.
Definio 1.3 Sejam x e /A duas operacoes sobre um conjunto A. Diz-se que:
(a) x € associativa quando
ax(bxc)=(axb)*xc, Y a,bcéeA.
(b) * é comutativa quando

axb=bxa, VabeA.
(c) * € distributiva a esquerda sobre /\ quando
ax(bAc)=(axb)A(axc), YabceA.
(d) * € distributiva a direita sobre /A quando
bAc)xa=(bxa)A(cxa) Ya,bce A

Se x € distributiva a esquerda tanto a direita sobre A\, diz-se que x € distributiva

sobre /.
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Verifica-se que se a operacao * é comutativa, entao x é distributiva a esquerda sobre

A se, e somente se, é distributiva a direita sobre A.

Exemplo 1.7 As adig¢oes e multiplicagoes sobre os conjuntos N, Z, Q e R sao comuta-

tivas e associativas. Além disso, as multiplicagoes sao distributivas sobre as adigoes.de

Exemplo 1.8 A operacao = sobre N dada por

axb=0b, Va,beN,

nao é comutativa, pois 2*3 = 3 e 3x2 = 2, isto é, 2+ 3 # 3 x 2. Entretanto, para

a,b,c e N,
ax(bxc)=axc=c
e
(axb)xc=bxc=c,
ou seja, * ¢ associativa. &

Exemplo 1.9 Consideremos um conjunto nao-vazio X. Sabe-se que a operagao de
composicao de fungoes sobre A = X* = {f : X — X} ndo é comutativa. Entretanto,

é associativa. &

Exemplo 1.10 A soma usual de matrizes sobre A = M,y.,(R) é comutativa e asso-
ciativa. Sobre B = M,,(R), o produto de matrizes é associativo, mas nao é comutativo.

Por exemplo, em A = M(R),

12 0 1 407

s a4 \23]) \s 15
(§]

01 12 3 4

2 3 34) \11 16
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Quando  for uma operagao sobre A associativa, entao a x (bx ¢) = (a * b) * ¢ para
quaisquer a, b, ¢ € A. Desse modo, pode-se omitir o paréntese da expressao a * (bxc) e
escreve-la simplesmente como axb*c, sem que haja ambiguidade. Assim, na expressao
axbxcxd em A, pode-se inserir o paréntese para efeito de cdlculo em qualquer composto

e, ainda assim, obtém-se o mesmo resultado. Desse modo,

axbxckd=(axb)xcxd=ax(brxc)xd=axbx(cxd).

Este resultado pode ser generalizado para n elementos ay,as, ..., a, € A.

Definio 1.4 Seja x uma operacao sobre A. Um elemento e € A chama-se neutro a

esquerda de x quando

exa=a, YacA (1.1)

e dito neutro a direita de x se

axe=a VYacA. (1.2)

Valendo (1.1) e (1.2), diz-se simplesmente que e € A é elemento neutro da operagao

*.

Seja x uma operacao sobre A com elemento neutro e € A. Diremos que a € A é

invertivel' com relacio & operacao , quando existir a’ € A tal que

axa =dxa=e.

Um elemento o’ € A chama-se inverso de a com relacao a operacao . O conjunto dos

elementos invertiveis em A serd indicado por U, (A), ou seja,

UA)={aeA:Fd €A com axd =d xa=e}.

L Alguns autores usam a palavra inversivel ou simetrizdvel.
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Proposio 1.1 Uma estrutura algébrica (A,*) tem no mdximo um elemento neutro.

Isto €, se x tem elemento neutro, entdao ele € unico.

Demonstragao: Se e; e e; sao elementos neutros de x, entao

epxes = e, (pois e; é neutro)

ey xe3 = e1. (pois ey é neutro)

Logo, e; = es. [ |

Exemplo 1.11 As adigoes usuais em Z, QQ, R e C tém o ntimero e = 0 como elemento

neutro. J4 em relacdo as multiplicacoes, todas tém o nimero e = 1 como neutro. ¢

Exemplo 1.12 A operagao de divisao x sobre Q* é tal que ax1 = a, para todo a € Q*.
Isto nos diz que o niimero e = 1 é neutro a direita. Por outro lado, nao existe e € Q*
tal que exa = a, para todo a € Q*. Por isso, essa operacao nao tem neutro a esquerda

e, assim, nao admite neutro. &

Exemplo 1.13 Para a estrutura algébrica (R¥ o), a funcio identidade idge é o ele-
mento neutro da operagao de composigao de fungoes, um vez que fo idge = idgrof = f,

para qualquer f € R¥.

Proposio 1.2 Seja x uma operacao sobre A que € associativa e com elemento neutro

e. Se a € A € invertivel, entao seu inverso é unico.

Demonstragao: Sejam by e by inversos de a. Logo, axb; = byxa = e e axby = boxa = ¢;

desse modo,

bl = e*bl = (bg*a)*bl
= bg*(a*bl) = b2*€
= b27

isto é, by = bs. u
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Exemplo 1.14 No conjunto dos niimeros inteiros, todo elemento tem inverso no que
dizer respeito a adigao; por isso, U, (Z) = Z. Da mesma forma, U, (Q) = Q, U (R) =R
e U (C) = C. Por outro lado, com respeito a multiplicagdo, os tnicos elementos
invertiveis de Z sao +1 e, assim, Us(Z) = {1,—1}. Tem-se também U,(Q) = Q*,

U,(R) = R* e U,(C) = C*, &

Exemplo 1.15 Para os conjuntos A = M, y.,(R) e B = M,(R), tem-se U;(A) = A e

Us(B) = {X € B :det X #0}. &

Exemplo 1.16 Sob a composicao de funcoes, para o conjunto R® = {f : R — R},

tem-se que U,(R¥) = {f € R : f é bijetora}. &

Definio 1.5 Seja x uma operagao sobre A. Um elemento a € A chama-se regular em

rela¢ao a operacao x quando

axTr=a*xy ==y (1.3)

Tra=yxka=1r=1, (1.4)
para todos x,y € A.
Quando ocorrer (1.3), diz-se que a € A é regular a esquerda; e ocorrendo (1.4),
a € dito regular a direita. E claro que se x for comutativa, entdao a € A é regular a
esquerda se, e somente se, a é regular a direita.

Para um conjunto A dotado de uma operacao *, o conjunto dos elementos regulares

em A serd indicado por R,(A).
Exemplo 1.17 No que concerne a adigao, todo elemento a € Z é regular, pois

a+r=a+y=c=y, Vazxycl
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Com relacao a multiplicacao, o tnico elemento nao-regular em Z é o nimero zero. Com
efeito,

0=0:-5=0-6 e H#6.

Para qualquer elemento a € Z — {0}, tem-se sempre

a-r=a-y=>x=y, Vr,y€lZL,

pois em Z vale a lei de cancelamento da multiplicacao. Resultados similares sao validos

para os conjuntos Q, R e C, com suas respectivas adi¢oes e multiplicagoes. s

Exemplo 1.18 Toda matriz A € M, y,,(Z) é regular com respeito a adigao. Isso
ocorre com o conjunto M,(Z) no que se refere-se a multiplicacdo? Certamente nao;

para n = 2, o elemento

10
0 0
é tal que
1 0 0 0 00 1 0 00
00 30 00 00 2 0/
mas
00 0 0
# ,
30 2 0
isto é, A nao é regular. s

Exemplo 1.19 Considere o conjunto G = {(a,b) € R? : a # 0}. Sobre G considere a

sequinte operacao

(a,b) * (¢,d) = (ac,ad +b), V (a,b),(c,d) € G.

Verificar se:

(a) A operacao x é comutativa.
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(b) A operagao * tem elemento neutro.
(c) Todo elemento de G € invertivel em rela¢ao a operagdao *.
Solugao: (a) Sejam (a,b), (c,d) € G. Assim,

(a,b) * (¢, d) = (ac,ad 4+ b)

(¢,d) * (a,b) = (ca,cb+d).

Nota-se que, em geral, (a,b) x (¢,d) # (c,d) x (a,b). Portanto, a operagao nao é
comutativa.

(b) O elemento e = (1,0) é tal que
(1,0) x (a,b) = (a,b) = (a,b) * (1,0).

Por isso, e = (1,0) é o neutro da operacao.

(¢) Dado (a,b) € G, vamos verificar se existe (¢,d) € G, de modo que
(a,b) * (¢,d) = (¢,d) * (a,b) = e = (1,0).

Bem,

(a,b) * (¢,d) = (1,0) = (ac,ad + b) = (1,0).

Logo,
ac=1 e ad—l—b:():>c:§ e d:%b.

A igualdade (c,d) * (a,b) = (1,0) também nos conduz a c =1 e d= =2. Portanto,

(c,d) = (1,=2) é o inverso de (a,b). Isso mostra que todo elemento de G ¢ invertivel

a’

em relacao a operagao . &

Exemplo 1.20 Seja E um conjunto sobre o qual estd definida uma operagao associa-

tiva x. Mostrar que:
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(a) a € E € reqular a esquerda se, e somente se, a funcao f : E — E dada por

f(x) = axx é injetora.

(b) R.(E) € fechado em relagdo a operagdo .

Solugao: (a) Vamos supor que a € E é regular a esquerda. Sejam x,y € E tais que

f(x) = f(y). Assim,

flx)=fly) = axr=axy=z=y,

ou seja, f é injetora. Reciprocamente, se f é injetora e x,y € E sao tais que axx = axy,

entao
axz=axy= f(r)=[fly)=z=y,
isto é, a é regular.
(b) Consideremos a,b € R,(F) e z,y € E. Vamos mostrar que se (axb)xx = (a*b)*y

e xx (a*b) =y (axb) implicam que z = y. Temos que

(axb)*xx = (axb)xy =
ax(bxx) = a*x(bxy) =
bxx = bxy, = (pois a é regular)

de modo que x = y, pois b também ¢ regular. Portanto, a x b é regular. O outro caso

¢ tratado similarmente. &

Proposio 1.3 Seja A um conjunto munido de uma operagao * associativa com ele-
mento neutro e € A. Entao, todo elemento a € A invertivel é reqular, ou seja, U,(A) C

R.(A).

Demonstragao: Se a € U,(A), entao por definigao, existe @’ € A tal que a xa’ =

a' % a = e. Consideremos agora z,y € A com

a*xT=axy € THxa=1yY*a.
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Assim, operando & esquerda da igualdade a x x = a xy com «’,

axr = axy = d*(axx) = d*(a*xy)
= (dxa)xz = (dxa)xy
= exx = exy
- x = y.

Do modo analogo,

THhA=Y*a=2T=1y.

Isso mostra que U, (A) C R.(A). |
As operacoes sobre Z, dadas na Proposicao gozam de importantes propriedades

conforme destacamos no proximo teorema.

Teorema 1.1 As operacoes de adi¢ao e multiplicacao sobre Z,, tém as propriedades:

(1) a+ (b+e)=(a+b)+¢ VYabc€cZ, (aadigio é associativa)

(2) a+b=b+a, VYabcZ, (aadigioé comutativa)

(3 a+0=0+a, VYaecZ, (existéncia de elemento neutro da adigao)

(4) Dado @ € Z,, existe b € Z,, tal que a+b = 0. (existéncia de inverso aditivo de

cada elemento em Z,)
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(5)

(a multiplicagao ¢é associativa)
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(6)

(a multiplicacdo é comutativa)

S
=
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3

(7)

(existéncia de elemento neutro da multiplicacao)

(8) Dado @ € Z,, existe b € Z, tal que @-b =1 se, e somente se, mdc(a,n) =1. (@

tem inverso multiplicativo)
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Demonstragao: Demonstraremos apenas os itens (1), (4) e (8).

(1) Considerando @, b,¢ € Z,, e o fato de a adigdo em Z ser associativa, obtemos

i+ (b+7)=a+b+c)=a+(b+c)=(a+b)+e

+b+c=(a+b)+c,

I
S

ou seja, a adi¢ao é associativa.

(4) Dado @ € Z,, existe T € Z tal que a + 7 = 0 se, e somente se, a + x = 0. Ou seja,

f
+
s
I
(]
(3
IS
+
8
I
(]
I
El

pois n = 0(modn). Logo,

a+xren<sa+r=nk paraalgumk € Z.

Em particular, para k = 1, x = n — a. Portanto, T = n — a € Z, ¢é o inverso aditivo de
a.
(8) Dado @ € Z,, suponhamos que existe b € Z, tal que @-b = 1. Logo,

b=1%a-b=1(modn)
-b—

a-b=1 <
&

?T‘

com £k €Z.

Portanto, concluimos que mde(a,n) = 1. Reciprocamente, seja a € Z com mdc(a,n) =

1. Pela Identidade de Bézout?, existem x,y € Z tais que a - x +n -y = 1. Assim,

a-xr+n-y=1 = a-r+n-y=1=a-z+n-y=1
= a-b+n-g=1=a-b+0-7=1
= a-b=1,
isto é, @ tem inverso multiplicativo. [ |

2A Identidade de Bézout assegura que se a e b sdo dois inteiros e d = mdc(a,b), entdao existem

inteiros = e y de modo que d = ax + by.
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1.2 Tabua de uma Operacao

Para um conjunto finito A, digamos A = {ay,as,...,a,}, uma operagdo * sobre A
pode ser definida por meio de uma tédbua (ou tabela), da seguinte forma: sendo * :

A x A — A, consideremos

a; *x Aj = g, Vi,je{l,Q,...,n},

em que a; € a; sao os primeiros elementos da ¢-ésima linha e j-ésima coluna, respec-
tivamente. Portanto, a operagao * faz corresponder, para cada par (a;,a;) € A? o
elemento a;; que estd na i-ésima linha e j-ésima coluna. Nestas condi¢oes, dispondo os

elementos de A na primeira linha e primeira coluna, obtemos a seguinte tabua:

* ay ag a; Q; ap
ap a1 a12 Ce (0513 e Q45 AT
a9 a921 21 Ce a9; cee | Q25 ... | Qop
a; 41 (075) Qg Qg5 Qip,
Q; Q41 (D) Ce Qi T e Qjn
Qp | Gp1 | Qp2 | --- | Qp3 | -+ | Qpj | - .. | Anp

Tabua da operacao

Os elementos aiy, ass, . . ., a,, constituem a diagonal principal da tdbua de x. A

linha

Qi1 | Qg2 | oo | Qgg | oo | Qg5 | oov | Qin
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¢ a linha correspondente ao elemento a;. Da mesma forma,

Q15

a2

(n3

¢ a coluna correspondente ao elemento a;. A primeira linha,

e primeira coluna,

a1

a2

G

da tdbua de x sdo ditas fundamentais.

Exemplo 1.21 A tédbua da multiplicagao sobre A = {1, —1,1,

—i} 6
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Exemplo 1.22 Consideremos o conjunto A = {1,2,3,4,6}. Temos que x dada por

a* b= mdc(a,b) é uma operagao sobre A. Sua tabua é

2111211]2]2
311 1113]1]3
4111211412
611[2]3|2|6

1.3 Definicoes e Exemplos de Grupos

Consideremos agora as estruturas algébricas (Z,+) e (M2(R),+). A soma usual em Z

atende as propriedades:

l.z2+y+2)=(x+y)+2 Vaz,yz€Z (aadigao é associativa)

2. Existe um elemento em 7Z, indicado por 0, tal que x+0 = +x = x, para todo x € Z.

(existe neutro para a adigao)

3. Dado z € Z, existe um elemento —x € Z, tal que v+ (—z) = (—x)+x = 0. (todo

elemento em Z tem inverso aditivo)

No conjunto M5(R), a adigao usual de matrizes goza das mesmas trés propriedades
da adigao em Z. Considerando esse fato, tem-se que os conjuntos Z e M>(R) tém a
mesma estrutura, no que se refere as respectivas operacoes neles definidas. Por que
entao nao estudar as estruturas (Z,+) e (Mz(R), +) e todas as outras cujas operagoes
tenham essas mesmas propriedades? E isso que faremos a seguir, ao considerarmos o

conceito de grupo.
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Definio 1.6 Um conjunto nao-vazio G munido da operac¢dao x € um grupo quando as

propriedades sequintes sao satisfeitas:

(G1) A operagao € associativa, isto €,

ax(bxc)=(axb)xc, YabceQG.

(Go) Euxiste elemento neutro para x, ou seja,

deeG | axe=exa=a, YacQG.

(G3) Todo elemento em G € invertivel em rela¢do a operagdo x, em outras palavras,

VaeG, FbeG | axb=bxa=ce.

Chama-se frequentemente a operacao x de produto. Entretanto, isso nao tem,
em principio, relacdo com os produtos que conhecemos sobre os conjuntos numeéricos
cldssicos. Assim, usa-se a-b ou ab (notagao multiplicativa) ao invés de axb. Neste caso,
diz-se que o grupo G é multiplicativo. Especificamente, vamos considerar exemplos

de grupos com operacoes indicadas por +, — os grupos aditivos.

Definio 1.7 Um grupo G é comutativo ou abeliano® quando

a-b=b-a, Va,bedQG,

ou seja, quando a operacao em G for comutativa.

Daremos a seguir alguns exemplos e contra-exemplos de grupos.

Exemplo 1.23 Os conjuntos Z, @Q, R e C munidos das adi¢oes usuais sao exemplos

classicos de grupos aditivos abelianos. &

30s grupos comutativos sao chamados abelianos em homenagem ao mateméatico Noruegués Niels

Henrik Abel (1802-1829).
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Exemplo 1.24 Para cadan € N, o conjunto Z,, dotado da adig¢ao descrita no Exemplo
1.6 é um grupo abeliano. As propriedades que fazem de (Z,,+) um grupo abeliano

foram apresentadas no Teorema 1.1.

Exemplo 1.25 O conjunto dos nimeros reais nao é um grupo multiplicativo, pois
a = 0 € R nao tem inverso sob a multiplicacao. Fora isso, tem-se claramente que

(R*,-) é um grupo abeliano. Da mesma forma, (Q*,-) e (C*,-) sdo grupos abelianos.éd

Exemplo 1.26 O conjunto G = M, «,,(R) de todas as matrizes reais de ordem n x m

é um grupo abeliano sob a adigao usual. De fato,

a) X+(Y+2)=(X+Y)+ 2, VX)Y,Zeq.

b) X+0=0+ X,V X € G, em que

0 ... 0
0=
0 ... 0
¢ a matriz nula.
c) Para
i1 ... Qim
X = €eq,
Qn1 Anm
a matriz
—a11 ... —Qim
Y = ed
—Qp1 oo —Opy

étal que X +Y =Y + X = 0. Isso mostra que G é um grupo. A comutatividade

da adicao em G é imediata. &
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Exemplo 1.27 Consideremos o conjunto G = M,(R) de todas as matrizes reais de
ordem n. Sabe-se que o produto usual de matrizes é associativo, ou seja, dadas as
matrizes X,Y, 7 € G,

X (Y-2)=(X-Y)-Z

Além disso, a matriz identidade de ordem n,

1 0 0

0 1 0
In: 5

0 0 1

¢ o neutro do produto, pois

X-I,=I, X=X, YXea.

Agora, certamente existe em G uma matriz tal que det X = 0. Para tal matriz, nao
existe uma matriz Y € G com X - Y = [,,, pois uma matriz X em G é invertivel se, e

somente se, det X # 0. Por conseguinte, G = M, (R) nao é um grupo multiplicativo.de

Exemplo 1.28 No exemplo anterior, observamos que em G = M, (R) a propriedade

da existéncia de inverso para cada elemento nao é satisfeita. Consideremos entao

GLy(R) = {X € M,(R) : det X # 0}.

Vamos mostrar que GL,(R) é um grupo multiplicativo. Pelo que vimos até agora, é
suficiente mostrar que GL,(R) é fechado sob o produto. Se X,Y € GL,(R), entao
det X # 0 e detY # 0; como o determinante do produto de duas matrizes é o produto

de seus determinantes,

det(X -Y)=det X -detY #0= X -Y € GL,(R),

ou seja, GL,(R) é fechado sob o produto e, assim, é um grupo. Chama-se GL,(R)

grupo linear geral de grau n sobre R.
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Exemplo 1.29 Sobre o conjunto Z, vamos considerar a operagao = obtida a partir da
adicao usual, dada por

axb=a-+0b+3.
Vamos mostrar que (Z,*) é um grupo abeliano. Para a, b, c € Z,
a*x(bxc)=ax(b+c+3)=a+b+c+3+3

=(a+b+3)+c+3=(axb)+c+3
= (a*b)*c,

ou seja, x é associativa. Vamos agora determinar e € Z tal que
axe=exa=a, VYVaéclo.

Mas,

axe=a=a+e+3=a&e=—3.

Da mesma forma, e x a = a implica que e = —3. Desse modo, e = —3 é o elemento
neutro de Z sob a operacao x. Por fim, dado a € Z, vamos determinar b € Z para o

qual a xb = —3 = bxa. Assim,

axb=-3a+b+3=-3<b=—a—6.

A igualdade —3 = b * a também implica em b = —a — 6. Portanto, (Z,x) é um grupo,
e como

axb=a+b+3=b+a+3=b%a, Va,beZ,

segue que (Z,x) é abeliano. [ 3

Exemplo 1.30 Consideremos os grupos (G, ) e (G2, AA). Entao o produto cartesiano

13

G1 x G5 dotado da operacao “ -7 dada por

(a,b) - (¢,d) = (axc,b A d),
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para quaisquer (a,b) e (¢,d) em Gy x G5 é um grupo.

Solucao: Como as operacoes em (G e G5 sao associativas, entao a operagao em Gy X G
também é associativa. Agora, se e; € G e es € (G5 sao os elementos neutros das

operagoes * e A, respectivamente, entdo e = (e, es) € G x G satisfaz

(a,b) - (e1,e2) = (a,b) = (e1,e2) - (a,b), V (a,b) € Gy x Gq,

isto é, e = (e, e3) é o elemento neutro da operagao em G x Go. Por fim, dado (a,b) €
G1 X G, existem a; € G1 e by € Gy tais que axa; =e; =a; xa e bxby = ey = by xb.
Por isso,

(a,0) - (a1,b1) = (e1, €2) = (a1,01) - (a, ),
ou seja, (ar,by) é o inverso de (a,b) em Gy x Go. Por conseguinte, (G x Ga,-) é um
grupo. 3

Vale observar que:

1. O produto direto G; x G5 é abeliano se, e somente se, GG; é abeliano, para cada

i=1,2.

2. Quando a operacao em G; for aditiva para cada i = 1,2, entdo a operagao em

G = G1 X Gy também serd aditiva. Assim, para os elementos (1, xs,...,2,) €

(9173/27 ce 7yn) em G7

(x1,22) + (Y1, y2) = (X1 + Y1, T2 + Y2).

1.3.1 Grupos de Permutacoes

Vamos nesta secao apresentar os grupos de permutacoes, os quais sao de muita im-
portancia em teoria dos grupos. Conforme veremos mais adiante, todo grupo G ¢

idéntico (tem as mesmas propriedades algébricas) a algum grupo de permutagao (isso
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é o que afirma o Teorema de Cayley). Isso ji é motivo mais do que suficiente para
destacar esses grupos em uma secao a parte.
Sejam A um conjunto nao-vazio e Sy o conjunto de todas as permutacoes de A,
isto é,
Sa={f:A— A:f ¢é Dbijetora}.
Vamos mostrar que S, com a composicao de fungoes é um grupo. Primeiramente,

mostremos que Sy é fechado sob essa operacao. Sejam f,g € Sy e xq1,x5 € A tais que

(fog)(x1) = (fog)(xz). Logo,

(fog) (@) = (fog)(w2) = f(g(x1)) = f(g(x2)).

Desde que f é injetora, segue que g(z1) = g(x2). Mas, como g também ¢é injetora,
entao x; = xy. Desse modo, fog é injetora. Agora, sejay € A. Como f é sobrejetora,
existe © € A tal que f(z) = y. Por outro lado, sendo g também sobrejetora, existe

z € A de maneira que z = g(z). Assim,

y = f(r) = f(g(2)) = (fog)(2)

Por isso, fog é sobrejetora e, por conseguinte, fog é uma permutacao de A. Portanto,

fogebSa, VY [fgebda

Sabe-se que a composicao de fungoes é associativa. A permutagao ids : A — A (a
identidade sobre A) é tal que ids o f = foidy = f para qualquer f € Sy . Por fim,
cada f € S, tem inversa em S,. Portanto, as propriedades G, G, e G3 sao satisfeitas.
Desse modo, (S4,0) é um grupo, nao-abeliano em geral (pois a composigao de fungdes
nao é comutativa). Chama-se (S4,0) grupo das permutagoes sobre A.

De modo particular, quando o conjunto A tem um ntumero finito de elementos,

digamos A = {1,2,...,n}, entdo S4 tem uma representacao e nome especial. Neste
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caso, denota-se S4 por S, e chama-se grupo simétrico ou grupo das permutacoes
de n letras. Observa-se que S, s6 é abeliano quando A = {1} ou A = {1, 2}.

E comum representar uma permutacao o € S,, por

o = 1 B(r) n 1 r n
a(l) a(B(r)) a(n) A1) p(r) Bn)

Pela andlise combinatoéria, verifica-se que o grupo S3 tem n! elementos.

O Grupo 53

Vamos considerar o caso em que A = {1,2,3} e efetuar alguns produtos a - /3, com

a, f € S3. As permutagoes de A = {1,2,3} sao:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

ay = , Qo = Q3 = )
1 2 3 2 1 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

g = , Q5 = , Qg = )
3 2 1 3 1 2 2 31

4Estamos representando o elemento o o 8 por a - 3.
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ou seja,

S3 = {alv G, (i3, Oy, iz, a6}-

Facamos o = ag e f = . Assim,

9 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Q= = = a5,
2 31 2 31 3 1 2
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
o = —= = e
3 1 2 2 31 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
ﬂ2: = :€7
213 213 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
ﬁ@: = :&3
213 2 31 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
aff = = = Q.
2 31 213 3 21

Nota-se que o célculo de af usando a notacao em (1.5) é mais pratico do que o método
tradicional.

Verificamos que os elementos do grupo S3 foram obtidos por meio de produtos com
fatores a ou 8 (considerando que o = e-a e f = e- ). Isso se traduz dizendo que os

elementos a e 8 geram Ss.

1.3.2 Ordem de um Grupo

Um grupo (G, -) é dito finito quando o conjunto G for finito. Neste caso, o nimero de
elementos de G chama-se ordem de G, a qual indicaremos® por |G|. Caso contrério,
diz-se que G ¢ infinito ou que tem ordem infinita.

Assim, temos

|ZQ X Z2| = 4, |Zn| =n, |Sn| =nl.

5Esta notacdo j4 foi usada para indicar a cardinalidade de um conjunto S.



1.3. Defini¢oes e Exemplos de Grupos 29

Observao 1.1 A decisao de nao indicar a ordem infinita de um grupo G por |G| é ape-
nas para nao causar confusao com a definicao de igualdade entre cardinalidades de con-
juntos (equivaléncia entre conjuntos). Essa é atribuida ao matemdatico Alemao Georg
Cantor (1845-1918), e que revolucionou a Teoria dos Conjuntos. Sob essa definigao,
prova-se que os conjuntos Z e R, apesar de serem infinitos, nao tém a mesma cardi-
nalidade, pois nao existe nenhuma bijecao entre Z e R. Entretanto, os grupos (Z, +)
e (R,4) tém ordem infinita. Por isso, quando G for um conjunto infinito, diremos

apenas que o grupo (G, *) é de ordem infinita.

Definio 1.8 A tdbua de um grupo finito (G,*) é a tibua da operagdio *.

Exemplo 1.31 As tdbuas do grupo aditivo (Zs, +) e do grupo multiplicativo (U(Zs), -),

em que U(Zs) = {1,2,3,4}, sao
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Em uma tdbua de um grupo finito (G, ) nao pode haver repetigao entre os ele-

mentos de suas linhas ou colunas, nao considerando é claro linha e coluna nas quais
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os elementos de GG estao dispostos. Por exemplo, vamos supor que na i-ésima ocorra
a;; = a;. Logo,

A; * A5 = Q; % Ay = A = Q.

1.4 Propriedades Elementares de um Grupo

Vamos considerar nesta secao algumas propriedades de um grupo, as quais sao obtidas
diretamente da defini¢ao.
Seja (G,*) um grupo. Entao as leis do cancelamento a esquerda e a direita sao

validas em G, isto é, dados a,b,c € GG,
axb=a*xc=b=c e bxa=cxa=b=c.
Demonstragao: Suponhamos que a xb = a x c¢. Como existe a; € G tal que
a1 *xa=e=ax*a,

temos que

axb=a*xc = a;*(axb)=a;x(a*c) operando a esquerda com a;)

= exb=c¢exc

(

= (a1xa)xb=(a;xa)*c  (pois x é associativa)
(pois a; xa = e)
(

= b=c pois e é neutro de x)

Da mesma forma, pode-se mostrar que se bxa = ¢ * a, entao b = c. [

Proposio 1.4 Seja (G,*) um grupo. Dados a,b € G, as equagoes lineares axx =b e

rxa=>b tém unicas solucoes em G.

Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia e unicidade de solucao apenas para
equacao a * x = b, pois o outro caso é tratado similarmente. Seja a; € G tal que

a; *a = e. Logo, o elemento x = a; xb € G ¢ tal que

ax(ayxb)=(a*xa;)xb=exb="0,



1.4. Propriedades Elementares de um Grupo 31

isto é, x = a; x b é uma solucao de a x x = b. Suponhamos que x1,zs € G sejam duas

solugoes de a x x = b. Por isso, a x x1 = b e ax x5 = b, e pela Proposicao 1.4, tem-se
A*T1 =a*xTg = T = To,

o que mostra a unicidade de solucao. [ |
Os resultados da proposicao sao obtidos diretamente do que foi estudado sobre

operacoes.

Proposio 1.5 Seja (G, ) um grupo. Entao,

(1) Ewxiste tinico elemento e € G tal que

exa=axe=a, VYVacd.

(2) Para cada a € G, existe unico a' € G tal que

axa=axad =e.

Definio 1.9 Seja (G, ) um grupo. Dados a € G en € Z, define-se a n-ésima poténcia

de a, em simbolo a", da sequinte forma:

e se n=0,
n —
a’ = a*l-a se n>0,

(@) se n<O0.

De acordo com a defini¢ao, dado n € N,

a"=a-a-----a (n fatores)

a"=aa e a” (n fatores).
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Se a operagao em G for aditiva, entao define-se multiplo de a, n-a, ao invés de poténcia

de a. Assim,

e se n=20,
n-a=4q (n—1)a+a se n>0,
(—n)(—a) se n<O0.

Da mesma forma, para n € N,

n-a=a+a+---+a (n parcela)

n-(—a)=(—a)+ (—a)+---+(—a) (n parcela)

Proposio 1.6 Seja (G,-) um grupo. Dados a € G e n,m € Z, entdo

(1) a™-a™ = a™"™.

(2) (a™)"™ = a™™.

Demonstracao: Vamos demonstrar apenas a propriedade (1). Consideremos dois
casos separadamente.

Caso 1: Sen>0en-+m > 0.
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Vamos usar indugao sobre n. Se n = 0,

Suponhamos agora que o resultado seja valido para n, ou seja, a” - a™ = a™™™. Assim,

como a" - a = a"tD1. g = gt

Caso 2: Suponhamos agora que m e n sejam quaisquer inteiros. Vamos considerar um

inteiro r > 0 de maneira que r+m > 0, r+n > 0er+m-+n > 0. Logo, considerando

— —1 , . . ~
ofatoqueda -a™ =a"-(a")" = e, obtém-se usando a primeira parte da demosntragao,

am—i—n — am-{—n . (ar X a—r) _ (am—‘rn X ar) A a—’r

Observao 1.2 Se na Proposicao 1.6, a operacao do grupo for “ + 7, entao para quais-

quer inteiros n e m, os itens (1) e (2) sao reescritos da forma:
(a) n-a+m-a=Mn+m)-a.

(b) m(n-a) = (mn) - a.

1.5 Subgrupos

Consideremos agora subconjuntos especiais de um grupo G, no sentido da definicao

seguinte.
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Definio 1.10 Consideremos um grupo (G,*). Um subconjunto nao-vazio H de G é

um subgrupo de G quando H, com a opera¢ao induzida de G, também é um grupo.

Usaremos a notacao H < (G para indicar que H é um subgrupo de G. Assim,

H<G< H é subgrupo de G.

Para um grupo G qualquer, tem-se que Hy = {e} e Hy = G sao subgrupos de G, os
quais chamam-se subgrupos triviais de G. Um subgrupo H de G é dito subgrupo

préprio quando H # G e H # {e}.

Exemplo 1.33 Para um grupo G qualquer, tem-se que H; = {e} e Hy = G sao
subgrupos de GG, os quais chamam-se subgrupos triviais de GG. Um subgrupo H de G ¢

dito subgrupo préprio quando H # G e H # {e}.

Exemplo 1.34 Sob as adi¢oes usuais, temos os exemplos classicos de subgrupos

7Z<Q<R<C.

E sob as multiplicacoes usuais,

Q<R <.
s

Exemplo 1.35 Como conjunto, sabe-se que Q* C R. Entretanto, (Q*,-) nao é sub-
grupo de (R, +), pois a operagdo em Q* nao é a operagao induzida da operagao em

R. &

Vale ressaltar que se H < G, entao:

1. A identidade de H, ey, é igual a identidade de G.

2. Dado h € H, o inverso de h em H coincide com o inverso de h em G.



1.5. Subgrupos 35

Entretanto, o proximo teorema estabelece um critério que caracteriza os subgrupos

de um grupo.

Teorema 1.2 Seja H um subconjunto nao-vazio de um grupo G. Entao H é um sub-

grupo de G se, e somente se, uma das sequintes condicoes sao satisfeitas:
(1) hy-hy € H e hi'€ H, VY hy,hy € H.
(2) hl'hgleH, \V/htheH.

Demonstragao: Se H é um subgrupo de G, entao H também é um grupo e por
isso as condicoes 1 e 2 sao claramente satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que
H satisfaz a Condigao (1). Logo, para qualquer h € H, h™' € H. Assim, e = h - h™!

e, por conseguinte, H < G. Finalmente, se H satisfaz a Condi¢ao (2), entao dados

hi,he € H,
e=hy-hy' € H=hy'=e-hy' € H.
Com isso,
hy-he=hy- (h3') " € H.
Portanto, H é subgrupo de G. |

Quando H for um subconjunto finito de um grupo G, entao o processo de caracter-

izacao é mais simples, De fato, neste caso temos que:

H<G<=>h1'hQEH, \V/hl,hgeH.

Exemplo 1.36 Para cada n € Z, o conjunto H = n - Z de todos os multiplos de n,

n-Z={nk:keZ},

é um subgrupo de Z. A reciproca deste resultado é verdadeira, ou seja, se H é um

subgrupo de Z, entao existe n € Z tal que H = n - Z.



36 Operacgoes Binarias e Grupos

Exemplo 1.37 O conjunto S! de todos os nimeros complexos de norma 1 (S'é o

circulo trigonométrico),

St={z€C:|lzl| =1},

é um subgrupo de (C*,-). Com efeito, dados z1, 2o, entao ||z1]| = 1 e ||z]] = 1. Além
disso, o inverso de um complexo nao-nulo z é 271 = HZEHQ. Por isso,
- - -1
2122 || = [l - |22 = llaall - Mlze]] 7 = 1.
Portanto, S! é um subgrupo de C*. &

Exemplo 1.38 Sejam G = S3 e H; e Hy subconjuntos de S3 dados por
Hy ={e,a} e Hy={e a,p},

em que
1 2 3 1 2 3

B
2 1 3 3 2 1

Assim, Hy < S3, pois a - a = e € H;. Entretanto, para Hs,

1 2 3
31 2

Desse modo, Hy nao é subgrupo de Ss. &

Exemplo 1.39 Sejam G um grupo qualquer e Z(G) o subconjunto de G cujos ele-

mentos comutam com todo elemento de GG, ou seja,
Z(G)={aecG:za=ax, VxeG}

Vamos mostrar que Z(G) é um subgrupo de G, o qual chama-se centro de G. Primeira-

mente, tem-se que Z(G) # (), pois claramente e € Z(G). Sejam a,b € Z(G) e v € G.
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Assim,
(abV)x = (abVze = ab lzbb™!
= ab lbzb™!  (pois b € Z(Q))
= aexb™!
= azb™!
z(ab™t), (pois a € Z(G))

ou seja, (ab~ ')z = z(ab™'), o que mostra que ab™! € Z(G) e assim Z(G) < G. Nota-se

que G ¢é abeliano se, e somente se, Z(G) = G. &

1.6 Grupos Ciclicos

Sejam G um grupo ea € G. Consideremos H o conjunto de todas as poténcias de a

(ou multiplos, se a operagao for uma adigao), ou seja,
H={a":neZ}.

Vamos mostrar que H < G. E claro que H # (); agora, para hy,hy € H, digamos

hi =a"™ e hy = a™ com ny,ny € Z,
hihs = a™a™ = a™ ™2 € H.

Por outro lado,

hit= (") =a"™ € H.

Isso mostra que H é um subgrupo de G. Chama-se H subgrupo ciclico gerado por

a. Diz-se também que o elemento a é um gerador de H. Vamos denotar este subgrupo

por H = (a).
Exemplo 1.40 Para o grupo aditivo G = Zs X Zs, tem-se para qualquer a € Zy X Zo,
a+a=2-a=(0,0).

Por isso, (a) = {e,a} para todo a € Zgy X Zs. L
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Exemplo 1.41 No grupo multiplicativo G = {1, —1,i, —i}, entdo > = —1, > = —i e

i* = 1. Por conseguinte, (i) = {1, —1,i, —i} = G. Da mesma forma, (—i) = G. ]

Definio 1.11 Um grupo G € dito ciclico quando existe a € G de maneira que

G = (a).

Observao 1.3 Para um grupo ciclico G = (a) ha duas possibilidades:

(a) a" = e para algum n € N. Neste caso, G tem ordem finita. Ou,

(b) a™ # e para todo n € N. Neste caso, todas as poténcias de a sao distintas e G

tem ordem infinita.

Exemplo 1.42 Pelo que vimos o grupo Zs X Zsy nao ¢ ciclico, enquanto o grupo G =

{1,—1,4, —i} é ciclico gerado por i e também por —i. )

Exemplo 1.43 O grupo G = (Z,+) é ciclico. Com efeito, para todo® n € Z,

b=b-1=be (1).

Portanto, Z = (1) . Pode-se verificar isso observando que

()={n-1:neZ}={n:nelZ}="1.

Proposio 1.7 Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstragao: Sejam G um grupo ciclico e a € G tal que

G={(a)={a" :neZ}.

6 Aqui estamos usando miltiplo ao invés de poténcia, ji que o grupo é aditivo.
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Dados, x1, 29 € G, digamos x1 = a™ e x9 = a™?,

ni n2

T1Ty = a™a"™ = ™t

na+ni n2

=aqa = a"a" = w911,

ou seja, G é abeliano. [ |

Teorema 1.3 Todo subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Definio 1.12 Sejam G um grupo e a € G. Se existe n € N tal que a" = e, diz-se que
o elemento a tem ordem finita (ou € de ordem finita). Neste caso, o menor inteiro
positvo m tal que a™ = e chama-se ordem de a, a qual denotaremos por O(a). Caso
nao exista nenhum n € N satisfazendoa™ = e, entao o elemento a € dito ser de ordem

infinita.

Em um grupo G, tem-se sempre

Ola) =1 a=e.

Exemplo 1.44 No grupo multiplicativo G = {1, —1,4, —i}, por definicao O(—1) = 2,

pois —12 =1 = e. Além disso, O(i) = O(—1i) = 4. &

Exemplo 1.45 Qualquer elemento nao-nulo no grupo aditivo Z é de ordem infinita.

De fato, para a € Z com a # 0 e n € Z,

n-a=0=>n=0.

Proposio 1.8 Seja G um grupo.

(1) Dado a € G, a # e, tem-se que O(a) = 2 se, e somente se, a =a ™'

(2) O(a) =0(a™'),Vaed.
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(3) Se O(a) =2 para todo a € G — {e}, entao G ¢é abeliano.
(4) Se O(a) = nm, entao O(a™) = n.

Demonstracao: (1) Se O(a) = 2, entao

d=e=a'd®=at=a=0a".

1 1

Reciprocamente, se a = a~ !, entdo aa = aa™ ', ou seja, a’> = e, o que implica que
O(a) =2.

(2) Se a € G tem ordem finita, entdo existe n € N tal que a" = e. Logo

n

d'=esa"=es (a7) =e (1.6)

Por isso, o menor m € N satisfazendo a™ = e é o menor que satisfaz (a7!)" = e.
Portanto, O(a) = O(a™!). Se a € G tem ordem infinita, entao por (1.6) a ordem de
a~! também ¢ infinita.

(3) Por hipédtese, O(a) = 2 para todo a € G — {e}. Logo, pelo item (1),
a=a' VYaed.
Para a,b € G, ab € G. Logo, ab = (ab)™! e
ab=(ab)™ =b"'a"! = ba,

o que mostra que G é abeliano.
(4) Inicialmente,

O(a) =nm=a""=e= ()" =e.

S6 nos resta mostrar que n ¢ o menor inteiro positivo satisfazendo (a™)" =e. Ser € N

er <n étal que (a™)" = e, entao

mr < mn.

Isso contradiz o fato de mn ser a ordem de a. [ |
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Teorema 1.4 Sejam G um grupo e a € G.

(1) Se a™ = e para algum n € N, entdo O(a) divide n.

T

(2) Se O(a) = m, entdo para qualquer k € Z, a* = a”, sendo r o resto da divisio de

k por m.

(3) O(a) =m se, e somente se, (a) tem ordem m.

Observao 1.4 O item (3) do Teorema anterior mostra que a ordem de um elemento a
de um grupo G ¢ a ordem do subgrupo ciclico por ele gerado. No caso de a ter ordem
finita, O(a) = |{(a)| . Em virtude disto, concluimos que se G é um grupo finito, entao

todo elemento a € G tem ordem finita.
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Capitulo 2

Classes Laterais e o Teorema de

Lagrange

O Teorema de Lagrange é a base da teoria dos grupos finitos. Antes de apresenté-lo,
deve-se falar do conceito de classe lateral. A partir deste, esse teorema surge natural-

mente.

2.1 Classes Laterais

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Sobre G, vamos considerar a relacao! “

=g (mod H) 7 ou “ =g 7 dada, para quaisquer a,b € G, por
a=pbmodH) < a'be H. (2.1)

Proposio 2.1 A relagio =g (mod H) em (2.1) € de equivaléncia. Além disso, a classe

de equivaléncia de um elemento g € G, relativa a esta relagao é dada por{g-h : h € H}.

Demonstracgao: Consideremos a,b,c € G.

1

(=g é reflexiva) Como a™'a = e € H, entdo a =g a(mod H), ou seja, =g é reflexiva.

(=g é simétrica) Se a =g b(mod H), entao a~'b € H. Mas,

a'be H= (a'0) ' e H=b"'ac H=b=ga(mod H),

LA letra E aqui deriva-se da palavra esquerda.

43
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de modo que =g (mod H) é simétrica.
(=g é transitiva) Se a =g b(mod H) e b =g c(mod H), entao a™'b = hy € H e

b='c=hy € H. Como H <G,
(a'b) (b~'c) = hiho € H = a"'c € H = a =p c¢(mod H).

Assim, =g (mod H) é transitiva e, por isso, é de equivaléncia.
Por outro lado, dado g € G, seja g a classe de equivaléncia de g relativa a relagao

=g (mod H). Por definigdo, g = {z € G : g =g z}. Logo, para z € G,
reEjeg=pre g la € H,

ou seja, g 'x = h € H, ou melhor, z = gh € {gh : h € H}. Isso nos diz que
g C {gh : h € H}. Por outro lado, se © € {gh : h € H}, entdo, existe h € H tal

'z = h. Por conseguinte, g =g x(mod H) e, assim, x € g. Logo,

que x = gh, isto é, g~
{gh:h € H} C g, mostrando que g = {gh: h € H}. [ |
Conforme o lema anterior, a classe de equivaléncia de um dado g € G segundo a

relacdo =g (mod H) em (2.1) é o conjunto g = {gh : h € H}. Em geral, denota-se a
classe g por gH, algo que é bem sugestivo. Assim,
gH ={gh:he H}.

Para cada g € G, a classe gH recebe um nome especial. Chama-se classe lateral de
g a esqueda.

Analogamente, prova-se que a relagdo =p (mod H) sobre G dada, para quaisquer
a,b e G, por

a=pbmodH) < ab™t € H

é de equivaléncia. Mais ainda, para cada g € G, a classe de equivaléncia de g segundo

=p (mod H) é g={hg: h € H}, a qual denota-se por

Hg=1{hg:he H}
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e chama-se classe lateral de g a direita. O uso da palavra direita é justificada
similarmente ao da palavra esquerda.
Como as classes a esquerda sao classe de equivaléncia decorrem duas coisas impor-

tantes. Primeiramente,

G=|JgH,

geG

e depois observa-se ainda pelo mesmo teorema que para x,y € G, © # vy,
xH=yH ou zHNyH =1,

isto é, duas classes laterais sao iguais ou disjuntas. Desse modo, denotando por Hg o

conjunto de todas as classes laterais a esquerda de H,
Hgp={g9H :9€ G} =G/ =g,

tem-se que Hg constitui uma particao de G.
Consideragoes similares podem ser feitas para as classes laterais a direita. Especi-

ficamente, se Hp é o conjunto das classes laterais a direita,
Hp={Hg:g€ G} =G/ =p,
entao Hp é uma particao de G.
Observao 2.1 E importante ressaltar que:
(a) Se G é um grupo abeliano, entao para cada g € G,
gH={gh:he H} ={hg:he H} = Hy.

Portanto, a classe lateral a direita de g coincide com sua classe lateral a esquerda.
Retirando-se a hipétese de comutatividade de G, nao se pode mais afirmar que

as classes a esquerda e a direita de algum subgrupo H coincidem. Por isso, em

geral, HE 7é HD-
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(b) O subgrupo H é ele préprio uma classe lateral de H tanto a esquerda quanto a

direita, pois

eH={eh:he H} =H={he:he H} = He.

(c) Para g € G,

1

gH=H & gH =ed & g=pe&s g ec H&S ge H.

Similarmente,

Hg=H < g€ H.

Exemplo 2.1 Sejam o grupo multiplicativo abeliano G = {1, —1,4, —i} e o subgrupo
H = {1,-1} de G. Como 1 e —1 pertencem a H, entdo 1H = H = (—1)H. Além
disso,
iH={i-1,i (—1)} = {i,—i} = (—i)H, pois —iciH.
Portanto, H e {i, —i} sdo as tnicas classes laterais & esquerda (a direita) de H. Desse
modo, Hg = Hp = {H, {i, —i}}. &
Exemplo 2.2 Consideremos G = (Zg, +) e o subgrupo H = {0,2,4}. Assim,
0+H=2+H=4+H, pois 0,2,4€ H.
Agora,
1+H={1,3,5}=3+H=5+H.
Por isso, ha duas classes laterais & esquerda (3 direita) de H, que sao H e {1,3,5}. &
Exemplo 2.3 Sejam G = (Z,+) e H = 3Z = {3k : k € Z}. Como G é abeliano,

entao o conjunto Hy é igual a Hp. Sendo G infinito, vamos considerar um elemento

arbitrario n € Z e analisar as possiveis classes n 4+ 3Z. Nao ha mais nada natural do
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que fazer uso do Algoritmo da Divisao e considerar os resultados sobre classes laterais

(de equivaléncia) vistos até aqui. Por esse algoritmo, existem ¢, € Z tais que
n=3¢+r com re{0,1,2}
Dessa forma,
n—r=3¢g€ H&n=gr.

Portanto, sendo =g uma relacao de equivaléncia sobre GG, tem-se
n+3%Z =r+ 3Z.

Mas, comor =0, r =1lour =2, entdo 0+3Z =3Z, 1 +3Z ={1+3\: N € Z}
e 2+3Z = {2+ 3\ : X € Z} sdo as tUnicas classes a esquerda (a direita) de H.

Consequentemente, Hp = Hp = {37Z,1 + 37,2 + 37Z}. s

Teorema 2.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entdo, toda classe lateral a
esquerda (a direita) tem a mesma cardinalidade de H. Além disso, os conjuntos Hg e

Hp tém a mesma cardinalidade.

Demonstracgao: Para cada g € (G, consideremos a func¢ao
f: H — gH
h +— gh.

E claro que f é sobrejetora. Para hq, hy € H obtemos pela Proposicao 1.4,
f(h1) = f(h2) = ghi = ghy = hy = hs.

Logo, f ¢é injetora e, portanto, é bijetora. Da mesma forma, prova-se que
f: H — Hg

h +— hg
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¢ bijetora. Para outra parte,
p: Hg — Hp
gH +— Hg*t
define um funcao de Hg em Ep. Com efeito, se g1 H e goH sao elementos quaisquer de

Hg e gtH = g, H, entao
N=pgpsg gp=heHsg" =hg

Por isso,

o(pH) = Hg;' = Hhgy' = Hgy,' (poishe H)
- 90(92]—])’

de modo que ¢(g1H) = ¢(g2H), isto é, ¢ estd bem definida. Agora, dado Hg € Hp, o
elemento g7'H € Hp é tal que (g 'H) = Hg, de modo que ¢ é sobrejetora. Por fim,

e(pH) = @(gpH) <& Hg' = Hg'
& ¢'=pg’ & g9i'ge = heEH,

ou seja, go = g1h. Desse modo,
gH = ghH = ¢ H, (poishe¢€ H)

o que mostra que ¢ ¢é injetora e, assim, ¢ bijetora. Por isso, Hg e Hp tém a mesma
cardinalidade. [ |
Os resultados do tltimo teorema nos conduzem a defini¢ao seguinte, a qual ¢é indis-

pensavel para a demonstracao do Teorema de Lagrange.

Definio 2.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. A cardinalidade do conjunto
Hg (a mesma que Hp) chama-se o indice de H em G, o qual serd indicado por

(G: H).

O indice (G : H) pode ser finito ou infinito. Se G é finito, entao claramente (G : H)

é finito, pois os elementos de Hp sao subconjuntos de G. Além disso, é perfeitamente
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possivel para um grupo infinito G possuir um subgrupo H # G, para o qual o indice
(G : H) é finito; também é possivel que esse mesmo grupo contenha um subgrupo

K # G, de maneira que (G : K) é infinito. Exemplos serdo dados para ambos os casos.

Exemplo 2.4 Se G = (Zg,+) e H = {0,2,4},entao H e {1,3,5} sao as classes laterais

a esquerda. Por isso, (G : H) = 2. &
Exemplo 2.5 Seja G um grupo qualquer. Para H = G,

Hp ={2G:z € G}.
Também, G = {y € G : y =g z}. Assim,

Ly eq.

yexGESy=gr<sy
Mas, y~ 'z € G é verdade para todo y € G. Portanto,
G={yeG:y=pz}={y:yeGt=G.

Isso implica que Hg = {G} e, por conseguinte, (G : H) = (G : G) = 1. &

Exemplo 2.6 Se G = (Z,+) e H=3Z={3k: k€ Z}, entdo 0+3Z =3Z,1+3Z ¢
2+ 3Z s@o as unicas classes a esquerda; desse modo, (G : H) = 3. Generalizando, para
n € N fixo e arbitrario, o subgrupo H = nZ = {nk : k € Z} é tal que (G : H) = n,

pois pelo o algoritmo da divisao, verifica-se que
Hgp={32,1+3Z,...,(n—1)+Z}.
&

Exemplo 2.7 Se G é um grupo de ordem infinita e H = {e}, entao (G : H) é infinita.

Com efeito, para cada g € G,

regHer e Herlg=es x =y,
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isto é, cada classe gH é composta apenas por g. Portanto,

Hp ={{g}:9 € G},

que é um conjunto infinito, pois assim o é G. &

2.2 O Teorema de Lagrange

Com os conceitos definidos anteriormente, ja podemos apresentar o Teorema de La-
grange que, como ja foi mencionado, é o principal teorema que versa sobre grupos

finitos.

Teorema 2.2 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo

de G. Entdao a ordem de H divide a ordem de G. Especificamente,
G| = |H]- (G : H).

Demonstracao: Como G ¢ finito, entao (G : H) também o é, digamos (G : H) = r.

Consideremos entao? Hg = {a1H,axH, ... ,a,H}. Como Hg é uma particao de G,
G=aHUaHU---Ua,H,

e mais ainda, a,H Na;H = () para i # j. Desse modo, considerando o fato de a
cardinalidade de cada classe em Hp ser a igual a ordem de H (c.f. Teorema 2.1),

obtemos

Gl = [H| + |H| + -+ |H] = |H| -

T vezes

ou seja,

G| = |H[- (G : H).

2A demonstragao pode ser feita considerando o conjunto Hp.
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2.2.1 Algumas Consequéncias do Teorema de Lagrange

Vamos considerar a seguir algumas consequéncias elementares do Teorema de Lagrange.

Corolrio 2.1 Sejam G um grupo finito e g € G. Entao, a ordem de g divide a ordem
de G. Em particular,

gl = e.

Demonstracao: Pelo item (3) do Teorema 1.4, sabemos que O(g) = |(g)|. Logo,
aplicando o Teorema de Lagrange ao subgrupo (g), segue que O(g) = A divide |G|.

Existe portanto k € N tal que |G| = X\ - k. Assim,
g\G| _ g)\-k _ (g/\)k —F— e
[ |
Corolrio 2.2 Todo grupo G de ordem prima é ciclico. Em particular, G € abeliano.

Demonstragao: Seja |G| = p com p primo; assim, existe a € G tal que a # e. Pelo
Teorema de Lagrange, |(a)| divide |G| = p. Sendo p um ndmero primo, entdo |(a)| =1
ou |(a)] = p. Mas, como a # e, segue que |(a)| = p, ou seja, |(a)| = G, o que mostra

que G ¢ ciclico. Pela Proposicao 1.7, tem-se que G é abeliano. |

Corolrio 2.3 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam p um nimero primo e a € Z
tal que p t a. Entao,

a?~' = 1(mod p).

Demonstracao: Sabemos que U(Z,) = {a € Z, : mdc(a,p) = 1} é um grupo com a
multiplicagao sobre Z,. Mas, como p é primo, |U(Z,)| = p— 1. Por outro lado, se p 1 a,

entdo a € U(Z,). Assim, pelo Corolario 2.1,

@ l=1=aw1=Tead = 1(modp).
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|
Corolrio 2.4 Todo grupo G tal que |G| <5 ¢é abeliano.

Demonstracao: Seja G um grupo com |G| < 5. Para |G| = 1 o resultado ¢é imediato,
pois G = {e} = (e). Se |G| =2, |G| = 3 ou |G| =5, entdo G tem ordem prima e pelo
Corolério 2.2 tem-se que G ¢é ciclico e, portanto, abeliano. Nos resta considerar o caso
|G| = 4. Se G tem um elemento a de ordem 4, entdo (a) = G. Caso contrario, pelo
Teorema de Lagrange, todo elemento a € G com a # e tem ordem 2. Desse modo, pelo
item (1) da Proposi¢ao 1.7, tem-se que

a=a'l, Vaed.

Assim, dados a,b € G, o elemento ab € G e
ab= (ab)™' =b"'a™ = ba,

o que mostra que G é abeliano. [ |
O resultado a seguir também ¢é vélido quando o grupo G ¢ infinito; entretanto,

vamos considerar apenas o caso em que GG tem ordem finita.

Teorema 2.3 Seja G um grupo finito. Se H e K sao subgrupos de G tais que K <
H < G, entao

(G:K)=(G:H) (H:K).
Demonstracao: Pelo Teorema de Lagrange,

H<G=|G|=|H| - (G:H),

K < H=|H|=|K|-(H: K).

Dessas duas igualdades, obtém-se

|G\:]K]-(H:K)-(G:H)i%:(H:K){G:H)
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de modo que,

(G:K)=(G:H)-(H:K).

Exemplo 2.8 Sejam n e m dois nimeros naturais. Ja sabemos pelo Exemplo 2.6 que
n-Z e m -7 sao subgrupos de G = (Z,+). Se m | n, entdo todo multiplo de n é um

multiplo de m. Em outras palavras, n - Z < m - Z. Por isso,
n-Z<m-7<12.
Pondo K =n-7Z e H =m - Z, obtém-se pelo Teorema 2.3,
(m-Z:n-7)=

Ainda pelo mesmo exemplo, (Z :n-7Z) =n e (Z : m-Z) = m, de maneira que

n
Lon- 1) = —.
(m n-7) -

)

A reciproca do Teorema de Lagrange nao é valida. No entanto, para grupos ciclicos

finitos vale o seguinte:

Teorema 2.4 Seja G = (a) um grupo ciclico finito de ordem n. Entdo, para cada

diwisor d de n, existe unico subgrupo H de G cuja ordem € d.

Demonstracao: Se d = 1 ou d = n, entdo basta considerar H = {e} ou H = G.
Suponhamos que 1 < d < n e seja m € N tal que n = md. Consideremos o elemento
b =a™. Logo, b% = (am)d = a" = e, pois O(a) = n. Por outro lado, se k € N com
k < d étal que b = e,

e="b"=am™
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e km < dm = n, o que nao é possivel, pois n é a ordem de a. Por isso, b = a™ tem
ordem d e, de acordo com o item (3) do Teorema 1.4, H = (b) é um subgrupo de G de
ordem d.

Mostremos agora a unicidade de H. Seja K um subgrupo de GG de ordem d. Pelo
Teorema 1.3, K ¢ ciclico gerado por um elemento da forma ¢ = a". Logo, como a ordem

de c éd,

Assim, pelo item (1) do mesmo teorema, n divide rd, ou seja, n = md | rd. Conse-
quentemente, m | r, digamos r = m\. Portanto, para z € K = (a"), existe s € Z tal

que

de maneira que K C H. Mas, como cada um desses subgrupos tem ordem d, segue

que K = H. |
Exemplo 2.9 Determinar o subgrupo H de (Zs, +) com ordem 4.

Solugao: Vamos proceder usando o teorema anterior. Como Zg = <T>, podemos
considerar a = 1. Por outro lado, sendo 8 =4-2, entdlo m =2e b=2-1 =2, de modo

que H = <§> é o subgrupo procurado. Como Zg é um grupo aditivo, entao

H=(2)={0,1-2,2-2,3-2} = {0,2,4,6}.

Nota-se que Zs = (3) = (5) = (7), ou seja, poderfamos considerar b = 2 -3 = 6 ou

b=2-7=06. Por exemplo, (6) ={0,1-6,2-6,3-6} = {0,6,4,2} = H. &
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