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RESUMO

O presente trabalho foi desenvolvido com intuito de associar a importancia do processamento
do conhecimento, partindo de demonstracdes de Produtos Notaveis, utilizando uma interagédo
com a Geometria Plana, Geometria Espacial e também Desenho, ressaltando a preocupacao
de que o aluno desenvolva o conhecimento ndo decorando formulas passadas como prontas e
concretas, mas acompanhando a constru¢do dessas férmulas, tomando como base uma
abordagem historica de Geometria Plana e Espacial, desde seu descobrimento, passando pelas
enormes contribuigdes de Euclides e de outros Matematicos e Filosofos. Mostrando assim que
existem maneiras mais aceitaveis e mais objetivas de se abordar um contetido em sala de aula,
em especial produtos notéaveis, contribuindo ndo s6 como um aprimoramento profissional,
mas também em uma possivel e provavel melhoria no desenvolvimento do conhecimento no
aluno.

Palavras-chave: Produtos Notaveis; Geometria Plana e Geometria Espacial; Construcdo do
conhecimento



ABSTRACT

The present work was developed with the itution of connecting the knowledge process
importance, beginning for demonstrations of the Notables Products, using an interaction with
the plane geometry , Spatial Geometry and Drawing , highlighting the concern that the
student develops knowledge no memorizing of formulas passed, like ready and concrete , but
following the construction of these formulas , based on a historical approach of Plane
Geometry and Spatial, since its discovery , through the enormous contributions of Euclid and
other Mathematicians and philosophers . Thus showing that there are more acceptable ways
and more objective to approach content in the classroom , especially remarkable products ,
contributing not only as a professional development , but also a possible and probable
improvement in the development of knowledge in the student

Keywords: Notable Products; Plane Geometry and Spatial Geometry; Construction of
knowleadge.
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1. INTRODUCAO

A construcdo do conhecimento matematico tendo como principio a pratica de uma
determinada experiéncia foi o que nos impulsionou a ser um dos elementos ativos dentro do
processo de ensino-aprendizagem do tema escolhido. Em seu desenvolvimento, ao reunir
diversos aspectos metodoldgicos, fica bem claro que ndo podemos priorizar nenhum em
particular, pois todos se complementam.

Uma abordagem onde se solicita uma solu¢do ou um resultado, frente a uma situagao-
problema real, além de marcar um dos momentos mais importantes dentro do processo de
ensino-aprendizagem, mostra também que ndo devemos tratar a Matematica como uma série
de conhecimentos prontos a serem transmitidos, sendo assim tomamos como objetivo
principal a constru¢do do conhecimento, fazendo com que o aluno consiga concretizar o que
lhe foi passado em sala de aula, relacionando as duas vias da Matematica (Algebra e
Geometria) até entdo vistas de uma maneira distinta.

Nesse sentido, nossa intengdo foi a de ndo fornecer “ideias prontas”, preservar a
intuicdo matematica, estimular solugdes de formas diferentes, mais interessantes e atrativas,

que se identifiquem com situacgdes do nosso dia-a-dia.

Se 0 aluno ¢ colocado na situagdo de descobrir, por ele mesmo, o conceito, a
regra, 0 principio, etc., a partir de uma apresentacéo apropriada de exemplos,
de contra-exemplos e de material didatico, ele serd capaz de utiliza-los,
independentemente, em situa¢fes novas (DANTAS, 1987, p. 5).

Complementando mais a ainda a ideia da produgdo do conhecimento envolvendo a
capacidade de raciocinio préprio do aluno, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de
Matematica, de fundamental importancia na organizacdo de um trabalho de qualidade diaria
do aluno e do professor, explicitam que:

(...) O papel da Matematica no ensino fundamental pela proposi¢do de
objetivos que evidenciam a importdncia de o aluno valoriza-la como
instrumental para compreender 0 mundo a sua volta e de vé-la como érea do
conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de

investigacdo e o desenvolvimento da capacidade para resolver problemas
(BRASIL, 1998, p. 15).

E ainda enfatiza que:
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(...) A importancia de o aluno desenvolver atitudes de seguranga com relagéo
a prépria capacidade de construir conhecimentos matematicos, de cultivar a
auto-estima, de respeitar o trabalho dos colegas e de perseverar na busca de
solucdes (BRASIL, 1998, p. 15).

Sendo a Algebra um poderoso instrumento para a resolugio através de equagdes,
entendemos ser razodvel uma proposta de estuda-las, de forma gradativa, através de situacdes
envolvendo Medidas e Geometria.

Uma vez que as Medidas trazem o mundo real para a sala de aula e agregam as
nogdes de numeros as relacbes geométricas, optamos pelo tratamento simultaneo e integrado
de NUmeros, Medidas e Geometria, tendo ainda como pe¢a fundamental a utilizacdo de

desenhos tridimensionais no estudo de “Soma de Cubos” e “Diferenga de Cubos”.
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2. RESGATE HISTORICO

2.1 GEOMETRIA PLANA OU EUCLIDIANA
Temos por conhecimento de que a Matematica é a mais antiga das ciéncias e que a sua

origem vem das antigas civilizacBes egipcias. Assim como a Algebra, o surgimento da
Geometria se deu por uma necessidade, a de medir terras. Os agricultores egipcios cultivavam
as terras que ficavam nas margens do rio Nilo, que eram divididas em lotes. Na época das
chuvas, o Nilo transbordava alagando a terra e, quando voltava ao nivel normal, deixava o
solo fertilizado, ideal para a agricultura. Como as marcas dos lotes eram carregadas a cada
cheia, tornava-se necessario refazer as demarcacgdes para que os lotes fossem redistribuidos
aos agricultores. Assim, medindo e desenhando terrenos, os Egipcios descobriram métodos e
adquiriram conhecimentos. Tempos depois, 0s Gregos aprenderam, estudaram e
desenvolveram esses conhecimentos, aos quais chamaram de Geometria, que significa
“medida da terra” (geo = terra; metria = medida).

Por volta de 300 a.C. surgiu um grande Matematico, Euclides (325-265 a.C.), que teve
a maior influéncia na evolucdo e na construcdo da Geometria. Nada se pode afirmar sobre
Euclides. Apenas que é possivel que tenha estudado na academia de Platdo devido a
semelhanca entre a visdo platbnica do conhecimento e a sua visdo, em particular do
desinteresse pelas aplicacdes praticas. Gedmetra grego, que viveu entre os séculos IV e Il
a.C., lecionava em Alexandria, cidade que ficava ao norte da Africa, no Egito. Responsavel
pelas primeiras construcdes graficas, utilizando apenas uma régua ndo graduada e um
compasso, descobriu muitas relagdes entre os elementos geométricos. Tais conhecimentos
foram publicados em sua obra Os Elementos, um conjunto de 13 volumes, nos quais
sintetizou o conhecimento matematico da Grécia Antiga.

O estudo da geometria plana ou euclidiana se baseia em analisar as diferentes formas
de objetos em trés conceitos basicos: ponto, reta e plano. Como ndo existem maneiras
concretas para uma definicdo de ponto, temos nesse caso apenas que aceitar sua existéncia e
representarmos um ponto por uma letra mailscula do alfabeto (por exemplo, o0 ponto A).
Definimos uma reta como sendo um conjunto infinito de pontos em sequéncia.

Segundo Euclides, a Geometria operava-se a partir de certas hipdteses basicas,
denominadas axiomas, que eram divididos em dois grupos: no¢bes comuns e postulados,
sendo essas hipoteses aceitaveis a todas as ciéncias e hipoteses proprias da geometria, tais

como:
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e Coisas iguais a uma mesma coisa sao também iguais;
e Seiguais sdo adicionados a iguais, 0s totais sdo iguais;
e Se iguais sdo subtraidos de iguais, 0s restos sao iguais;
e Coisas que coincidem uma com a outra séo iguais;

e O todo é maior do que qualquer uma das partes.
Postulados:

e Pode-se tracar uma (Unica) reta ligando dois pontos;

e Pode-se prolongar (de uma Unica maneira) uma reta finita continuamente em uma
linha reta;

e Pode-se tracar um circulo com centro qualquer e raio qualquer;

e Todos os angulos retos séo iguais;

e Se uma reta, interceptando duas outras, forma angulos internos de um mesmo lado
cuja soma € menor que dois retos, entdo estas duas retas, se prolongadas
indefinidamente, se encontram naquele lado cuja soma dos angulos internos é

menor que dois retos.

Sendo esse ultimo postulado o responsavel pela criacdo do primeiro e mais duradouro
modelo para o espaco fisico, a Geometria Euclidiana, regido pelos postulados. Esse modelo

possuia, aparentemente, um encadeamento légico perfeito.

2.2 GEOMETRIA ESPACIAL
A Geometria Espacial é a rea da Matematica que estuda figuras no espago, ou seja,

gue possuem mais de duas dimensdes. Seu estudo relaciona 0s conceitos basicos vistos em
Geometria Plana (ponto, reta e plano). O conceito de Geometria Espacial € um pouco mais
abstrato em relacdo a Geometria Plana, pois, todo conhecimento sobre tal estudo se apdia em
documentos antigos, denominados papiros, dos quais citaremos como principais o papiro de

Rhind e o papiro de Moscou.

2.2.1 Papiro de Rhind
Um dos documentos mais importantes em relacdo aos conhecimentos egipcios, era

dotado de informagdes sobre trigonometria, aritmética, equagdes, progressdes e célculos de
area e volume, ndo se sabe ao certo as intengdes do mesmo, que vinha intitulado como

InstrucOes para conhecer todas as coisas secretas.
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2.2.2 Papiro de Moscou
Com dimensdes de aproximadamente 8 centimetros de largura por 5 metros de

comprimento, escrito em hieratico por um escriba desconhecido por volta de 1850 a.C., possui
25 problemas sendo que alguns desses sdo de dificeis, as vezes quase impossiveis
interpretacdes devido a degradacdo da escrita. Nesse papiro é apresentada uma forma de
calcular as areas, o volume de um tronco de uma piramide de base quadrangular.

Grandes responsaveis pelo aprimoramento do estudo da Geometria como um todo,
Pitdgoras e Platdo, associavam o estudo da Geometria Espacial ao da Religido e da
Metafisica. Pitagoras, grande discipulo de Thales de Mileto, criou a Escola Pitagdrica, onde
associava tudo que existe na natureza com numeros. Na Geometria Espacial trabalhou,
especificamente com o tetraedro, o cubo, o dodecaedro e a esfera. A “harmonia das esferas”
era para os Pitagoricos a origem de tudo. Ja para Platdo, a explicacdo de tudo, como tudo
existia vinha dos cinco solidos perfeitos: o cubo (terra), o tetraedro (fogo), o octaedro (ar), o
icosaedro (agua) e o dodecaedro (elemento que permearia todo o Universo).

Outros grandes contribuintes para o Estudo da Geometria Plana foram Leonardo
Fibonacci (1170-1240) autor da Pratica Geometriae, Joannes Kepler (1571-1630) com
Steometria, o calculo de volume, em 1615, e Euclides, com sua obra Os Elementos, que ja

fora citado acima.
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3. EDUCACAO MATEMATICA

Historicamente a Matematica construida pela sociedade foi difundida culturalmente,
mantida viva por estudiosos sobre o assunto, selecionada e reorganizada de acordo com a
necessidade da ciéncia e armazenada de acordo com sua necessidade, como também reunida
posteriormente em textos de divulgacdo cientifica ou em manuais escolares. Esse percurso
historico, entretanto, permite-nos estabelecer um dialogo entre o conhecimento aprendido e
disseminado mecanicamente, a memoria da pratica manipulativa que utiliza os objetos
matematicos, os textos, os documentos, os relatos da pratica e outros registros, de um modo
geral, que os armazenam para torna-los publicos.

A humanidade sempre produziu conhecimento sem ter uma preocupacdo explicita com
as especificidades dessa producdo cognitiva, seja ela concebida sob a 6tica da Matematica, da
Fisica, da Quimica entre outras formas de explicar o mundo. O importante é a relagdo entre os
contextos social, cultural e politico de quem produziu tal conhecimento.

No decorrer do tempo, alguns professores dedicavam-se a pesquisa, outros eram bons
administradores e uma boa parte destacava-se pela capacidade de ensinar. Guelli nos afirma

que:

Euclides fazia parte desse dltimo grupo. Talvez por isso, desde sua
publicacdo em 300 a.C., o livro Os Elementos teve uma repercussdo tdo
grande no mundo cientifico. Durante mais de vinte séculos os homens
estudaram Geometria de acordo com os ensinamentos de Euclides (GUELLLI,
2011, p. 14).

A Geometria que aprendemos na escola é toda baseada em Os Elementos. Dos treze
livros que compdem a sua obra, nem todos séo sobre Geometria. Alguns tratam da teoria dos
nlmeros inteiros e positivos e dois deles sdo dedicados & Algebra: o livro 1l e o livro V.

No entanto, a Algebra de Euclides era bem diferente da que usamos hoje. Atualmente,
falamos de Algebra quando as quantidades desconhecidas sdo representadas por letras e as
operaches por sinais tais como: =, x,+, +, —, etc. Na sua Algebra, Euclides representava as
quantidades desconhecidas por segmentos de reta, quadrados, retangulos, triangulos, enfim,
figuras geométricas. Vale ressaltar que apenas a Biblia teve mais edi¢cbes que Os Elementos,

de Euclides.



17

Euclides e seus colegas de Alexandria também manejavam com muita facilidade os
Produtos Notaveis, mas eles interpretavam através de construcbes geométricas. Gracas a
Algebra puderam-se expressar essas idéias de forma mais simples.

A nossa sociedade tem uma grande tendéncia a olhar para o futuro. Destaca assuntos
emergentes, como a exploracdo do espago e as revolugbes ocasionadas pela cibernética.
Parece ter pouco interesse no passado. Na verdade, pode-se indagar que o passado tem a
proferir a um futuro Matematico, ou a um futuro Cientista ou Engenheiro. Ainda mais, o que é
gue o passado da Matematica tem a oferecer a um futuro Médico ou Advogado? Interroga o
que é que tem a oferecer a um cidaddo no geral? Os Professores de Matematica, tanto nos
ensinos fundamental e médio como no superior, tende a agir como se a historia da Matematica
ndo fosse importante para a aprendizagem dessa disciplina. A Matematica é um assunto
técnico e, portanto, basta entender os algoritmos para usa-los corretamente.

No contexto pedagdgico, a dissociagdo entre a Matematica e a sua histéria é
extremamente desagradavel por varias razfes. Em primeiro lugar, o conhecimento
matematico, em contraste com as ciéncias que sdo mais sujeitas as revolug¢des kuhnianas, é de
natureza cumulativa. A Matematica € construida, incessantemente sobre as bases ja
construidas. Em consequéncia o aluno precisa, no processo de aprendizagem, repensar 0 que
ja foi pensado por outros, ou seja, € necessario que o0 aluno se aproprie do que ja foi elaborado
por Matematicos anteriores. Esse processo de apropriacdo é semelhante a atividades de
escalar uma montanha, pois o Professor pode indicar quais sdo as trilhas mais apropriadas ou
mais faceis, mas € o0 aluno que tem que subi-la com seus proprios esforcos. Em consequéncia,
a historia da Matematica e talvez, mais relevante ao ensino da Matematica do que para a
maioria das outras disciplinas.

Em segundo lugar, ndo queremos alunos que saibam apenas manipular algoritmos com
algum sucesso. Queremos alunos que tenham uma compreensdo profunda e critica das partes
da Matematica que estudam. Richard Skemp indicou isto com a sua distingdo entre a
compreensdo instrumental e a compreensdao relacional. A compreensdo instrumental € o
conhecimento mecanizado. E altamente indicado quando queremos, por exemplo, andar de
bicicleta ou guiar um automdvel. Esse tipo de conhecimento nos permite executar atividades
rotineiras com muito sucesso, no entanto, ndo contribui muito ao desenvolvimento da
capacidade de enfrentar situagdes novas, resolver problemas novos ou avaliar situacoes
complexas. Para tanto, precisa-se das habilidades criticas e metacognitivas da compreensao
relacional. A investigacdo da historia da Matematica é sempre uma atividade que envolve a

compreensdo relacional e, portanto, auxilia o desenvolvimento das habilidades matematicas
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que queremos que sejam alcangadas por todos os nossos alunos, sejam eles futuros
Matematicos ou néo.

Devemos mencionar, ainda, que muitos alunos consideram interessantes os topicos da
historia da Matematica. Assim, a histéria pode ser usada como um fator motivador na
apresentacdo do material novo. Isto pode acontecer de duas formas diferentes. Primeiro, de
um ponto de vista mais holistico, a historia da Matematica, como j& mencionamos, revela as
ligacbes da Matematica com outros aspectos da cultura humana. Segundo, de um ponto de
vista mais matematico, devemos lembrar que os Matematicos anteriores se interessaram por
certos conceitos e problemas. Assim, varios alunos também achardo os mesmos problemas
empolgantes e desafiantes quando se depararem com 0s mesmos dos seus estudos.

Infelizmente, muitas das tarefas que nds, Professores de Matematica, infligimos aos
nossos alunos sdo repetitivas, enfadonhas e sem inspiracdo. A histéria da Matematica €, no
entanto, uma fonte rica de problemas interessantes e desafiantes que podem ser incorporados
ao ensino da Matematica, especialmente na forma de atividades de redescoberta ou de
resolucdo de problemas.

Lamentavelmente a historia da Matematica é frequentemente usada na sala de aula
como uma mera curiosidade ou, ainda pior como uma maneira de fugir temporariamente da
matematica. Seu verdadeiro uso como instrumento pedagdgico, porém, somente ocorre
quando os conceitos e problemas histéricos sdo integrados na rotina diéria da sala de aula e se
tornam parte da experiéncia matematica do aluno. As facanhas do passado, pelo menos na
Matematica, ndo sdo monumentos a serem admirados pasmadamente, sdo possibilidades
excitantes a serem vividas e o aluno precisa lidar com elas, analisando-as, avaliando-as e ate

tentando melhoréa-Ias.
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4. FUNDAMENTACAO TEORICA

4.1 EXPRESSOES ALGEBRICAS

Sao denominadas Expressdes Algébricas, as expressdes matematicas que sdo dotadas
de variaveis e constantes, onde varidveis sdo termos, representado por letras que representam
um numero qualquer ou um conjunto, enquanto que as constantes representam valores (ou
quantidades) fixos.

Vejamos alguns exemplos de Expressoes:

e Para representar o perimetro de um quadrado de lados a, usaremos a expressdo

P = 4aq;
e Sdo exemplos de expressdes também os termos 2x%e 2x + 3x> que representam

respectivamente monémios e polindmios, na qual veremos em seguida.

4.2 MONOMIOS E POLINOMIOS
Mondmio representa 0 produto entre varidveis e constantes. JA& o Polindbmio é

composto de monémios ou soma de monémios.

4.2.1 Mondmios ou Termos Semelhantes
A semelhanca entre mondmios existe quando suas partes variaveis sdo idénticas.

Observe os exemplos:

e Os mondémios 3x e 5x sdo semelhantes, pois suas partes variaveis sao idénticas em
ambos;

e Os mondmios 4xy? e 16xy?* sdo também semelhantes.

4.3 OPERACOES COM MONOMIOS

4.3.1 Adicéo e Subtracdo de Mondmios
A adicdo de mondémios sO pode ser feita se 0s monémios forem semelhantes. Para
efetuar a soma de monbémios, somam-se as constantes e conserva-se a parte variavel. Por

exemplo:

o 4x*+ 18x% = 22x*
o 123xy3z + 321xy*z = 444xy>z
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J& na subtracdo, mantendo 0 mesmo critério de termos semelhantes, ou seja, subtrai-se

as constantes e conserva-se a parte variavel, conforme os exemplos:

o 433 21j3 = 223
o 98k?z3 — 56k%z® = 42k%*73

4.3.2 Multiplicagdo de Mondmios
Ao multiplicarmos mondmios faremos 0s seguintes passos: multiplicaremos as partes

numericas, ou constantes entre si, e multiplicaremos as partes literais, ou variaveis em
comum, utilizando, caso seja necessario, as propriedades de multiplicacdo de poténcias de

mesma base:

° a™- gt = gmtn
E da propriedade associativa da multiplicagéo:
e a-(b-c)=(a-b)-c

Vejamos, entdo, alguns exemplos:

o 12x%-3x3=12-2-x%-x3=24-x° = 24x°

e 553h2m3-10m?s3=5-10-s3-s3-m3-m2-h%? =50s° - m°- h? = 50s°m°h?

4.3.3 Divisao de Mondmios
Para divisdo de mondémios devemos tambem nos lembrarmos das propriedades de

divisdo de poténcias de mesma base:
e a™:a" = a™™ comm, n nUMeros naturais.

De maneira analoga, a operacdo se da por termos em comum, Ou seja, parte numérica
com parte numérica e parte literal com parte literal.

Exemplos:

o 24x3:3x2=2.% _gq
3 a
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Observacdo: vale lembrar, por propriedade de poténcias, que qualquer nimero elevado

a zero vai ser sempre igual a 1.

4.3.4 Potenciagdo de Monomios
O estudo de mondmios esta inteiramente ligado com o de potenciacdo, por isso é

essencial que saibamos as regras de potenciagdo. Para efetuarmos potencia¢Ges de monémios,

é preciso lembrarmos das seguintes propriedades:
e (a-b)™=am-b™m
° (an )m = qgt'm
Vejamos os exemplos:

° (2x2f3)3 — 23 . x2-3 _f3-3 — 8 . x6 _f9 — 8x6f9
° (—3]kb2)2 — (_3)2 'j2 . k2_b2-2 =9 ,j2 . k2 . b4 — 9j2k2b4-

4.4 GRAU DE UM POLINOMIO
Seja um polinémio denotado por P(x)., o grau do polinémio sera obtido pelo maior

expoente da variavel x, que possui coeficiente ndo nulo. Podemos representar o grau de um

polinémio por gr(P). Quanto ao grau, classificamos os polindmios como:

o Polinémio constante - grau 0;
° Polindmio linear - grau 1;

. Polinémio quadratico - grau 2;
o Polindmio cubico - grau 3.

Se tivermos P(x) = 0 denotamos entdo de polinbmio nulo e ndo podemos definir o

seu grau. Vejamos alguns exemplos:

e P(x) = x>+ 2x*¢é um polindbmio de terceiro grau, ou grau clbico;
e P(x) = 16x + 3x* + 6x° é um polindmio de 6° grau;

e A(y) =y + 2y*é um polindmio quadratico.
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4.5 OPERACOES COM POLINOMIOS

4.5.1 Adicao e subtracéo de polindmios
A soma de dois ou mais polinbmios tem como resultado o polinbmio em que 0s

coeficientes sdo obtidos adicionando-se os coeficientes dos termos que possuem grau em

comum. Por exemplo:
Sejam os polinémios P(x) e A(x) dados por:
o P(x)=2x+6x—2x e A(x)=4x>—3x+ 5x?
o PX)+A)=((6+4)x*+2+5)x*+(—2-3)x
e P(X)+A(x)=10x>+ 7x* — 5x

Por analogia, a subtracdo de polindbmios tem como resultado o polindmio em que 0s
coeficientes sdo obtidos subtraindo-se os coeficientes dos termos que possuem grau em

comum. Exemplificando:

Dados os polindmios P(x) e A(x)do exemplo anterior, a subtracdo é dada por:

o P(xX)—A(x)=(6—-4)x*+@2-5)x*+(-2+3)x

o P(x)—A(x)=2x*—-3x*+x

4.5.2 Multiplicacéo entre polindmios
Considere os polinémios P(x) = 2x?—x e A(x) = 3x + x? . A obtencdo do produto

dos polindmios é feita a partir dos seguintes passos: inicialmente, multiplicaremos cada termo
de um deles por todos os termos do outro, em seguida faremos a adi¢do. Vejamos o seguinte

exemplo:
e P(x)=2x?—xeA(x) = 3x + x? fazendo a multiplicacdo, temos:
(2x% —x) - Bx + x?) = [2x%2 - (3x + x2) + (—x) - (Bx + x?)]
= 6x°+ 2x* — 3x7— x?
= 2x* + 5x3 — 3x?2

Observacéo: O grau da multiplicacéo de dois polindmios ndo nulos é a soma dos graus

desses polindmios.

De fato, como gr(P) =2 e gr(A) =2, logo gr(P) + gr(A) =2+2=4=gr(P . A).
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4.5.3 Diviséao entre polinbmios
Quanto a divisao de polindmio existem diversas maneiras de se obter o resultado, tais

como: o0 método da identidade de polinémios, de Descartes; dispositivo de Briot-Ruffini;
método da chave; além dos teoremas de D'Alembert e o teorema do resto. Vejamos 0 método
da chave, que é o mais utilizado.
Sejam P(x) e A(x) polinbmios com A(x) ndo nulo. Ao dividir P(x) por A(x) obtemos
0s polindmios Q(x) e R(x), tais que:
e P(x)=0Q(x) A(x) + R(x), onde:

P(x) é o dividendo;
A(x) é o divisor;
Q(x) é o quociente;
R(x) é o resto.
Observagoes:
e O grau de Q(x) é igual a diferenca dos graus de P(x) e A(X);
e O grau do resto R(x), com R(x) ndo nulo serd sempre menor do que o grau do
divisor, nesse caso, A(X);
e Se adivisdo € exata, o resto R(x) é nulo, ou seja, o polinémio P(x) € divisivel pelo
polindmio A(X).
Vejamos um exemplo usando o método da chave:
Sendo os polindmios P(x) = 4x> + x* + 9 + 4x* e A(x) = x* + x — 1, obteremos a
solucdo da divisdo de P(x) por A(x) de maneira analoga ao algoritmo usado na aritmética.
Pelo método da chave, temos 0s seguintes passos:
1° passo: Reescrevemos os polinémios dados na ordem decrescente de seus expoentes,
completando o polinémio com termos de coeficiente zero:

P(x)=x*+4x°+4x>+0x+9eA(x) =x’+x—1

2° passo: Divide-se o termo de maior grau do dividendo P(x) pelo termo de maior grau
do divisor A(x), obtendo, assim, o primeiro termo do quociente Q(x). Em seguida multiplica-

se 0 termo obtido pelo divisor e subtrai-se esse produto do dividendo:
A3 A2+ 0x+9 [P +x—1
—/— x>+ x? x>

3x3 + 5x?
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3° passo: Se a diferencga obtida tiver grau maior ou igual ao divisor, ela serd o novo
dividendo. Continuamos, entdo, 0 processo a partir do 2° passo:

A+ 4P+ 0x+9 | X tx—1

—x* — x4+ x? x4+ 3x+2

x+ 11

Como a diferencga obtida tem um grau menor do que o divisor se d& por encerrado a

divisdo. Obtemos entdo o quociente Q(x) = x>+ 3x + 2 eresto R(x) = x + 11.

4.6 CASOS ESPECIFICOS

4.6.1 Quadrado da soma de dois termos
O quadrado da soma de dois termos €é igual a o quadrado do primeiro termo; mais o

qguadrado do segundo termo; mais duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo
termo.
Primeiramente montamos um segmento fomentado por dois pontos quaisquer e

denotamos o comprimento desse segmento de a:

i

Em seguida, montemos outro segmento partindo de um ponto fixo do segmento

anterior e denotamos o comprimento desse segmento de b:

a b

Como queremos calcular o quadrado da soma de dois termos, montemos agora um

guadrado com as seguintes medidas de segmentos dados:
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a b
™ ° o
a
® @
b
> & @

Temos agora um quadrado de lados a + b. Tragcando perpendiculares partindo dos
pontos que dividem os segmentos a e b temos:

a b
» ® »
a
'y & #
b
s & o

Com isso, fomentamos dois quadrados e dois retangulos possivelmente notaveis. Um

quadrado de lado a, outro quadrado de lado b e dois retdngulos de lados a e b:
a b

Pelo conceito de area de quadrados e retangulos, podemos chegar a conclusao de que
um quadrado de lados a + b tem a mesma area de um quadrado de lado a, um quadrado de
lado b e dois retangulos de lados a e b:

(a+b)*> = a* + b> + a.b + a.b
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(a+b)?= a?+ b%+ 2.a.b

4.6.2 Quadrado da diferenca de dois termos
O quadrado da diferenca de dois termos €é igual ao quadrado do primeiro termo; mais o

quadrado do segundo termo; menos duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo

termo.

Partiremos do fato de que o quadrado do primeiro termo; mais o quadrado do segundo
termo; menos duas vezes o0 produto do primeiro termo pelo segundo termo para chegarmos a

conclusdo de que o resultado sera igual ao quadrado da diferenca de dois termos.

Primeiramente sejam dados dois pontos, montemos um segmento e o denotamos por

a:
i}
L L
Fomentamos um quadrado de aresta com medida a:
L L
|
L &
a
Sejam dois pontos quaisquer e seja 0 segmento que une esses dois pontos chamado de
b:
b
e

Montemos um quadrado de aresta igual a b:
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Temos agora um quadrado de area a® e outro de area b2. Cologuemos os dois lado a

lado e observemos:

)
L L ]
a
b
L .
b
Temos que retirar agora dois retangulos de areas ab:
o
)
b
b

Podemos notar que o retdngulo acima tem &rea igual a ab, ja que tem uma base igual a

a e a altura igual a b. Retirando esse retangulo temos:
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Temos que retirar ainda um retangulo de area ab. Para isso, fazemos o seguinte passo:

a

L
=]

b

Com isso podemos retirar o retangulo que tem base igual a b e altura igual a a, ou

seja, de area ab:
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Restando, assim, um quadrado de aresta medindo a - b, chegando assim a concluséo:

a-b

4.6.3 Produto da soma pela diferenca de dois termos
O produto da soma pela diferenca de dois termos é igual ao primeiro termo elevado ao

quadrado menos o segundo termo elevado ao quadrado.
Tomamos como parte inicial a diferenca de quadrados.

Sejam dois pontos quaisquer e 0 seguimento que une esses dois pontos igual a a.

a
L @

Fomentamos agora um quadrado de arestas igual a a.

a

Dentro do quadrado de area a?, fomentamos um outro quadrado de arestas igual a b .
Primeiramente partindo de um segmento qualquer do quadrado de area a? formamos um

segmento de medida b:



b
Do segmento igual a b fomentamos um quadrado de aresta igual a b:

a

[ ' ]
a
[ o
® ® ®
b

Retiramos o quadrado de area igual a b*:

i

a-b

Partindo do vértice, caracterizado por A fomentamos 0 segmento a seguir:

30
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[ .
a-b
a
[ Y o
-
a-hb

Com isso, formamos dois retdngulos. Agora faremos um passo preciso para chegarmos

a conclusao:

a+bh

Por fim, montamos um retangulo de base igual a a+ b e altura igual a a — b.

Resolvendo a area do retangulo temos:
(a+b)-(a—D>)

Chegando assim a conclusé&o.

4.6.4 Cubo da soma de dois termos
O cubo da soma de dois termos € igual ao primeiro termo elevado ao cubo, mais trés

vezes 0 primeiro termo elevado ao quadrado vezes o segundo termo, mais trés vezes o
primeiro termo vezes o0 segundo termo elevado ao quadrado, mais o segundo termo elevado

ao cubo. Tomemos primeiro um cubo de arestas a + b conforme a figura abaixo:
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a+b

Agora, fixamos valores para a e b e seccionamos o0 cubo dividindo as arestas:

Analisamos as areas que formaram depois da seccao:
b

h a
Para concluir a demonstracdo, preenchemos as figuras com mesmo volume, com

cores iguais:
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Dai temos a® + 3a?b + 3ab? + b3.

4.6.5 Cubo da diferenca de dois termos

O cubo da diferenga de dois termos é igual ao primeiro termo elevado ao cubo,
menos trés vezes o primeiro termo elevado ao quadrado, vezes 0 segundo termo, menos trés
vezes 0 primeiro termo, vezes o segundo termo elevado ao quadrado, menos o segundo
termo elevado ao cubo. Partiremos da segunda parte da igualdade para melhor fixar a
demonstracéo.

Seja um cubo de aresta a:

a

Agora seja b uma medida qualquer tal que a = 3b:



a a
a a

a

Retiramos agora a®b trés vezes. (3a%b):

-

o __;'i’/

o Qa a
Retornamos agora com ab? trés vezes (3ab?):
b e, b, b,

! L M H

i

E retiramos b3:
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Sabendo que a = 3b podemos ter por conclusdo de que a —b = 2b. Assim,
podemos reorganizar as figuras e formar um cubo de arestas a — b chegando assim a
concluséo.

a-b

a-h
/—b
| e |

4.6.6 Soma de cubos

A soma de dois cubos possui sua forma fatorada dada pelo produto que envolve a
soma das arestas dos cubos, vezes a aresta do primeiro ao quadrado, menos o produto do
primeiro pelo segundo, mais a aresta do segundo ao quadrado. Algebricamente a® + b® =
(a+b)-(a?—ab + b?), para a e b arestas quaisquer. Partiremos, mais uma vez, da
segunda parte da igualdade para melhor fixar a demonstracéo.

Temos entdo o seguinte:

ﬂ 2

a b

Colocando (a + b) em evidéncia separando os retangulos temos:



(a+b)-(a?) e (a+b) - (b?)

Retiramos agora (a + b) - (ab).

Restando assim a? e b3, chegando a conclusao.

36
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4.6.7 Diferenca de cubos

A diferenca de dois cubos possui sua forma fatorada dada pelo produto que envolve a
diferenca das arestas dos cubos, vezes a aresta do primeiro ao quadrado, mais o produto do
primeiro pelo segundo, mais a aresta do segundo ao quadrado. Algebricamente a® — b* =
(a —b) - (a® + ab + b?), para a e b arestas quaisquer.

Primeiramente consideramos um cubo de aresta a:
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Agora seja b uma medida tal que a > b, fomentamos no cubo de aresta a um cubo de

aresta b conforme citado, e em seguida o retiramos:

Desmembrando o que restou apos a subtracao entre os cubos, temos:

-

a 1 f a ! H_b

Agora, colocamos (a — b) em evidéncia e chegamos a conclusdo:
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Embora o cenario venha mudando, a forma de ensinar Matematica ainda prioriza a
memorizacdo de formulas, a formalizacdo de terminologias, mecaniza¢do de algoritmos.
Sem fazer um paralelo com a realidade dos fatos diarios, a profusdo de nameros, simbolos e
outros entes matematicos, parecem etapas de um codigo dificil de ser decifrado. Tais atitudes
proporcionam atitudes de indiferenca, receio e até antipatia por uma disciplina que pode ser
percebida e trabalhada em diversas atividades do dia a dia.

A importancia das formalidades encontradas nas definicdes e teoremas que,
reconhecidamente desenvolvem aspectos significativos na formacdo de um Educador, tais
como: organizar, escrever, argumentar, estimar, demonstrar, dentre outros, deve ser sempre
realcada. A rigidez inerente as operacOes realizadas deve ser interpretada como uma
atividade que ira proporcionar um bem comum. Em conjunto com outras &reas de
conhecimento, tem contribuido ao longo dos tempos na obtencdo de resultados que
melhoram a qualidade de vida da humanidade. Vista dessa forma, ndo ha como pensar em
uma Matematica, antipatica e sem utilidade.

Se por um lado é verdade que a abordagem dos casos convencionais dos Produtos
Notaveis, através dos métodos algébricos, é potencialmente mais pratico e agil, por outro
lado, os Educadores ndo enfatizam sua relacdo com a Geometria Plana, Geometria Espacial,
Desenho. Nem por isso, entendemos que a obtencdo dos resultados através de um caminho
que até entdo desconhecia, deva ser considerada mais importante do que as apresentadas na
grande maioria dos livros didaticos e reproduzida mecanicamente pelos Professores de
Matematica nas instituicdes de ensino em seus diversos niveis.

No entanto, verificar que o tema ndo € um mero truque proporcionado pelas
operacdes algébricas e que tem a ver com outros tantos contetdos, ainda que em
Matematica, proporciona uma sensacdo de satisfacdo e de convic¢do, uma vez que para
obtencdo de resultados significativos no ensino de Matematica, passa pela mudanca de

postura do Professor.
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