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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo, complementar estudos a respeito da funcéo quadratica e
aplicacdo da mesma. O conteudo de funcGes tem importancia nos estudos em Matematica, pois
aparece em todos o0s niveis de ensino da educacgdo basica, tanto no segundo segmento do ensino
fundamental, quanto no ensino médio. Para desenvolver o trabalho, foi realizado uma pesquisa
bibliogréfica, levantando sobre a origem da definicdo, desde os conjuntos e relacGes, 0s
diversos tipos de funcdes, até chegar na funcdo quadrética, que é foco desse trabalho. A
Funcdo Quadratica é uma funcdo polinomial definida por um trinémio de grau 2. Neste
trabalho, foram utilizados softwares matematicos como Winplot e 0 Geogebra para facilitar a
compreensdo de representacdes graficas das fungdes. Considerando a importancia do
entendimento de fungbes para a matematica e para a compreensdo de fenémenos relacionados
a diversas areas do conhecimento, as aplicagcdes que compdem esse trabalho estdo
fundamentadas na contextualizagdo dos contetdos e na interdisciplinaridade que colaboram
para um melhor entendimento das fungdes matematicas.

Palavras-Chave: aplicagdes, conjuntos, funcdo quadratica, graficos, matematica.



ABSTRACT

This work aims, complementary studies of the quadratic function and implementation. The
functions of content is important in studies in mathematics, as appears in all basic education
levels of education, both in the second segment of the elementary school, as and especially in
high school. To develop the work, a literature search was conducted, raising about the origin
of the definition, since the sets and relations, the various types of functions, until you reach
the quadratic function, which is the focus of this work. The quadratic function is a polynomial
function defined by a degree of triad 2. In this work, mathematical software was used as
Winplot and Geogebra to facilitate understanding of graphic representations of functions.
Considering the importance of understanding functions for mathematics and for
understanding phenomena related to various areas of knowledge, the applications that make
up this work are based on the contextualization of the content and interdisciplinarity that
contribute to a better understanding of math functions.

Keywords: applications, sets, quadratic function, graphics, mathematics.
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INTRODUCAO

O papel que a Matemaética possui é de fundamental importancia no desenvolvimento
da sociedade e seu entendimento torna-se cada vez mais necessario para a evolucao cientifica
e producdo de novos saberes.

Dentre os diferentes conteidos matematicos o conceito de funcdo € sem ddvida, um
dos mais importantes. Isso se justifica pelo fato de que tal conceito estabelece relagdes com
varios outros conceitos matematicos e pode ser aplicado no estudo de fenbmenos em diversas
areas do conhecimento.

No ambito matematico basico, o estudo de fungbes relaciona-se diretamente com a
algebra, no que se refere as expressdes algébricas presentes nas leis de formacéo de funcGes e
na relacdo entre variaveis, e com a geometria analitica, que utiliza de um sistema de eixos
coordenados para a representacdo de seus gréaficos.

A trigonometria tem boa parte de seu estudo e aplicacGes fundamentados nas funcdes
trigonométricas e seus graficos. Progressdes aritméticas e geométricas também podem ser
analisadas atraveés de relacGes funcionais. Na matematica financeira, podemos relacionar as
grandezas envolvidas no calculo de juros simples ou compostos atraves de funcdes.

Podemos citar ainda as conexdes estabelecidas entre o estudo de fungdes e as outras
areas do conhecimento. No ensino da Fisica, varios fendbmenos sdo descritos atraves de
funcBes, como, por exemplo, no estudo dos movimentos, onde a distancia percorrida por um
movel pode ser dada em funcdo do tempo.

Na Quimica e na Biologia também sdo inUmeras as situacdes onde as funcGes podem
ajudar a descrever e compreender seus fendmenos. A decomposi¢do de algumas substancias
radioativas e o crescimento de uma populacdo de bactérias podem ser representados atraves
de fungbes exponenciais.

Na area das ciéncias sociais, econdmicas e geogréaficas, as relagdes funcionais sdo
Uteis para descrever fendmenos, criar modelos que representem a realidade e que podem, por
vezes, simular situacdes futuras.

Estas breves consideracdes nos mostram o quanto o estudo de fungdes é importante
tanto para o desenvolvimento da prépria Matematica, bem como para a compreensao de

varios fendbmenos naturais, econdmicos ou sociais.
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Seguindo esse entendimento, este trabalho tem como objetivo fazer uma abordagem
acerca de funcGes quadraticas, e suas aplica¢fes, desde sua origem, passando por noc¢des de
conjunto, de relacdes e fungdes.

Para desenvolver o trabalho, realizamos um levantamento bibliogréafico relacionado ao
tema, seja por livros, trabalhos publicados ou sites especializados de modo a darmos uma
abordagem sobre funcBes quadraticas. Em seguida, continuamos com o estudo, resumos e
fichamentos de informacdes relevantes ao conteudo e, por fim, realizamos a producdo em
forma escrita desse Trabalho de Concluséo de Curso.

Para alcancar os objetivos deste trabalho, organizamos capitulos apresentadas a seguir.
O capitulo 1 consiste em uma introducdo apresentando as justificativas, metodologia e
objetivo. O capitulo 2 contém um levantamento histérico, considerando a ordem cronolégica
do tempo e incluindo fatos relacionados ao desenvolvimento do conceito de funcéo
quadrética, até culminar com o que se utiliza atualmente. Traz ainda considera¢des acerca de
relacbes e funcdes, em especial as fungbes quadraticas. No capitulo 3 sdo apresentados
estudos e diferentes aplicagdes da funcdo quadratica. E na ultima parte apresentamos a

conclusdo do trabalho.



15

CAPITULO 1

1 CONCEITUACAO DE CONJUNTO E FUNCAO

Neste capitulo vamos apresentar os conceitos de Conjunto, Relacdo e Funcdo, os quais
serdo abordados no intuito de subsidiar os capitulos posteriores. Ndo faremos, portanto, um
estudo mais aprofundado desses conceitos — devido aos objetivos a que o trabalho se propde —
destacaremos sim, os resultados necessarios para que o leitor tenha a compreensdo dos

assuntos que dependem destes.

1.1 NOCOES GERAIS SOBRE CONJUNTOS

A nocao de Conjunto, em matematica, € considerada primitiva, ou seja, ndo se define o
gue seja um conjunto. Intuitivamente, um conjunto € uma colecdo, grupo, ou lista de
elementos que tem uma ou mais propriedades em comum.

A Teoria dos Conjuntos, essencialmente criada pelo matematico Georg Cantor (1845-
1918), tornou-se o elemento central da estruturacdo do conhecimento matematico. Esta é uma
das mais notaveis inova¢fes matematicas dos ultimos séculos. Nessa teoria, Cantor apresenta
demonstracfes novas de fatos conhecidos e, ao lado disso, inimeros fatos novos. A mesma
contribuiu decisivamente para que se passasse a encarar, sob outra perspectiva, os problemas
da matematica, desde os que surgem nos fundamentos da disciplina até os que sdo tipicos de
ramos especializados da algebra, da analise e da geometria.

Tentando, em poucas palavras, dar uma ideia sobre a obra de Cantor, resumimos
informalmente a teoria dos conjuntos em pontos chaves:

Intuitivamente, um conjunto é uma colec¢do ou classe de objetos, também chamados de
elementos ou membros. A notacdo de pertinéncia serve para indicar que um elemento x
pertence a um conjunto A e é denotado por x € A. Se ele ndo pertence a A, escreve-se x € A.

Dois conjuntos sdo iguais se possuem exatamente 0os mesmos elementos (principio da
extensionalidade). Conjunto vazio é o conjunto que ndo possui nenhum elemento e é
denotado por @. Os conjuntos podem ser finitos ou infinitos.

A cardinalidade de um conjunto A, intuitivamente indica o nimero de elementos do

conjunto e é denotada por #A. Um conjunto ndo possui ordenacdo. Isso significa que ndo
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importa a ordem em que seus elementos sdo postos. Além disso, elementos repetidos podem
ser excluidos. Desse modo, os conjuntos {2, 5,8} = {8,5,2} = {5,5, 8, 2, 8}, sdo iguais.

Podemos representar o conjunto dos objetos que tém uma determinada propriedade
P(n), de modo que S = {x |P(x)}. Por exemplo, S={i|i=2n+1en € N}, define o
conjunto dos nimeros impares.

Um conjunto unitario possui um unico elemento.

Um conjunto A é dito estar contido em B (escreve-se A € B) se, e somente se, todo
elemento de A é elemento de B, desta forma, A é subconjunto de B. Por exemplo, os
conjuntos A = {0,2,4}e B ={0,1,2,3,4,5,6}, temos que, A ={0,2,4} = {0, 1,2,3,4,5, 6},
OUA € B.

Um conjunto A é igual a um conjunto B (escreve-se A = B) se, e somente se, A € B
e B € A. Dados os conjuntos A = {2,4,6} e B = {x |x é par, positivo, maior que 1 e menor
que 7}, temos que A = B.

Um conjunto A esta contido propriamente no conjunto B (escreve-se A € B) se, e
somente se, A € B e A # B. Desta forma A € subconjunto préprio de B e, caso contrério, é
subconjunto impréprio.

O proprio Cantor encontra falhas na sua Teoria. J& em 1985, tinha encontrado uma
antinomia, que mais tarde, cerca de 1897, Cesare Burali-Forti (1861-1931) apresentou 0
paradoxo que diz respeito a colecdo de todos os ordinais.

O paradoxo de Cantor é outra falha encontrada na teoria, falha esta mais simples e
mais fundamental sobre conjuntos. Em carta a Richard Dedekind (1831-1881), Cantor
observa que ndo se pode falar, sem cair em contradi¢do, da classe do todos os conjuntos
cardinais como formando um conjunto, ou mesmo do “conjunto de todos o0s conjuntos”.

Porém, o que mais retratou a falta de bases sélidas para os fundamentos da teoria dos
conjuntos, foi o Paradoxo de Russell, tratado adiante com mais clareza. Logo apds,
compreende-se que as demais antinomias eram, na verdade, contradigdes na obra de Cantor, e

que era necessario rever os seus fundamentos.
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1.2 CONJUNTO, ELEMENTO E PERTINENCIA

Assim como alguns elementos na geometria elementar, como reta e plano, conjunto é
um ente primitivo e, portanto, ndo é definido. No entanto, os livros trazem uma abordagem
conceitual sobre este assunto, através de exemplificagbes, o que torna possivel a
universalizacdo de sua ideia.

Podemos entender por conjunto como agrupamento de objetos ou cole¢édo de objetos.
Por exemplo:

a) Conjunto das letras do alfabeto;
b) Conjunto dos estados brasileiros da Regido Nordeste;
c) Conjunto dos signos do zodiaco;

d) Conjunto dos algarismos pares.

Cada componente que é incluido na formacdo do conjunto é chamado elemento.
Dessa forma, nos exemplos anteriores, temos os elementos:
a) a,b,c,d, e, f, ...,z
b) Paraiba, Pernambuco, Rio Grande do Norte, Maranhao, etc;
C) Aries, Touro, Gémeos, ..., Peixes;

d) 2,4,6,8.

E importante frisar que um conjunto pode ser elemento de outro conjunto. Por
exemplo, o conjunto dos times que disputam o Campeonato Brasileiro € formado por equipes
que, por sua vez, sdo conjuntos de jogadores.

Em geral, denotamos conjuntos por letras mailsculas: 4, B, C, etc., € seus elementos
por letras mindsculas: a,b,c,d, e, f,etc. Em casos especificos, usamos letras maiusculas,
mesmo para denotar elementos de um conjunto, nos casos em que um conjunto é elemento de
outro conjunto.

De acordo com Vieira (2015), para indicar que um elemento, x, por exemplo, é
componente de um conjunto A, escrevemos x€EA (I&-se
“x pertence a A” ou “x esta em A”). Se x ndo € componente de A, escrevemos x ¢ A (Ié-se

“x ndo pertence a A” ou “x ndo esta em A”).
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Um conjunto A pode ser descrito através de dois recursos principais, por meio de
forma discursiva, ou seja, citamos ou enumeramos 0s seus elementos ou expressamos através
de declarages precisas em palavras.

Exemplo 1: Seja o conjunto A formado por todos os ndmeros primos entre 0 e 20. Logo o
conjunto A =1{1,2,3,5,7,11,13,17,19}.

Exemplo 2: Seja o conjunto B formado por todos os nimeros pares maiores do que 5. Logo o
conjunto B = {6,8,10,12,14,...}

Notemos que nestes casos é facil perceber quais sdo os elementos que pertencem ao
conjunto A e quais elementos pertencem ao conjunto B, pois a forma discursiva, bem como a
citacdo dos elementos foi clara e de facil percepcdo. No entanto, nem sempre € possivel
utilizar-se deste recurso para descrever os elementos de um conjunto, neste caso, utilizamos
outro recurso e ele sera identificado por meio de uma propriedade caracteristica P de seus

elementos. Dessa forma, tem-se que:
A = {x: xtemapropriedade P}
E lemos “A é o conjunto dos elementos x que tém a propriedade P”.

Exemplo 3: Seja o conjunto C = {x | x é uma vogal do alfabeto brasileiro}. Logo, C =
{a,e,i,o, u}.

Exemplo 4: Seja o conjunto D = {x | x é divisor inteiro positivo de 9}. Assim, D =
{1,3,9)}.

Quanto aos conjuntos numéricos classicos, eles serdo denotados por N, Z, Q, R, C, a
saber:

N={1,2,3,4,5,...} O conjunto dos nimeros naturais,

Z={..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} O conjunto dos nimeros inteiros,

Q= {s :p,q € Zeq # 0} O conjunto dos nimeros racionais,

R = é o conjunto dos nuUmeros reais,

C={x+yi: x,y € R} O conjunto dos nimeros complexos, em que i* = —1.
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Temos também, conforme Vieira (2013), que Z*,={1,2,3,..}eZ'_ =
{...,—3,—2,—1}, respectivamente: conjunto 0s nimeros inteiros positivos, menos o zero, e
conjunto dos numeros inteiros negativos, menos o zero. Analogamente, temos 0s conjuntos
Q,, Q_,R,,R_. Além disso, para 0s conjuntos numéricos A = Z, Q, R ou C, denotaremos por
A* ao conjuntos dos elementos ndo nulos de A4, ou seja,

A" ={x€eA:x+0}.

Subconjuntos

Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é subconjunto de B, e denotamos por A ¢ B
(1é- se "A esta contido em B™), se todo elemento de A é também elemento de B. Denotamos
também B > A (Ié-se "B contém A"). Respectivamente, a negacdo de A c B serd denotada
por A ¢ B (Ié-se "A ndo esta contido em B"), a qual é verdadeira quando existir em A ao
menos um elemento que ndo pertence a B. Desta forma, temosque A € B <& Vx € A, x € B.

E a negacdo de B D A serd denotada por B » A (lé-se "B ndo contém A"), a qual é

valida nas mesmas condicGes de A ¢ B.

Exemplo 5: Sejam os conjuntos A ={1,2,3,4,5,6,7,8}, B =1{2,4,6,8} e C ={1,3,5,7}.
Temos que B c A,C < A.Ouaindaque A>B,ADC.

Conjunto Unitario e Conjunto Vazio

Define-se como conjunto unitario aquele que possui um Unico elemento. Por
exemplo:
a) O conjunto dos numeros naturais compreendidos entre 0 e 2.
Nesse caso, existe somente um elemento, o nimero 1. Representado por {1}.
b) Seja A o conjunto dos inteiros que sdo raizes da equagdo 2x% — 3x + 1 = 0.
Entdo A = {1}.

O conjunto vazio € aquele que ndo possui nenhum elemento. A sua representacao pode
ser feita utilizando duas simbologias: { } ou @. Por exemplo:
a) O conjunto dos numeros naturais antecessores ao 0 (zero) é considerado vazio,

pois nos nimeros naturais nao existe antecessor de zero.
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b) Seja D o conjunto definido por D = { x | x € 0 més do ano cuja nome comega com
a letra P}. Entdo D = (.

Podemos obter um conjunto vazio quando se descreve um conjunto através de uma
propriedade P logicamente falsa. Por exemplo:

{x|x #x}= 0.

{x | x é impar e multiplo de 2} = @.

{x|x>0ex <0}= 0.

1.3 RELACAO BINARIA

Para definirmos o conceito de Relacdo Binaria, abordaremos alguns conceitos
imprescindiveis para a compreensdo do nosso estudo.

Podemos entender como par ordenado, um conjunto formado por dois elementos a e
b, onde chamamos a de primeiro elemento e b de segundo elemento.

Em nosso estudo sobre relacGes, a ordem dos elementos € significativa. Dessa forma,
definiremos par ordenado como sendo o conjunto formado por dois elementos. Vieira (2015)

afirma que de forma rigorosa, um par ordenado (a, b) é definido como sendo o conjunto

{{a},{a, b}}, isto é, (a,b) = {{a} {a, b}}.

Podemos entender como Sistema Cartesiano, o plano a definido pela interseccdo das
retas x e y, perpendiculares entre si, cuja interseccdo chamamos de origem ou 0. Como

mostrado no gréfico da Figura 1.

Figura 1: Gréfico do Plano Cartesiano
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Tomemos agora um certo ponto P no plano cartesiano, P € a. Tracemos por ele duas
retas x’ e y’, de tal forma que x’ seja paralela a x, e y’ seja paralela a y, conforme mostrado no

gréfico da Figura 2.

v

al . -
0 P x

Figura 2: Gréfico do Plano Cartesiano

O ponto de interseccdo entre as retas x e y’, chamaremos de P;, e 0 ponto de
interseccdo entre y e x’, chamaremos de P,. Nestas condicdes, lezzi (1977) define:

a) Abscissa de P € o numero real x,, representado por Py;

b) Ordenada de P € o numero real y, representado por Py,

¢) Coordenadas de P séo 0s numeros reais x,, e y,, geralmente indicados na forma de
um par ordenado (x,, y,,), onde x,, € 0 primeiro termo;

d) Eixo das abcissas € 0 eixo x (ou 6x);

e) Eixo das ordenadas é o eixo y (ou 8y);

f) Sistema de eixos cartesiano ortogonal (ortonormal ou retangular) é o sistema x0y;

g) Origem do sistema é o ponto 0;

h) Plano cartesiano é o plano a.

Como exemplo, na Figura 3 temos a localizagdo no plano cartesiano dos pontos
A(3,3),B(-3,2),C(2,0),D(—2,—4),E(4,-3) e F(0,-2).
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Figura 3: Localizacdo de pontos do exemplo no Plano Cartesiano

Dados os conjuntos A =1{2,4,6} e B ={1,7,9}, formaremos todos os pares
ordenados possiveis tal que o primeiro elemento pertenca ao Conjunto A, e o segundo
elemento  pertenca ao Conjunto B. Assim, 0Ss pares possiveis  sao:
(2,1),(2,7),(2,9),(4,1),(4,7),(4,9),(6,1), (6,7),(6,9).

Entdo, o conjunto de todos esses pares ordenados chamaremos de produto cartesiano

de A por B, ou ainda A cartesiano B, € o indicaremos por A X B.

Definicdo 1: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Denominamos produto cartesiano de A
por B o conjunto A X B cujos elementos sdo todos pares ordenados (x,y), onde o primeiro
elemento pertence a A e o segundo elemento pertence a B (lezzi,1977).
AXB = {(x,y)|x € Aey € B}.
Se A ou B for o conjunto vazio, definimos o produto cartesiano de A por B como
sendo o conjunto vazio. Dessa forma,
AXQP =0 =0XB=0=0X0 = 0.

Se A = B ou B = A, entdo o produto cartesiano de A por B pode ser denotado

AXA = A%
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Exemplo 6: Considerando os conjuntos A = {2,4,6}eB = {1,6,7,9}, podemos

representar este produto cartesiano por meio de diagrama de flechas, mostrado na Figura 4:

Figura 4: Diagrama de Flechas- Produto Cartesiano

Também podemos representar este produto cartesiano através de grafico, como o

mostrado na Figura 5:

+
.

= N W R OO N

123456

(=]

Figura 5: Um dos modos de graficos representativos do Produto Cartesiano

Portanto:
AXB = {(2,1),(2,7),(2,9),(4,1),(4,7),(4,9),(6,1),(6,7),(6,9)}.

Exemplo 7: Consideremos os seguintes conjuntos: A = {2,4,6} e B = {1,2,3,4,5,6}. Por
definicéo o produto cartesianode AporBEAX B = {(x,y)|x € Ae y € B}.

Ou ainda:

AXB = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(41),(42), (43), (4 4),(4,5),
(4,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.
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Seja R; o subconjunto de A X B formado pelos pares ordenados (x,y) de A por B, tais
que x|y (Ié-se x € divisor de y, ou simplesmente x divide y), isto é,
Ry ={(x,y) € AXB|x|y}.
Teremos, de acordo com os pares ordenados definidos anteriormente em A X B, como
solugéo o subconjunto R, = {(2,2),(2,4),(2,6),(4,4),(6,6)}.

Seja R, 0 subconjunto de A X B formado pelos pares ordenados (x,y) de A por B, tais
que y|x, isto &,
Ry ={(x,y) € AXB|y|x}.
Teremos, de acordo com os pares ordenados definidos anteriormente em A X B, como
solucéo o subconjunto R, = {(2,1),(2,2),(4,1),(4,2),(4,4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,6)}

Os conjuntos R; e R, sdo denominados RelacBes Binarias ou simplesmente Relacbes

de A em B. De um modo geral, temos a definicéo:

Definicdo 2: Dados dois conjuntos A e B, chama-se Relacdo Binaria de A em B todo
subconjunto R de A X B.
R é a Relacdo Binariade A em B se e somentese, R ¢ A X B.
Quando o par ordenado (x, y) pertencer a Relacdo Binaria, escrevemos x R y (1&-se “x
erre y”’), no que segue:
(x,y) ER ©xRy.
Analogamente temos:
(x,y) €R © xKy.

Exemplo 6: Sejam os conjuntos A = {2,4,6} e B = {1, 2,3, 4,5, 6}. Considerando a seguinte
relacdo R = {(x,y) | x = y} de A em B. Deste modo,
R =1{(2,2),(4,4),(6,6)}.

Defini¢do 3: Se R é uma relagdo de A em B, entdo definimos o Dominio de R indicado por
D(R) ao conjunto de todos os primeiros elementos dos pares ordenados (x, y) que pertencem
aR.

x €D(R) & 3y € Btalque (x,y) ER.
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Ja a imagem € o conjunto Im(R) de todos os segundos elementos dos pares ordenados
(x,y) que pertencem a R.

y € Im(R) & 3x,x € Atalque (x,y) €R.

Decorre da definicdo que D(R) ¢ AeIm(R) c B.

Exemplo 7: Sejam os conjuntos A ={2,4,6} e B={1,2,3,4,5,6}. E a relacdo R =

{(x,y) | x y}de Aem B. Entdo, o Dominio D(R) = {2, 4, 6} e a Imagem Im(R) = {2,4, 6}
Observe que D(R) € Ae Im(R) € B.

Figura 6: Dominio e Imagem do Exemplo 1.

Exemplo 8: Sejam os conjuntos A = {2,4,6} e B = {1,2,3,4,5,6}. Considerando a
seguinte relacdo R de A em B definida por:
xRy & x=y+1.
Logo, D(R) = {2,4,6}e Im(R) = {1,3,5}.

Figura 7: Dominio e Imagem do Exemplo 2.

Exemplo 9: Sejam os conjuntos A = {x € Z|0 < x < 5}eB ={y €Z|0 <y <
7}. Considerando R = {(x,y) € A X B tal que x|y}, temos que:
D(R)=1{1,2,3,4,5}eIm(R) ={0,1,2,3,4,5,6,7}.
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1.4 FUNCAO

CONTEXTO HISTORICO DA DEFINICAO

A Matematica possui um papel importante no desenvolvimento da sociedade, e sua
presenca na educacdo escolar torna-se cada vez mais necessaria para a evolucéo cientifica e
producdo de novos saberes. Entre os conhecimentos que sdo fundamentais para o
desenvolvimento da matematica esta a nocdo de funcdo. A definicdo de funcdo reflete
também na ideia intuitiva de funcdo como correspondéncia entre os “valores” de uma
grandeza e os “valores” de outra grandeza que dela depende.

O conceito de funcdo foi se desenvolvendo ao longo da historia, isto é, precisou-se de
varios seculos para que desde as primeiras nogles intuitivas, chegassemos ao complexo
estudo das fungdes presente em nossos dias. Tal conceito de fungdo passou por evolugdes
acentuadas (EVES, 2004). Esse fato é percebido ao se atentar para os varios refinamentos
desse processo evolutivo. Possivelmente, os babil6nios tinham uma ideia, ndo pouco vaga, de
funcdo, de fato, sabe-se de tdbuas de quadrados, de cubos e de raizes quadradas utilizadas por
eles na antiguidade, principalmente na astronomia.

As primeiras nogdes de relagdo funcional surgiram da necessidade de relacionar dois
conjuntos de acordo com uma regra ou uma lei, da necessidade de explicar um fendmeno,
suas variacoes e alteracdes.

A ideia de funcdo matematica esteve sempre ligada historicamente a evolugdo do
conhecimento de correspondéncias fisicas. As associacdes matematicas e os fendmenos
naturais tornaram-se um canal facilitador na busca da generalizagdo adequada para o conceito
de funcdo, por parte dos matematicos da época, por volta do século XIV.

No século XVII, surgiu a utilizacdo de eixos cartesianos para a representacdo de uma
funcdo com o filésofo e matematico francés René Descartes (1596-1650). Neste mesmo
século, outras importantes contribui¢des foram dadas para o desenvolvimento do conceito de
funcdo, com destaques para Kepler (1571-1630), com a descoberta das leis sobre as trajetorias
planetarias, e Galileu, com o estudo da queda dos corpos e a relagdo entre espaco e tempo.

No século XVIII, o filésofo e matematico aleméo Leibniz (1646-1716) criou varios
termos e simbolos para 0 uso na matematica. Foi ele quem primeiro utilizou o termo fungéo
no desenvolvimento da Analise Matematica. Um pouco mais tarde, a definicdo de funcéo
surge com o matematico suico Leonard Paul Euler (1707-1783). A definicdo de funcédo surgia

de forma um tanto confusa nos “fluentes” e flexoes de Newton (1642-1727).
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Newton aproximava-se bastante do sentido atual de fungcdo com a utilizacdo dos
termos “relatia quantias” para se designar varidvel dependente, e “gentia” para designar a
quantidade obtida a partir de outras por intermédio das quatro operacdes aritméticas
fundamentais.

Foi Leibniz quem primeiro usou o termo fungdo em 1673 e introduziu igualmente a
terminologia de “constante” e “variavel”. Em 1794, Leibniz introduziu o termo matematico
“fungdo” para descrever quantidades relacionadas a uma curva, como a inclinagdo dela ou um
ponto especifico da curva. Essas fungbes relacionadas as curvas sdo chamadas de
diferencidveis.

O termo funcdo ainda ndo aparecia num contexto matematico em 1716, mas ap0s dois
anos, Johann Bernoulli publicou um artigo, que viria a ter grande divulgacdo, como uma
quantidade que é composta de qualquer forma dessa varidvel e constante. A funcéo era, entéo,
um modelo matematico que explicava a relagcdo entre as varidveis. Assim 0 conceito de
fungdo que nos aparenta ser simples é o resultado de uma evolucéo histérica, sendo que com
nossos estudos conseguimos cada vez mais ampliar o conhecimento perante esse assunto.

A defini¢do de fungdo surgiu com Leonard Euler que escreveu “Se x é uma quantidade
variavel, entdo toda a quantidade que depende de x de qualquer maneira, ou que seja
determinada por aquela, chama — se fungio da dita variavel”. Foi também Euler quem utilizou

pela primeira vez a notagéo f(x).

De modo geral, uma fungdo y de uma variavel x,y = f(x), é uma relagdo entre
pares de elementos com dois conjuntos numéricos X e Y, tal que para cada elemento
x do primeiro conjunto X um e apenas um elemento y do segundo conjunto Y é
associado. (...) A regra funcional, ou “lei”, pode ser introduzida de varias formas:
Verbalmente, por uma tabela de valores x e y, por uma expressao analitica, por um
grafico, etc., sujeita apenas a condicdo de que esta regra definida e uma vez dada o
valor de x, esta regra definida e, para achar o valor de y. (DIRICHLET -
BOURLAKE apud GUAREZZI, 1996. 103 p.).

No século XIX, os matematicos comecaram a formalizar todos os diferentes ramos da
Matematica. Weierstrass defendia que se construisse o calculo infinitesimal sobre a aritmética
ao inves, da geometria, o que favorecia a definicdo de Euler em relacéo a de Leibniz. No final
do século, os matematicos comecaram a formalizar toda a Matemética usando a Teoria dos
Conjuntos.

Foi Dirichlet que criou a defini¢do formal de funcdo. Nessa defini¢do, uma funcdo é o
caso especial de uma relacdo de um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento do par

pertence a um dos conjuntos relacionados.
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Bento de Jesus Caraca (1901-1948), matematico portugués, define funcéo da seguinte
forma: Sejam x e y duas variaveis representativas de conjuntos de numeros; diz-se que y é
fungéo de x, escreve-se y = f(x), se entre duas varidveis existe uma correspondéncia univoca
no sentido x — y; x é a variavel independente e y € a variavel dependente. Existem ainda dois
modos de definicdo de fungdo. Um chama-se definicdo analitica e a outra definicdo
geométrica. A primeira traduz uma lei matematica de um determinado fenémeno e a segunda
que é a definicdo geométrica relaciona a imagem geométrica da funcdo num sistema de
referéncia cartesiano.

E possivel perceber que a definicdo de funcgdo foi aprimorada com o passar do tempo,
de acordo com a curiosidade e necessidade de alguns estudiosos em estabelecer uma definicao
mais precisa e rigorosa que consiste basicamente em chamar de funcdo ou aplicacdo f a uma
correspondéncia entre um conjunto A e um conjunto B que a cada elemento x do primeiro
conjunto faz corresponder um e um so elemento f(x) do segundo conjunto (NEVES, 2005).
Simboliza-se do seguinte modo:

f:A->B
x = f(x)=y,
Em que x é 0 objeto e f(x) = y € aimagem.

A varidvel y depende da varidvel x. Neste caso, dizemos que y é a variavel
dependente e x é a varidvel independente.

Ao conjunto A, o conjunto dos objetos, chama-se dominio da funcdo e representa-se
por D(f) ou D. Ao conjunto B chama-se conjunto de chegada da fung¢do. Ao conjunto B da-se
0 nome de contradominio da funcdo. Indica-se o contradominio da fungdo f por CD(f).
Logo, CD(f) = B.

Figura 8: Dominio e Contradominio
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1.4.1 Classificacdo das funcoes

As fungdes possuem algumas propriedades que as caracterizam e podem ser

classificadas de acordo com seu comportamento dominio-imagem.

1.4.1.1 Funcéo Injetora

Uma funcdo f de A em B é injetora se os elementos distintos do dominio tiverem
imagens distintas, ou seja, quando,
Vxy,x; €4, (%1 #x; = fxg) # f(x2)),
ou equivalentemente,

Vxi,x, €A (f(x1) = f(x2) = x1 = x3)

Figura 9: Exemplo de gréfico de uma funcg&o injetora.

Exemplo: Dado os conjuntos A = { —=2,-1,0,1,2}e B ={0,1, 2,3,4,5} afungdo de Aem B
definida por y = x + 2 é injetora. Todos os elementos de B, que possuem correspondéncia

com elementos de A tem um Unico correspondente, observe o diagrama da figura 10.

Figura 10: Diagrama de uma funcéo injetora.
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Contra - exemplo: Dado os conjuntos A = {—2,-1,0,1,2} e B = {2,3,6}, a funcdo
f(x)={(x,y) € AXB|y = x* + 2} ndo é injetora, pois existe elemento de B, no caso 0s
elementos 3 e 6, que possuem mais que uma correspondéncia com elementos de A, como

visto no diagrama da figura 11.

Figura 11: Diagrama de uma fungdo ndo injetora.
1.4.1.2 Funcéo Sobrejetora

Uma funcdo f de A em B € sobrejetora quando o seu conjunto imagem é
especificadamente igual ao contradominio, Im(f) = B. Assim, uma funcdo f de A em B é
chamada sobrejetora, se e somente se para todo b € B, existe um elemento a € A tal que

f(a) = b, ou seja, quando todos os elementos de B séo imagens dos elementos de A.

Figura 12: Exemplo de gréafico de uma fungédo sobrejetora.

Exemplo: Dado os conjuntos A = {—2,-1,0,1,2} e B = {2,3,6} a funcdo f(x) =
{(x,y) € AXB |y = x + 2} é sobrejetora. Pois Im(f) = B conforme visto no diagrama da

figura 13.

Figura 13: Diagrama de uma funcéo sobrejetora.
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Contra exemplo: Dado os conjuntos 4 = {—2,—-1,0,1,2} e B = {0,1, 2,3, 4,5} a funcdo
de A em B definida por y = x + 2ndo é sobrejetora, pois 5,3,1 € B e ndo tem

correspondéncia com elementos de A, como visto no diagrama a seguir.

Figura 14: Diagrama de uma fung&o néo sobrejetora.

1.4.1.3 Funcéo Bijetora

Uma fungdo f de A em B é chamada bijetora, se e somente se ela for injetora e

sobrejetora, simultaneamente.

Figura 15: Exemplo de gréafico de uma funcéo bijetora.

Exemplo: Dado os conjuntos A = {—2,-1,0,1,2}e B = {0,1,2,3,4} afuncdo de Aem B
definida por y = x* + 2 é: — Sobrejetora , pois todos os elementos de B possuem
correspondéncia com elementos de A — Injetora, pois todos os elementos de B que se
correspondem com elementos de A tem s um correspondente, logo é bijetora. Observe o

diagrama da figura 16.

Figura 16: Diagrama de uma funcéo bijetora.
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Temos alguns casos em que a funcéo nao € bijetora.

Contra - exemplo 1: Apenas Injetora.

a. ser=1
flz)=4{¢c sez=2
d sex=3.

Figura 17: Diagrama de uma funcdo néo bijetora.

A funcdo dada ndo € bijetora, pois a mesma ndo é sobrejetora. Percebe-se isso pelo
simples fato de que o conjunto do contradominio € diferente do conjunto imagem.

Contra - exemplo 2: Apenas Sobrejetora.

f(X)=x4

Figura 18: Diagrama de uma funcdo néo bijetora.

Essa funcdo também ndo € bijetora uma vez que ndo € injetora. Vé-se pelo simples
fato de que o elemento —3 e 3 pertencente ao conjunto dominio tem a mesma imagem (9).

Sendo assim elementos distintos tendo a mesma imagem representa uma funcdo que nédo €
injetora, consequentemente ndo € bijetora.
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CAPITULO 2

2. FUNCAO DO 2° GRAU OU QUADRATICA

Toda funcdo estabelecida pela lei de formacdo f(x) = ax* + bx + ¢, com
a, b, c nimeros reais e a # 0, € denominada funcéo do 2° grau ou Quadrética, sendo x uma
variavel real.

As fungbes do 2° grau possuem diversas aplicacdes no cotidiano, principalmente em
situacOes relacionadas a Fisica envolvendo movimento uniformemente variado, langamento
obliquo, etc.; na Biologia, estudando o processo de fotossintese das plantas; na Administracao
e Contabilidade relacionando as fungdes custo, receita e lucro; na Engenharia Civil presente
nas diversas construcdes, dentre outras.

A representacdo geométrica de uma funcdo do 2° grau é dada por uma parabola, que
de acordo com o sinal do coeficiente “a” pode ter concavidade voltada para cima ou para

baixo.

a>0 a<0

Figura 19: Representacdo geométrica de uma funcgéo do 2° grau.

As raizes de uma funcdo do 2° grau s@o os pontos onde a parabola intercepta o €ixo x,
ou seja, os valores de x para os quais f(x) = 0. Dada a fungdo f (x) = ax* + bx + c, se
f (x) = 0 obtemos uma equacdo do 2° grau, ax* + bx + ¢ = 0, dependendo do valor do

discriminante A= b2 — 4ac, podemos ter as seguintes situacGes graficas:

e A >0, aequacdo possui duas raizes reais e diferentes. A parabola intercepta o

eixo x em dois pontos distintos.
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Figura 20: Grafico de uma equagdo do 2° graucom 4 > 0.

e A =0, aequacdo possui apenas uma raiz real. A parabola intercepta o eixo x

em um Unico ponto.
yA yl\

a<0

Figura 21: Gréfico de uma equagdo do 2° graucom 4 = 0.

e A< 0,aequacdo ndo possui raizes reais. A pardbola nao intercepta o eixo x.
¥ ¥4

HV

x

Figura 22: Grafico de uma equagdo do 2° graucom 4 < 0.

O vértice da parabola constitui um ponto importante do gréafico, pois indica o ponto de
valor maximo e o ponto de valor minimo. De acordo com o valor do coeficiente a,
graficamente temos as seguintes situagdes:

Quando o valor do coeficiente a for menor que zero, a pardbola possuira valor

maximo.
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a<0

[

Figura 23: Valor maximo uma funcéo do 2° grau

Quando o valor do coeficiente a for maior que zero, a pardbola possuira valor minimo.
s

a>0

¥

Figura 24: Valor minimo uma funcédo do 2° grau

Outra relacdo importante na funcéo do 2° grau é o ponto onde a parabola corta o eixo
y. Verifica-se que o valor do coeficiente ¢ na lei de formacéo da funcéo, corresponde ao valor

do eixo y onde a parabola o intersecta.
F¥a

Figura 25: Intercessdo dos eixos x e y de uma funcgéo do 2° grau

J& definimos funcdo quadratica, conhecemos também seu grafico com seus pontos
notaveis. Neste capitulo vamos estudar funcdo quadratica, que é o foco desse trabalho.
Abordaremos a definicdo formal, o que se considera como valor de uma fungdo quadratica,
para melhor entendimento sera utilizado exemplos. Por fim mostraremos algumas aplicacoes

da funcdo quadratica.
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2.1 VALOR DA FUNCAO QUADRATICA

Conforme vimos, funcdo quadratica é definida por uma lei que envolve um trinbmio
de segundo grau, por isso, também é conhecida como funcéo polinomial de segundo grau. Em
certas situacBes de problemas mateméticos é importante o calculo do valor da funcdo

quadratica num ponto.
Exemplo 1: S&o func¢des quadréticas:

a) f(x) = x2,ondea = 1eb = c = 0;
b) gx) = —x2 + 5,ondea = —1,b = 0ec = 5;
c) h(x) = (x — 1)2 = x2 — 2x + 1,ondea = 1,b = —2ec = 1;

22 1
d) y:?—Sr,Ondea:? b=-3¢e ¢c=0.

Determinar 0s zeros ou raizes, consiste em determinar um ndmero x € 0 outro s — x.

Assim,sep = x(s — x)temosp = sx — x*,ouseja, x> — sx + p = 0.

Definicéo 1: Os valores de x para os quais a funcdo quadrética f(x) = ax* + bx + ¢ =
0 s&0o os zeros ou raizes desta funcéo.

Podemos determinar os zeros das seguintes maneiras:

1. Por fatoragédo

Para a funcdo f(x) = x* — 16, podemos pensar na diferenca entre dois quadrados e
reescrever a funcdo como f(x) = (x + 4)(x — 4). Para que o produto se anule, basta que
um dos fatores também seja nulo. Assim, as raizes sao —4 e 4.

Para a funcdo g(x) = x* — 16x, podemos reescrever a fungdo como
g(x) = x(x — 16). Resolvendo, descobrimos que as raizes sdo 0 e 16.

Para a fungdo h(x) = x*+ 6x +9, podemos pensar no quadrado da soma e
reescrever a funcdo h(x) = (x + 3)(x + 3). Pensando no produto nulo, descobrimos que

—3 é uma raiz dupla da funcéo.
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2. Completando quadrado

A equacdo x* + 6x + 5 = Oequivaleax®* + 6x + 5 + 4 = 4 ou x* + 6x +
9 =4 (x +3)> =4 Entdo, (x + 3)> = (£2)2.Sex + 3 = 2,entdo x = —1¢e

sex + 3 = —2,entdo x = —5. Logo 0s zeros da equacdo sdo —1 e —5.
3. Pela férmula resolutiva de equacéo que envolve polindmio de 2° grau:

Podemos encontrar os zeros ou raizes de uma funcéo f(x) = ax* + bx + ¢, usando a

férmula de Bhaskara, dada por:

_—b:l:\ﬂ

"
2a

onde sabemos que A > 0, a equacdo possui duas raizes reais distintas; se A = 0, existe uma

raiz real dupla e se A < 0, a equacdo ndo possui solucao real.

4. Pela regra da soma e do produto das raizes

b c . . .
Sendo asoma, S = —— eoproduto, P = —, investigamos as raizes.
a a

2.2 FORMA CANONICA

A lei que define a funcdo quadratica pode ser escrita da seguinte forma:

b c
f(x)=ax2+bx+c=a<x2+ oxt E)

Completando quadrado, obtemos:

()_(2+b+C)_ 2+b+b2 b2+c
fx)=alx ax a—ax ax 12" 12T 3l

4ac— b?
4q?

2
A equacdo f(x) = a [(x + %) + ] é a forma candnica da funcéo.
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Decorre da forma candnica, a formula que fornece as raizes reais da fungdo quadratica

ax>+bx+c = 0, equivale a

( N b>2+ 4ac — b? 0 ( N b)z b? — 4ac
i - | = ) — -
I\ 2a 4q2 X 2a 4q?

bi—4 _
x+ L= £V o= Z2EV onde A= b2 — dac 20,

pois, caso contrario, a fungdo quadratica ndo possui raizes reais.

A forma canbnica envolve uma soma de parcelas:
2

( N b) N 4ac — b?
x 2a 4q2 |

fX)=a

onde a primeira é sempre maior ou igual a zero, variando de acordo com 0 x e a segunda
constante.

Quando a > 0, o menor valor dessa soma € atingido, com a primeira parcela sendo
: b A . .
nula. Assim, x,, = ——e y,, = ——. De forma analoga, quando a < 0, determinamos as
2a 4a

coordenadas do vértice que corresponde ao ponto maximo da parabola.

. . - b+VA - b—V4 . b
Considerando as raizes x; = S ex; = ——— suasomaéx; + x, = — - €0
a a
— b%2-4 c , .
produto x;x, = e . Além disso, como

2 (a2, b c .2 .
ar*+br+c=alrx*+—-z+—- ) =alx"— |z +x2 T+ 2129
a a

Entdo, a funcdo quadratica pode ser escrita na forma fatorada a(x — x1)(x — x2).
2.3 GRAFICOS DE FUNGOES QUADRATICAS

A utilizacdo de uma ferramenta computacional favorece a manipulacdo da
representacdo grafica de maneira mais rapida que a utilizagdo de lapis e papel, permitindo a
investigacdo das relagdes existentes entre a lei que define a fungdo e sua representacéo. Por

iSs0, nesta secdo, sempre trabalharemos com a utilizacdo do Winplot ou Geogebra.
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Toda funcdo quadrética é representada graficamente por uma pardbola. Sabemos

também que a funcéo quadratica f : R —» R associa x — ax®*+ bx +c,sendoa,bec € R

e a # 0.

Veremos o efeito que cada pardmetro a,b e ¢ causa na pardbola que representa a

funcdo quadratica definida pela forma geral f(x) = ax* + bx + c,sendoa,bec € Re

a # 0 e forma canbnica:

b\*>  4ac— b?
f(X):al<X+ z) + Tl

Os coeficientes a, b e ¢ estdo relacionados a caracteristicas graficas da parabola.

Se considerarmos, particularmente, as fungdes definidas por f(x) = ax®*a #

Oeb =c¢c =

0, 0 pardmetro a est4 relacionado & concavidade e a abertura da parabola:
quando a > 0, a concavidade esta voltada para cima e o vértice da parabola é
um ponto minimo;
quando a < 0, a concavidade esta voltada para baixo e o vértice da parabola é
um ponto maximo;
quanto menor o valor absoluto de a, maior sera a abertura da parabola;
quanto maior o valor absoluto de a, menor serd a abertura da parabola
(parébola mais fechada);
os graficos das funcdes quadraticas f(x) = ax* e g(x) = a’x*em que a e a’
s80 ndmeros simétricos, sdo simétricos em relacdo ao eixo x. Veja, por
exemplo, os graficos de v(x) = 10x* e y = —10x? mostrados na figura 36. Se
a # 0, os graficos de y = ax®* e y = —ax® sdo chamados reflexdes de cada

um deles em relacdo ao eixo x de acordo com Swokowski (1995).

L%
y=10x2 Jd.

T X
4 -3 -2 -1_1__ 1 2 3 4 f
y =-10x |

R L

Figura 26: Par&bolas Simétricas
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Trabalhando a funcédo e fazendo o coeficiente a = 0 em f(x) = ax?, a funcéo reduz-
se a fungdo constante de equacdo y = 0, ou seja, 0 proprio eixo x.
Pode-se observar o grafico da funcdo na figura 37, onde também estdo incluidas as

parabolas geradas no software Geogebra.

a=-2
0
-2 2
c:y=-2x* _a.i
-2 0
-6 -4 -2 0 2
ccy=0
-4
a=42
4 e
2_
c:y=4.2x*
<2 0 2 4

Figura 27: Parametro a nas fungBes f(x) = ax*

O parémetro b indica se a parabola intersecta 0 eixo y no seu ramo crescente (b >
0), decrescente (b < 0) ou no Vvértice (b = 0). Alem disso, o pardmetro b causa uma

translacdo vertical mais uma horizontal, como pode ser observado na Figura 38.

b=-4 5
Qe
6.
0 T
-4 -2 2 6 8 4
» b=0
2] c:y =X*-4x .
2.
c.y=x*
-4 y
10 -8 -6 -4 -2 0 2 4
6.
b=3
—— 4
2.
COYW=IE #°3X%
T T T T 0 T T
0 -8 -6 -4 \-2 0 2 4
22 1

Figura 28: Parametro b nas fungdes f(x) = x* + bx
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Considerando agora as fungdes quadraticas definidas por f(x) = ax® + ¢, com
a # 0. Observa-se que a parabola de f(x) = ax* + ¢ é igual a pardbola de f(x) = ax?
como vistos na figura 39, porém sua posicao é, em valores absolutos, ¢ unidades acima ou
abaixo no eixo y, conforme c seja positivo ou negativo. Assim podemos construir graficos de
funcbes pensando em translagdes (ou deslocamentos) verticais para cima ou para baixo. 1sso
acontece quando sO alteramos o coeficiente ¢ da funcdo, a translacdo vertical pode ser

visualizada no altimo gréafico da Figura 39.

=

2 0 2 4 2 0 2

Figura 29: TranslagGes Verticais da Parabola f(x) = x*+ ¢ e Pardametro ¢

Pontos sobre o eixo y tém a abscissa nula. Logo, para sabermos o intercepto y de uma
pardbola, basta calcular f(0). Como f(x) = ax®* + bx + ¢, com a # 0, sempre
encontraremos f(0) =a- 02+ b - 0+ c =c. Logo, toda pardbola intersecta o eixo y no ponto
(0, c). Essa é a caracteristica marcante do coeficiente c.

A parébola intersecta o eixo y no ponto (0, ¢) e 0 €ixo x nos pontos de abscissas iguais
as raizes da funcdo quadratica.

A reta vertical x = x,,, que passa pelo vértice da parabola, é chamada eixo de simetria.

A funcéo quadréatica € uma funcéo polinomial de grau dois que possui dominio real. Se
o0 vértice for um ponto minimo, a imagem ¢é igual a [y, +), e se o vértice for um ponto

maximo, a imagem € igual a (—o, y, ]. Ver Figura 40.

45

|
eixo de IEimetria X=2

Figura 30: Parabola com interceptos x e y, vértice e eixo de simetria
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2.4 APLICACOES DA FUNCAO QUADRATICA

Mostraremos algumas aplica¢fes de funcdo quadratica por meio de problemas que
serdo apresentados em secdes, conforme tipos de atividades ou area de aplicacdo. Assim,
teremos as seguintes secOes: atividades relacionadas a problemas do cotidiano; problemas de
otimizacdo; atividades com uso do Winplot e/ou Geogebra para observacao de translacdes e
parametros; atividades envolvendo a parabola no contexto da Geometria Analitica; aplicagdes
da funcdo quadratica na Fisica, e no Calculo Diferencial. Todos os problemas vém

acompanhados de solucdes.

2.4.1 Problemas do Cotidiano

O objetivo principal desta secdo é a modelagem e resolucdo de problemas através da

funcdo quadratica, mostrando que esta fungdo elementar é aplicada em diferentes situacdes do
cotidiano.
Problema 2.1 (Futebol Brasileiro). Um campeonato de futebol vai ser disputado por 10
clubes pelo sistema em que todos jogam contra todos em dois turnos. Vamos verificar quantos
jogos serdo realizados. Analise este problema para um nimero qualquer de clubes. Problema
retirado do lezzi (2010).

Solucdo: Contamos o0 nimero de jogos que cada clube participara no seu campo: 9 jogos.
Como sdo 10 clubes, o total de jogos sera 10 - 9 = 90. Sabendo que 0 campeonato
brasileiro é disputado por 20 clubes, calculamos a quantidade de jogos com o mesmo
raciocinio: 20 - 19 = 380 jogos. Enfim, para cada quantidade x de clubes participantes, é
possivel calcularmos o nimero y de jogos do campeonato, ou seja, y € funcdo de x. Assim,
podemos generalizar e escrever uma equacao (regra) que permita calcular y a partir de x. Para

a resolucdo deste problema, lembre-se da defini¢do da funcdo quadratica e teremos
y=x-(x —1) = x*- x.
Problema 2.2 (Esporte). Os diretores de um centro esportivo desejam cercar com tela de

alambrado o espaco em volta de uma quadra poliesportiva com dimensdes oficiais 20m e

36m. Tendo recebido 200m de tela, os diretores desejam saber quais devem ser as dimensoes
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do terreno a cercar com tela para que a area seja a maior possivel. Ajude-os. Este problema foi
retirado do livro Dante (2011a).

Solucéo:
100 - X

Figura 31: Campo de Futebol

A area é dada por A(x) = x- (100 — x) = 100x — x°.
Como o coeficiente a € negativo, a funcdo A(x) € representada por uma parabola com

a concavidade voltada para baixo e seu vértice € um ponto maximo. Logo, para gque a area seja

T . ~ ‘ . e -100 z ;-
maxima, a dimensao x € a abscissa do vertice x,, = —- = 50. A area maxima a ser cercada

€ um quadrado de lado 50m, o que esta adequado para cercar a quadra 20m X 36m.
Os problemas a seguir exigem a determinacdo de uma equacdo matematica de uma
fungdo que modele um problema da vida real. Neste trabalho, sé nos interessa a modelagem

da funcdo quadratica.

Problema 2.3 (Modelagem). O comprimento de um lote de construcéo retangular é trés vezes
a sua largura. Encontre uma equacdo que modele sua area em funcdo da largura. Esse

problema foi retirado do livro de Stewart (2009).

Solucdo: ¢ = 3% e A = cf. Entdo, A(¥) = 3¢~ Onde ¢ = comprimento,f = litros e

A = area.

Problema 2.4 (Modelagem). Um retdngulo tem um perimetro de 20 cm. Encontre uma
fungdo que modele sua &rea em termos do comprimento x de um de seus lados. Problema do
Stewart (2009).

Solucéo: O perimetro do retangulo é dado por 2x + 2y = 20 e a &rea é dada por A = xy.

Como 2y =20 — 2x = y = 10 — x, entdo, A(x) = x(10 — x) = —x2 + 10x.
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2.4.2 Fisica

Segundo Galileu, as distancias percorridas por um corpo em queda livre sdo

proporcionais ao quadrado dos tempos gastos em percorré-las, ou seja, a funcdo horéria das
posicdes é quadratica e definida pela equacdo s(t) = sq + vt + %gtz. Quando se diz que o
corpo foi abandonado, sua velocidade inicial v, = 0. A aceleracdo da gravidade, ao nivel do

mar é g = 9,8m/s*es, = 0. Assim é possivel reescrever a fungdo como s(t) = 4,9t%

Problema 2.5 (Queda Livre). Um atleta vai pular de um trampolim de 44,1 metros de altura
em relacdo ao solo. Desprezando-se a resisténcia do ar, quantos segundos vai demorar sua
queda? Quantos metros o atleta ja se deslocou apds 1s? (Extraido do livro de autoria de
Imenes (1992)).

Solucéo: Para esta resolucdo, devemos aplicar o valor da funcdo quadratica s(t) = 4,9t>.
Onde paras = 44,1, temos 44,1 = 49t? =>t> =9 >t =3s.Eparat = 1,5(1) = 4,9 m.

Resposta: Sua queda vai durar 3 segundos e apds 1 segundo, ele ja se deslocou 4,9 metros.

Problema 2.6 (Movimento Uniformemente Variado (MUV)). Partindo do repouso, um aviao
percorre a pista de decolagem com aceleragdo constante e atinge a velocidade de v =
360km/h em 20s. Calcule o valor da aceleragdo desse avido (m/s*) e o comprimento

minimo da pista de decolagem para que o avido consiga decolar.

360-1000
3600

Solucdo: Sabemos que v = 360 km/h, dai v = =100 m/s e como v, = 0, temos

. ~ A A
Av =100 m/s. Para o célculo da aceleracdo, como a = A—:,e At = 20s, temos a = A—” =
t

100 m/s

— 2
o = 5m/s-.

Como a posicdo do objeto em funcdo do tempo, no MUV, é dada pela funcédo

quadratica
at? at? .
s(t) = s+ vot + — - temos: s —sy = vot +—, ou seja,
2 2
As = ot +2==100-20 +=- = 2000 + 1000 = 3000.

Logo, As = 3000m = 3km é a variacdo da posicdo, o deslocamento do avido, ou

seja, 0 comprimento minimo da pista para que o avido consiga decolar.
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2.4.3 Calculo Diferencial

Problema 2.7 (Taxa de Variacdo da Funcdo Quadratica). Se um objeto € solto, em queda
livre, de uma altura de 100 pés e se a resisténcia do ar pode ser desprezada, a altura h do
objeto no instante t (em segundos) é dada por h(t) = —16t* + 100.

a) Lembrando que a velocidade média é dada por v, = %, calcule a velocidade média do
objeto nos intervalos [1; 2],[1;1,5] e [1; 1,1].

b) A taxa de variagdo instantanea, nesse caso chamada de velocidade instantanea é a derivada

da fungdo h. Lembrando que a derivada da funcéo quadratica é dada por f'(x) = 2ax + b.

Calcule a velocidade do objeto quando t = 1.

Resolucéo:

a) Paraointervalo [1;2] temos: v, = % = 36;84 = —48 pés/segundo;
Para o intervalo [1;1,5] temos: v, = % = % = —40 pés/segundo; e

AR 80,64—84
At 01

Para o intervalo [1;1,1] temos: v,, = —33,6 pés/segundo. Observe que

as velocidades médias sdo negativas porgue o objeto esta se deslocando para baixo, ou
seja, a altura h do objeto esta diminuindo.

b) Neste item, precisamos calcular a velocidade instantnea. A velocidade é dada por
v(t) = h'(t) = —32t. Logo, v(1) = —32 pés/segundo, um valor bem proximo de
—33,6, que € a velocidade média com At — 0, ou seja, a variacdo do tempo bem

pequena.

2.4.4 Otimizacao

Em problemas de otimizacdo, buscamos encontrar os pontos 6timos, ou seja, 0S
minimos ou maximos. No caso da fungdo quadratica, 0 ponto méximo ou minimo é o vertice
da parabola. Para uma funcdo que representa o lucro de uma empresa, ha interesse no valor
méaximo; para uma funcdo que representa a quantidade de material num processo de
manufatura, buscaria-se o valor minimo. Com estes problemas, aprenderemos a determinar

maximos e minimos da fungdo quadrética.
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oy

Figura 32: Parabola e Tangentes

Problema 2.9 (Futebol). A trajetéria da bola, num chute a gol, descreve uma parabola.
Supondo que sua altura h, em metros, t segundos ap6s o chute, seja dada por h(t) = —t* +
6t. Em que instante a bola atinge a altura maxima? Qual é essa altura méxima atingida pela

bola? (extraido do livro de autoria de Dante (2011a)).

Solucdo: O que estd sendo perguntado corresponde as coordenadas do vértice da parabola,
que possui concavidade voltada para baixo. Portanto, o vértice é o ponto méaximo da funcéo.

Como buscamos encontrar 0 ponto maximo, este € um problema de otimizacdo. O instante

sera dado por t, = —% = _—: = 3 segundos. A altura maxima atingida pela bola é h, =

A 36

=T 9 metros. Note que a altura também é a imagem de 3 pela funcdo, ou seja,

h(3)=-9+18=09.

Problema 2.10 (Lancamento Obliquo). Um ponto material € lancado do solo, verticalmente
para cima e tem posicdes s no decorrer do tempo ¢ dadas pela fungdo horarias = 60t — 5t?
(s em metros e t em segundos).

a) Escreva os intervalos de crescimento e decrescimento da fungéo;

b) Calcule o tempo gasto para atingir a altura maxima,

c) Determine a altura maxima em relag&o ao solo;

d) Grafique o problema.
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Resolucgéo:

a) Os intervalos de crescimento e decrescimento da fungdo sdo determinados atraves
do estudo do sinal da derivada primeira da funcéo.

Como s'(t) = 60 —10t, s'(t) <O quando t > 6,s'(t) =0quando t = 6es'(t) >0
quando t < 6. Sendo s decrescenteset € (6,00) ecrescenteset € (—,6).

b) O tempo gasto para atingir a altura maxima corresponde ao valor de t que anula a
derivada primeira, ou seja, s'(t) =0=60—10t =0 =t = 6 segundos. Esse valor

também poderia ser calculado como a abscissa do ponto maximo, ja que a parabola tem

. . [ - . - b —-60
concavidade voltada para baixo e o vértice € um ponto maximo. Logo, x,, = — T o 6.

c) A altura maxima em relacdo ao solo corresponde ao y do vértice (valor maximo da

A _ 3600 _

funcdo) que pode ser calculado como s(6) =360 —5-36 = 180mou y, = — = e =

180;
d) Observe a Figura 43.

185 4

Vértice = (6, 180)
180

175 4
Parabola: y = -5x2 + 60x

[

Figura 33: Parébola e Ponto Méaximo

Problema 2.11 (Area Maxima). O dono de uma granja quer construir um cercado retangular
aproveitando um muro ja existente. As dimensfes do cercado podem variar, desde que o
comprimento da parte cercada, sem contar 0 muro, seja 36m (perimetro igual a 36), pois 0
granjeiro s6 tem 36m de tela.

a) Determine a area A desse cercado, em fungéo de x.

b) A é uma funcéo quadréatica na variavel x. Elabore o gréfico dessa fungéo, que deve
ter a concavidade voltada para baixo.

c) O granjeiro quer um cercado que tenha maior area. Qual € essa area e quais devem

ser as dimensdes do cercado? (Imenes, 2010)
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Resolugdo: Este é um problema também de modelagem. Precisamos: identificar a variavel;
expressar todas as incognitas em funcdo da variavel, montar um modelo (equacédo
matematica); resolver a equacdo e comprovar a resposta.

a) Observe a Figura 44 e conclua que A(x) = x(36 — 2x) © A(x) = —2x* + 36x.

Muro

36 - 2x

Figura 34: Granja

b) Gréfico de A(x) = —2x* + 36x

y= -2x + 36X

Figura 35: Grafico de funcio f(x) = —2x2 + 36x

c) Como na fungdo A(x) = —2x?% + 36x,a < 0, atinge valor maximo em x,, = __—16 =

9m e A(9) = —2-81+36-9= —162+ 324 =162m? é a area maxima. Assim, as

dimensGes do retangulo devem ser 9m e 18m, para que a area seja maxima.
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Problema 2.12 (Economia). Seja p o preco de venda por unidade de determinado bem e g a
respectiva quantidade vendida a este preco. A receita total R auferida pela venda de q
unidades ao preco p é dada por R = pq. O lucro total € dado pela diferenca entre a receita e
0 custo total, ou seja, L = R — C. Considerando q = 20 — p a equacdo da demanda de
umbeme C = 2q + 17 aequagdo do custo associado, determine:

a) a equacao da receita;

b) a fungéo lucro;

c) o valor de g para se obter a receita maxima;

d) o valor de g para a obtencao de um lucro maximo.

(problema extraido do livro de Silva, 1993).

Resolucéo:
a) A equacdo dareceitaé R(q) = p-q (20 — q)g = —q* + 20q.
b) A funcéo lucro é definidapor L(q) = R—C = —q*® + 18q — 17.

c) O valor de g para se obter a receita maxima € a abscissa do vértice de R, o que

corresponde a g = —20 = 10 unidades.

d) O valor de g para a obtencdo de um lucro méximo também ¢é a abscissa do vértice

de L, o que corresponde a g = _—128 = 9 unidades.
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3 CONCLUSAO

Este trabalho consistiu em elaborar uma proposta para a introducéo e exploracdo dos
principais conceitos presentes no estudo de func¢des quadraticas.

Para tanto, levamos em consideracdo os resultados de algumas pesquisas sobre a
conceituacdo e definicdes de funcdo. Os resultados destas pesquisas e uma breve revisdo
tedrica, levando em consideracdo todo o contexto historico na qual se deu a evolugdo da
conceituacdo e definicdo de funcdes, confirmaram a importancia que o conhecimento sobre
funcdo quadratica assume nas sociedades modernas.

Nosso trabalho nos mostrou a central importancia dos estudos sobre os fundamentos
de funcBes especialmente funcdo quadratica. A variedade de assuntos que podem ser
pesquisados e aprofundados é imensa, nesse sentido, nosso trabalho foi direcionado na
contextualizacdo do conceito de funcdo quadratica e em suas aplicacdes.

A introdugdo de alguns conceitos basicos no inicio do trabalho formou o terreno
adjacente que facilita o entendimento das funcbes quadraticas. Algumas definicGes acerca de
conjuntos e relacdes, necessarias para definirmos uma funcdo, também foram discutidas.
Alguns exemplos referentes as definicdes apresentadas no trabalho e alguns tipos de
aplicacdes referentes a funcdes quadraticas também foram aplicadas ao final desse.

A elaboracdo deste trabalho trouxe enriquecimento a minha formacdo matematica.

Espera-se que 0 mesmo venha a servir como material de apoio a quem possa interessar.
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