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RESUMO

Nesta monografia caracterizaremos os grupos finitos gerados por dois elementos
de ordem menor ou igual que 11. Exibiremos conceitos elementares da Teoria dos
Grupos, tais como o de grupo ciclico, com o proposito de estudar grupos que consti-
tuem uma classe mais abrangente, grupos finitos gerados por dois elementos. Nessa
perspectiva, objetiva-se a utilizacao dessa classe de grupo, juntamente com o Teorema
de Lagrange, este que possibilita a classificacao dos grupos finitos nao ciclicos para

caracterizagao e estudo de tais grupos.

Palavras Chave: Grupos; Grupos Ciclicos; Teorema de Lagrange; Homomorfis-

mos de Grupos; Grupos Finitamente Gerados.



ABSTRACT

In this monograph we will characterize the finite groups generated by two ele-
ments of order smaller or same that 11. Being exhibited elementary concepts of the
Theory of the Groups, such as the one of cyclic group, with the purpose of studying
groups that constitute an including class, finite groups generated by two elements. In
that perspective, the use of that group class is aimed at, together with the Theorem of
Lagrange, this that makes possible the classification of the finite groups no cyclic for

characterization and study of such groups.

Keywords: Groups; Cyclic Groups; Theorem of Lagrange; Homomorphisms of

Groups; Finitely Generated Groups.
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Introducao

A Algebra é um dos principais ramos da Matematica Pura. O estudo de Gru-
pos é o ponto inicial da Algebra Abstrata, seu conceito é de suma importancia para a
Matemética. O processo que levou & introdugao de um aspecto genuinamente abstrato
em algebra teve inicio no ano de 1815, quando mateméticos da Universidade de Cam-
bridge, tais como Charles Babbage (1792-1871), George Peacock (1791-1858) e John
Herschel (1792-1878) fundaram a Analytical Society, cuja contribuigao fundamental foi
repensar e discutir os fundamentos da algebra.

O estudo das permutagoes se iniciou com os trabalhos de Joseph Louis Lagrange
(1736 - 1813) sobre equagoes algébricas em 1770, seguido das contribui¢oes de Paolo
Ruffini (1765 - 1822) ¢ Niels Henrik Abel (1802 - 1829). Mas primeiro a considerar
explicitamente grupos de permutagoes foi Evariste Galois (1811 - 1832), que usou em
1830 o termo “grupo” em seu sentido técnico em matematica, hoje classico. Ademais,
Agustin Cauchy notou a importancia inerente dos grupos de permutagoes, escreveu
varios artigos a respeito, dentre 1844 a 1846, os quais influenciou Arthur Cayley, o
primeiro a formular o conceito abstrato de grupo em 1954.

Um grupo é uma estrutura algébrica relativamente simples, com relacao ao ni-
mero de operagoes bindrias, seu conceito ¢ uma das ideias centrais da matemaética, a
teoria dedicada ao seu estudo - Teoria dos Grupos-, envolve tépicos de complexidade
consideravel, com varios problemas em aberto.

Nesta monografia pretende-se estudar os grupos finitos gerados por dois elemen-
tos, tendo em vista que nosso interesse maior serd a caracterizacao destes grupos de
ordem até 11. Dividido em quatro capitulos, o capitulo 1 é voltado a conceitos pre-

liminares essenciais para o desenvolvimento do nosso estudo, tais como os de Grupo,
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Subgrupos e Grupos Ciclicos. No que segue, o capitulo 2 nos da a nogao de isomorfismo,
que nos fornece uma forma de verificar quando dois grupos s@o possuem as mesmas
propriedades algébricas e o contato com o Teorema de Lagrange, cruciais para o estudo
e classificagao desses grupos finitos. No capitulo 3 aborda-se grupos finitos gerados por
dois elementos , a saber G = (a, b) com a e b satisfazendo a relagdo ba = a®b, de grande

utilidade para o capitulo 4 com o desfecho do tema central do presente trabalho.



Capitulo 1

Grupos

Neste Capitulo daremos uma breve introdugao a Teoria dos Grupos. Supoe-se ja
conhecidos conceitos preliminares tais como os de conjuntos, relagoes e fungoes, encon-
trados na referéncia [8]. Um grupo é uma estrutura algébrica relativamente simples,
no que diz respeito ao numero de operagoes binarias (possui somente uma operagio),
daremos foco aos grupos finitos, seu comportamento. O estudo sera feito em torno des-
sas estruturas com suas devidas operagoes, as quais analizaremos se possuem mesmas

propriedades.

1.1 Operacao Binaria

Definicao 1.1 Seja A um conjunto nao vazio. Diz-se operag¢ao bindria sobre A uma

funcao f: Ax A— A.

Definicao 1.2 Sejam * uma operacao sobre A e H um subconjunto de A. Quando
axbe H, Ya,be H,

H é dito fechado sob x e chama-se operagao induzida de x sobre H a restri¢cao de

* ao conjunto H.

Definicao 1.3 Diz-se uma estrutura algébrica um conjunto nao vazio munido com

uma o Mais OPeragoes.
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Notagao: (A, x, A, A, B &...)

1.2 Grupos

Definigao 1.4 Um conjunto G nao vazio munido de uma operagao %, definida entre

pares de G, denotada por,

*x: GxG@ — @

(z,y) — xxy

diz-se grupo quando as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(G1)ax (b*xc)=(a*xb)xc, Va,b,ce G; ( Associatividade);
(G2)3J e € Gtal que axe=ex*a, Ya € G; ( Ezisténcia de elemento neutro);
(G8)Va € G,3b € G tal que axb=0bxa = e, onde b= a""'; ( Existéncia de

inverso para todo elemento).

Onde o elemento neutro, identidade de (G, %), denotado por e e o inverso de a denotado

por a~! sdo tnicos.

Definicao 1.5 Um grupo (G,*) é abeliano ou comutativo se satisfeita a condigao

axb=bxa, Va,beGq.

Observagao 1.1 Quando nao se ha duvida quanto a operagao considerada sobre G,

bem definida, simplificamos a notagao por G simplesmente.

Observacao 1.2 Por questao de praticidade frequentemente chamamos a operagao
de produto, com notagao a-b ou ab, ao invés de a*xb, G com esta operagao é um grupo
multiplicativo, de maneira analoga os grupos aditivos, com operacoes indicadas por

+.

Observagao 1.3 Para grupos aditivos o inverso serd denotado por —a, para grupos

multiplicativos permanece a notacao a '

Vejamos alguns exemplos e contra exemplos de grupos:
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Exemplo 1.1 (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) com adi¢oes usuais sao exemplos de gru-

pos abelianos.
Exemplo 1.2 (Q*, ), (R*,-), (C*, ) sdo grupos multiplicativos abelianos.
Exemplo 1.3 Todo espago vetorial é um grupo abeliano.

Exemplo 1.4 Para cada n € N, o conjunto Z,, dos inteiros moédulo n, com adicao

dada por,
4+ Zn X Zn — Zn

(@+b) +— T+b=a+b

é um grupo aditivo abeliano.

Exemplo 1.5 O conjunto G = M,,»,,(R) de todas as matrizes reais de ordem n x m

é um grupo abeliano sob a adi¢ao usual. Com efeito,

DX+Y+2)=X+Y)+7Z, VXY, Z€ed.

29X +0=0+X, VX €G, onde

0 ... 0
0=
0 ... 0
é a matriz nula.
3) X+Y =Y+ X =0, tal que
a1 A1m

Ap1 - -« Apm
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e a matriz

—air ... —Qm

—Qp1 ... —0pm

sua inversa. Logo G é grupo. A comutatividade da adigao em G é imediata.

Exemplo 1.6 Consideremos o conjunto G = M,(R) de todas as matrizes reais de
ordem n. Sabe-se que o produto usual de matrizes é associativo, ou seja, dadas as

matrizes X,Y, Z, € GG, entao

X-(Y-2)=(X-Y) Z

Além disso, a matriz identidade de ordem n,

1 0 0

0 1 0
I, =

0 0 1

é o neutro do produto, pois

X-I,=1,-X,¥YX €G.

Agora, certamente existe em G uma matriz tal que det X = 0 Para tal matriz, nao
existe uma matriz Y € G tal que X - Y = [,, pois uma matriz X de ordem n é
invertivel se, e somente se, detX # 0. Por conseguinte, G = M, (R) ndo ¢ um grupo

multiplicativo.

Exemplo 1.7 Do exemplo anterior, sabemos que G = M,(R) ndo ¢ um grupo sob
o produto usual de matrizes, pois a propriedade da existéncia de inverso para cada

elemento nao é satisfeita ( na verdade, é a tinica). Consideremos entao

GL,(R) = {X € M,(R) : detX # 0}.
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Vamos mostrar que GL,(R) é um grupo multiplicativo. Pelo que vimos até agora, é
suficiente mostrar que G L, (R) é fechado sob o produto. Sejam X,Y € GL,(R); entdo
det X # 0edet Y # 0. Como o determinante do produto de duas matrizes é o produto

de seus determinantes, temos
det(X -Y)=detX -detY #0= X -Y € GL,(R),

ou seja, GL,(R) é fechado sob o produto e, assim, é um grupo. Chama-se GL,(R)
grupo linear geral sobre R. Em geral, ele é nao-beliano. Similarmente, tem-se grupos

lineares gerais GL,(Q) e GL,(C).

Exemplo 1.8 Seja G = R® ! munido de sua adicdo usual, isto é, para f,g € G e
r €eR,

(f +9)(x) = f(z) + g(x).

Esta operagao é claramente comutativa. Considerando f,g,h € G e a adi¢ao usual

sobre R ser associativa, temos para x € R,

[f+ g+ M) = flz)+ (g+h)(z) = [flz)+g(x)+ h(z)
(f(z) +g9(x)) + h(z)

= (f+9)(x)+ h(z)
[(f +9) + hl(=),

de maneira que f+ (g + h) = (f + g) + h) e, assim a adicao em G ¢é associativa. A

funcao nula 0 € G satisfaz

(f +0) = f(x) +0(x) = f(z) + 0 = f(x),

portanto, f +0 = f, entao 0 é o elemento neutro da adi¢cao. Por fim, a funcao —f € G

dada por (—f)(z) = —f(x), Vo € R, éum inverso aditivo de f, pois

(f + (=) = f(@) + (=f)(x) = f(zx) = f(x) =0

IRE = {f: R — R}.
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assim, f + (—f) = 0. Logo, (R¥ +) é um grupo abeliano.

1.3 Propriedades Elementares de um Grupo

Destacam-se nesta se¢ao propriedades de um grupo G como consequéncia da

definigao.

Proposicao 1.1 Seja (G,*) um grupo Entao dados a,b,c € G,
axb=axc=b=c e¢ bxa=cxa=b=c,

ou seja, sao vdlidas as leis do cancelamento a esquerda e a direita em G.

Demonstragao: Como G é um grupo, existe a; € G tal que a; xa = e = axay, assim

para a, b, c € G, temos:

axb=axc = ayx(axb) = a;x(axc) (operando com a; esquerda)

(
= (g *a)xb = (ag*a)xc (Gy)
= exb = exc (

(

= b = C GQ)

bxa=cxa = (bxa)xay = (cxa)xay (operando com ay direita)
= bx(axay) = cx(axay) (Gy)
= bxe = cxe (G3)
= b = c (G2)

Logo, sao validas as leis do cancelamento a esquerda e a direita em G.

Proposicao 1.2 Seja (G,*) , um grupo e a,b € G Entao as equagdes lineares axx = b

e xxa=>b tem unica solucao em G.

Demonstragao: Seja a; € G tal que a; x a = e, temos:
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a* To = b

ap * (a*xy) = a;*b
(ayxa)*xxg = a;*b
e x X = a;xb

o elemento xg = a; xb € G é tal que,
ax(a;*b) = (a*xa)*b
= exb

= b
assim, xy é uma solucao da equacao linear a x x = b Suponhamos que x; € G seja

também solucao, como axxg = b e axx; = b, temos que a*xy = a*x; Pela proposicao
anterior xy = z1, logo a solugao é tnica. De modo anédlogo mostra-se a existéncia e

unicidade de solucao para x xa = b.

Proposigao 1.3 Seja (G,*) um grupo Entdo:

1) Existe um dnico elemento e € G tal que
exa=axe=a, Ya€G
2) Para cada a € G, existe inico a= € G tal que,
alxa=axd =e.

~ . / ~ .
Demonstragao: 1) Sejam e e e elementos neutros da operagao x. Assim,

I

. ’
e = e xe (pois e o elemento neutro de %)

!

= e (pois e o elemento neutro de *.)

2) Seja b € G tal que b+ a = e. Como a *a = e, entdo pela Proposicio 1.1, obtemos
bxa=dxa=b=d.

Por isso, em grupo (G,*), o elemento neutro da operagao e o inverso de cada

elemento do conjunto sao tnicos. Chama-se o elemento neutro e de identidade de
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o /! - —
G. Quanto ao inverso a de a em G, denotaremos de modo especifico por a=! ou

—a, conforme a operacao em G seja multiplicativa ou aditiva, respectivamente. Por
exemplo, para o grupo (Z, x), temos que o inversode a = 5 é —a = —5, onde 5+ (—5) =

0 = e; e para o grupo (R*,-) oinversode a=5¢éa' =5"'=1 onde5-5' =1 =e.

Observagao 1.4 Em decorréncia da Proposi¢ao 1.2, para mostrar que um elemento
de e € G ¢ a identidade do grupo (G, %), é suficiente mostrar que e x @ = a para algum
a € (. Similarmente, dado a € G, para mostrar geu b é o inverso de a, basta mostrar

que bxa=cecouaxb=e.

Proposicao 1.4 Considere um grupo (G,-). Entao:
Ha ™t =a,Vaed.
2)(a-b)"t=b"1-a"' Va,beqG.

Demonstragao: 1) Dado a € G, um elemento b é, por defini¢ao, o inverso de a ou
virce-versa, quando

a-b=b-a=ce.

1

Como a-a ' =a—1-a, entao a = (a™ ).

2) Mostra-se
(a-b)-(b -a)y=0b""ab) (a-b)=e (1.1)
Usando a propriedade associativa da operacao em G e omitindo os parénteses em (1.1);

(@-b)-(bt-at) = a-b-bt-a!

= a-e-a "t

b t-at)-(a-b) = bt-at-a-b
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Por conseguinte, (a-b)"t =b"1.a7!

O resultado do item 2) da Proposigao 1.4 pode ser generalizado da seguinte forma:
Sejam ay, as, ..., a, € G. Entao,
-1 ~1 “1, 4 -1

(a1-ay-...ap) ' =an T a T a

De fato, por indugao, para n = 1, o resultado é imediato Supondo o resultado vélido

para n > 1,
(@1-ag ... ap-apy1)™t = ((a1-ag ... ap)+ Gpypp)”
= (ln+1_1 . ((a1 QA2 ...t an)_l
= Q1 Vray ran T ae e

1.4 Grupos de Permutacoes

Sejam A um conjunto nao-vazio e S4 o conjunto de todas as permutacoes de A,
isto &,

Sa={f:A— A /f é Bijetora}.

Mostra-se que S4 com a composicao de fungoes é um grupo. Primeiramente,

mostra-se que S, é fechado sob essa operacao. Sejam f,g € Sy e x1,12 € A tais que

(fog)(x1) = (f o g)(w2) Logo,
(fog)(x1) = (fog)(x2) = flg(z1)) = f(g(x2)),

e desde que f é 1-1 2, segue que g(z;) = g(x2). Mas, como g também é 1-1, temos que
x1 = x9. Desse modo, f o g é 1-1. Para mostrar que f o g é sobrejetora, considera-se
y € A. Como f & sobrejetora, existe © € A tal que f(x) = y. Por outro lado, sendo g

sobrejetora, existe z € A de mancira que x = g(z). Desse modo,

y = [flx) = f(9(2)) = (f o g)(2).

2As vezes, chama-se uma funcéo bijetora uma correspondéncia 1-1.
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Por isso, f o g é sobrejetora e, por consequéncia, f o g é uma permutacao de A.

Portanto,

fogeSa, Vf,geSa.

Conhecemos que composicao de fungoes é associativa, a permutacao idy : A —
A (a identidade sobre A) é tal que idy o f = foidy = f para qualquer f € Sy. E
como uma funcgao é bijetora se, e somente se, é invertivel, cada f € S4 tem inversa
em S,4. Portanto, as propriedades s@o satisfeitas. Desse modo, (S4,0) é um grupo,
nao-abeliano em geral (pois a composi¢do de fungdes nao é comutativa). Chama-se
(Sa,0) grupo das permutagoes sobre A.

De modo particular, quando o conjunto A tem um ntmero finito de elementos,
digamos, A = {1,2,...,n}, entdo S tem uma representagao e nomes especiais. Neste
caso, denota-se S por .S, e chama-se grupo simétrico de grau n ou grupo das
permutacoes de n letras. Observa-se que S, s6 é abeliano quando A = {1} ou
A={1,2}.

E comum representar uma permutacao o € S,, por

Pela analise combinatoria, verifica-se que o grupo S, tem n! elementos.

Exemplo 1.9 O Grupo 55
As permutagoes de A = {1,2,3} sao:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
;= , g = , X3 =

1 2 3 2 1 3 3 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Qy = , Oy = , Qg =

1 3 2 2 31 3 1 2

Desse modo,

53 = {ah Q, (rz, Oy, O, 046}
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12 3 12 3
Consideremos agora a = ef= . Logo,
2 31 21 3
, 1 2 3 1 2 3 1 23
aZ = = = QOg,
( 2 31 ) ( 2 31 ( 31 2 )
5 12 3 12 3 12 3
o = = el 67
31 2 2 31 12 3
12 3 12 3 1 2 3
5= - — id,
21 3 21 3 12 3
1 2 3 12 3 1 2 3
ba = = = Oy,
2 1 3 2 31 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
OZB = = = a3,
2 31 21 3 3 21
12 3 12 3 12 3
062 = = g O[4
31 2 2 1 3 1 3 2

Observando que qualquer elemento de S3 é obtido dos elementos « e 3, significa que

esses elementos geram Sz, em simbolos S3 = (a,3). Além disso, a® = e = (e

Ba = a?B # af. Resumindo,

)
(a, B)
ad = e

#o= e
Ba = a?B.

\
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1.5 Grupo Diedral

O grupo Diedral D, é o grupo das simetrias espaciais do poligono regular de n

lados, de ordem 2n gerado por dois elementos « e [3, satisfazendo

|D,| = 2n
Dn = <O!7ﬂ>
a™ = e
g = e
| o = o,
em que,
1 23 ... n—1n 1 2 3 ... n—1n
2 3 4 ... n 1 1 n n-—-1 ... 3 2

Observa-se que o grupo D,, contém ele proprio um subgrupo de ordem n,
2 n—1
an{e,OZ7OL,"'704 }

é o grupo das rotacoes do poligono F,.

Exemplo 1.10 Grupo Das Simetrias De Um Quadrado

Considere um quadrado com vértices P;, Py, P3, P, com centro em O. Por O,
considere as retas Dy, Do, M e N, determinadas pelas diagonais e pelas mediatrizes do
quadrado.

As transformagoes espaciais que preservam o quadrado sao:

1. id, R%, R,, Rzx : as rotagoes planas centradas em O, no sentido anti-horario,
2

s 3T
’ 9 e PR

de angulos zero respectivamente. Obtém-se as simetrias

1 2 3 4 1 2 3 4
a1 = , Olg = ;

1 2 3 4 2 3 41
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1 2 3 4 1 2 3 4
Qg3 = , Olg =
3 41 2 4 1 2 3
2. Ri, Ry, R, R, : as rotagoes espaciais de angulo m com eixos Dy, Dy, M, N,

respectivamente. Desse modo,

1 2 3 4 1 2 3 4
61: 762:

1 4 3 2 3 2 1 4

1 2 3 4 1 2 3 4
63: 764:

21 4 3 4 3 2 1

Vamos mostrar que a operagao de composicao de fungdes é uma operagao sobre
D4 = {Zd7 R%? R7r7 R3T7T7 R17 R2> Rm7 Rn}

e que (Dy,0) é um grupo. A tabela o para os elementos de Dy é a seguinte:

o i) Rg R. | R o R | Ry | Ry, | Ry,
vd vd Rg R. | R i Ry | Ry | Ry | Ry,
R% R% R, R%r wd | Ry | R, | Ry | Ry
R. || R RB_;\' vd Rz | Ry | B1 | Ry | Riy
R i R e vd Rz | Ry | Ry | R | Ba | Ro
R | R |Rn| Ro| R, | 2d | Ry R% R ot
Ro || Re | R | Ry | Ry | Ry | id | R i R%
Ro|\Rn| Re | Ry | R1 | R i Rg id | Ry
Ry | Rn | Ba |Rn | Ro| Rz | R il R. | id

Tabela 1.1: Tédbua da composicao sobre Dy

A tdbua mostra que operagao é a composicao de simetrias. A associatividade é
valida, pois a composicao de fungoes é associativa, Tem-se também que id é o elemento

neutro da operacao. O D4 nao é abeliano;

Rél = R3—27'7 R7r_1 = R7T7 Rl_1 = Rl
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R2_1 = Ry, -Rm_1 = R, Rn_l = R,.

Portanto, (Dy, o) é um grupo, chamado grupo das simetrias espaciais de um qua-

drado.

Mostra-se agora que os elementos Rz e Ry geram o grupo Dy, isto €, qualquer

elemento de D4 é um produto de poténcias desses elementos. Onde,

1 2 3 4 1 2 3 4
R%ZOz: e RIZ/B:
2 3 41 1 4 3 2
Tem-se:
1. =aoa=as.
2. & =azo0a = ay.
3. at=a3oay=id =e.
4. B2 =pBoB =id=ce.
5. aof = fs.
6.50042:50043:62.
7.500[3250014:64.
Portanto,
D4 = <Ol,ﬁ>
ay = €
4
By = e
Ba = B,

\
Exemplo 1.11 Grupo Das Simetrias De Um Pentiagono

De forma analoga descrevemos o grupo Dy, como
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D5 = <Oé,ﬂ>
af = e
<
52 = €
| ba = a'p,
onde
1 2 3 45 1 2 3 45
o= e =

23 451 1 54 3 2

1.6 Subgrupos

Tomando o exemplo Z C Q, sendo G; = (Z,+) e Gy = (Q, +) grupos, em que a
operacao em Gy é induzida da operacdo em Gs. E vantajoso estudar um subconjunto
H de um grupo G, sobre o qual o estudo desse grupo se torna mais factivel, de modo

a obter informacoes importantes de G.

Definicao 1.6 Consideremos um grupo G e H € um subconjunto nao-vazio de G,
entao diz-se que H € um subgrupo de G quando a operacao induzida de G, também é

um grupo, isto €, quando as condi¢oes sequintes sao satisfeitas:
1. hhihy € H,Yhy,hy € H;
2. hi(hghs) = (hihg)hs,VYhy, hy, hs € H;
3. deg € H tal que egh = heyg = h,Vh € H,
4. Para cada h € H, exiazte k € H tal que hk = kh = ep.

Usaremos a notacao H < GG para indicar que H é um subgrupo de G.
Quanto ao subgrupo H temos que:
1. O elemento neutro de H, ey € H, é igual ao elemento neutro e do grupo G.
De fato, para a € H C G, temos eg.a = a; desse modo,
1

eg-a=a= (eg-a)at=a-al=e

=eg-(a-al)=e=eg=c.
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2 Dado h € H, o inverso de h em H ¢ igual ao inverso de h em G. De fato, seja

k o inverso de h em H. Entao,

h-k=k-h=eyg=e.

A caracterizacao dos subgrupos de um grupo ¢é feita a seguir:

Proposigao 1.5 Seja H um subconjunto nao-vazio de um grupo G. Entao H € um

subgrupo de G se, e somente se, uma das sequintes condigcoes € satisfeita:
1. hy-hy€e H ¢ hy' € H, Vhy, hy € H;
2. hy-hy ' € H, Vhy, hy € H.

Vejamos alguns exemplos e contra-exemplos de subgrupos.

Exemplo 1.12 Para um grupo qualquer G,{e} e G sao claramente subgrupos de G,
chamados subgrupos triviais de G. Se H < GG nao é trivial, entdao H é dito subgrupo

proprio.

Exemplo 1.13 Com a adicao usual, temos que Z < Q. Aliés, temos os subgrupos

Z<Q<R<C.

E sob a multiplicacao usual, obtemos

Q<R <C

Exemplo 1.14 O conjunto 2Z = {2k : k € Z} é um subgrupo de Z.
De fato, sejam hq, hy € 2Z, digamos hy; = 2k, e hy = 2ks. Como o inverso aditivo de

hy é —hy = —2ko, segue que

hl + (—hg) = 2(/{71 - kg) = 2k3 € QZ,

com k3 = k1 + ko € 7Z. Isso mostra que 27 < 7.
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Mais geralmente, consideremos subconjuntos H de Z constituidos por miltiplos
de outros inteiros e, ainda assim, obtemos H < Z, ou seja, se n € Z entao nZ é um
subgrupo de Z. Reciprocamente 2, se H é um subgrupo de Z, entao existe n € Z tal
que

H=nZ={nk:keZ}.

Exemplo 1.15 O conjunto H dos ntmeros impares ndo é um subgrupo de (Z,+),

pois a soma de dois niimeros impares é um nimero par, ou seja, se a,b € H, entao

a+b¢ H.

Exemplo 1.16 Seja n € Z* fixado e H = {r € Q : nr = 2}. Entdo H néo é um

subgrupo do grupo multiplicativo dos ntimeros racionais Q, pois 0 &€ H.

Exemplo 1.17 Seja S; o grupo de todos os numeros complexos de norma 1, ou seja, o
P . ” . o4 . 2m 4w . %n_—lm .
circulo trigonométrico unitario em R? e U,, = {l,e™% ew’ ... e" = '} o grupo

multiplicativo das raizes n -ésimas da unidade. Temos
U, < St <C*.

Exemplo 1.18 O conjunto H = £[0,1] = {f : [0,1] — R tal que f é continua} ¢ um
subgrupo de G = (R, +).

De fato, como a fungao nula 0 : [0,1] — R é continua, entao 0 € H. Por outro lado,
dados f,g € H, sabe-se do Calculo Diferencial que f — g é continua. Logo, H é um

subgrupo de G.

Proposicao 1.6 Se hy e hy subgrupos de um grupo G. Entao a intersecao H = HiNHs

também € um subgrupo de G.

Demonstracao: E claro que e € H # @, pois e € Hy ¢ e € Hy. Agora, para a,b € H,

CLGHl e CLEHQ

= (LbEHl e CLbEHQ,
bEHl e b€H2

3A demonstragio encontra-se na referéncia [8], pag. 194.
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pois H; < G e Hy < G. Desse modo, ab € H; N Hy. Pelo mesmo motivo, a=! € H; e
a_, € H,. Portanto, a_y € H; N Hy. Por isso, H1 N Hy < G.

De forma mais geral, se Hy,..., H,,... sao subgrupos de um grupo G, entao
prova-se que

ieN
¢ um subgrupo de G.
J& a uniao de dois subgrupos de GG nao é necessariamente um subgrupo de G.
A exemplo, H; = {(2,0) : z € R} e H, = {(0,z) : * € R} dois subgrupos do grupo
aditivo (R?, +). Entretanto, a uniao de H;UH, nao o é. De fato, (2,0), (0,3) € H;UH,,
mas (2,0) + (0,3) =(2,3) € H; U H,.

Proposigao 1.7 Sejam Hy e Hy subgrupos de um grupo G. Entao

H]UH2<G¢>H1CH2 ou HQCHl.

1.7 Grupos Ciclicos

Destaca-se nesta se¢ao os grupos ciclicos, os quais sao essenciais na Teoria dos
Grupos, pois fornecem importantes resultados. Os exemplos mais importante de grupo

ciclicos sao (Z,+) e (Zy,+).

Defini¢ao 1.7 Sejam (G,-) um grupo e a € G. Se n € Z, definimos a"™ da sequinte

forma:

e se n =0,
n —
a®=4¢ a"t-a se n>0,

(™)1 se n<0.

Se a operagao de um grupo G for aditiva, entao tem-se os miiltiplos de a, ao invés de
poténcias.

Prova-se por indugao que:

1. a”-a™ = a"" Vn,m € Z.
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2‘ (an)m — Can.

Sejam GG um grupo e a € G , considerando H subconjunto de G, dado por

H={d":nelZ}.

Vamos mostrar que H < G. Seja o, € H, digamos o = a" ¢ § = a™, temos
a-f=a"-a" =an+m € H, isot é, H é fechado sob a operacao de GG. Por outro
lado, ™! = (a™)™' = a™" € H. Portanto, H ¢ um subgrupo de G, o qual ¢ chamado
subgrupo ciclico gerado por «a e é indicado por H = (a). Nestde caso, o elemento
a ¢ um gerador de H.

De um modo mais geral, um grupo G é dito ciclico se existe = € G tal que

G = (x).

Exemplo 1.19 O grupo aditivo (Z, +) é ciclico, pois Z = (1). Alids, a = —1 também

¢ um gerador de Z.

Exemplo 1.20 O grupo (Zs, +) é ciclico gerado por a = 1, pois

0 = 3.7 = T4T+T,
1 = 1-1;
2 = 2.1 = 1+1.

Por isso, Zs = (1). Verifica-se também que Zz = (2). Mais geralmente, para cada n € Z,
o grupo (Z,,+) é ciclico e @ € Z™ é um gerador de Z" se, e somente se, mdc(a,n) =1,
de acordo com o Teorema 2.4.

E claro que todo grupo ciclico G = {(a) é abeliano, pois dados o = a™ e = a™
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em G, temos que

- B«
A reciproca deste resultado nao é verdadeira. Por exemplo, o produto direto G =
7o X 7o € abeliano, pois Zs 0 é, mas nao é ciclico, pois para cada x € G, temos que
x+z = (0,0), ou seja, ndo ha como obter todos os elementos de G a partir de um dado

elemento em G.

Definicao 1.8 A ordem de um grupo G € o niumero de elementos que compoem G.

Notagao: |G|.
Por exemplo, |Z| = o0, |Z,| = n,|D4| =8, e |S,| = nl.

Definicao 1.9 Seja G um grupo e o € G. Se exviste k € N tal que of = e. entdo a
ordem de «, em simbolos O(«), é o menor elemento satisfazendo esta condi¢ao, ou
seja,

O(a) =min{n € N: o" = e}.

k

Se nao existe nenhum natural k tal que o = e, entao diz-se que o € de ordem infinita.

No grupo S3 o elemento
1 2 3

21 3

2

tem ordem dois, pois o # e e a® = e. No grupo aditivo (Z, +) todo elemento o # 0 é

de ordem infinita, pois - n = 0 s6 é possivel quando n = 0.

Em um grupo G valem:
1. Ola)=1<=a=c¢;
2. Sea € G—{e}, entdo O(a) =2 & a=a .

Teorema 1.1 Todo subgrupo de um grupo ciclico é também ciclico.
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Demonstragao: Sejam G = (a) um grupo ciclcico e H um subgrupo de G. Para
H = {e}, temos H = (e). Se H # {e}, entdo existe b € H, com b # e. Como
b€ G,b=a* para algum k € Z*. Mas, sendo H < G,a~* € H. Por isso,

X={neN:a"€H}#02.

Pelo PBO 4, existe m € X, com m = min X. Vamos mostrar que H = (a™). Como
a™ € H, entao (a™) C H. Consideremos, pois h € H. Desde que H < G, entdo h = a”

para algum n € 7Z. Pelo algoritmo da divisao, existem ¢, r € Z tais que
n=mq+r, com 0<r<m.

Logo, a" = a™" = a™? - a", isto &,

Como a™ € H, segue que (a™)”? € H. Além disso, sendo a™ e (a™)~? elementos de
H, temos que a" - (a™)~ %) € H, isto é, a" € H. Mas, desde que m = min X, devemos

necessariamente ter » = 0. Por conseguinte, n = mgq ¢

isto ¢, H C (a™) ¢, portanto, H = (a™)..

Teorema 1.2 Sejam G1 = (a) e Gy = (b) grupos ciclicos finitos de ordem n e m

respectivamente. Se mdc(n,m) = 1, entao G X Gy € ciclico de ordem nm.

Demonstragao: Vamos mostrar que Gy X Gy = ((a,b)) . Claramente, a ordem de

G1 X Gy é nm. Consideremos O(a,b) = d. Como temos O(a) =n e O(b) = m,

(CL7 b)nm — (CL7 b) . (a/7 b) s (CL7 b) — (aTL'NZ7 bnﬂl) — (617 62)

N S

nm vezes

4Principio da Boa Ordenacao
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Por isso, pela Proposigao 2.3 d|nm. Por outro lado,

(avb)d = (ad>bd) = (e1,€2),

d

ou seja, a? = e; e b? = e,, usando novamente a proposicao, n|d e m|d. Portanto, de

mdec(n,m) = 1 segue nm|d e, assim, nm = d. Logo, O(a,b) = nm e G; x Gy = {((a,b)).



Capitulo 2

Teorema de Lagrange, Subgrupos
Normais, Grupos Quocientes e

Homomorfismos de Grupos

2.1 Classes Laterais

Antes de apresentar o Teorema de Lagrange se faz necessario uma breve expla-
nacao sobre classe lateral. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. A relagao

=g (mod H) sobre G, dada por,
r=py (mod H) < v 'y € H.

Essa relacao é de equivaléncia. De fato, sejam z,y, 2z € G. Temos:
1. z7'z=c€ H= x =gz (mod H); (Reflexividade)

2. Se x = y (mod H), entdo x7'y € H = y 'z € H = y =g = (mod H);

(Simetria)
3. Sex=py (mod H) e y=g z (mod H), entao x~'y € H e y~'2 € H. Portanto,
(a7 ')y '2) e H=2"'2 € H= 2 =g 2z (mod H). (Transitividade)

Portanto, é de equivaléncia.
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Com a relagdo =g y (mod H), para cada z € G, por definicio a classe de

equivaléncia de = é o conjunto
{lye G:x =gy (mod H)}.

Nota-se que y € G : x =g y (mod H) = xh : h € H e por isso, denotamos por xH, ou
seja,

xH ={xh:he H},

e chamamos de classe lateral a esqueda de H determinada por x, ou simplesmente
classe lateral de x a esquerda.

Analogamente, a relacao =p (mod H) sobre G dada por
v=py (mod H) & xy € H
e que a classe de equivaléncia de € GG, denotamos por Hx é
Hy ={hx:hec H}

¢ chamamos classe lateral de z a direita.

Observagao 2.1 Se eH = H = He, significa que, H é tanto uma classe a esquerda

quanto a direita. E quando G é comutativo, entao +H = Hx para todo x € H.

Exemplo 2.1 Seja G = Zg e H = {0,2,4}. Temos

pois 0,2,4€ H. e
1+H={1,35}=3+H=5+H.
Logo, existem duas classes laterais a esquerda (& direita) de H, que sao H e {1,3,5}

por Zg ser um grupo aditivo abeliano.

Seja G um grupo e H < (G, vamos denotar por Gg e GGp os conjuntos de todas
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as classes laterais a esquerda e a direita de H, respectivamente, ou seja,
Gp={zH:2€G} e {Hr:z € G}.

Os elementos de Gg e Gp constituem particoes de G. Em geral, tem-se que Gg # Gp;

entretanto, eles tém a mesma cardinalidade, pois a funcao

gO:GE —>GD

rH +—— Hx™!
¢ uma bijecao.
Definicao 2.1 Chama-se de indice de H em G, a cardinalidade do conjunto Gg e
simboliza-se por (G : H).

A fungdo f : H — xH dada por f(z) = xH, Vx € G é uma bijegao. Por isso, toda

classe lateral a esquerda (& direita) tem a mesma cardinalidade de H.

2.2 Teorema de Lagrange

Base para a Teoria dos grupos finitos, este Teorema iniciou-se dos estudos das per-
mutagoes de Joseph Louis Lagrange sobre equagoes algébricas, de onde se extraiu certas
propriedades as quais outros matematicos lapidaram resultando no atual Teorema de
Lagrange, principal resultado sobre grupos finitos. Este serd uma das ferramentas uti-
lizadas mais adiante para a exposicao do tema central abordado, visto que, através dele

entenderemos o comportamento dos grupos finitos.

Teorema 2.1 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo

de G. Entdo a ordem e o indice de H em G dividem a ordem de GG. Especificamente,
Gl = |HI(G : H).

Demonstragao: Sendo G finito, entao (G : H) também o é. Suponha que (G : H) =r
eseja Gg ={a1H,a2H,... a,H}.
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Como G é uma particao de G,

G=aHUawHU...Ua,H.

e mais, @, Na;H = @ com i # j, como a cardinalidade de cada classe em G ser

igual a ordem de G

|G|=|\H|+|H|+...+|H|.
Logo,
Gl =r-|H| = |G| = [H|(G : H).

Algumas consequéncias do Teorema de Lagrange:

Corolario 2.1 Sejam G um grupo finito e o« € G Entao a ordem de o divide a ordem
de G. Em particular,

ol = e
Demonstracao: Por definigao O(a) = |[{a)| e pelo Teorema de Lagrange O(«) divide
|G|. Fazendo |G| =n e O(a) =r. Dai, n =r -k para algum k € Z e

=t = (") = =e= alfl =e.

Corolario 2.2 Todo grupo G de ordem prima ¢é ciclico. Em particular, G € abeliano.

Demonstragao: Seja G um grupo tal que |G| = p, em que p é um ntamero primo.
Desse modo, existe x € G — {e}. Pelo Teorema de Lagrange, |(z)| divide p. Mas, sendo
p primo, temos que |[(z)| = p, pois [(z)| # 1. Por isso, [(z)| = |G| e, por conseguinte,

G é ciclico.
Corolario 2.3 Se G é um grupo finito tal que |G| < 5, entao G é abeliano.

Demonstragao: Se |G| = 1= G = {e} e, desse modo, G é ciclico. Se |G| = 2,3 ou 5,
entdao G tem ordem prima e pelo Corolario 2.2, GG é abeliano. S6 nos resta considerar

o caso em que |G| = 4.
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Suponhamos que |G| = 4. Se existe v € G — {e} tal que (z) = G, entdao G &

ciclico e, portanto, abeliano. Suponha que
(r) # G, Yr € G.

Assim, pelo Teorema de Lagrange, temos |(x)| = 2 para todo z € G — {e}. Assim,

para todo x € G,

Dai, para x,y € G,

Portanto, G é abeliano.

2.3 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Estabeleceremos condigoes para que ocorra a igualdade Gg = Gp sobre um

subgrupo H e G com a devida operagao Gg torne-se um grupo.

Definigao 2.2 Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Diz-se que N ¢ um Sub-

grupo Normal de G, em simbolos N < G, quando
gNg™' C N, Vgeq,
em que gNg=—' = {gng™' : g € Gen € N}. Equivalentemente, N é normal quando
gng ' €N, Yge G e ¥YneEN.

Exemplo 2.2 Para um grupo G qualquer, {e} e G s@o subgrupos normais de G.

Exemplo 2.3 Se G é abeliano, entao todo subgrupo H de G é normal. Portanto, para

cada n € Z, nZ ¢é normal em Z.

Exemplo 2.4 O centro Z(G) = {a € G : za = ax, Vr € G} de G ¢ normal.
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Solugao: De fato, mostraremos primeiro Z(G) < G. Sejam ny,ne € Z(G). Desse

modo, para g € G,

(ning)g = ni(neg) = mni(gng) (pois ny € Z(G))
= (mg)ny = g(ning) (pois n; € Z(G)).

ou seja, ny,ny € Z(G). Por outro lado, paran € Z(G) e g € G,

n~lg = n7lgnn™!  (pois ny € Z(Q))

= n-ingn!

= gn L.

Por isso, n™! € Z(G), o que mostra que Z(G) < G. Por fim, como

ng=gn, Vg€ G ¢ Vne Z(G),

entao

ng=gn=g 'ng=n¢cZ(G) = Z(G)<G.

Exemplo 2.5 Consideremos em Ss, o subgrupo gerado por H = {e, a}, em que

1 2 3 1 2 3
H=Je=1id= . o=
1 2 3 21 3
nao ¢é normal, pois
1 2 3 L 3
6= = pl =
2 31 31 2
e
1 3
Bap™ = H
1 3 2

Quando N for um subgrupo normal de G, denotamos G por G/N ou %.

Sejam (G, -) um grupo e N um subgrupo normal de G. Entao o conjunto G/N
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munido da operacao
G/N xG/N — G/N
(1N, 2N)  — g1g2N

¢ um grupo e chama-se Grupo Quociente de G por N. O elemento neutro de G/N

¢ a classe lateral N; o inverso de gV é a classe g1 N.

Exemplo 2.6 Como para cada n € Z,n - Z é normal em G. Desse modo, % é um
¢ i fi 7 Por i L —7 =
grupo que, como veremos, é isomorfo ao grupo (Z,, +). Por isso, escreve-se = =7 =

n-Z
{0,1,...,n—1}.

Exemplo 2.7 Para o grupo multiplicativo G = {1,—-1,i,—i} € C,N = {1,-1} ¢

normal. O grupo quociente é

G/N = {N, {i,—i}}.

2.4 Homomorfismos de Grupos

As aplicagoes f : G — (i essenciais para o estudo de grupos sao aquelas que

preservam as operagoes de GG e G, no sentido da seguinte definigao:
Definicao 2.3 Sejam (Gi,-) e (Ga, X) dois grupos. Uma aplicacio f: G — Gy €
dita um homomorfismo quando

fla-b) = f(a)x f(b), Ya,be Gy.

Exemplo 2.8 A fungao f: G; — G, dada por f(x) = ey, em que e, é a identidade

de Gg, ¢ um homomorfismo e chama-se homomorfismo trivial.

Exemplo 2.9 Para um grupo qualquer G, a fung¢ao idg : G — G dada porids(g) = ¢

para todo g € G, ¢ um homomorfismo. Chama-se id homomorfismo identidade.

Exemplo 2.10 Se H ¢ subgrupo normal de G, entdo ¢ : G — G/H dada por
©(g) = gH, é um homomorfismo sobrejetor, chamado de homomorfismo canénico.

de G sobre G/H.
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Vejamos algumas propriedades dos homomorfismos de grupos. Onde, e; e e represen-

tam as identidades dos grupos G e GG, respectivamente.

Definigao 2.4 Seja f : G — Gy um homomorfismo de grupos. O nicleo e a imagem

de f, denotados por ker f e Imf, respectivamente, como sendo os sequintes conjuntos:

ker f ={x € Gy : f(x) = ea},

Imf ={f(z):2z e G}

Exemplo 2.11 Para o homomorfismo identidade f = id : G — G, tem-se que
ker f = {e} e Imf = G.

Exemplo 2.12 Considere a aplicagao f : (Z,+) — (C*,-) definida por f(m) = i".

Assim, para n,m € 7Z,

fm+n) =" =" +i" = f(m) + f(n),

isto é , f € um homomorfismo. Além disso,

ker(f)={m €Z: f(m)=e} = ker(f) ={0,+4,48,...}

Imf={f(m)eC*:meZ}=Imf ={l,i,—1,—i}.
Proposigao 2.1 Seja f: Gy — Gy um homomorfismo. Entao

1. f(el) = €9,

2. f(z7') = f(x)™t, Vz € Gy.

Demonstracao: 1. Como f(e;) = f(e1-e1) = f(e1) - f(e1). Portanto, f(e1) = ea.
2. Para z € Gy,eq = f(e1) = f(zz™) = f(x) f(z™1). Por isso, f(e1) = ea.

Teorema 2.2 Seja f: G — Gy um homomorfismo. Entao
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1. ker f < Gj.
2. Imf < Gg.

Demonstragao: 1. Primeiramente, mostra-se que ker f < G. Dados z,y € ker f,

temos:

flxy) = f(x)f(y) = eaeq = €9 = xy € ker f.

Temos também,

fa)=fla) ' =ex ' =es =2 €ker f.

Portanto, ker f < G;. Agora, para g € G,

flgzg™) = flo)f(@)e(g™) = flg)eap(g™")

Logo, grg~' € ker f, o que mostra que ker f < G;.
2. Tome Im(f) ={f(a): a € G1}, sendo f(e1) = eq, entdo Im(f) # &. Agora,
dados x,y € Im(f), existem a,b € G tais que f(a) =z e f(b) = y. Por isso,

vyt = fla) f(0) = fla)- f(O) = fla-bT),

de maneira que x -y~ € Im(f) e Im(f) < Gs.

2.5 Isomorfismos de Grupos

O isomorfismo de grupos nos oferece um método capaz de aferir quando dois

grupos possuem as mesmas propriedades algébricas.

Definicao 2.5 Um homomorfismo f : G; — Go bijetivo chama-se isomorfismo.

Em particular, um isomorfismo f: G — G € dito um automorfismo de G.

Exemplo 2.13 Sejam G um grupo e g € G fixo. Entao, Z, : G — G dada por
Z

s(x) = grg~! para todo z € G, é um automorfismo chamado automorfismo interno

associado a g € G.
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Proposicao 2.2 Se f: G, — Gy € um isomorfismo, entio =1 : Gy — Gy também

€ um tsomorfismo.

Definigao 2.6 Dois grupos Gi e Go sio itsomorfos, quando existir um isomorfismo

entre eles. Denotamos por G ~ Gs.

Dois grupos isomorfos, sao idénticos, isto com relacao as suas propriedades, indepen-
dente da natureza de seus elementos. Assim, se f : G; — G5 é um isomorfismo,

identificamos um elemento = € G; com sua imagem f(x), em simbolos

x— f(x).

Teorema 2.3 Se G e K sao dois grupos ciclicos, entao G ~ K se, e somente se,

G| =K.

Demonstragao: Sejam G e K grupos ciclicos e G ~ K, pela definicao de isomorfismo
temos que é imediato |G| = | K|, visto que f : G — K é uma bije¢ao de G em K.

Reciprocamente, scjam G = (g) ¢ K = (k). Definindo a aplica¢do f por:

f: G — K

g — k.
De tal forma que verifica-se que f é um homomorfismo. De fato,

flg-9) = flg"")
— ki—l—j
— ki
= flg")f(g).

Agora, verifica-se que f é um homomorfismo injetor. Ora, f(g') = f(g?) entao k* = k7.
Se O(g) = oo entao i = j; por outro lado, O(k) < oo entao da equagao k' = k7 obtem-
sc O(k)|(i —j) e como 0 <4, j < O(g) = O(k), conclui-se que ¢ — j = 0, ou s¢ja, i = j..
Por outro lado, a verificagao de que f é um homomorfismo sobrejetor é imediata, uma

vez que para qualquer h' € G, tomamos ¢' € G de tal forma que f(g°) = k.
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Corolario 2.4 Qualquer grupo ciclico infinito € isomorfo aos inteiros.

Demonstragao: Se G ¢ um grupo ciclico infinito entao |G| = oo = |Z|. Dai pelo

teorema anterior concluimos que G ~ Z.

Corolario 2.5 Se n € um nimero natural, entao existe um 1unico grupo ciclico de

ordem m, a menos de isomorfismo.

Demonstracao: Se G é um grupo ciclico de ordem n entao |G| = |Z/nZ|. Desta

forma, pelo Teorema 2.3 concluimos que G ~ Z/nZ.

Corolario 2.6 Sejam o um elemento do grupo G e {«) o subgrupo gerado por . Entao

as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. A ordem |{&)| € finita;
2. Existe t > 1 tal que o' = e.

Neste caso, denotando por n a ordem de «, temos

(@) ={e,a,...,e" '},

ou seja, a ordem do grupo por ele gerado.

Voltemos ao grupo S3 e o como em (1.2). Temos que

:€:>(1/4:€:>CZ8:€.

k

Em geral, para qualquer k& € Z, obtemos que o?* = e. Isso nao é um caso isolado, de

fato:

Proposigao 2.3 Sejam G um grupo e a € G tal que O = n (ordem finita). Se ™ = e

em # 0 entao n divide m.

Demonstragao: Pelo Algoritmo da divisao, tem-se

m=n-qg+r com 0<r<n.
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Portanto " = e. Por isso, r = 0 e n divide m.
O resultado final do Exemplo 1.20 é a parte de um resultado bem mais geral. De

fato,

Teorema 2.4 Seja G{a) um grupo ciclico de ordem n Entdao a' é um gerador de G se,

e somente se mde(n,t) = 1.

Demonstracao: Suponha que a' é um gerador de G. Desse modo, como a € G, existe

r € Z tal que a'” = a. Dali,

Pela Proposigao 2.3, n divide tr — 1, isto é, tr — 1 = nk para algum k € Z. Por isso,
tr —nk = 1, de onde obtemos que mdc(n,t) = 1. Reciprocamente, se mdc(n,t) = 1,

entao pela identidade de bézout, existem x,y € Z tais que n-x +t-y = 1. Assim,

a¥ = a.

Agora, dado = € GG, temos que existe r € Z tal que x = a". Logo,

T = ar — (aty)r — (at)yr7

isto &, x € (a') e, por isso, (a') = G.

Exemplo 2.14 Determinar os geradores do grupo aditivo Zj.
Solugao: Para determinar os geradores de Zp,, vamos em busca de todos os

t € N tais que madc(10,t) = 1. Assim ¢, assume os seguintes valores:

t=1,3,7,9.

Dai, pelo Teorema 1.9.2 temos que os geradores de Z( sao os seguintes elementos:
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Teorema 2.5 (Caracterizacao dos Grupos Ciclicos). Todo grupo ciclico € iso-

morfo a (Z,+) ou a (Z,,+) para algum n.

Demonstracao: Primeiramente, suponhamos que G = (a) seja um grupo ciclico

infinito, e consideremos a funcao

f+Z — G

m — a™m.

Dados, mq, ms € 7Z,
flmy +mg) =a™t™ =a"™ - a™ = f(my) - f(my),

portanto, F' ¢ um homomorfismo. Nota-se que se a* € G, entao f(k) = a*, de maneira

que f é sobrejetora. Assim, dado m € Z,
m € ker(f) < f(m)=e<ad" =e< m=0.

pois a tem ordem infinita. Temos, ker(f) = {0} tornando f injetora. Logo, f é um
homomorfismo e Z ~ G.
Agora, seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n, digamos G = {e,a,...,a" '}.

Entao vamos mostrar que a aplicacao

f: (Zn7+) (Gv)

—
m —  a™

¢ um isomorfismo.
Como existem mq, mo € Z com my # my tais que T; = Tz vamos verificar que

f estda bem definida. Temos,
my =My < my =me( modn) < my —my=kn

para algum k € Z.
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Assim,

gmiTmz — (an)k =e=>a" =a" = f() = f(Ma2),

f estéd bem definida.

Para my,ms € Z,,

fm ) = ) = amtm

= a™-a™ = f(m)- f(Mm),

f € um homomorfismo. Claramente, f é um homomorfismo sobrjetivo. Além disso,
dadom € Z,,

m e ker(f) & f(M) =e< a™ =e=n|m,

ou seja m = 0. Por isso, ker(f) = {0}, f ¢ assim bijetora. Concluimos que Z, ~ G.
O Teorema que segue, nos da outra forma de mostrar que dois grupos sao iso-

morfos, no caso em que um deles € um grupo quociente.

Teorema 2.6 (Fundamental dos Homomorfismos) Seja [ : G — K um homo-

morfismo de grupos. Entao

~ Imf.
ker f mf

Demonstragao: Seja I’ a aplicagao definida por

I
ker f — Imf

z(ker) — f(x)

Observe que F esta bem definida, pois se z(ker f) = y(ker f) entdao zy~' € ker f e por-
tanto f(ry~!) = eq,, o que implica em f(z) = f(y). Além disso, F' ¢ um homomorfismo

pois,

F(a(ker f)-y(ker f)) = F(zy(ker ) = f(zy) = f(z)of(y) = F(x(ker f))oF(y(ker f)).
Claramente F' é sobrejetora pois,

ImF = {F(zker f) : x(ker f) € %} ={f(x): 2z € G} =ImF.
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e ainda,

ker F' = {xz(ker f)|f(x) = e} = {x(ker f) : € ker f} = (ker f)

assim ker [ = {e%}, ou seja, I’ é injetiva. Logo, keff ~ Imf.

Duas aplicagoes do Teorema Fundamental:

Exemplo 2.15 Considere os grupos aditivos (Z,+) e Zy,+). Mostrar que

— ~ 7.

nZ

Solugao: Exibindo um homomorfismo sobrejetivo f : Z — 7Z, tal que ker f = nZ.

Considere entao
f+ z — 7y

m .

E claro que f é sobrejetiva. Agora, para my, ms € Z, segue que
f(my+ms) =mq +mo =71 +T5 = f(my) + f(ma),

ou seja, f ¢ um homomorfismo. Por fim,

mekerf < f(m)=0
& m=0
& menl.

Z
nZ

GL(n;R) e SL,(R) = {A € GL(n;R) : det(A) = 1}. Mostrar que % ~ R*.

Logo, ker f = nZ e, pelo Teorema Fundamental, concluimos que ~ Z,. Sejam

Solugao: Sejam GL(n;R) e SL,(R) = {A € GL(n;R) : det(A) = 1}. Observa-se
primeiro que, SL,(R) < GL(n;R). De fato, sendo A, B € SL,(R),

IAB| = |A||B]=1-1=1
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isto ¢, A- B € SL,(R). Além disso, dado A € SL,(R),
AT = AT =1,

isto ¢, A™' € SL,(R). Logo, SL,(R) < GL(n;R). Observe ainda que SL,(R) <
GL(n;R). Com efeito, dados A € SL,(R) e B € GL(n;R),

|BAB™!| = |B||Al|B~'| =|B||B~'| =1,

ou seja,

BAB™' € SL,(R).

Donde conclui-se que SL,(Z) < GL(n; R).

Agora considere a aplicagao definida da seguinte forma:

f: GL(n;R) — R*
A — A

f é um homomorfismo. De fato, f(A-B) =|A-B| = |A||B] = f(A) - f(B) YA,B €
GL(n;R). Observe ainda que Imf = {f(A)A € GL(n;R)} = {|4| : A € GL(n;R)} =
R*, ou seja, f é sobrejetora. Agora, Kerf = {A € GL(n;R) : f(A) = 1} = {a €
GL(n;R) : det(A) =1} = SL,(R). Dai, pelo Teorema do Homomorfismo,

GL(n;R) .
SLaR)



Capitulo 3

Grupos Finitos Gerados por Dois

Elementos

No capitulo 1 definimos os grupos ciclicos, grupos gerados por um elemento,
os classificamos segundo os isomorfismos existentes entre Z e Z,. Também pode-se
classificar os grupos gerados por dois elementos, porém sua classificagao da-se de forma
mais complexa. Neste capitulo focaremos na classificacao dos grupos finitos gerados

por dois elementos (a,b) = G, onde a,b € G, s > 1 um inteiro, satisfazem
ba = a’b,

visto que ajudarao na classificagao dos grupos de ordem < 11.

Considere o grupo (S3,0) como exemplo de grupo com essa propriedade:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
S3: €:Zd: ,O[: , =
1 2 3 2 31 21 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
v = , 0= , €=
1 3 2 3 1 2 3 2 1

Temos,
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1 2 3 1 2 3 1 2 3
(]{2 = =
(231)(231) (312)
1 2 3 12 3 1 2 3
/BQ{ = =
(213)(231) (132)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Ozﬂ — =
(231)(213) (321)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
a’B = = = Bo
3 1 2 2 1 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
o} = - = id
31 2 2 31 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
62 — = — Zd
2 1 3 2 1 3 1 2 3
assim,
4
SS = <Oé,6>
ad = e
4
B = e
fa = o’

\

Se G é um grupo qualquer de ordem 6 mostraremos que possui elementos a e b tais

que satisfazem

G = (a,b)
a = e

¥ o= e

ba = a®b

\

entao existe um isomorfismo entre S; e G.

Logo, a menos de isomorfismo, o grupo S3 € o inico que satisfaz
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Sg = <Oé, ﬂ)
a® = e
<
g = e
fa = a?B.

\

Proposicao 3.1 A relagao ba = a®b € equivalente a Iy(a) = a®.

Demonstragao: ba = a’b < bab™' = a*bb! = a’e & bab™! = a® & Tp(a) = a®.
Para estudarmos grupos isomorfos sob condi¢oes andlogas as de S3, vejamos o

teorema,

Teorema 3.1 Sejam G um grupo finito com a,b € G, s > 1 um inteiro tais que

ba = a’b e Gy um grupo arbitrdrio com o, € G1. Sejam m,n > 1 inteiros tais que
a"=e, "€ a). (3.1)

Entao,

1. ba" =a"'b, VrteZ, e

(a,b) ={a'¥ :0<i<n—-1¢e 0<j<m—1}L

2. Se os inteiros n,m sao escolhidos minimalmente satisfazendo (3.1), entao o grupo

{(a,b) tem ordem igual a nm.

3. Se 0s numeros inteiros n,m sao escolhidos minimalmente, e se u € um inteiro

tal que b™ = a*, entao existe um homomorfismo
f : (a, b> — Gl
com f(a) =a e f(b) = B se e, somente se,

a"=e, [TM=a" e fa=a’s.
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Demonstragao: Sendo GG um grupo finito, temos que a existéncia de n,m esta ga-
rantida e existe h, k € Z para os quais a” = a* com h > k, onde a"a* = a"* =¢ e
h — k > 0, bastando considerar n = h — k.

rst

1) Mostra-se que que bfa” = a"*'b', equivalente a Zy(a) = a’*, em que , para

cada g € G, I, : G — G é um automorfismo dado por I,(z) = gzg~'. Faremos uso
da inducao finita sobre t.

Se t = 1, entao tem-se
Iy(a") = (Zp(a))" = a".
Se t > 2, suponha por hipétese que a relagao ¢ valida para t — 1, assim:
p1lgm — arst_lbt—l N th—l(@r) _ arst_l

Entao, para ¢, temos:

Ibt(ar) = IbOIbt—l(Clr) = Ib(Ibt—l(ar))

= L) = (D)
— (CLS )rst_l — asrst_l
— arsst_l _ arst‘

Logo, bta” = a™'bt, Vr,s € N.
Agora sejam a'* - b2 € {(a,b). Pelo algoritmo da divisdo, I; e [ podem ser escritos
como

ly=n.q +r, com 0<r;<n-—1
lb=m.qg+19, com 0<ri<m-—1

como a® = e, b™ € (a),a* = a™ e b2 = ™% . p"2 onde b™ = a* com \ € Z. Portanto,
ar . pr = g . (bm)(m L2

= q"l.qre . ]2

— aT1+/\r12 b2,
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Fazendo a™ %2 = g™ com A\; € {1,2,...,n — 1}. Logo,
(a,b) ={a't’ :0<i<n—-1¢e 0<j<m—1}

2) Suponha que n e m sejam minimos e que satisfacam (3.1). Vamos mortrar que
dados 0 < 4,k <n—1e0 < j,1 <m—1 tais que a't/ = a*V',Vi,j,k,| € N, entdo
i = k,j =, implicando assim em |G| = mn.

Supondo sem perda de gemeralidade que [ < j e multiplicando ambos os ledos

da igualdade @'t/ = a*t! por a" a esquerda e por b~ & direita, temos

altV = a*’y = a"ad'bb = ala"bb!
= ebl !t =qaitke

= bl=d"" € (a).

Pela minimalidade de m, temos j —{ =0, assim, j =0, jaAque 0 <j -1l <j<m=1.

Por consequéncia

analogamente, pela minimalidade de n, conclui-se kK — ¢ = 0, ja que temos 0 <7 —k <
1 <n-—1,assim k = 1.

3) Suponha a existéncia de um homomorfismo
fi{a,b) — Gy
tal que f(a) = a e f(b) = 4. Como ba = a®b, temos
pa = f(b)f(a) = f(ba) = f(a’b) = (f(a))*f(b) = a’B,
ou seja, fa = a’f. Da mesma forma,

f(a)? =e.



95

Segue que

a"=e=a" = f(a)" =e.

e b™ € (a), ou seja, b™ = a“, com u € N, entdo:
b" =a" = M =a".

Reciprocamente, suponha fa = o®f,a" =e e ™ = a*. Aplicando a parte 1) a Gy e
a, 3, obtemos

pla” = a”tﬁt, Vr,t € N.

Basta entao, verificarmos a aplicagao

[ {a,b) — Gy

alth — a'p

para0 <i<n—1e0 <7 <m—1, & um homomorfismo. Devido as escolhas minimais

de n e m, f estd bem definida. Escrevendo para i, j, k,l € N,

JjH+l=pm+v com 0<v<m-—1

i+ ks +pu=qn+w ,com 0<w<n-—1.

Fazendo a aplicacao da funcdo f em a'b’ - a*b!,

[(@b)- (@) = [fla'-(Wa*)-¥) = fl@-(@VV)-b) = [fat o)
_ f(ai—i-skj . ppm. b'u) _ f(ai—i-skj . bpm—i-'u) _ f(az'+skj . apubv)
= f(a™b?) = quBv —  itks +pu i+
—  gitsk L v BY —  gitsk /Pm g —  gitsk 6j+l
= ala gig = aifiatp = f(a'V)f(a"D).

Logo, f é um homomorfismo, onde f(a) = a e f(b) = 5.

Teorema 3.2 Considere n,m,s,u € Z.
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1. Existe G um grupo de ordem nm e a,b € G tais que

4

G = (a,b)
a = e
(3.2)
bm — a’LL
ba = a°b

Se e somente se

s"=(1 modn) e u(s—1)=(0 mod n).

2. Quando existir um grupo G de ordem nm satisfazendo as condi¢oes em (3.2), tal

grupo € unico a menos de isomorfismos.

Demonstragao: 1. Vamos demonstrar somente a ida, pois a volta necessita de conhe-
cimentos prévios de produto semidireto de dois grupos, sua demonstragao encontra-se
na referéncia [5]. Pelo Teorema 3.1 , temos que b™a = a® ™. Como b™ € (a) e
{a) ¢ ciclico, ou scja, abeliano, sabemos que b™ comuta com a assim ab™ = a®" b™,

multiplicando por a™! & esquerda e por b~ & direita, temos

ab™ = a"pm
atab™b™™ = a la®"bmH ™
e = a7t

Portanto s” — 1 é um multiplo da ordem de a, isto é, s = (1 mod n). Analogamente,
temos que b™a = a*"b™. Como a* = b™, entdo a* € (b), a* comuta com b assim

a*b = ba* = a**b. Logo, multiplicando ambos os lados por a=* & esquerda ¢ por b=t &

direita
a'b = a*b
a %a*bb™t = a “a*bb!
e — auS_u
e = qus—1),

Portanto, u(s — 1) € um multiplo da ordem de a, isto é, u(s — 1) = (0 mod n).



o7

2. Suponha G; um grupo de ordem nm que possui dois elementos «, (3, tais que

Gl = <Oé, B)
a = e
6777/ — au
| o =
Como |G| = |G1| = nm entao a aplicagao

fi G — G

a’bj — a'f’,
para0 <i<n—-1e0 <75 <m—1¢éuma bijecao. E pelo item 3 do Teorema 3.1,

conclui-se que f é um isomorfismo.

Proposicao 3.2 Sejam n,m, s, u inteiros nao negativos. Seja G um grupo de ordem

nm que possui dois elementos a,b tais que:

4

G = {(a,b)
a® = e

" = a"

ba = a°b.

Consideremos G1 = {(a.f) € GX G : fa = a®f,a" =e, " = a"}, em que G = (a, ).

Entao,
© Aut(G) — G1

[ = (f(a)f(®)
€ uma bijecao.
Exemplo 3.1 Mostrar que Aut(Z/27 X Z/27) ~ Ss.

Solugao: Sabemos que Ss3, é o grupo das permutacoes de grau 3, nao ciclico tal que
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S3

013

B2
Ba

12 3
2 31

1 2 3
213
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Vamos mostrar que |Aut(Z /27X 7/27)| = 6 = 2-3, com elementos 1, vy € Aut(Z /27 x
7./27) satisfazendo

Os automorfismos de

G =17/27 % 7,)27 = {ay = (0,0), a5 = (0,1), a3 = (1,0), o0y = (1,1)}

sao dados por:

©1 -

P4 -

o
(%)
Q3

Oy

o
Qg
Qs

Oy

Ll

IR AR

Aut(Z)2Z x T/ 2Z)

©?
3
L%

aq

O,/27

Q3

Oy

aq

a37

Qg

Oy

w2

Ps5 -

(€51
Qo
a3

0y

(6%)
a3

0y

IR AR AN

Ll

(€51
0y
%)

Qs

a
a3
Oy

Qs

(@i, )
(&

(&

©2p;.

©3 -

Ve -

aq

(&%)

(0%

ay

aq
(eD)
Qg

ay

IR AN A

IR AR A
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ou seja, Aut(Z/27 x Z/2Z) = {¢1, P2, 3, P4, Ps, @6 }- Agora, temos que

903(011) = Oy, 903(042) = (2, 803(043) = Qg, 80?1(&4) = Qy

e

%03(@1) = Qfq, %03(@2) = Qo, 803(@3) = (3, 903(@4) = Oy,

ou seja, 3 = v = @1, isto &, O(p2) =3 e O(py) = 2. Além disso,

Y6 = P4+ P2, Y5 = P2 P, @32904'805-

Como @9, s € (pa, p4), segue que Aut(Z/27 X 7/27) = (@2, ¢4). Temos também que
Papo = 903904. Portanto,

Aut(Z)2Z x Z)2Z) = (2, ¢4)
) v3 =

o = ¢

P42 = Pipa.

\

Pelo Teorema 3.2 item 2, concluimos que

Aut(Z)27. x 7,)27) ~ S,



Capitulo 4

Caracterizacao dos Grupos G de

ordem < 11

Veremos neste capitulo a abordagem do problema central do presente trabalho, a
caracterizagao dos grupos GG de ordem < 11, onde os classificaremos e os entenderemos

melhor, a partir da aplicagao dos resultados obtidos até aqui.

4.1 Grupo de ordem 1

Sendo |G| = 1, entao G = {e} é o tinico com um elemento.

4.2 Grupos de ordem p, com p primo (p = 2,3,5,7 e 11)

Se |G| =p com p=2,3,57, e 11, temos que pelo Corolario 2.2, G ¢ ciclico e de

ordem p, portanto pelo Teorema 2.5, G ¢é isomorfo a Z,. Logo,

G~ 7Z,.
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4.3 Grupos de ordem 4

O estudo destes grupos de ordem 4 seré realizado a partir dos grupos aditivos

Os grupos apresentados acima nao sao isomorfos, pois Z4 = (1), é ciclico, possui
elementos de ordem 4, ji Zs X Zs nao ¢é ciclico, uma vez que todo elemento g €
G —{(0,0)} tem ordem 2. Mostra-se que, a menos de isomorfismos G e Ga sdo os
tnicos grupos de ordem 4.

Seja G um grupo de ordem 4, |G| = 4, consideremos G = {e, a, b, c},

1. Se G possui um elemento de ordem 4, GG é ciclico, entao temos pelo Teorema 2.5 que
G~ Z4.

2. Se GG nao possui um elemento de ordem 4, pelo Teorema de Lagrange, todo g € G
com g # e, tem ordem 2, uma vez que a ordem de g tem que dividir |G| = 4 e assim
pelo Corolario 2.3 G é abeliano.

Vamos construir a tdbua de G, com os resultados das possiveis multiplicacoes,
para isto, precisa-se determinar o valor de ab. Temos que ab € G = {e,a,b,c}, com
O(a) = O(b) = O(c) = 2, onde |G| = 4, ou seja, obviamente todos os elementos sdo
distintos. Estudaremos as seguintes condigoes:

1. Se ab = e, entao a = b~'. Como O(b) = 2 implica b = b~! | temos a = b, 0 que é
um absurdo;
2. Se ab = a, entao b = e, o que é um absurdo;

3. Se ab = b, entao a = e, o que nao é verdade;

Portanto sendo G abeliano, ab = ba = ¢. Analogamente, tem-se ac = ca = b e

bc = cb = a, resultando assim a tabua de G, dada por:
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Tabela 4.1: Tabua de

Observe que |G| = 4 = 2-2. Considerando n = 2 e m = 2, e a Tabua de G,

temos )
G = {(a,b)
> = e
¥ = a?
ba = ab.

Da mesma forma, para o grupo Gy = Zy x Zy = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, com
a=(0,1) e 8= (1,0), obtemos que

Go = (o, f)

) o? = a+a = e¢ = (0,0
32 = f+B =

| B+a = a+p.

Tomemos a aplicagao

0,0) +—— e
(1,0) +— a
0, 1) +—— b
1,1) — ¢

Temos que II é uma bijecao, pois todos os elementos de ambos os grupos, Gs e G sao

distintos entre si, onde:
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[(0,0)+ (1,0)] = NA,0)=a=e-a = II(0,0) II(T,0)
[(0,0)+ (0,1)] = OO0.I)=b=c-b = II(0,0) (0, T)
H[0.0)+@T.T)] = TN =c=c-c = I(0,0)-I(T,7)
[(1,0)+ (0,1)] = H(1,1)=c=a-b = TI(1,0)-TI(0, 1)
[(1,0) + (1,1)] = 1I{0,1)=b=a-c = II(1,0) -II(T,1)
[(1,0) + (1,0)] = 11(0,0) =e=a-a = TII(1,0)-II(1,0)
1[(0,1) + (0,1)] = 11(0,0) =e=0b-b = 1I(0,1) - I1(0, 1)
1[0,1) + (1,0)] = (1, 1)=c=b-a = TI(0,1)-II(T,0)
0,7+ 1.7 = OI.0) =a=b-c = I(0,T) 1(T,T)
N(TT)+ (1.7 = O0,0)=e=c-c = I(1,T)-I(T.7)

Logo, II é um homomorfismo, como é bijetivo, portanto é um isomorfismo. Pelo item
2 do Teorema 3.2,
G~ ZQ X ZQ.

Conclui-se que a menos de isomorfismos, Z4 e Zy X Zo sao os Unicos grupos de ordem

4.

4.4 Grupos de ordem 6

Entendemos que os grupos Zg e S3 possuem ambos ordem seis. Eles nao sao
isomorfos, pois Zg é ciclico enquanto que S3 nao o é. Vamos mostrar que, a menos de
isomorfismos, eles sao os tinicos grupos de ordem 6.

Conderemos GG um grupo qualquer com |G| = 6.
Proposicao 4.1 O grupo G possui um elemento o de ordem 3.

Demonstragao Consideramos dois casos:
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1. G é um grupo ciclico gerado por um elemento «. Neste caso, temos que
G = (a) para algum o € G, assim O(a) = 6. Tomemos entdo 8 = a2, O(B) = 3.

2. O grupo G nao ¢é ciclico. Suponhamos por absurdo que nenhum elemento de
G tem ordem 3, O(f) # 3, VB € G. Neste caso, pelo Teorema de Lagrange, todo
elemento z € G — {e} tem que ter ordem 2, portanto x = r~! e pelo Corolério 2.3 G
é abeliano. Tomando dois elementos a,b € G — {e}, o conjunto H = {e, a,b,ab} é um
subgrupo de G, tal que |H| = 4, o que contraria o Teorema de Lagrange, ja que 4 nao

divide 6. Logo, existe & € G onde O(«) = 3.

Proposicao 4.2 O grupo G possui pelo menos um elemento B de ordem 2 e G =
{a, B).
Demonstragao: Analogo a proposi¢ao anterior, consideramos dois casos:

1. G é um grupo ciclico, onde G = (v), tome 8 = 73 tal que v* # (?), pois
(v?) = {e,¥*, 7'}, logo [(v2,7%)| > 3 e, pelo Teorema de Lagrange, (72, v%) divide 6, a
ordem do grupo. Portanto G = (7v?,73) = («, 8), onde a = 2.

2. G nao é um grupo ciclico. Pela proposi¢ao 4.2 , 3 a € G tal que O(a) = 3,
tome 3 € G com 3 & (a) e (a) = {e,a,a?}.

Afirmacao: Os 6 elementos e, o, o, 3, a3, &3 sao distintos. De fato, se aff =

2

a?B, entdo a = a?, ou seja, a = e, o que nao ¢é verdade. Os demais casos sao analisados

analogamente.

Assim temos,

G ={e,a,a% B,a8,a*3} e G={(a,pB).

A ordem do elemento § pode ser igual a dois ou trés; vamos verificar que O(5) =

2. Primeiro observe que 3% € {(a) = {e,a,a?}, pois caso contrario teriamos 32 €

{B8,a8,a?B} e entdao 3 € (a) = {e, a,a?}, absurdo, pois 8 & {(a).

Suponhamos agora que O(f) = 3, temos

€= /83 = B = 54 = (/82)2 € {670"6)‘2}?

o que nao é verdade. Logo, O(B) = 2.
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Conclui-se que

G| = 6
G = <a7ﬁ>
ad = e
g = e

Precisamos analisar as possibilidades para o produto
betac. Notamos que Ba ¢ (), pois sendo, teriamos = a ', =¢,8 =a ou a = e,

contradicao. Logo, Ba = a3 ou Ba = o?f. Assim temos duas possibilidades para G:

( (

G| = 6=3-2 G| = 6=3-2
G = (ap) G = (a,f)
ad = e e ad = e (4.1)
g = e B = e
| Ba = of | fa = a?pB.

Pelo item 2 do Teorema 3.2, em cada caso, temos no maximo um grupo, a menos de
isomorfismos, satisfazendo as condigbes em (4.1). Observamos que G = Zg satisfaz as
condig¢oes do primeiro caso e G = S5 satisfaz as condigdes do segundo caso.

Note que o grupo Zs x Zs também satisfaz as condi¢oes do primeiro caso, observe
que o elemento (T, 1) € ZyxZ3 tem ordem 6, e que portanto, pela unicidade, concluimos

que Zgy X 7z =~ Zg.

4.5 Grupos de ordem 8

O grupos
Zg,Z4 X ZQ,ZQ X ZQ X ZQ e D4

possuem ordem 8. Nao sao isomorfos entre si, os estudaremos.

O grupo Zg é ciclico; isto significa que existe a € Zg tal que O(a) = 8, es-
pecificamente este possui quatro elementos de ordem 8, o assume os valores 1,3,5 e
7, enquanto os demais grupos nao pois tais elementos, portanto Zg nao ¢ isomorfo a

nenhum dos grupos acima citados.
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O grupo Zy4 X Zs nao é ciclico, mas é abeliano possuindo elementos cuja ordem é
4 ou 2, os elementos de ordem 4 sdo estes (1,0); (1,1);(3,0) e (3,1).

O grupo Zs X Zo X Zs nao é ciclico, mas é abeliano, pois todos os seus elementos
diferentes da identidade tem ordem 2.

O grupo D, das simetrias espaciais de um quadrado, nao é abeliano, possui 5
elementos de ordem 2, impossibilitando seu isomorfismo com Zsy X Zs X Zo, € dois
elementos de ordem 4, logo nao é isomorfo a Z4 X Zs.

Mostremos entao que os quatro grupos acima mencionados juntamente com o

grupo dos Quatérnios ()3, grupo multiplicativo com a operacao de matrizes, dado por

1 0 10 01 0 2
Q3: :l: 7:': 7:': 7:|:
01 0 —1 -1 0 1 0
comi € Ctalquei?=—1c¢
1 0 01 —1 0
'ld— 7A: ’B: ’C’: R
01 0 —1 -1 0 0 -1
—i 0 0 —1 0 1 0 —i
D= B = F = G =
0 1 10 0 -1 0

sa0, a menos de isomorfismo, os tnicos grupos de ordem 8.

Tomando dois elementos de (3 e realizando a operacao, temos:

v 0 01 0 2
0 —1 -1 0 v 0
01 0 0 —
BA = = = G.
-1 0 0 —2 - 0

Observa-se que o grupo (3 nao é isomorfo a nenhum dos grupos Zs, Z4 X Zso, 7.5 X

Zo X 7o, visto que estes sao abelianos. Para mostrar que (03 e D4 nao sao isomorfos,
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bastar notar que ()3 possui apenas um elemento de ordem 2, sendo este

enquanto D4 como ja visto possui cinco elementos de ordem 2.

O grupo Q)3 é caracterizado pela relacao

.
Q3] = 8
Qs = (A B)
§ A* = id
B2 — A2
\ BA = A3B,
¢ o grupo Dy por
( Dy = {a,B)
ap = e
Br = €
| Ba = o,

Logo grupo @3 nao é isomorfo a Dy4. De fato,

1 2 3 4
a = = o = id
3 4 1 2
e
1 2 3 4
p = = /2 = id,
4 3 2 1

ou seja, « e [ sao dois elementos de D4 que tém ordem 2; enquanto apenas um elemento

de @3
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possui essa mesma, ordem.
Seja agora G um grupo qualquer de ordem 8. Dado o € G — {e}, temos pelo

Teorema Lagrange, que as possiveis ordens de « sao 2, 4 e 8. Analisaremos os casos.

caso 1: G possui um elemento de ordem 8.

Neste caso, temos que G é ciclico e seja v € G tal que O(y) = 8, portanto G ~ Zs.

Caso 2: G nao possui nenhum elemento de ordem 8.
Assim, dado a € G = {e}, as possiveis ordens de a sdo O(a) = 2 ou O(a) = 4.

Consideremos os dois subcasos separadamente:

Caso 2.1: G nao possui nenhum elemento de ordem 4.

Entao, todos os elementos em G — {e} sdo de ordem 2, por conseguinte G ¢é a
abeliano. Seja o € G = {e} com O(a) = 2; temos que H = {e, a} é um subgrupo de
G. Tome agora f € G — H, logo K = {e,a, ,a} é um subgrupo de G. Considere

v € G — K, temos entao,

Logo a aplicacao dada por

@ : ZQ X Zg X ZQ — G
(,5,k) = alfyh

¢ um isomorfismo de grupos. A fungao estd bem definida, analisamos um caso de com-
patibilidade entre as estruturas dos grupos, fazendo o = (1,0,0) e g = (0,1,0), temos

ola+ ) =p(1,1,0) = af = ¢(1,0,0) - ¢(0,1,0)., os outros casos sao analogos.

A fungao ¢ é sobrejetora, pois G = {e, a, 5, af3, v, a7, 7, afv} e injetora com

90(0’ O? O) - e? (p(]‘7 07 O) - a? 80(07 ]‘7 0) - B? (p(()? ]" 1) = ﬁ’%
©(0,0,1) =7, ¢(1,1,0) =aB, ¢(1,0,1) =ay, ¢(1,1,1)=apy.
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Logo, Zo X 7y X Uy ~ G

Caso 2.2: GG possui um elemento de ordem 4.
Sejam « € G um elemento de ordem 4 ¢ H = («) um subgrupo de G. Considere
B € G— H e K subgrupo de G tal que K = (o, 8). Como ¢ H, temos |K| > 4, pelo

Teorema de Lagrange, |K| divide |G| = 8; o que implica em
K = G = <aaﬁ> = {e,a,ﬁ,aQ,ag,ﬁ,aﬂ,azﬁ,a3/B},

temos 8 € H, pois 3 € {8, a8, a*3,a38}, como também Sa & B2 & {e, a,a?, o®, f}.

Provamos entao que:

IG] = 8
G = (op)
§ ot = e
p? = av, para algum u € {0,1,2, 3}
fa = a°f, para algum s € {0, 1,2, 3}.

Vejamos agora as possibilidades para u,s € {0,1,2,3}. A principio, temos
O(Baf™) = O(a) = 4, dessa forma s = 1 ou s = 3. Agora, 8 ¢ {a,a3}, caso
contrario O(S3?) seria 4 e (3 teria ordem 8, absurdo, pois por hipétese G' nao possui
elementos de ordem 8, ou ordem de 3 seria 4, implicando em O(3?) = 2, absurdo, pois
f% = a* com u € {0,1,2,3}. Temos portanto, u = Oouu =2e s =1ous = 3.

Analisemos:

Se u = 0, temos dois casos correspondentes a s =1 e s = 3:

( (

Gl = 38 G| = 38
G = (ap) G = (ap)
(1) ¢ a* = e e (2) ¢ o* = ¢ (4.2)
B o= e B o= e
\ Ba = af \ fa = o’p
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Pelo item 2, do Teorema 3.2, em cada um dos casos em 4.2, temos que existe no maximo

um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as condigoes. Tais grupos existem,

para o caso (1) tomamos o grupo G = Z4 X Zy e para o caso (2) temos G = Dy.
Agora se u = 2, temos analogamente os dois casos correspondentes a s = 1 e

s=3:

( (

G| = 8 G| = 8
G = (af) G = {f)
(3) a4 = e € (4) a4 = e (4.3)
62 — aQ 62 — az
Ba = ap Ba = o’f

\ \

Pelo item 2, do Teorema 3.2, em cada um dos casos em 4.3, temos que existe no
maximo um grupo, a menos de isomorfismo, satisfazendo as condicoes. E facil ver que
tais grupos existem, para o caso (3) tomamos o grupo G = Z, X Zy e para o caso (2)
temos G = Q3.

Concluimops que, a menos de isomorfismos
L, Ly X Lo, Ly X Ly X Ly, Dy € Q3

sao os Unicos 5 grupos de ordem 8.

Observagao 4.1 Os casos (1) e (3) evidenciam que um mesmo grupo pode ser apre-
sentado, por meio de geradores e relagoes, de forma distintas. Ou seja, mudando os

geradores podemos alterar as relagoes entre eles.

4.6 Grupos de ordem 9

Estudaremos os grupos Zg e Zsz X Zs, estes de ordem 9. Nao sao isomorfos, visto
que Zg possui elementos de ordem 9, o que nao ocorre com Zz X Zs que nao possui
tais elementos. Vamos mostrar que, a menos de isomorfismos, estes dois grupos sao os
tnicos de ordem 9.

Seja G um grupo nao ciclico de ordem 9. Pelo Teorema de Lagrange, todos

os seus elementos sdo tais que x € G — {e} onde O(x) = 3. Tome ¢ # o € G e
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B € G —{a). Entao, (o) = {a,a?,a® = e} € G, (B) = {B,6% % = e} € G onde
o' # 37 Vi, j € {1,2}. Portanto, elementarmente

G = {e,a,a? B,ap3,a*8, 3, ap? %}

por conseguinte,

Gl = 9

< G = (op)
ad = e
B = e

Precisa-se determinar o valor de fa, para tanto, temos Sa & {e,a,a?, 3, 3*}.
Analisaremos agora os casos para os demais elementos do grupo, sempre fazendo uso
do item 2 do Teorema 3.2, logo em cada caso temos no méaximo um grupo, a menos de

isomorfismo.

Caso 1: fa = af.
Tal grupo existe, basta tomar G = Zg X Zs.

Caso 2: Ba = o?p.
Tal grupo nao existe, pois 2> = 8 £ (1 mod 3).

Caso 3: Ba = ap>.
Tal grupo nio existe, caso contrario, tomando A = 32 ¢ B = a, terimos G = (A, B),
com A3 =e,B% = ¢, BA = af? = fa = A?B, o que nao é verdade, pois 23 = 8 # (1
mod 3).

Caso 4: Ba = a?p32.

Tal grupo nao existe, pois senao teriamos que

(@f)? = afaf = a(fa)d = a(aF*)8 = e,

absurdo, pois sabemos que O(a/f3) = 3.
Conclui-se que, a menos de isomorfismos, os grupos Zg e Zs X Zs sao os Unicos

de ordem 9.



72
4.7 Grupos de ordem 10

Sabemos que os grupos Z e D5 possuem ordem 10. nao sao isomorfos entre si. O
grupo Zqg € ciclico; isto significa que existe o € Zyg tal que O(a) = 10, especificamente
este possui quatro elementos de ordem 8, a assume os valores 1,3,7 ¢ 9, Ja4 D5 ndo o
é.

Seja G um grupo arbritario tal que |G| = 10, vamos mostrar que, G ~ Zj, ou

G ~ Ds . Isso consiste em demonstrar as seguintes proposicoes:
Proposicao 4.3 O grupo G possui um elemento a de ordem 5

Demonstragao: Consideramos dois casos:

1. G é um grupo ciclico gerado por um elemento «. Neste caso, temos que
G = (a) para algum « € G, assim O(a) = 10. Assim, basta considerarmos o elemento
B =a?, eentao O(B) = 5.

2. O grupo G nao ¢ ciclico. Suponhamos por absurdo que nenhum elemento de
G tem ordem 5, O(f5) # 5, VB € G. Assim pelo Teorema de Lagrange, todo elemento

! pelo Corolario 2.3 G é abeliano.

r € G — {e} tem que ter ordem 2, por isso x = x~
Tomando dois elementos a,b € G — {e}, o conjunto H = {e, a,b,ab} & um subgrupo
de G, tal que |H| = 4, o que contraria o Teorema de Lagrange, ja que 4 nao divide 10.

Logo, existe a € G onde O(a) = 5.
Proposigao 4.4 O grupo G possui um elemento 5 de ordem 2 e G = {(«a, 3).

Demonstragao: Se G ¢é ciclico tal que G = (7), tome 3 = 7.

Se G nao é ciclico, tome € G — (a); temos pelo Teorema de Lagrange que
O(B) =2 ou O(F) = 5. Suponhamos que O() = 5, mas sendo subgrupo de G = (a),
a intersegao () N (f) tem ordem igual a um divisor de 5, portanto igual a 1(Teorema
de Lagrange). Assim, e, a,a? o at, 3, 8%, %, 3* representam em G nove elementos
distintos, mas como temos a3 ¢ o3 sdo outros dois elementos de G claramente distintos

dos demais. Conclusao, obtivemos que o grupo G possui pelo menos onze elementos |,

absurdo. Logo, O(5) = 2.
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Fica entao claro que
G = <Oé,5> = {6,0&,(127Oég,()é4,ﬁ7046704267043670446}.

Precisa-se determinar o valor de Ba, para tanto, temos Ba & {e, o, a? a3, o, 5}
e pelo Teorema 3.2 Ba # o?B ja que 22 = 4 # (1 mod 5) e 32 = 9 #Z (1 mod 5).

Desta forma, temos duas possibilidades:

( (

G| = 10 = 5.2 Gl = 10 = 5.2
G = (0f) G = {(ap)
(1) ¢ a® = ¢ (2) o® = e
B o= e g o= e
Ba = af Ba = a'B

\ \

Logo, pelo item 2 do Teorema 3.2, em cada um dos casos, temos no maximo um grupo,
a menos de isomorfismos, que satisfaz as condi¢oes. Tais grupos existem, no caso (1)
tome G = Zjp e no caso (2) G = Ds. Note que o grupo Zy x Zs também satisfaz as
condi¢oes em (1) e pela unicidade estabelecida no item 2 do Teorema 3.2, temos que
Lo X g >~ Zyo.

Conclui-se que Z1g e Dj5 sao os dois tnicos grupos de ordem 10, a menos de

isomorfismos.



Consideracoes Finais

O presente trabalho propiciou a exposi¢ao de uma importante parte da Teoria
dos Grupos, visto que esta abrange topicos de complexidade consideravel. O estudo da
caracterizagao dos grupos G com |G| < 11 possibilitou revisitar conceitos elementares
da Teoria dos Grupos, tais como os de grupos ciclicos, Teorema de Lagrange e grupos
finitamente gerados por dois elementos; e ter contato com conceitos mais avangados

desta.
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