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UM ESTUDO SOBRE A SOLUCAO DE FRW COM A CONSTANTE
COSMOLOGICA

Franciel Leocadio do Nascimento !

RESUMO

As equacoes de Einstein, inicialmente apresentadas na relatividade geral, nao previam
um Universo estatico, como se acreditava na época. Devido a isso, Einstein adicionou
um novo termo na sua equacgao, a constante cosmoldgica A, que faria o papel de uma
forca repulsiva em equilibrio com a forca gravitacional. Com a descoberta de Hubble,
nao havia mais a necessidade de uma constante cosmolégica. Porém, 60 anos mais tarde,
estudos realizados por grupos de pesquisa independentes, apontaram para um Universo
em expansao acelerada. Esta descoberta nao so trouxe relevancia a constante cosmologica,
como também levou os cosmologos a especularem a cerca de uma energia desconhecida
que causaria esta aceleragao, chamada de energia escura. Um dos modelos cosmolégicos
para o Universo acelerado é a solu¢ado de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) com a
constante cosmoldgica nas equacgoes de Einstein. O objetivo deste trabalho é deduzir esta

solucao.

PALAVRAS-CHAVE: Espaco-Tempo, Constante Cosmolégica e Energia Escura.

IGraduando em Licenciatura em Fisica pela Universidade Estadual da Paraiba



A STUDY ON THE SOLUTION OF FRW WITH A COSMOLOGICAL
CONSTANT

Franciel Leocadio do Nascimento !

ABSTRACT

Einstein’s equations, initially presented in general relativity, did not predict a static
universe, as was believed at the time. Because of this, Einstein added a new term in
his equation, the cosmological constant Lambda, which would play the role of a repulsive
force in equilibrium with the gravitational force. With the discovery of Hubble, there was
no longer a need for a cosmological constant. But 60 years later, studies by independent
research groups pointed to an accelerating expansion universe. This discovery not only
brought relevance to the cosmological constant, but also led cosmologists to speculate
about an unknown energy that would cause this acceleration, called dark energy. One of
the cosmological models for the accelerated universe is the Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) solution with the cosmological constant in the Einstein equations. The purpose

of this paper is to deduce this solution.

KEYWORDS: Space-Time, Cosmological Constant and Dark Energy.

Undergraduate Degree in Physics from the State University of Parafba
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1 Introducao

A partir de 1988 um novo conceito vem tomando cada vez mais espago na cosmologia
moderna para explicar a expansao acelerada do Universo.

Desde a decoberta de Edwin Hubble, em 1929, sabe-se que o Universo esta em expansao
e que a matéria, pela sua forca de atracao comum, deveria conter esse efeito. Porém
observagoes feitas mais tarde pareciam contradizer esta especulacao tedrica, uma vez que
apontavam para uma expansao cada vez mais rapida (SILVA, 2018). E neste cenério que
surge a necessidade de uma energia desconhecida, denominada de energia escura, que faria
este papel de forca repulsiva entre a matéria comum.

Nas equagoes de campo da teoria da relatividade geral (TRG), esta energia é descrita
pela constante cosmoldgica, introduzida inicialmente por Einstein em suas equagoes
para estabelecer um limite de distancias em que a forga atrativa daria espaco a forga
repulsiva (SOARES, 2015). Além da energia escura existe também um outro conceito
desconhecido, introduzido nos modelos cosmolégicos principalmente para explicar algumas
irregularidades na dinamica das galdxias, trata-se da matéria escura. Esta matéria seria
muito mais densa que a matéria comum, porém completamente invisivel (WHEELER,
2007). Estes dois conceitos nao possuem explicagao fisica até o momento, o que faz com
que o surgimento de novas teorias a respeito aconteca de maneira formidavel.

A solugao de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) para as equagoes de Einstein com
a constante cosmoldgica, da origem a um modelo, baseado na hipdtese simplificadora do
principio cosmoldgico, denominado modelo padrao®, por se tratar de um modelo simples
que concorda com a maioria dos dados observacionais. E neste modelo que o Universo é
considerado preenchido com matéria (baridnica e escura) e energia escura, com a energia

escura dominando sobre a matéria, tendo como resultado um universo em expansao

1O modelo padrdo nio é o tinico modelo resultante da solucio de Friedmann. Pode-se criar outros
modelos, como o modelo estatico de Eintein variando os valores de k e de A nas equagoes de Friedman
(SOARES, 2015).



acelerada.
Com o intuito de compreendermos o papel da constante cosmoldgica em um modelo
que preve a expansao acelerada do Universo, nosso objetivo é deduzir a solucao de FRW.
O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: inicialmente, faremos uma
breve revisao da cosmologia moderna; em seguida, discutiremos os conceitos de matéria e
energia escura, e trataremos dos principais problemas cosmologicos que lhe deram origem:;
na sequéncia, deduziremos a solucao de Friedmann com a constante cosmoldgica; e, apos

essa etapa, encerraremos o trabalho apresentando as consideragoes finais.



2 Cosmologia Moderna

Nesta secao, apresentaremos, de forma sucinta, os trés pilares sobre os quais a
cosmologia moderna esta fundamentada: o principio cosmolégico; a teoria da relatividade

geral; e o postulado de Weyl.

2.1 Principio Cosmolégico

Para estudarmos a evolucao do Universo, devemos tomar como base o principio
cosmologico, segundo o qual o Universo é homogéneo e isotropico em alguma escala e
em qualquer época?.

Existem, pelo menos, duas razoes para adotarmos tal principio. A primeira é que,
devido as dimensoes do Universo, podemos observar apenas a parte dele em que estamos
e, se as regioes distantes forem muito distintas, nao conseguiriamos prever como elas sao.
A segunda é que, se nao admitirmos que o Universo é igual em suas diversas regioes,
nos deparariamos com equagoes bastante complexas. Naturalmente, esses aspectos
impossibilitariam que fizéssemos uma descri¢cao tedrica do universo.

A homogeneidade do Universo foi proposta com base nas observagoes realizadas por E.
P. Hubble em 1924. Ao examinar fotografias que utilizava para estudar as estrelas, Hubble
percebeu que a existiam nebulosas fora da nossa galaxia, e com isso notou a existéncia
de muitas outras galaxias e que elas estao distribuidas de maneira aproximadamente
uniforme. Por outro lado, a hipdtese da isotropia foi confirmada com a descoberta da
radiagao cosmica de fundo (RCF) por Penzias e Wilson, em 1964 (DURRER, 2015). Essa
radiacao consiste em uma radiacao de microondas originada no Universo primitivo que
emana de todas as direcoes com a mesma forma. Isto mostrou que o Universo aparenta
ser da mesma forma de todas as diregoes, para onde quer que se observe.

Do ponto de vista formal, homogeneidade e isotropia espacial sao transformacgoes

de simetria que deixam a métrica invariante. Homogeneidade significa simetria, isso é

2Homogéneo pois a distribuiciio de galdxias é uniforme; isotrépico visto que esta distribuicao é igual
em todas as diregoes.
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invariancia, por translacao e isotropia significa simetria por rotagoes. Muitos modelos

cosmoldgicos tomam esse principio com base para descrever a estrutura do Universo.

2.2 Teoria da Relatividade Geral

A TRG é considerada como uma generalizacao da teoria Newtoniana da gravitagao
para o caso relativistico. Devido a isso, é importante iniciarmos esta secao fazendo uma
breve abordagem sobre a gravitacao Newtoniana.

Em 1687, Issac Newton, em sua obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
apresentou sua teoria da gravitagao, que se trata de uma teoria tridimensional descrita
em termos de um campo escalar ®(7), denominado potencial gravitacional, o qual satisfaz

a equacao de Poisson,
V20(F) = 4nGp(7) , (1)

em que G = 6,67.107" N m? kg=2 ¢ a constante newtoniana da gravitacao e p(r) é a
densidade de massa que gera o campo.

De acordo com a teoria newtoniana, o potencial escalar cria um campo de forca,
responsavel pela atracao dos corpos, que é diretamente proporcional ao gradiente do
potencial ®. Desse modo, se uma particula de massa m for colocada nas presenca do

potencial ®, esta soferda uma forca atrativa
F=—-mV . (2)

Se o potencial for gerado por uma particula de massa M, localizada na posigao 77, a

solucao da equacao de Poisson sera dada por

G_Mﬂ' , (3)

|7 =74

o(7) = -

e, de acordo com (2), a forca sobre outra particula de massa m, que se encontra no ponto

T, sera
-~ |
F(f) = —-GmM——20 (4)
|7 — 7|
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Figura 1: (a) Forca realizada por uma particula de massa M, localizada na posicao 7j,
sobre outra de massa m em 7. (b) Forga gerada por um elemento de volume dv’ de massa
dm’, do corpo extenso, sobre uma particula de massa m que se encontra em 7.

que é a lei do inverso do quadrado das distancias da gravitacdo de Newton [Ver fig.
1(a)]. Consequentemente, admitindo que a forga gravitacional satisfaz ao principio da
superposicao, temos que a forca gerada por um corpo extenso sobre a particula de massa

m é
—) dv’ (5)
39Y 5

onde dv’ é o elemento de volume na posicao definida pelo vetor 7 de uma origem
(arbitréria) até um ponto dentro da distribuicio de massa [Ver fig. 1(b)]. E importante
destacarmos que a expressao (4) é um caso particular da equagao (5). De fato, na situagao
em que a forca é realizada por massa M situada em 7 = 7, isto é, p(i") = M®) (F— fg),
essas equacoes concordam.

Diferente da gravitacao Newtoniana, em que a gravidade tem sua origem em uma
forca atrativa entre corpos massivos, na relatividade geral a gravidade é justificada como
uma curvatura no espaco-tempo, uma entidade geométrica com treés dimensoes espaciais
e uma temporal. Esta nova teoria da gravitacao foi possivel devido as semelhancas
existentes entre o campo gravitacional e um sistema de referéncia acelerado, possibilitando
a descrigao da gravidade em termos do tensor métrico, ¢,,,, 0 qual é solugao de um conjunto
de equacoes denominado equacoes de Einstein.

Uma vez que a TRG ¢é a teoria relativistica da gravitacao, as equagoes de Einstein
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devem, no limite de campo fraco, recair na equacao de Poisson. Sendo assim, o lado
esquerdo dessas equacoes deve conter derivadas parciais de segunda ordem do tensor
métrico, em analogia ao operador Laplaciano no campo de potencial ®. Ja o lado direito
deve conter um objeto que descreva a quantidade de matéria e energia presentes, de forma
andloga a densidade p.

A matéria e energia sao definidas, na relatividade geral, pelo tensor energia-momento

T, o qual, devido a conservacao da energia e momento, possui divergéncia nula:
v, T" =0 . (6)

Por conta disso, o tensor relacionado as propriedades do espacgo-tempo também deve
possuir divergéncia nula.

Apoés intmeras tentativas, Einstein construiu um objeto matematico que satisfaz todas
as propriedades exigidas, e concluiu que as equagoes que relacionam a curvatura do espaco-

tempo com a quantidade de matéria e energia presentes sao

1
R/uz - §guuR = I{TMV (7>

em que k ¢ a constante de Einstein, cujo valor é dado por:

87 G
=2 =2,0810'8 cm g ls? (8)
C

Nessas equacoes, o tensor de Ricci, R,,, e escalar de Ricci, R, sao definidos por

_ o, oL,

Ry = o OxV +FZVF/€J o Ffwrga )
e
R=g¢"R,, , (10)
onde

1 89)\11 ag)\a agua
B A _
Foa 27 <8x0‘ "o "o ) (11)
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sao os simbolos de Christoffel.
Diz-se equagoes do campo de Einstein porque as 10 componentes do tensor métrico da
origem a dez equacoes. Como consequéncia temos 10 potenciais que definem a gravitacao

na relatividade geral.

2.3 Postulado de Weyl

Certamente o que se consegue enxergar do nosso Universo, nao corresponde ao Universo
como um todo. Logo, surge o seguinte questionamento: como é possivel relacionar as
propriedades, observadas localmente, com regices distantes nao observadas? H. Weyl, em
1923, resolveu este problema atribuindo ao Universo um fluido perfeito preenchendo todo
o espaco. Desta forma, em larga escala, as galdxias podem ser comparadas a paticulas
em um fluido.

Em geral, a descricao de um fluido envolve outros parametros como viscosidade,
conducao de calor e resistividade. Entretanto, fluidos perfeitos necessitam apenas de
dois parametros para sua descri¢io: a densidade de energia p(z#) e pressao p(z#). Desta
forma o postulado de Weyl facilita a construcao de modelos cosmolégicos para o Universo.

O tensor energia-momento envolve os parametros de um fluido perfeito através da

relagao

T;w = (P +p)uuuu — PO (12)

em que p e p dependem apenas do tempo e u* é a 4-velocidade do fluido dada por:

B dxzt

H= 13
w="" (13)

onde s é o intervalo préoprio (LANDAU e LIFSHITZ, 1974).
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3 Energia Escura e Matéria Escura

Existe muitos fenomenos observaveis no Universo que nao possuem explicacao
considerando apenas a matéria barionica, isto é, aquilo que conseguimos observar. Para
isto, deve-se introduzir nos modelos cosmoldgicos dois conceitos cuja a natureza ¢é ainda
desconhecida. Sao eles a matéria escura e a energia escura. Estes dois conceitos serao

tratados nesta secao.
e Matéria escura

A matéria barionica ou ordinaria foi considerada, durante muito tempo, como o
unico tipo de matéria existente. Ela é encontrada no Universo principalmente a partir
da sua interacao com a radiacao eletromagnética. De fato, nao havia qualquer razao
para se considerar como matéria qualquer outra coisa que nao possua essa propriedade.
Entretanto, ha algumas irregularidades observadas, principalmente em galaxias, em que
nao é possivel estabelecer uma explicacao fisica a partir da matéria comum. Por exemplo,
a velocidade de rotacao da parte externa de uma galdxia ¢ tao elevada que deveria
fazer com que seus objetos fossem arremessados no espago. Entretanto nao é isto que

acontece [Fig. 2]. E como se algo a mais estivesse afetando este movimento. Em alguns

T " LL T .
+

,% K 'l'-:_; —
3 o *e S A
o . . Diferenca
bt .. O‘ .
0 5 . atribuida a
= - 0‘ L.
L : », matéria escura
=1 "
.— L *
o . *e
Sl «» .
| N
> . ‘e,

. v, v

g Ya,

» b,

5

Distancia do centro =

Figura 2: Relacao aproximada entre a velocidade de rotacao de uma galaxia e a distancia
a partir do centro. Os resultados tedricos estao representados pela linha potilhada e os
observados; pela escura.

casos, a velocidade de rotacao das galaxias é tao grande que estas nem deveriam existir.
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Existe outros fenomenos como este, sem explicacao a partir da matéria comum, como o
movimento das galaxias nos aglomerados e o fenomeno de lentes gravitacionais. A solugao
mais consistente que os cosmélogos encontraram até o momento para estas situagoes é
considerar a existéncia de uma matéria invisivel cujos efeitos gravitacionais sao claros.
Este tipo de matéria é dito invisivel porque, diferente da matéria comum, s6 é encontrada
a partir de sua interagao gravitacional, nao possuindo qualquer interacao com a luz.
Devido a isto foi denominada de matéria escura.

Apesar de sua natureza ser ainda desconhecida, existe alguns candidatos para ela

3 ¢ um forte

como os buracos negros, anas marrons e neutrinos. Em particular os axions
candidato para a matéria escura, por apresentar falhas na teoria de fisica de paticulas como
acontece na matéria escura. Entretanto, apesar dos esforcos, nao foi possivel detectar
esta particula (MARSH et al, 2017). Mesmo sem explicacao fisica para a natureza da
matéria escura, muitos trabalhos consideram inquestionavel sua existéncia. Recentemente,
PAOLO et al (2019), com um estudo rigoroso, considerando os detalhes morfologicos de
galaxias de baixo brilho (LSB) e galdxias anas, observaram a relagao entre a aceleragao
da galdxia e a componente barionica de matéria [Fig. 3]. De forma geral, a conclusao foi

que, devido a irregularidade na relacao entre a aceleracao radial e a componete barionica,

nao ha como negar a existéncia da matéria escura.
e Energia escura

Um outro conceito ainda desconhecido, mas necessario para explicar a expansao
acelerada do Universo, é a energia escura. Mesmo que ela sé tenha sido descoberta em
1988, é muito provavel que alguns fisicos, como o préprio Einstein, tenham previsto sua
existéncia.

A primeira concepcao, na relatividade geral, de uma forca repulsiva no Universo,

ocorreu a partir da solucao inicial apresentada por Einstein para sua equacao, que nao

3Particula elementar hipotética criada para explicar a violacdo de requisitos bésicos em certas reacoes
quimicas, como a simetria do tempo. Para mais detalhes ver: Axions e monopolos, Evolucao e Interiores
Estelares. Departamento de Astronomia - Instituto de Fisica Universidade Federal do Rio Grande do
Sul.
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Figura 3: Relagao entre a aceleragao radial e a componete de matéria barionica. As
diferentes cores sao devido a morfologia de cada galaxia. As linhas verdes nao sao
interessantes para este trabalho. Fonte: (PAOLO et al, 2019).

correspondia a um Universo estatico, como se acreditava na época. De fato, com o
proposito de ajustar sua equacao para um Universo estatico, isto é, de introduzir um
efeito de “antigravidade” para equilibrar a atracao da matéria comum, Einstein adicionou

um termo na equagao (7), A(lambda), e a rescreveu como

1 8w
R,uz/ - §g;wR - Ag,uu = C_T,uu . (14>

4

Porém, em 1929 Edwin Hubble, pelo efeito doppler Stico 4, descobriu que as galdxias
estao se afastando uma das outras. Uma vez que a expansao do universo foi atribuida,
por Hubble, a explosao do “big-bang”e nao a um efeito antigravitacional enigmaético,
a ideia de universo estatico foi extinta junto com a necessidade de uma constante
cosmolodgica. Acontece que, por volta de 1988, alguns estudos realizados por grupos

de pesquisa independentes® apontaram para um resultado que deu inicio a uma nova fase

4No efeito doppler 6tico a radiacio emitida sofre desvios no espectro devido a velocidade da fonte em
relagdo a um observador. No caso do afastamento uma fonte, a radiacao sofrera desvio para o vermelho.
De acordo com as observacoes de Hubble, a maioria das galdxias apresentam um desvio espectral para o
vermelho

5Como exemplo o grupo Supernova Cosmology Project (SCP) que, baseado nos dados obtidos pela
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na cosmologia contemporanea: o Universo estaria em expansao acelerada. Este resultado,
completamente inesperado, trouxe a tona relevancia para a constante cosmolégica de
Einstein, que desempenha um papel de forca repulsiva.

Para que houvesse esta aceleracao, deveria haver algum tipo de energia imperceptivel
responsavel por uma forga repulsiva mais intensa que a atracao gravitacional. Até entao,
nao foi detectado qualquer tipo de energia com esse efeito. Diante disto, existem duas
alternativas: nao existe energia escura ou existe, mas nao interage com radiagao, porque
¢ invisivel.

O posicionamento de admitir a existéncia da energia escura parece ser o mais adequado,
visto que é a uma explicacao imediata para a aceleracao do Universo que nao modifica a
teoria da relatividade geral. Contudo, ao considerar a existéncia desta deve-se entender
que sua natureza sera de um tipo completamente novo e desconhecido, sendo considerada
um dos maiores enigmas da fisica. Esta é a principal razao pelo qual é chamada de
energia escura. Apesar da matéria e energia escura terem surgido devido a necessidade
de explicar fenomennos diferentes, ja existem trabalhos, como exemplo, o de J. S. Farnes
(2018), propondo que estes dois conceitos se unem para formar uma espécie de massa

negativa que permeia todo o Universo.

SNe Ia e considerando o Universo plano (Q; = 0), obtiveram o valor para o parametro de desaceleragao
go = —0, 58, 0 que indica que o universo esta se expandindo.
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4 A Solucao de FRW e a constante cosmolégica

A solucao de Friedmann-Robertson-Walker, com a constante cosmoldgica, descreve
a dinamica da evolucao do Universo considerando-o em expansao acelerada. Para
obtermos esta solucao, devemos resolver as equacgoes de Einstein levando em conta que
a métrica que descreve o Universo é aquela que satisfaz o principio cosmoldgico, a qual
¢ denominada métrica de Robertson-Walker, e que o conteido de matéria-energia do
Universo é representado pelo o tensor-energia momento de um fluido perfeito, conforme

previsto pelo postulado de Weyl. Tudo isso serd abordado nesta secao.

4.1 A Meétrica de Robertson-Walker

Conforme argumentamos, a isotropia implica em simetria por rotagao. Dito de outra
forma, essa caracteristica garante que a métrica que descreve o Universo deve ser invariante
por rotacoes. Levando isso em conta, o elemento de linha do Universo assume a seguinte
forma:

dSQ — C2dt2 o [6A(r)dr2 +T2(d02 +Sen2€d¢2)] 7 (15)

onde t é o tempo medido por um observador co-mével e z¢ sao as coordenadas espaciais
(ISLAM, 2004).

Para que o espaco seja esfericamente simétrico em todos os pontos, a curvatura em cada
ponto deve ser constante. O espago nestas condicoes, em trés dimensoes, é caracterizado

pela seguinte equacao:
Riji = K(9ingj1 — 9i59m1) (16)

sendo K uma constante conhecida como curvatura (ISLAM, 2004).

Contraindo a equacgao (16) com a métrica g**, obtemos o tensor de Ricci:
le = gikszkz = Ré?kz = 2ngl ) (17>

0 que mostra que, em um espaco de curvatura constante, o tensor de Ricci é diretamente

proporcional a métrica desse espago. Por outro lado, usando a defini¢ao (9), temos que
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as componentes 11 e 22 do tensor de Ricci, associado ao espaco tridimensional, sao:

1
Ry = 1+ e A dA(r)

_ oA
r dr 2 dr © ’ (18)

oy
Aoy
o
Il
|
@

Logo, comparando (17) com (18), chegamos ao seguinte conjunto de equagoes:

LdA(r) A
- = 2K 19
r dr © (19)
(§]
Ty dA(r) _
1+ —re X222 oA — o2 2
+gre o e r (20)

Entao, isolando dA/dr em (19) e substituindo em (20), encontramos
e =1-Kr?. (21)

Desta forma o elemento de linha (15) torna-se

dr?

2 2142
dS —Cdt— m

+72(d6 + sen®0de)| . (22)

Como o universo é homogéneo e isotrépico, sua expansao deve ocorrer de acordo com
um parametro S que depende unicamente o tempo. Desse modo, devemos reescrever o

elemento de linha (22) como

dr?

2 2342

+ 72(d6® + sen*0dg?) | . (23)

Uma vez que a constante K pode ser positiva, negativa ou nula, temos a possibilidade
de reescrevé-la como K = |K|k, onde k pode assumir os valores +1, —1 e 0. Entao,

fazendo isto, redefinindo a varidvel r por r = \/|K|r ¢ tomando

a(t) = S@)/VIE], se K0

a(t) = S(t), se K=0, (24)
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a expressao (23) toma a forma:

2

1—Ekr?

ds® = dt* — a(t) + r?(d6* + sen®0d¢?) | (25)

a qual é conhecida como a métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

Nesta métrica, o valor de k determina as seguintes geometrias espaciais:

i. Geometria esférica (kK = 1): Este tipo de geometria pode ser chamado também de
Universo fechado. Tem por caracteristica ser finito e ilimitado. Finito, por seu volume
espacial ser finito; ilimitado, por nao apresentar limites ou barreiras. Essa geometria
apresenta uma fase de expansao, seguido de uma contragao.

ii. Geometria hiperbdlica (k = —1): Também chamado de Universo aberto, ele é
infinito, ilimitado e se expande indefinidamente.

iii. Geometria plana (k = 0): Este tipo de geometria diz que o Universo se

expande para sempre com velocidade cada vez menor e possui volume espacial infinito.

(VILENKIN e SHELLARD, 1994; ISLAM, 2001)

4.2 Equacoes de Friedmann

Um modelo cosmoldgico consiste na solucao das equacoes de campo Einstein, pela
qual se obtem a equagao do fator de escala a(t), que determina a evolu¢ao do Universo.
Nesta secao, utilizando a métrica (25) nas equagoes de Einstein, obteremos as equagoes
de Friedmann para a(t). Entendendo que a constante cosmolégica descreve o papel da
energia escura, as equacoes de Friedmann com a constante cosmoldgica sao solugoes das
equagoes (14).

As componentes covariantes da métrica (25) sdo dadas por:

c? 0 0 0
0 —a?(t)/(1 — kr? 0 0

Guv = 0 ( )/é ) —a2r2 0 (26)
0 0 0  —a®(t)r’sen?d
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Por sua vez, as componentes contravariantes sao

c? 0 0 0
0 —(1—kr?)/d*(t) 0 0
ww
A 0 —1/a*? 0 (27)
0 0 0 —1/a?(t)r*sen?d

Levando isso em conta, vemos que as componentes nao-nulas dos simbolos de
Christoffel sao
Y =claa/(1 —k"2), 19 =c 'r%aa, T =c 'r’sen’faa, T} =c'a/a,
Il =kr/(1—kr?), Ti=-r(1—Fkr?), Til=-r(1-Fkr*)sen?*), T3 =c'la/a,
2, =1/r, T2;= —senfcosh, T3, =ctaja, T3;=1/r, T3;= cotgl,
onde o “ponto”’representa a derivada com relacao a t.

Substituindo os simbolos de Christoffel na definicao do tensor de Ricci, dada pela

equacao (9), podemos encontrar as componentes nao nulas desse tensor, as quais sao

dadas por:
.
Ry - S (28)
Ryy = Z—z(ad+2d2+202k), (29)
Rss = W(ad+2a2+2c%). (30)

Consequentemente, o escalar de curvatura de Ricci que é

6
R=g"R,, = ———(ai+a*+ k) . (31)
cea

De acordo com o postulado de Weyl, o conteudo fisico do Universo, formado pelas
galdxias que se supoe preencher todo o espaco, se comporta como um fluido perfeito.
Diante disso, o tensor energia momento que descreve o contetido de matéria no Universo
é dado pela equagao (12). Porém com estamos tratando com um referecial co-mdvel,

devemos usar u* = (1,0,0,0)°. Fazendo isso, vemos que as componentes nao-nulas do

6No referencial co-mével, temos que dr® = 0. Além disso, de acordo com a mérica (25), nesse
referencial, o intervalo préprio infinitesimal é ds = cdt. Isso garante que a quadrivelocidade seja dada
por u* = (1,0,0,0)
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tensor T, sao:
2
Too = zi:p“ Ty = 1:‘6—@02 zi:pi, Ty = ra® zi:pi e Ti3= a’*r?*sen® zi:pu
(32)

onde o somatorio indica que estamos considerando todos os constituintes do Universo.
Finalmente, com os resultados obtidos até aqui, vemos que as componetes 00 e 11 das

equacoes de Einstein, na métrica de Robertson-Walker, sao dadas, respectivamente, por:

a2 k2 8nG Act
@ ke _ i 33
a? a? 3c? ; + (G (33)
e
i a® ke 81 Act
et e e (2P e ) (34

que sao as equacoes de Friedmann com a constante cosmoldgica’.

Vale salientar que nao conseguiremos descrever a dinamica do Universo se nos
basearmos apenas nessas equacoes. Na verdade, para resolvermo o problema da evolugao,
além das equacoes de Friedmann, necessitamos das equacoes de estado das quantidades
que constituem o Universo. De acordo com (CARROL, 2004), a maioria dos constituintes

relevantes para a cosmologia obedece a seguinte equacgao de estado:

pi = wip; (35)

onde w; é uma constante. Para a matéria nao relativistica (matéria bariénica e matéria
escura), a qual tem como caracteristica possuir pressao nula, essa constante é igual a zero.

J& para a matéria relativistica ou radiacao, o valor da constante é 1/3 (FERRARO, 2007).
4.3 Analise Qualitativa das Equacoes de Friedmann

Na se¢ao anterior, obtivemos as equacgoes de Einstein, com a constante cosmolégica,

para a métrica de Robertson-Walker, considerando o tensor energia-momento como o de

"Como podemos observar, a presenca da constante cosmoldgica nas equacdes de Einstein é equivalente
a considerarmos sem essa constante e admitirmos que, além da matéria comum e da radiagao, existe
um novo constituinte (energia escura) cujas densidade e pressdo sdo, respectivamente, p = Act /871G e
p=—Ac*/87G.
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um fluido perfeito visto por um observador co-mével. Nesta secao, a partir das equagoes
(33) e (34), faremos uma andlise qualitativa sobre a dinamica do Universo.

Derivando (33) e substituindo o termo a da equacao (34) no resultado, obtemos
) a
pPi + 35 (pi —|—p7;) =0, (36)

que é a equagao relativistica da conservacao da energia em uma geometria de Robertson-
Walker; algo semelhante a equacao de continuidade, mas para o fluido césmico. Logo,

substituindo (35) em (36), encontramos:

Pi = Pio <—) ) (37)

Qo

onde o indice “0”indica que a quantidade foi medida no tempo presente t = t.

Subtraindo (34) de (33), obtemos a seguinte equagao

i A AnG 1
=3 e Z(Pﬁgpi) ~ (39)

Uma vez que as densidade de matéria (w™ = 0) e radiagio (w™? = 1/3) se comportam,

respectivamente, como p™% o a7® e p"% o a~*, a equacdo (38) nos permite concluir

que, no Universo primordial (¢ — 0), quando este era preenchido por matéria ordindria
e radiagao, a constante nao teve nenhuma influéncia na dinamica e houve uma expansao
desacelerada. Por outro lado, se, atualmente, o “termo A”dominasse a equagao (38), a
expansao seria acelerada. Dessa forma, podemos afirmar que a constante cosmologica
positiva faz o papel de uma “forca repulsiva” que acelera a expansao.

Embora a equagao (38) indique que a presenga da constante cosmoldgica (energia
escura) nas equagoes de Einstein leva a uma solugdo que prevé uma expansao acelerada
do Universo, para uma melhor compreensao desse aspecto, analisaremos diretamente a
primeira equacao de Friedmann [Eq. (33)].

E conveniente medir as diferentes contribuicoes de matéria e energia do Universo

como uma fragao da densidade critica, p.(t) = 3c*H (t)?/87G, onde H(t) = a(t)/a(t) é o
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parametro de Hubble. Para isto, definimos o parametro densidade:

() = 20 (39)

Como consequéncia, podemos escrever

| BCH()24(t)

pilt) = 8rG (40)

Substituindo esta equagdo em (33), vemos que a constante k pode ser expressa por:

ke = a(t)*H -1+ Z Qi(t) + QM ] =ag’Hy* | -1+ ZQZ'O +Q% . (41
8em que
Ac?
QrMt) = : 42
®) 3H(t)? (42

Mas, levando em conta que A é uma constante, da equacao acima segue que A =

3H2Q™/c*. Com isso, podemos escrever

iy
Y= Ty

Q. (43)

Por outro lado, utilizando (40) em (37), segue que

Qo Hg ag(l-i-wi)

i(t) = H(t)2a ()30

(44)

Logo, substituindo (43) e (44) em (41), e considerando que o Universo ¢ dominado

pela matéria nao relativistica (w; = 0) e pela energia escura (A # 0), chegamos a seguinte

expressao:
d2 2 A mat
¥+VZHO(1—QO _QO ), (45)
0
sendo
Aa2 mat Qo
V=—Hy( —2+Q0 — . (46)
ag a

8A equagdo (41) mostra que o Universo ¢ fechado ou aberto, se Y, Q; + QA for maior ou menor que 1.
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Figura 4: Comportamentos do “potencial”(46) para os casos em que A > 0, A = 0 e
A <0 (FERRARO, 2017).

Como podemos observar, a equagao (45) é semelhante a equagao de conservagao da
energia da mecanica classica. Dessa forma, analisaremos qualitativamente o fator de
escala, a, de forma andloga aquela que é feita na teoria classica (SYMON, 1996).

De acordo com a figura 4, se A < 0, o “potencial”, V', apresentara um ponto de
retorno, seja qual for o valor do lado direito da equacao (45). Isso significa que, caso
A fosse negativo, o Universo nao poderia se expandir para sempre. O fator de escala
deveria atingir um valor maximo e entao comecaria a decrescer até seu volume voltar
a se anular, originando outra singularidade, o Big Crunch. Ao invés disso, se A = 0,
temos duas possibilidades. O lado direito da equagao (45) ser menor do que zero, caso
em que o universo se expandiria desaceleradamente até atingir um ponto de retorno e
recolapsar; ou o lado direito da equagao ser maior ou igual a zero, caso em que o universo se
expandiria indefinidamente em uma expansao desacelerada. Por fim, se A > 0, o potencial
terd um ponto de equilibrio instavel em a/ag = (Qomat / QQOA)US, o qual corresponde ao
modelo de Universo estatico proposto por Einstein. Desse modo, se o lado direito de (45)

1/
fosse superior ao maximo do potencial, isto é, —3H? (Qom“tonA /4) , 0 Universo se

expandiria para sempre. Por outro lado, caso esse lado fosse menor que o valor maximo,
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ou o Universo nao viria de um Big Bang e se expandiria para sempre, ou seria originado

de um Big Bang e se colapsaria.
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5 Consideracoes Finais

Considerar a existéncia da matéria e energia escura para explicar as diversas
irregularidades observadas nao ¢ o uUnico caminho. Ha outros meios de explicar tais
problemas como a Modified Newtonian Dynamics, MOND, ou dinamica newtoniana
modificada, proposta por Moti Milgrom, em 1983. Trata-se de uma teoria alternativa
a matéria escura para explicar a velocidade de rotagao das galaxias (VELTEN, 2008).
Apesar de funcionar para um numero significativo de galdxias, a MOND nao consegue
explicar irregularidades para estruturas maiores.

Atualmente, a solucao de Friedmann-Roberson-Walker, para as equagoes de Einstein
com a constante cosmoldgica, é considerada como o modelo padrao da cosmologia,
tratando-se de um universo preenchido com matéria e enegia escura, pois além de se
tratar de uma solucao simples por estar baseada na hipétese simplificadora do principio
cosmoldgico, estd de acordo com a maioria das observagoes cosmicas realizadas.

Além disto, esta solugdo, juntamente com a equacao de estado, (35) , mostra que a
constante cosmoldgica nao exerceu nenhuma influéncia no universo primitivo, resultando
em uma expansao desacelerada neste periodo inicial.

A equagoes de Friedmann em termos Q2 e Q0. (45), também conduzem a uma andlise
qualitativa bastante familiar do fator de escala do universo, por se tratar de uma equacao
muito semelhante a equacao de consevacao de energia do fator de escala.

Atualmente o valor de Q* é de 0.72 £0.22, e O = 0.28 £0.22 (NETO, 2018) com uma
pequena fracao desta sendo a matéria barionica. Isto significa que o universo ¢ constituido,
em sua maioria por um conteido cuja natureza é completamente desconhecida. Significa
também que a energia escura domina o universo, fazendo a forca repulsiva prevalecer sobre
a forga atrativa. Isto também aponta que vivemos em uma época privilegiada do universo,
em que podemos obter informacoes de galaxias, supernovas e outros objetos, pois em um

futuro distante, estes objetos se afastarao, tornando o universo escuro e desero.
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