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RESUMO

O presente trabalho tem por finalidade mostrar a historia do Teorema de Green e suas areas
de aplicacoes. Assim como mostrar a importancia de se entender a funcao do calculo e como
este esta envolvido no nosso cotidiano. No decorre do trabalho de carater bibliografico,
mostraremos a historia de Green, os desafios enfrentados pra ter sua importancia no mundo
académico e aceitacao além dos trabalhos produzido durante sua carreira. Suas pesquisas
mais intensivas na area da fisica, considerando os Momentos de Inércia e Magnetismo, sendo
possivel desenvolver defini¢des de fundamental importancia e de alto valor. Seguiremos
com resultados de defini¢oes de: curvas, curvas suaves, curvas fechadas, calculo de integral
de linha, campo escalar e vetorial e integrais duplas de superficies, fundamental pra o
fortalecimento do Teorema que foi estudado. Também sera ressaltada a importancia do
reconhecido Teorema de Green que trabalha com integrais de linhas para calcular regioes
de curvas fechadas e integrais de duplas de tipo area, sendo usado em calculos complexos, e
também em fluxos de escoamento. Assim devido sua aplicacao foi possivel que se criasse um
aparelho de extrema importancia, o Planimetro, que facilitou o calculo de area. Ademais,
a generalizacao deste Teorema foi fundamental para o surgimento de dois Teorema o de

Stokes e Divergéncia de Gauss.

Palavras-chave: Teorema de Green. Histéria. Aplicagao. Planimetro.



ABSTRACT

This paper aims to show the history of Green’s Theorem and its application areas. As
well as showing the importance of understanding the function of calculus and how it
is involved in our daily lives. From the bibliographic work, we will show the history of
Green, the challenges faced to have its importance in the academic world and acceptance
beyond the works produced during his career. His most intensive research in the area
of physics, considering the Moments of Inertia and Magnetism, being able to develop
definitions of fundamental importance and high value. We will follow with definition results
of: curves, smooth curves, closed curves, line integral calculation, scalar and vector field
and double surface integrals, fundamental for the strengthening of the Theorem that was
studied. Also noteworthy is the importance of the well-known Green Theorem that works
with line integrals to calculate closed-loop and area-area integrals, being used in complex
calculations as well as in flow flows. Thus due to its application it was possible to create
an extremely important device, the Planimeter, which facilitated the area calculation.
Moreover, the generalization of this theorem was fundamental for the emergence of two

Stokes theorem and Gaussian divergence.

Key-words: Green’s theorem. Story. Application. Planimeter.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como finalidade mostrar a historia do teorema de Green sua
importancia, as dificuldades encontradas para sua elaboragao até a formalizagao, os campos
de aplicacoes, as contribui¢des para outros teoremas, suas aplicagdes no cotidiano. A beleza
deste teorema estd na sua abrangéncia, no envolvimento de Calculo Diferencial e Integral,
apoiado nos estudos de dois grandes matematicos Isaac Newton (1643 -1727) e Leibniz (1646
— 1716) que teve suas pesquisas de fundamentos mais importantes do calculo: as derivadas
e as integrais; também conhecido como Calculo Infinitesimal e, que sobremaneira mais
tarde refletem o Teorema de Green que é um importante Teorema de Calculo Diferencial
Vetorial.

Iremos analisar no Teorema de Green como utilizamos as Integrais de Linhas e
sua importancia ao decorrer dos estudos, a aplicagoes de vetores do Calculo Vetorial,
a utilizagdo de Divergéncia e o Rotacional, que tem aplicacdo na fisica; sabendo que
o Teorema de Green trabalha com regioes R, ou seja, no calculo de area no espago
bidimensional (utilizamos a notac¢ao 2D) , que serve como base para a generalizagao dos

futuros de Stokes e Gauss.

O Teorema de Green é de autoria de George Green, que ¢é de origem Inglesa nascido
em Nottingham em 13 de Junho de 1793, vindo de uma familia de origem de fazendeiros
numa aldeia de Saxondale, localizada a algumas milhas de Nottingham. Segundo Buffoni
(2003), O pai de George Green, foi ajudante de padeiro, onde no decorrer do tempo
adquiriu sua propria padaria e partir dai prosperou comprando terras e propriedades que
ficavam localizadas as margem do rio, tendo armazéns para guardar os graos de trigo para
uso na padaria e também um moinho. Alugava suas propriedades para obter lucro, tendo
assim uma visao de empreendedor. George Green foi criado neste meio de fazendeiros,
sendo enviado aos oito anos de idade para estudar em Robert Goodacre’s Academy, onde
permaneceu por quatro periodos estudando. Contudo passados os quatros anos teve que

voltar para casa, para ajudar seu pai na padaria.

Ainda segundo Buffoni (2003), foi na escola particular Robert Goodacre’s Academy,
que Green teve uma 6tima formacgao, sendo também onde teve o primeiro contato com os
estudos, gerando assim uma curiosidade e gosto pelo conhecimento. Seus professores eram
de ciéncia o que acabou influenciando no seu interesse por ciéncia. Contudo logo depois
surgiu seu interesse por matematica surgiu logo depois. Com isso George Green aos nove
de idade ja tinha recebido toda a educacao formal que ia adquirir até os quarenta anos da
sua vida. Na sua cidade havia livrarias nas qual Green poderia compra livros de ensino e
também enciclopédias, ja que nao havia bibliotecas na cidade. Tudo indica que ele teve

aconselhamentos para leitura de alguns professores matematicos diplomados que residia
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na cidade de Nottingham, mostrado sim as dificuldades enfrentadas por Green na época.

De acordo com Buffoni (2003), aos quatorze anos de idade ele ja tinha respon-
sabilidades de uma pessoa de adulta. Tomando conta de um moinho de vento que seu
pai havia construido em Sneiton, que nao era de facil manuseio, onde aprendeu com um
operéario o funcionamento do moinho e comecou a operar, acredita-se que ele aproveitava a
noite quando estava tudo tranquilo para estudar, utilizando o chao como forma de estudo,
claro estudava quando estava parado o vento, porque quando estava ventado bastante o
moido gerava bastante trabalho pra ele. Sendo essa uma vida bem dificil para um jovem
desta idade. Contudo este jovem ainda iria surpreender bastante o mundo, aos vinte e
quatro anos George Green se mudou para a cidade de Nottingham com toda sua familia.
Onde Green passou a frequentar a biblioteca que tinha sido aberta recentemente, dando
assim inicio aos seus estudos matemaéticos e de ciéncia, tornando-se uma pessoa altamente

intelectual na sua cidade.

Green, iria passou por bastante dificuldade para ser reconhecido pelo mundo
académico, que estava almejando. Segundo Buffoni (2003) ele s teria publicado seu primeiro
documento em 1828, com idade de trinta e cinco anos, trabalho intitulado “Um ensaio na
Aplicacao de Analise Matematica para as Teorias de Eletricidade e Magnetismo” era um
trabalho de grande originalidade, notavel e de grande importancia no desenvolvimento da
matematica, contudo nao teve tanto efeito até alguns anos depois. Depois desse primeiro
passo, Green teve alguém que o ajudou a dé um salto na sua vida académica, o matematico
Edward Bromgead diplomado pela faculdade de Cambridge deu apoio e o encorajou a
publicar seus trabalhos cientificos, fazendo-o evoluir cada vez mais, procurando areas
de mais interesses dos fisicos e dos matematicos britanicos. Logo apods ele ingressou na
faculdade de Cambridge para estudar e se graduar e ganhou seu primeiro diploma em
matematica em 1837 e logo depois foi eleito por companheirismo da faculdade Gonville e
Caius. Quando veio a ficar doente retornou para sua cidade natal e faleceu aos quarenta e
dois anos de idade deixando esposa e sete filhos, ndo podendo ver em vida o valor do seu

trabalho e sua utilidade.

Todo o trabalho de George Green teve uma abrangéncia na area da fisica e era quase
todo desenvolvido para desenvolver problemas fisicos de um modo em geral, tendo interesse
em eletrostatica, em calculo de cargas de superficies de condugao, também fez grande uso
no potencial elétrico em seu trabalho de grande reconhecimento provando este teorema
que ficou conhecido como o famoso Teorema de Green. Para Buffoni (2003), este teorema
é tao grandioso na sua utilizacao no calculo de area de regides R de superficies fechadas e
pode ser aplicada se houver singularidade (que conhecemos popularmente como buracos).
Desenvolveu também técnicas poderosas para a resolucao de equagoes diferenciais, podendo
ser aplicadas em situacoes de problemas com alto grau de complexidade. Ainda segundo

a citada autora anteriormente, Green teve um trabalho desenvolvido de carater original
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em elasticidade onde ficou conhecido como tensor de Green. E possivel observar em seus
estudos que em varios casos gerais sao necessario 21 moédulos diferentes para descrever
a tensao, sendo o primeiro a pesquisar e escrever sobre o principio da conservacao de
energia. Nao podemos de deixar de falar que o seu trabalho conhecido como Teorema de
Green foi utilizado por outros matematicos brilhantes, onde houve uma generalizacao, que
sao o Teorema de Stokes e Teorema de Divergéncia ou Teorema de Gauss. Teoremas que

possuem uma ampla utilizagdo na fisica, engenharia e em diversas aplicagoes.

Figura 1 — George Green

Fonte: Bandeira (2016, p.15)

Figura 2 — Lapider de George Green

Fonte: Bandeira (2016, p.20)

De acordo com o exposto por Buffoni (2003), foi realizada uma homenagem a
Green, considerado um grande matematico, onde em 1972 ocorreu a formacao do Fundo
Comemorativo de George Green, fundado no Departamento de Fisica na Universidade de
Nottingham. E em 1985 foi promovida a restauragao do Moinho de Green em Nottingham,
foi uma valorizacao e reconhecimento do local de trabalho que iniciou sua vida de operador

de moinho até se tornar um grande matematico e pesquisador.

Buffoni (2003), apresenta em seus estudos os trabalhos produzidos por George

Green, sendo eles:

e Um ensaio na aplicacao de analise matematica para as teorias de eletricidade e

magnetismo;
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e Aplicagao dos resultados preliminares na teoria de magnetismo;

e Investigagoes matematicas relativas és leis do equilibrio de fluidos analogo ao

fluido elétrico, com outras pesquisas semelhantes;

e Na determinacao das atragoes exteriores e interiores de elipsoides de densidades
variaveis;

e No movimento de ondas em um canal variavel de pequenas profundidade e largura;

e Na reflexao e refracao de som,;

e Nota no movimento de ondas em canais;

e Suplementos para uma dissertacao da reflexdo e refracao de luz;

e Na propagacao de luz em meio cristalizadas;

e Pesquisas na vibracao de péndulos em meios fluidos.
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2 NOCOES BASICAS

Iremos apresentar algumas defini¢oes, conceitos e exemplos necessarios para che-

garmos ao objetivo principal deste trabalho: o Teorema de Green.

2.1 CURVAS

Definigao 2.1. (Curva) Dada uma funcio vetorial continua f(£) = f1(£)i+ fo(£)] + f3(t)k,
t € I, chamamos curva o lugar geométrico dos pontos P do espaco que tem vetor posicao

f (t),tel. Se f é o vetor posi¢cao de uma particula em movimento, a curva C' coincide
com a trajetéria da particula: Segundo (FLEMMING; GONCALVES, 2007).

Figura 3 — Curva

C

VAN

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.28)

Podemos representar na forma parametrizada as curvas. Sejam,

x = xz(t)
=y(t) (2.1)
z = z(t)

sendo fungoes continuas de uma variavel ¢, definidas para t € [a,b]. As equagdes (2.1) sao
chamadas equacoes paramétricas de uma curva na qual ¢ é chamado parametro. Dadas
as equacoes paramétricas de uma curva, podemos obter uma equacao vetorial para ela.
Basta considerar o vetor posi¢ao 7(t) de cada ponto da curva. As componentes de 7(t) sdo

precisamente as coordenadas do ponto. Podemos escrever como

F(t) = 2(t)i + y(t)j + =k, a<t<b.
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Figura 4 — Curva Paramétrica

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.29)

Definicao 2.2. (Curva Fechada) Uma curva ¢é dita fechada se dada uma curva para-
metrizada 7(t), t € [a, b], tem-se 7(a) = 7(b).

Defini¢ao 2.3. (Curva Simples) Dizemos que uma curva ¢ simples se cada ponto da

curva corresponder a um tnico valor do pardmetro ¢ (exceto quando t = a e t = b).

Defini¢do 2.4. (Curva Suave ou Regular) Uma curva é dita suave ou regular
sempre que a curva C admitir uma parametrizagao 7(t), t € I C R, que tem derivada
continua 7 (t) e #(t) # 0, para todo t € I. Quando conseguimos dividir uma curva em um
numero finito de curvas suaves essa curva é dita suave por partes.

Uma curva pode ser caracterizada por ter pontos angulosos como também pela auséncia

de pontos angulosos.

—

Exemplo 1: Seja #(t) = z(t)i + y(t)j, -1 < t < 1.

Solugao: Na Figura 5 mostra a curva. O ponto (0,0), correspondente a t = 0, é o

—

ponto anguloso. Observamos que r(0) = 0.

Exemplo 2: Seja
. 1+t 0<t<1
t)=9 ., "
ti+j 1<t<2

Solugdo: Na Figura 6, ao expressar estd curva, podemos observar que o ponto (1,1),

corresponde a t = 1, é o ponto anguloso na qual a derivada 7 (1) nao existe.

Segundo (FLEMMING; GONCALVES, 2007), a representagao geométrica de uma
curva suave ¢ caracterizada pela auséncia de pontos angulosos. Em cada um de seus pontos,
a curva tem uma tangente tnica que varia continuamente quando se move sobre a curva.

A Figura 7 mostra mais claramente:

Definicao 2.5. (Orientacdo de uma curva) Se um ponto desloca-se sobre uma curva

suave C temos dois possiveis sentidos de percurso. A escolha de um deles como sentido
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Figura 5 — Ponto anguloso

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.55)

Figura 6 — Ponto anguloso na qual a derivada nao existe

—
)
1
1
]
I
]
]
]
o 2
N ---__--.]

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.55)

positivo define uma orientacao na curva C. Vamos supor que a curva C seja representada

por:

F(t) = x(t)i + y(t)] + z(D)k, t € [a,b].

Convencionamos chamar de sentido positivo sobre C' o sentido no qual a curva é tracada
quando o parametro t cresce de a até b, conforme a figura abaixo. O sentido oposto é

chamado sentido negativo sobre C'., de acordo com a Figura 8

De acordo com nossa convengao sempre que uma curva suave C' é representado

por: 7(t) = z(t)i + y(t)j + 2(t)k com t € [a,b], C ¢ uma curva orientada e o seu percurso
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Figura 7 — Curva Suave

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.55)

Figura 8 — Orientagao da Curva

z

e\
A\
2

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.56)

positivo é quando os valores do parametro t é crescente.

Se uma curva simples C' é suave por partes, podemos orienta-la, como mostra as

figuras a seguir, orientando cada parte suave de C.

Figura 9 — Orientagao da Curva Suave por Partes

I ,
P

A

v A X |

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.57)
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Defini¢do 2.6. Dada uma curva orientada C, representada por 7(t) = z(£)i+y(t)j + z(t)k
com t € [a,b] entdo a curva —C' é definida como a curva C' com orientagdo oposta. A curva

—(C' é dada por:

F)y=fla+b—t)=z(a+b—1)i+yla+b—1)j+ 2(a+b—t)k, t€[a,b].

Definigao 2.7. (Campos Escalares) Seja D uma regiao no espago tridimensional e seja
f uma funcao escalar definida em D. Entao, a cada ponto P € D, f associa uma unica
grandeza escalar f(P). A regidao D, juntamente com os valores de f em cada um de seus

pontos, é chamado campo escalar. Dizemos também que f define um campo escalar
sobre D.

Defini¢ao 2.8. (Integral de Linha) Seja C' uma curva suave, orientado com ponto
inicial A e o ponto terminal B. Seja f(x,y, z) um campo escalar definido em cada ponto

de C. Dividimos a curva C' em n pequenos arcos pelos pontos
A= PO> P17 P27"'7P7L—1a P; 7Pn = B.

. —_— —_—
Denotamos por As; o comprimento do arco P;,_; P;. Em cada arco P,_; P;, escolhemos um

ponto ); conforme a figura abaixo. Calculamos o valor de f no ponto @);, multiplicamos
n

esse valor por As; e formamos a soma Z f(Q;).As;. A integral de linha de f ao longo de
i=1

C, de A até B, que denotamos /f(x, y, z)ds, é definida por

C
/f(x,y,z)ds: lim Zn:f(Qi)Asi (2.2)
C

maxAs;—0 i1

quando o limite a direita existe.

Figura 10 — A Integral sobre a Curva Suave

B=P,

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.309)
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A curva C' é também chamada caminho de integragao. Se a curva C' é suave por
partes, a integral de linha sobre C' é definida como a soma das integrais sobre cada parte

suave de C.

A / f(z,y, z)ds também é dominada integral do campo escalar f com respeito ao

c
comprimento do arco da curva C.

Definigao 2.9. (Calculo de Integral de linha) Para calcular a integral de linha,

necessitamos da equagao que representa a curva C.

1°) Caso: Representamos C por h(s) = z(s)i + y(s)j + z(s)k, s € [a,b], onde s 6 o
parametro de comprimento do arco de C. Neste caso, a divisao da curva C pelos pontos

Py,Py,Ps,...,P,_1,P;,...,P,. Originando uma partigao no intervalo [a, b], dada pelos pontos:

a=81<8 <8< ...<8_1<8<..<s,=0o.

Figura 11 — Calculo de Integral de Linha

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.310)

O ponto @; em (2.2) tem coordenadas (z(s}),y(s?), z(s})), onde s} é algum ponto

do intervalo [s;_1, s;]. A soma que aparece em (2.2) pode ser reescrita como

> fla(sh), ylsi), 2(s)) Asi.

Podemos verificar que ¢ uma soma de Riemann da fungao f(z(s),y(s), z(s)). Assim,

o limite em (2.2) é a integral definida dessa fungao. Temos, entao:

b

[ 1.y 2)ds = [ fla(s),u(s),=()ds. (23
C a
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2) Caso: Representamos C' por #(t) = 2(t)i + y(t)] + z(t)k, t € [a,b], onde ¢ é um
parametro qualquer. Para calcular a integral de linha nesse caso, fazemos uma mudanca

de varidvel em (2.3). Temos

[ flay.2)ds = [ flals).y(s), 2(s))ds = / Fla(t),y(t), (1) 3t

C a

Como % = ||

% 7'(t)]|, temos

[ . 2)ds = [ £Gete),u0), @)1 O)dr
C to

Defini¢ao 2.10. (Curva parcialmente suave) Dada uma curva fechada simples ela
¢é dita parcialmente suave quando é formada pela uniado finita de curvas CY, tais que,

essas curvas sao simples e suaves.

Defini¢ao 2.11. (Trabalho sobre uma curva suave) O trabalho realizado por uma
forca F' = Mi+ Nj+ Pk, sendo M, NeP sao fungoes continuas sobre uma curva suave

r(t)det=aat=>bé
t=b

W= /F.Tds.

Lembrando que F'(z) é a forga continua magnética e T é o versor tangente da curva.

Definigao 2.12. (Campos Vetoriais) Seja D uma regiao no espago e seja f uma funcao
vetorial definida em D. Entao, a cada ponto P € D, f associa um unico vetor f (P). A
regiao D, juntamente com os correspondentes vetores f (P), constitui um campo vetorial.

Dizemos também que f define um campo vetorial sobre D.

Exemplo 3: Seja D a atmosfera terrestre. A cada ponto P € D associamos o
vetor U(P) que representa a velocidade do vento em P. Entao o vetor ¢’ define um campo

vetorial em D, chamado Campo de Velocidade.

Defini¢ao 2.13. (Campo Gradiente) O campo gradiente de uma funcao diferencidvel

f(z,y,z) é o campo de vetores gradiente

Vf= 6£ +a‘§j+afk.

Exemplo 4: Encontre o campo gradiente de f(x,y, z) = xyz.

Solucao: O campo gradiente é V f = yzi + xzj + xyk.
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Definigao 2.14. (Integral Curvilinea) Seja C' uma curva suave dada por 7(t),t € [a, b].
Seja f = f (z,y,2) um campo vetorial definido e limitado sobre C'. A integral curvilinea

de f, ao longo de C, que denotamos / f - dr, é definida por
c

[ Fdr= /b FU(e) -7 (1),
c

a

sempre que a integral a direita existe.

Exemplo 5: A forca varidvel f = (3z — 4y);+ (4x + 2y)j’ move uma particula ao

longo da curva

= 4t 1
c:!" * 0 <t <2 de (1,0)a (9,12).
y = 3t
Calcule o trabalho realizado se as distancias sao medidas em c¢m e a forga é medida em
dinas.
Solugao:

O trabalho ¢é dado pela integral de linha / f - dF, onde 7 = 21 + yj, logo dF = dxzi + dyJ,
c

assim,

/ F-dr = / (32 — dy)dz + (4 + 2y)dy.
C C

Fazendo-se as substituicoes x = 4t + 1,dz = 4,y = 3t% e dy = 6t, temos

/f- dr = /02[3(415 + 1) — 4(3t%)](4dt) + [4(4t + 1) + 2(3t*)](6tdt)
C

2
- / (36 + 4812 4 72¢ + 12)dt = (9" + 16° + 3612 + 12¢)| = 440 ergs.
0

A seguir vamos apresentar algumas propriedades das integrais de linhas, as quais sao

heranca das integrais definidas.

Proposicao 2.1. (Aditividade) Se uma curva C for formada por ligagoes finitas de
curvas Cy, Csy, ..., Cy pelas extremidades, entdo a integral de uma funcao sobre C' é a soma

das integrais sobre a curva que a compoem:
/f-dfz/f-df+/f-df+---+/f-dﬁ
C Cy Ca Ck

Proposicao 2.2. (Linearidade) Sejam a,b € R, ﬁ, G campos de vetores e C' uma curva

de classe C1, entdo:

/(aerbf)-dF:a/f~dF+b/f-dF.
C C

C
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Proposicao 2.3. (Inversdo) E wma troca na direcio da curva C sobre a regido a qual

a integral de linha € aplicada resulta em uma troca no sinal algébrico da integral, isto é:

4f~df=—c[f~dﬁ
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3 FUNCAO VETORIAL

Agora iremos apresentar algumas defini¢gdes que o auxiliarao no entendimento de

pontos do Teorema de Green exposto no préximo capitulo.

Definicao 3.1. (Produto Escalar) Sejam os vetores @ e ¥. O produto escalar entre
esses vetores, denotado por @ - ¥, é um ntimero real determinado por @ - ' = |u] - |¥] - cos 6,

onde 0 < # < 7 é o angulo entre « e 7.

Defini¢ao 3.2. (Produto Vetorial) Sejam os vetores @ e ¢. O produto vetorial entre
esses vetores, denotado por 4 X ¥, € um vetor com as seguintes caracteristicas:

i) Norma: ||@ x 9|| = ||@]| - ||7]| - sin @, onde € é o angulo entre @ e v.

ii) Dire¢ao: normal ao plano que contém 4 e .

iii) Sentido é positivo.

Definigao 3.3. (Fungdes Vetoriais) Chamamos de fungao vetorial de uma variavel real
t, definida em um intervalo I, a funcao que a cada t € I associa um vetor f do espago.

Denotamos

f=f.

O vetor f(t) pode ser escrito como

f(ﬂ = fi(t)i + folt)] + fg(t)E.

Assim, podemos dizer que a func¢ao vetorial f determina trés fungoes reais de t: f; =

fi(t), fa = fa(t) e f3 = f3(t). Reciprocamente, as trés fungoes reais fi, fo e f3 determinam

—

a fungao real f(t).

Exemplo 6: Em fisica podemos estabelecer uma fungao vetorial tempo. Conside-
remos trés hipéteses tais que a primeira tenha tempo #3, a segunda tenha tempo t + 5 e a

terceira seja a soma das duas anteriores. A funcao vetorial tempo é:
fla,y,2) = (%t +5,6° +1 +5).

Definig¢ao 3.4. (Fungées Vetoriais continuas) Uma fungao vetorial f=Ff (t), definida

em um intervalo I, é continua em ¢y € I, se thn? f(t) = f(to), ou seja, para um € > 0
—to

—

arbitrario existe um ¢ > 0, tal que || f(t) — d|| < € sempre que 0 < |t — o] < 6.

Proposigao 3.1. Sejam f(t) = fi(t)i+ fo(t)j+ fs()k e @ = ayi+asj+dsk. O Jim f(t) = a
0

se, e somente se, tlir? filt) =a;,i=1,2,3.
—tlo
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—

Demonstragao: Se thr? f(t) = d, entao para um € > 0 arbitrario existird um
—to

—

d >0, tal que || f(t) — d|| < e sempre que 0 < [t — o] < 6.
Como f(t) — @ = [fi(t) — ar)i + [fa(t) — aa]j + [f5(t) — ask, para 0 < |t — to| < 4, temos
que | f; — a;| < || f(t) — || < ¢, parai=1,2,3,

Portanto, th_gé fi(t) = a;.
Analogamente, se thr? ﬁ(t) = a;,1 = 1,2,3, para todo € > 0, existem §; > 0 com
—lo

1=1,2,3, tal que \f:-—d’i| < ¢ quando 0 < [t —to| < &;. Tome 6 = min{d;}, comi =1,2,3.
Usando a desigualdade triangular, temos

1F(8) = @l = I[/1(8) = ar)i+ [fa(t) — asld + [f5(t) — as]k|

< | f1(®) = an||[7]+ | fo2(t) —ao| 171+ | f5(t) —as] | k]| < SH5+5 =€ sempre que 0 < [t—to| < 4.

—

Logo, tlg% f(t) =a.

—

Da proposigao 3.1 segue que f(t) é continua em ¢, se, e somente se, suas componentes

sao fungoes continuas em tg.

Definicao 3.5. Se f é uma funcao vetorial nas varidveis x, y, z, definida em um dominio

D C R3, ela pode ser escrita na forma

Fla,y,2) = fila,y, 2)i + folz,y, 2)] + fala,y, 2)k,

onde f1, fa, f3 sao funcoes escalares definidas em D. Essas fungoes escalares sao as fungoes
coordenadas da fungao vetorial f. Se restringimos o dominio da fungao vetorial de varias

varidveis ao dominio D C R? podemos escrever:

— —

Exemplo 7: A funcao f(:z:,y, z) = 2221 + xyP) + 2\/EE ¢ uma funcao vetorial
definida em todos os pontos (z,v, 2) de R? tais que z > 0. Suas fungdes coordenadas sdo

dadas por fi(z,y,2) = 2%z, fo(x,y, 2) = zy® e f3(x,y,2) = 2¢/2.

Defini¢ao 3.6. (Derivadas Parciais de Fungoes Vetoriais) Seja f: f(a:,y, z) uma

funcao vetorial. A derivada parcial de f em relagdo a x, que denotamos por g—f , 7 definida
por
— = lim
or  Az—0 Az
para todo (z,y, z) desde que o limite exista. Analogamente,
af_ . f(x>y+Ay72>_ ('T,y,2> af_ . f(x,y,z—i—Az)— (.’JJ,y,Z)
— = lim e — = lim .
8y Ay—0 Ay 0z Az—0 Az

Se f(z,y,2) = fi(z,y,2)i + folx,y,2)] + fa(z,y, 2)k, temos
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of afi 7 fs 7 ofs 7
mo= o+ B+ Pk
u G+ Sbj + ke (3.1)
of _ onh7 ofs 7 fs 1.

Exemplo 8: Dada a funcio vetorial f| (r,y,2) = w2 + \/Ejjt 4e¥*k, determine
suas derivadas parciais.
Solucgao:

Temos

B _ .
— = 2xyzi + 4ze¥k
Ay

of . .
—f = xy2i + 4ye¥*k
0z

Definigao 3.7. (Superficie) Uma superficie S em R? pode ser descrita como um conjunto

de pontos (z,y, z), que satisfazem uma equagao da forma

f(x,y,2) =0,

onde f é uma funcao continua. A equacgao acima é chamada representacao implicita
de S. Se for possivel resolvé-la para uma das variaveis em fungao das outras, temos uma

representacao explicita de S ou de parte de S.

Defini¢ao 3.8. (Plano Tangente) Seja P um ponto de uma superficie .S, representada
por
(u,v), (u,v) € R,

onde R é uma regiao conexa do plano. Suponhamos que P tem um vetor posigao 7(ug, vg)

e que as curvas coordenadas de S em P sejam suaves. Entao, no ponto P, o vetor

or _ dfluw)) ¢ tangente a u-curva 7(u, vp) e o vetor & = W) ¢ tangente A v-curva
ou du ov dv
(g, v). Se os vetores g’” e g’" sao linearmente mdependentes eles determinam um plano

chamado plano tangente a superficie no ponto P. O vetor oL >< oL é perpendicular ao plano

tangente e é denominado vetor normal a superficie .S.

Definicao 3.9. (Orientacdo de uma Superficie) Uma superficie S estd orientada
quando escolhemos em cada ponto P € S um vetor unitario 7i(P), normal a S, que varia
continuamente com P. O campo de vetores 7 é chamado campo normal unitario. Se .S
é representada por 7(u,v), (u,v) € R, nos pontos, em que a condigdo de suavidade é

satisfeita, os vetores
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Figura 12 — Plano Tangente

Fonte: Flemming e Gongalves (2007, p.373)

S 8 x or R S s .
ny = | e Ny = —n; sao vetores unitarios normais a .S.
u X ou

Defini¢ao 3.10. (Integral de Superficie de um Campo Escalar) Seja S uma su-

perficie suave, representada por 7(u,v), (u,v) € R. Seja f um campo escalar definido e

limitado sobre S. A integral de superficie de f sobre S, denotada por / / fdS, é definida
3

/S/fdsz/!fww,v))‘g}gf

quando a integral dupla a direita existe.

pela equacgao

dudwv,

Defini¢ao 3.11. (Integral de Superficie de um Campo Vetorial) Sejam S uma
superficie suave, representada por 7(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € R e
7l = 7(u,v) um vetor unitario, normal a S. Seja f um campo vetorial definido sobre S. A

integral de superficie de f sobre S, denotada por / / f -1 dS, é definida pela equagao
S

//f-ﬁdS://f(F(u,v))-ﬁ(u,v)
S R

quando a integral a direita existe.

xi

7 % 0 dudv,

‘8? or

Se a superficie S é suave por partes, a integral é definida como a soma das integrais

sobre cada pedago suave de S.
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Exemplo 9: Um fluido de densidade constante, com velocidade v = (—2x, —2y, z),
escoa através da superficie S dada por 7(u,v) = (ucosv,usenv,u® —1),0 < u < 4,0 <
v < 27, na direcao do vetor % X g—’; . Determinar a massa de fluido que atravessa S em

uma unidade de tempo.
Solugao: Vamos calcular ¢ = //f it dS sendo f = po(—2x, =2y, z) e py uma
S

constante.
Como desejamos o fluxo na direcao de g—z X %, teremos o sinal (+) em frente a integral
dupla.

Como

7 ik

2 2
cosv  senv 2u | = (—2u"cosv, —2u”senv,u).

oF o _
ou v

—usenv ucosv 0

Usando a equacgao

/S/f.ﬁdsz i/}!f(?(u,fu)) i(u, v) (22 x g;’j) dudv,

teremos

o= //f ndS = +//p0(—2ucosv, —2usenv,u® — 1) - (—2u?cosv, —2u?senv, u)dudv
S R

4 2w
= o / / (4u’cos®v + 4u’sen*v + u® — u)dvdu = 6247 p, unidades de fluxo.
0o Jo
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4 TEOREMA DE GREEN E APLICACOES

Neste capitulo vamos apresentar o Teorema de Green é também sua demonstra-
¢do. Ao longo do texto, iremos usar o simbolo 7{ para denotar o sentido positivo de uma

integral curvilinea ao longo de uma curva.

Uma curiosidade por que utilizamos o sentido anti-horario positivo. Considere
uma curva C fechada simples C (sem auto - interse¢oes) no plano, dizemos que ela é
positivamente se ela é percorrida contra os ponteiros do relégio,anti - horario. Isso vale se
a curva percorre no sentido horario,se seu regiao interior fica no lado esquerdo da curva
C é negativa orientada, se ela é percorrida a favor dos ponteiros do relégio e dai o seu

interior fica sempre do lado direito.

Teorema 4.1. (Teorema de Green) Seja C uma curva fechada simples e lisa no plano
xy com a propriedade de que retas paralelas aos eixos nao a cortem em mais de dois pontos,
suave por partes, orientada no sentido anti-hordrio, e R a regido fechada delimitada por
C. Se f: (M,N) é um campo vetorial continuo com derivadas parciais de 1% ordem

continuas em um dominio D que contém R, entao: Sequndo Thomas George B.; Giordano

(2009, p.498)

fMda; + Ndy = // (M - aM) drdy. (4.1)

Demonstragao: Faremos a demonstracao do teorema para o caso em que a curva C' é

suave e a regiao R pode ser descrita por:
R={(z,y)la<z<be gi(z) <y<g(x)} ¢ R={(z,y)lc<y<de h(y) <z <h(y)}.

Para provar (4.1), basta mostrar que:

%de = // ——dxdy. (4.2)
]4 Ndy = / / %];]dxdy. (4.3)
C R

Primeiro vamos mostrar (4.2). Temos que a curva C pode ser dividida em duas curvas
Cy e Oy, de equagdes y = g1(z) e y = go(x). Usando = como parametro, obtemos uma

parametrizacao de C, dada por:

Cy:r(x) = (z,q1(x)), x € la,bl.

Para a curva Cy nao procederemos da mesma forma, pois o sentido positivo determinado

pelos valores crescentes de = € [a, b] nos d& a orientacao sobre Cy, no sentido oposto ao
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desejado. Porém, podemos, parametrizar —C5 e usar a propriedade de integral de linha de
um campo vetorial f que nos diz que / f cdr = — / f - dr. Assim,

—Cy i Ty(x) = (x,92(x)), = € [a,b].

Figura 13 — Demonstracao da 4.2

Qx(g2(»), y)

Fonte: Thomas George B.; Giordano (2009, p.502)

Portanto,

jq{de_fdeW{de_]fde—fde_/ngl( d:C—/Mq:gQ( ))da.

—Cy
(4.4)
No entanto, como %M é continua, desenvolvendo o 2* membro de (4.2) temos
g2(x) b
oM g2(x
[ [ Gy o= / [ [ Gyaie= [ [Mevfgle
91(z) a
b b
= (MG, 02(a)) — Mz, (@)l = — [[M(z 0:(2)) ~ Mz, o(a))de. (45)

De (4.4) e (4.5), temos
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Vamos provar (4.3), isto é:
N
%Ndy://adxdy,
Ox
C R

R={(v,y)lc<y<de hi(y) <z <hy)}

para

Temos que a curva C' pode ser descrita como C5 e Cy, de equagdes = = hy(y) e

x = hy(y). Usando y como pardmetro, obtemos uma parametrizagao de —Cj, dada por:

—C5:73(y) = (v, ha(y)), y € [cd].

Para a curva C} procederemos da mesma forma. Usando y como pardmetro, obtemos uma

parametrizacao de (4, dada por:

Cy:74(y) = (y, ha(y)), v € [c,d].

Figura 14 — Demonstracao da 4.3

T
Py (x, f,(x)) Cy: y= (%)

Fonte:Thomas George B.; Giordano (2009, p.502)

Portanto,

dey_dey +]dey_ /N v, ha(y))dy +/N Y, ha(y))dy.

C3 Cy

Por outro lado, a é continua e desenvolvendo o 2* membro de (4.3), teremos

h2(y)]
hi(y)

(4.6)



Capitulo 4. Teorema de Green e Aplicagies 32

= [IN(y, ha()) = NGy, b (w)ldy = = [ N(y. b))y + [ Ny hay)dy. — (4.7)

z{ Ndy = / IZ ?;]dxdy.

De (4.6) e (4.7), obtemos

A seguir vamos apresentar um exemplo ilustrando o Teorema de Green sendo utilizado

para o calcular a regido de uma circunferéncia.
Exemplo 10: Calcular ]{f dr, ao longo da circunferéncia z? + (y — 1)> =1, no

c
sentido horario, sendo f = (42% — 9y, 92y + Vy2 + 1).

Solugao: Como C' esta orientada no sentido horario, ndo podemos aplicar o Te-
orema de Green diretamente. No entanto, podemos aplicar o Teorema de Green para

calcular a integral sobre a curva —C' e depois usar a proposicao 2.3. Temos:

/f-df://(9y+9)dxdy:9//(y+1)dxdy.
-C R R

Passando para coordenadas polares, obtemos:

2senf

_éf-dszo/{ / (rsenf + 1)r dr}d@

0
T2 2
:90/(gsen9+g>

= 90/ (286’)’&49 + 2sen29>d0 = 187.

2senf

do

0

Logo, /f.dfz 187,
C

4.1 EXTENSOES DO TEOREMA

4.1.1 Regioes diversas

Apesar de termos provado o Teorema de Green somente no caso particular onde R
é uma regiao simples, podemos estendé-lo agora para o caso em que R é uma uniao finita

de regioes simples.

O argumento usado anteriormente para uma regiao R simples nao se aplica direta-

mente para uma regiao retangular, pois as retas * = a, x = b, y = ¢ e y = d encontram
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com a fronteira dela em mais de dois pontos. Se dividirmos a fronteira C' em quatros

segmentos de retas orientados:
Ci:y=c, a<zx<b
Co:x=b c<y<d
Cs:y=d, b>x>a

Cy:x=a, d>y>c

Figura 15 — Regiao retangular

b 4
A
Cdy=4d
" | I -/
R X C;
i W ‘Ax=b
of I 1“" “ - ‘: |
} |
| !
l ) > X
0 a b

Fonte: Thomas George B.; Giordano (2009, p.501)

Dessa forma, temos:

//—ﬂmw—ﬂ (b,y) = N(a,y))dy

:/dN(b,y)dy—l—/cN(a,y)dy: /Ndy+/Ndy. (4.8)

Como y é constante ao longo de ' e Cj, / Ndy = / Ndy = 0, assim podemos adicionar
1 Cs

/ Ndy + / Ndy no lado direito da equagao (4.8) sem alterar a igualdade. Dessa forma

1
obtemos:

/d/ba];[dxdy = %Ndy. (4.9)
ca c
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Analogamente, podemos mostrar que

// —dydxr = — ]{de (4.10)

Subtraindo a equagao (4.10) da equagao (4.9), novamente chegamos a
N M
]fMda:+Ndy _ // (a _ a) dzdy.

Exemplo 11: Calcule a integral de linha ]{ z*ydx—y*xdy, onde C é a circunferéncia

e,
Py =1

Solugao: Temos que C : 22 + 3% = 1.

Usando coordenadas polares obtemos:

r=rcosd e y=rsenf , 0<r<le 0<60<2m.
Assim, temos que M(z,y) = 2%y e N(z,y) = —y*x. Além disso,

M N
aay(x,y) =a” e %x(l’,y) =y’
Aplicando o Teorema de Green, obtemos:

2r 1

]{x2ydx — yiady = //—y2 — 2?dxdy = //—(rsen)29 — (rcos)*0 rdrdd
c R 00

2 2

L 4
= //—7"2<S€n2(9+C082 0)rdrdd = /—%’;dﬁ
00

[e=]

Exemplo 12: Calcule a integral j{[(yQ + V4 — 22)dx + (Iny — 4x)dy| ao longo do

C
retangulo de vértices (0, 0), (3, 0), (3, 2) e (0, 2), no sentido anti-horério.

Solucgao: Seja R a regiao retangular representada pelos vértices acima. Temos que:

M(z,y) =y*+V4—22 e N(z,y) = Iny — dx.

Além disso,
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Aplicando o Teorema de Green temos:

?{[(yz + V4 —2?)dx + (Iny — 4x)dy] = //(—4 — 2y)dxdy
C R

et sl

:/(_4.3—2y-3—(—4~0—2y-0))dy=/(—12—6y)dy

:(—1%/—3y%E::—&2-2—3~4—(—&2~0—3-0):w—21—12::—36

4.1.2 Regioes com singularidades

O Teorema de Green pode ser aplicado para regides com furos, ou seja, regides
que nao sao simplesmente conexas. Note que a fronteira C' da regido R é constituida
por duas curvas fechadas simples C; e (5. Admitiremos que essas curvas fronteiras sao
orientadas de modo que a regido R esteja a esquerda quando percorremos a curva C. Entao
a orientacao positiva é anti-horaria na curva externa C7, porém ¢ horaria na curva interna
Cs. Se dividirmos R em duas regides R; e Ry e aplicamos o Teorema de Green a cada uma

das regioes R; e Ry, obtemos:

_/4<gf§_aaﬂ;)dmy+//(§j—a§‘;)dxdy

:/MM+N@+/MM+N@
6R1 8R2

Como a integral de linha sobre a fronteira comum estdao em sentidos opostos, elas se

/}Z (g—?j) dzdy

:/MM+N@+/MM+N@:/MM+N@
Cq Cy C

cancelam e obtemos:

que é o teorema de Green para regiao R.

Exemplo 13: Vamos considerar C'; e '}, duas curvas fechadas simples parcialmente
suaves que nao se interceptam, cada uma tendo como a origem como ponto interior. Se

filz,y) = x{—f;ﬂ e folz,y) = o verifique a forma tangencial do Teorema de Green
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Figura 16 — Regiao com Buracos

y
Fronteira

deR

(b)

Fonte:Thomas George B.; Giordano (2009, p.503)

sobre a regido anular R: h? <22 +¢y?> <1, 0 <h < 1.

Solugao: A fronteira de R consiste na circunferéncia
Ci: x=cost, y=sent, 0<t<2r,
percorrida no sentido anti-horario a medida que ¢ aumenta, e a circunferéncia
Cp: r=hcost, y=—hsend, 0<6<2n,

percorrida no sentido horario a medida que 6 aumenta. As fungoes M e N e suas derivadas

parciais sao continuas em R. Além disso,

oM _ (z®+y)(-1)+yy) _ y*—a> _ON

9y @+ ) @R o

//(%]Z—%Aj)dxdy://dxdyzo.
R R

A integral de Mdx + Ndy sobre a fronteira de R ¢é:

assim,

/de+Ndy:?{$dy—ydx j{xdy—yd:c
x2 + y2 1’2 + y2
C 1 h
T T h? (cos® 0 + sen?0)
= /((3082 t+ sen’t)dt — / 72 df =27 — 2m = 0.
0 0

As fungbes M e N sdo descontinuas em (0, 0), assim nao podemos aplicar o Teorema
de Green a circunferéncia e a regiao dentro dela. Devemos excluir a origem. Fazemos isso
excluindo os pontos dentro de Cj,. Poderiamos substituir a circunferéncia C; por uma

elipse ou qualquer outra curva fechada simples K que cerque C},. O resultado ainda seria

ON OM

IZ((Mdm + Ndy) +ij(Mdm + Ndy) = /IZ (835 _ ay> drdy = 0,
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o que leva a conclusao de que ]{ (Mdx + Ndy) = 2w, para qualquer curva K desse tipo.

K
Podemos explicar esse resultado mudando para coordenadas polares. Com
xr=rcosf, y=rsend,

dr = —rsenfdf + cos 6 dr, dy = rcos0db + senf dr,
temos:
xdy —ydx  r*(cos® 0 + sen?0)
22 4 o2 - r2
e 0 aumenta em 27 a medida que percorremos K uma vez no sentido anti-horario.

o = do,

4.2 DUAS IMPORTANTES OBSERVACOES

1. O Teorema de Green é um caso particular do Teorema de Stokes e Gauss.
Podemos analisar que o Teorema de Stokes constitui uma generalizagao do Teorema de
Green para o espaco tridimensional e pode ser utilizado para transformar determinadas

integrais curvilineas em integrais de superficie, ou vice-versa.

2. Podemos ver o Teorema de Green de outra maneira que é: Teorema de Green
(Circulagao-Rotacional ou forma tangencial) A circulagido no sentido anti-horario
de um campo F = Mi+ Nj em torno de uma curva fechada simples C' no plano é igual a

integral dupla de (rot F') - k sobre a regiao R limitada por C.

F-Tds= ¢ Mdx + Ndy = a—N—a—M dzdy.
jroris=g /(%

4.3 APLICACOES

4.3.1 CAalculo de area

Teorema 4.2. Se R for uma regiao tendo por fronteira uma curva C' fechada simples

suave, e A unidades de drea for a drea de R, entdo,

1
Azij{xdy—yd:c.
o}

Demonstragio: Sejam M(z,y) = —3y e N(z,y) = %x Entao,

1 1 0 /1 0 1
f—29d$ + ?Udy = /}Z [8:1: (§x) - 574( N §y)}dxdy

—// M@—//W@

Como //dxdy é a medida da drea de R, logo X j{xdy —ydr = A.

2
C
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Exemplo 14: Aplique o Teorema de Green para calcular a area da regiao limitada
pela elipse positivamente orientada e parametrizada pelo caminho A : [0, 27] C R — R?,
com A(t) = (acost, bsent).
b

Solugédo: Usando a Férmula do teorema de Green A = 3 /[x(t)y’(t) —y(t)2'(t)]dt

para o calculo de areas, temos:

b 27
1 1
A= B /[(a cost)(bcost) + absin® t]dt = ) /ab[c082 t + sin® t]dt = abm.
a 0

4.3.2 Trabalho realizado pela forca F.
Considere a integral de linha /M(x, y)dx + N(z,y)dy, onde a curva C' é dada
c

pelas equacoes paramétricas

Se definimos o vetor

— —

R=ai+yj=gyi+h(©)j, a<t<b,
como sendo o vetor posigao varidvel de um ponto (z,y) em C, entao

dé_di—.' dy—.’

Gt a T a

ou na forma diferencial dR = dai + dyj. Agora, tomando-se F' = M(z,y)i + N(z,y)J,
temos

F-dR = M (z,y)dx + N(z,y)dy.

Logo
/M(m,y)dm—i—N(m,y)dy: /ﬁdﬁ
C C

Analogamente, se C' é uma curva no espaco tridimensional determinada por um vetor

posicao variavel R. A integral de linha W = / F - dR nao somente tem a vantagem
c

da rigidez, mas também sugere uma importante integracao fisica da integral de linha.
Suponha que F representa uma forga variavel agindo numa particula P que se move ao
longo da curva C. Se R é o vetor posicao variavel de P, entao podemos interpretar dR
como representando um deslocamento infinitesimal da particula. Logo, F-dR representa o

trabalho realizado na particula pela forga F durante seu deslocamento. Somando-se, isto é,
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integrando-se todos esses trabalhos infinitesimais, obtemos W = / F-dR. Logo, a integral
c

de linha W = / F.-dR representa o trabalho ttil realizado pela forga F no movimento de
c

uma particula ao longo da curva C', desde seu ponto inicial até seu ponto terminal.

Exemplo 15: Use o Teorema de Green para encontrar o trabalho total realizado ao

mover um objeto no sentido anti-horario, uma vez em torno da circunferéncia z2 + y? = a2,

—

se o movimento for causado pelo campo de forcas F(z,y) = (senz — y)i + (e¥ — x2)j.

Suponha que o arco seja medido em metros e a forga seja medida em Newton.

Solugao: Se W for o trabalho realizado, entao:

W = ]{(sena: — y)dx + (¢ — 2*)dy
c

onde C' é a circunferéncia x? + y* = a®. Do Teorema de Green, temos:
W = // {g(ey —z%) — 2(senx — y)}dmdy = //(—Qx + 1)dzdy.
A ox Jy A

Usaremos coordenadas polares para calcular a integral dupla, com x = rcosf e dzdy =
rdrdf. Entao,

21 a

W = 0/0/(—27’ cosf + 1)r drdf

21 a 2

2 2
= //(—27"2 cos @ + r)drdf = /—57‘3 cosQ—i—%‘odﬁ
00 0

2
2 2 2 2 or
:0/(—3a3(3080+&2)d8: —ga?’senﬁ—l—%@‘o = a’.

Logo, o trabalho realizado foi de wa?.J.

4.4 GENERALIZACAO DO TEOREMA DE GREEN

Teorema 4.3. (Teorema de Stokes) Seja S uma superficie suave por parte, delimitada
por uma curva fechada, simples, suave por partes, C. Entdo, se § é um campo vetorial

continuo, com derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio que contém

SuUcC, temos:
//mtg-ﬁds _ j{g-da
S C

onde a integragdo ao longo de C' € efetuada no sentido determinado pela orientagdo de S.

Teorema 4.4. (Teorema da Divergéncia de Gauss) Sejam Q0 um solido limitado

por uma superficie fechada S, formada por um nimero finito de superficies e i a normal
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externa unitdria. Se as componentes V(x,y, z) tém derivadas parciais continuas em €2,

//S V-ﬁdSz///de'v VdA.

4.5 PLANIMETRO

entao

O Planimetro foi um instrumento mecéanico criado pelo matemético Jacob Amsler
com o seguinte objetivo: calcular areas de regioes planas e limitadas, ou seja, no popular
seria calcular drea de terrenos. Este instrumento tem uma construgao muito simples, possui
dois bragos metdalicos de tamanhos iguais ou diferentes podendo variar em um angulo de
0° a 180° entre eles. Na extremidade de um dos bracos temos uma ponta que pode ser
fixada na superficie plana. Na articulacao desses bragos fica uma pequena roda que gira
enquanto o contorno da curva na superficie ¢é feita. Nesta roda existe um contador que
mede o nimero de voltas que o braco faz enquanto contorna a curva. Quando esta roda
move-se perpendicularmente em relagao ao seu eixo, ela gira e seu movimento é registrado

pelo contador.Medeiros Heloisa B.; Menezes (S.d.)

Figura 17 — Planimetro

Fonte: Braga (S.d., p.8)

O Teorema de Green juntamente com o planimetro tem sido de grande importancia
para o calculo de area de figuras planas fechadas, pois ao calcularmos uma area de uma
regiao fechada R podemos colocar o aparelho em qualquer area fora da area que queremos
calcular e com a parte mével contornamos toda a curva fechada no sentido anti-horario
(por causa do marcador) e assim calculamos a area. Para entendermos como o Teorema
de Green contribui para o funcionamento do planimetro, descreveremos o campo de
funcionamento de dire¢oes definido pelo equipamento. Primeiro definiremos as coordenadas

x e y. Logo apoés, consideremos a origem desse plano como sendo a ponta do plarimetro
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que esta fixa e assim tracamos dois eixos x e y perpendiculares entre se. Como a roda gira
perpendicularmente ao brago no qual esta fixada, o campo F(x,y) definido pelo planimetro
é perpendicular ao brago moével e suponhamos que ele tenha médulo 1. Consideremos
que o brago do Planimetro tenha tamanho r. O primeiro esteja fixado na origem (0, 0)
e o brago mével no ponto (a,b). Chamemos de ¢ o vetor que representa o brago mével
do Planimetro no ponto (a,b). Deste modo, temos que ¥ = (x — a,y — b) e considere um

vetor perpendicular @ = (—(y — b),z — a). Como os bragos possui comprimento 7 temos
—(y=b) z—a )7

r ’oor

||17]| = ||| = \/(y —b)?2+ (x —a)? = r. Assim, nosso campo é F' = Tan = (
agora determinemos os valores de a e b. Consideremos a equacao dos circulos descritas por

cada um dos bragos do Planimetro.

{ a2+ =r* (I
(x—a)*+ (y—0)?2=r* (II)

Desenvolvendo a equagao (II), temos:
= (r—a)P+(y—b)?=2>—2ar+a*+y* —2yb+ 1

=22 4+ y* — 2za — 2yb + a® + V7.

Temos que,
a +b* =r?
assim,
r? = x* + 9% — 2xa — 2yb + r?
ou ainda,

22 4+ y? —2xa — 2yb =0
o que implica,
B 2 +y? — 2za
= % .
Agora, substituindo o valor de b na equagio (I) temos,

b

z2 4+ y? — 2$a>2

2 2 2 2
= b* =
T a” + a—i—( 2

Ou ainda,
42r? = dya® + (2% + y* — 22a)?
= 4y*a® + 42%a® + (2* + 9°)? — do(2* + ).

Assim,
4(2* +y*)a® — da(2® + yH)a + (2* +3°)? — 4y*r? = 0.

Usando R? = (22 + y?) temos,

4R%a® — 4xR%a+ R* — 4y*r* =0
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R4—4y2r2

2

— 720

a xa + AR

5 N2 my2 RY—4ytr?
a —[L’CL-F(g) —(5) +47R2—0

Além disso, , .
R* — 4y°r
( $>2 - (93)2 4R
o que implica,

R4_422
-

x \/x2R2 — R* + 4y%r2
a=——+ .
2 4R?
Agora obtemos,
r  rPR? — R*+ 4y2r?
a=—--+
2R
ou seja,
x N x 4r? ]
a=—=—4+ -/ ————1.
2 2\ x?+y?

Com a escolha de um valor positivo para a implica que o caminho a ser percorrido pelo
braco mével do Planimetro é o sentido anti-horario. Com o valor de a definido, o valor de

b aparece, como sendo:

xy/ R2x? — R* + 44?12
2Ry

y T 4r2
b==+—y/—— — L
2 oy

Calculando os valores de a e b temos que o campo para o Planimetro é:

)
b:7
2—|—

ou seja,

1

1 y x 4r2
= —— —b = —( — = — 7_1
f(x7y) T(y ) 7"( 2+2 x2+y2 )

1,z gy 4r?
(2 2 m_l)'

olr,y) =~ (r—a) =

Derivando as duas equacoes acima vamos obter:

0 1 Sxyr?
g i )

rTr— =
ax 2 2 4r2 1
12+y2 12+y2

e
0 1 Sayr?
Tﬁf =—=+ 5 y4 5 .
Voo apene L
Fazendo;

a9 Of _T(ﬁg 8f) ,

7"% T‘aiy— %—@
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K = (22 -9

Jor Oy

1080 dg  Ofy 1
K= (7&6 - T)y) S

Percebemos que se aplicarmos o Teorema de Green ao Planimetro, a constante que

multiplica a area s6 depende do comprimento dos bracos, ou seja,

[ )z + gl v)dy =
C

r

* Area cercada por C.

Entao para o funcionamento do Planimetro é necessario sabermos o comprimento
dos bracos, o diametro da roda colocada perpendicularmente ao brago mével e o nimero
de voltas dadas pela roda que é marcado pelo contador ao percorrer a curva fechada C
no sentido anti-horario, essas medidas sao dadas pelas variaveis r para o comprimento
dos bracos, d para o didmetro e k para o nimero de voltas dadas pela roda. O campo

determinado pelo Planimetro é F(z,y) = (f, ).

Entao: )
krd = /f(w,y)drc +oz,y)dy = .
C

* Area cercada por C, ou seja, A, (C) = kndr.
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5 CONCLUSAO

Podemos concluir que todos os estudos e pesquisas realizadas foram de fundamental
importancia para compreensao dos conceitos necessarios ao entendimento do Teorema de
Green. Sua trajetoria e as imensas dificuldades enfrentadas para ser reconhecido, suas
limitagdes de tempo de estudo e sua rotina de trabalho que era intensa. A importancia de
como o calculo de integrais curvilineas é fundamental no estudo da matematica, fazendo
uso das derivadas parciais para estabelecer uma juncao, ou melhor, dizendo uma harmonia
entre integrais de linha e integrais duplas, tornando assim o calculo dessas fung¢oes mais

simples e pratico.

No decorrer do trabalho foi possivel observa que o Teorema de Green possui uma
extrema importancia em outras areas além da Matematica. Podendo ser aplicado na
Fisica, em tensores e campos magnéticos e na area das Engenharias, sendo aplicando em
calculo de areas de regioes fechadas. Sendo possivel observar a aplicagao do teorema em
regioes de figuras fechadas, utilizando integrais de linhas e também em regides que possua
singularidade, ou seja, que possua "buracos'. Foi visto os segmentos orientados de curvas,
estudado os sinais do sentido horério e anti horario, as integrais duplas e campos vetoriais.
Assuntos que tem fundamental importancia para quem estuda cédlculo e tem admiragao

pela matematica e suas aplicacoes em nossa realidade.

Sendo a partir deste teorema que foi desenvolvido um aparelho para calcular areas
de terrenos que possua um formato de poligonos, que conhecemos como por exemplo:
quadrado, retangulo e trapézio, como também pode-se calcular figuras de formas que nao
seja tao triviais. Sendo a generalizacao deste teorema feita por dois grandes matematicos
George Gabriel Stokes e Johann Carl Friedrich Gauss.

Portanto, este trabalho veio mostrar que em toda grande descoberta feita e de-
senvolvida, ha por tras uma historia de superacao, determinacdo e persisténcia. Sem
mencionar as utilizagoes e contribuigoes para novas pesquisas e descobertas feitas e as
que venham a surgir no futuro por novos pesquisadores e admiradores do célculo. Como

exemplo na area de engenharia e em espacos tridimensionais.
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