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TERMODINAMICA DO BURACO NEGRO BTZ
DEIVYSON ANDERSON SILVA CANDIDO !

RESUMO

Em 1915, Einstein chegou a publicar a Teoria da Relatividade Geral (TRG),
fundamentada nos principios da equivaléncia e covariancia geral, baseado nesses principios
Einstein chegou a concluir que a geometria do universo nao ¢ plana, como também o tempo
nao é absoluto, mas ambos se combinam em um espago-tempo curvo em (3+1) dimensoes,
sendo trés dimensoes espaciais e uma temporal e de acordo com Einstein, a presenca de
matéria ou energia deforma o espago-tempo a sua volta. Embora a TRG tenha sido
proposta em um espago em (3+1) dimensdes, alguns autores obtiveram algumas solugoes
derivadas das equagoes de campo, considerando um espago-tempo em (2+41) dimensoes.
Uma dessas solucoes foram obtidas por Banados, Teitelboim e Zaneli, considerando uma
constante cosmoldgica negativa para um corpo esfericamente simétrico em rotagao, onde
foi encontrado uma solucao conhecida como a métrica de BTZ, segundo alguns estudos
apontam que, a métrica apresenta um horizonte de eventos, de tal modo que se o raio de
distribuicao de massa for menor que o raio do horizonte de eventos, se formara o chamado
Buraco Negro BTZ. Neste trabalho, apropriando-se que toda massa se concentra em
um tunico ponto, faremos um estudo sobre Termodinamica do Buraco Negro BTZ, onde
discutiremos alguns fenémenos importantes como temperatura Hawking e entropia, antes
disso encontraremos a métrica de BTZ usando dois métodos, um deles chamado Algoritmo

de Newman-Janis, e outro denominado “atalho de Giampieri”.

PALAVRAS-CHAVE: Termodinamica. Buraco Negro. BTZ.

I'Graduando em Licenciatura em Fisica pela Universidade Estadual da Paraiba



BTZ BLACK HOLE THERMODYNAMICS

DEIVYSON ANDERSON SILVA CANDIDO !

ABSTRACT

In 1915 Einstein published the General Relativity Theory (TRG), based on the principles
of equivalence and general covariance, based on these principles. Einstein came to the
conclusion that the geometry of the universe is not flat, but time is not absolute, but
both combine in a curved spacetime in (3 + 1) dimensions, being three spatial and
one temporal, and according to Einstein, the presence of matter or energy deforms the
spacetime around them. Although TRG was proposed in a space in (3 + 1) dimensions,
some authors obtained some solutions derived from field equations, considering a space-
time in (2 + 1) dimensions. One of these solutions was obtained by Banados, Teitelboim
and Zaneli, considering a negative cosmological constant for a spherically symmetrical
rotating body, where a solution known as the BTZ metric was found, according to some
studies, which point out that the metric presents an event horizon, such that if the mass
distribution radius is less than the event horizon radius, the so-called Black Hole BTZ
will form. In this paper, appropriating that all mass is concentrated in a single point,
we will study BTZ Black Hole Thermodynamics, where we will discuss some important
phenomena such as Hawking temperature and entropy, before that we will find the BTZ
metric using two methods, one of them. called the Newman-Janis algorithm, and another

called “ Giampieri shortcut ”.

KEYWORDS: Thermodynamics. Black Hole. BTZ.

Undergraduate Degree in Physics from the State University of Parafba
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1 Introducao

Em 1915, Einstein publicou a Teoria da Relatividade Geral (TRG), a qual é
fundamentada nos principios da equivaléncia e covariancia geral e é considerada como
a teoria relativistica da gravitacao.

O principio da equivaléncia afirma que, numa pequena regiao do espago, o campo
gravitacional é equivalente a um referencial nao-inercial; ja o principio da covariancia geral,
buscando ajustar o postulado da covariancia para os referencias nao-inerciais, previstos
pelo principio da equivaléncia, impoe que as leis da fisica devem ser invariantes para todos
os referenciais. Baseado no principio da equivaléncia, Einstein concluiu que a geometria
do Universo nao é plana, nem o tempo é absoluto, mas ambos se combinam em um
espago-tempo curvo de (3+1) dimensdes, sendo trés dimensdes espaciais e uma temporal.
Segundo ele, a presenca da matéria deforma a estrutura do espaco-tempo a sua volta.

Para formalizar esta concepgao matematicamente, Einstein dotou o espago-tempo de
uma estrutura métrica. De acordo com ele, a geometria do espaco-tempo esta contida
em um objeto matemédtico chamado de tensor métrico, g,,, o qual é obtido a partir
da resolucao de um conjunto de equacoes diferenciais denominado equacoes de Einstein
(BERGMANN, 1975; CARMELI, 1981; FERRAROQO, 2007; LANDAU e LIFCHITZ, 1974;
RINDLER, 2006; WEINBERG, 1972).

Embora a TRG tenha sido proposta para um espaco de (34+1) dimensdes, alguns
autores obtiveram solucoes das equacoes de campo considerando um espaco-tempo de
(241) dimensoes (DESER et al, 1984; GIDDINGS e KUCHAR, 1984; GOTT e ALPERT,
1984; BANADOS et al, 1992; SOURADEEP e SAHNI, 1992; BANADOS, TEITELBOIM
e ZANELLI, 1993). Por exemplo, Méximo Banados, Claidio Teitelboim e Jorge Zanelli
(1993) resolveram as equagdes de Einstein com uma constante cosmolégica negativa,
para um corpo circularmente simétrico em rotagao, e encontraram uma solucao que ficou
conhecida como a métrica BTZ. Um estudo detalhado mostra que essa métrica apresenta

um horizonte de eventos, de modo que se o raio da distribuicao de massa for menor que
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o raio do horizonte, teremos a formacao do chamado buraco negro BTZ.

Nesse trabalho de conclusao, assumindo que toda massa se concentra em um
“ponto”, faremos um estudo a cerca da Termodinamica do Buraco Negro BTZ, onde
discutiremos fenomenos importantes como temperatura Hawking e entropia. Antes,
porém, apresentaremos as equagcoes de Einstein e encontraremos a métrica BTZ por meio
de dois métodos, um deles chamado Algoritmo de Newman-Janis (BTZ), e outro método

chamado “atalho de Giampieri”.

2 Equacoes de Einstein

Diferentemente da teoria Newtoniana, em que os efeitos gravitacionais gerados por
uma distribuicao de massa, p, sao especificados pelo campo escalar, ®, o qual é solugao

da equacao de Poisson,
V20 = 47p | (1)

a TRG precisa das 10 componentes do tensor métrico para descrever a gravitacao. Isto
significa que a relatividade geral necessita de 10 equacgoes diferencias satisfeitas pelo tensor
9w, que, no limite em que o campo gravitacional é fraco, devem tomar a forma da equagao
de Poisson.

Uma vez que, na teoria da relatividade, a componente “00” do tensor energia-momento,
T+ é proporcional a densidade massa, p, o lado direito das equacoes da TRG deve ser
proporcional a este tensor. Além disso, como (1) é uma equagao diferencial parcial de
segunda ordem, o lado esquerdo precisa conter termos com derivadas segundas do tensor
guv- Seguindo esses critérios e procurando satisfazer a condicao de conservacao da energia
VvV, T" = 0, Einstein concluiu, apés vérias tentativas, que as equacoes de campo da TRG

saol:

1
R,uu - ég;wR = kTuu ) (2>

I'No sistema natural de unidades, no qual ¢ = G = h = 1, temos que k = 87. Esse valor é obtido
quando aplicamos o limite newtoniano nas equagoes da TRG.
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onde
ore ore
_ puv up o o
R, = e B —|—I‘WF20 — FWF’;J (3)
e
R=g"R,, (4)

sao, respectivamente, o tensor e o escalar de Ricci, sendo

noo_ lgu)\ (ag)\u 89/\01 891/&)

ozxe oxY oz

Fl/a 2
os simbolos de Christoffel.

Na teoria newtoniana, caso conhecamos a densidade da distribuicao de massa,
poderemos determinar o potencial gravitacional a partir da equagao de Poisson. Na TRG,
de posse do tensor energia-momento associado a uma determinada distribuicao de matéria
e energia, resolveremos as equagoes de Einstein [Eqs. (2)] e obteremos as componentes do
tensor métrico.

Pouco tempo depois de apresentar suas equacoes, Einstein notou que essas levavam a
um universo dinamico, contrariando a crenca de universo estatico que existia na época.
Sendo assim, com o intuito de evitar essa discrepancia, inseriu a chamada constante

cosmoldgica, A, e as reescreveu da seguinte forma?:

1
R, — égsz — ANgp = KT, . (6)

Porém, mais tarde, observacoes realizadas por Edwin Hubble indicavam que, realmente,
0 universo estava em expansao, o que eliminava a necessidade de insercao da constante
cosmoldgica. Por conta disso, Einstein chamou a inclusao de tal constante de maior erro
da sua vida.

Embora a TRG tenha sido desenvolvida para um espaco quadridimensional, podemos

utilizé-la em um espago-tempo de (2+1) dimensoes. Em tais dimensodes, as equagoes de

2Conceitualmente, a constante cosmolégica funciona como uma gravidade de repulsio para
contrabalancear a atragao da matéria no universo, evitando, assim, um colapso da mesma.
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Einstein também sao dadas por (6). Além disso, a métrica, os simbolos de Christoffel
e o tensor de curvatura sao definidos da maneira usual. Contudo, diferentemente do
caso quadrimensional, em um espaco-tempo tridimensional as equacoes de campo nao
apresentam um limite newtoniano, isto é, nao concordam com a equacao de Poisson
quando o campo é fraco. Por causa disso, nas dimensoes reduzidas a constante k

permanecerd arbitraria.

3 Meétrica de BTZ

Em um artigo de 1965, Newman e Janis (1965) mostraram que a métrica de Kerr
(KERR, 1963) poderia ser obtida da solugao de Schwarzschild usando uma transformagao
complexa dentro da estrutura do formalismo de tetradas nulas de Newman-Penrose
(NEWMAN e PENROSE, 1962), em um procedimento constituido por cinco passos
que ficou conhecido com Algoritmo de Newman-Janis (ANJ). Esse algoritmo também
foi aplicado a métrica de Reissner-Nordstrom para gerar a solucao de Kerr-Newman,
anteriormente desconhecida (NEWMAN et. al., 1965).

Um aspecto que causa estranhamento sobre a utilizacao do ANJ é que existe uma
ambiguidade quanto a transformacao complexa. Mesmo assim, outros autores também
utilizaram esse algoritmo para solugoes com rotagao (HERRERA e JIMENEZ, 1982;
DRAKE e TUROLLA, 1997; DRAKE e SZEKERES, 2000; YAZADJIEV, 2000; IBOHAL,
2005).

Em 1990, Giampieri (1990) propés uma formulagao, conhecida como “atalho de
Giampieri”, que fornece uma maneira de executar o ANJ com muito mais simplicidade do
que na formulacao inicial. Na verdade, embora a ambiguidade na transformacao complexa
ainda permaneca, a vantagem da proposta de Giampieri reside no fato de que nao é
necessario encontrar uma base de tetradas nulas. Isso é particularmente 1til quando se
trabalha em um nidmero arbitrario de dimensoes.

Nesta secao, deduziremos a métrica BTZ a partir do ANJ. Antes, porém, faremos uma
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breve abordagem sobre a formulagao original desse algoritmo e apresentaremos a proposta
de Giampieri.

3.1 Formulacgao original

O ANJ é um procedimento, constituido por cinco passos, que tem como finalidade
gerar uma solucao com rotacao a partir de uma métrica estatica e esfericamente simétrica,
denominada “métrica semente”.

A seguir, assumindo que a métrica estatica é do tipo
ds? = f(r)dt®* — f (r)"" dr? — r2d6? — r’sen®0dg? (7)

descreveremos as etapas do ANJ e, ao mesmo tempo, o utilizaremos para obtermos a
solugao com rotacao correspondente.

Os cinco passos desse algoritmo sao:

1. Escrever o elemento de linha semente em um sistema de coordenadas
avancadas nulas de Eddington-Finkelstein (u,7,0,¢), no qual a

componente g,. é eliminada e um termo cruzado é introduzido.

Para cumprirmos as primeira exigéncia, devemos fazer a mudanca de coordenadas
-1
du=dt— f(r) dr (8)
Realmente, ao relizarmos essa transformacao, obtemos:

ds® = f (r) du® + 2dudr — r2d6* — r*sen®0d¢? . 9)

Consequentemente, temos que as componentes covariantes e contravariantes do

tensor métrico sao dadas, respectivamente, por

f(r)

—

(10)

Guv =

o O =
o O O
I
<
no
(@]
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e
0 1 0 0
1 —f(r) 0 0
wo_
7 =lo o -’ 0 (11)
0 0 0 —1/r*sen?0

2. Expressar a forma contravariante da métrica em termos de tetradas nulas,
isto é, escrever ¢ = [*n” + ["n* — m*m” — m”m", onde as componentes
devem obedecer as relagoes [,l* = m,m" =n,n* =0, [,n* = —[,m" =1 e

[,m* =n,m' =0, onde a “barra”denota o complexo conjugado.

Neste caso, para executarmos o segundo passo, devemos escolher os vetores da base

tetrada como

Ty (12)
1
W= - Lp ot (13)
L O (14)
V2r \ 2 senf ?

1 l
N I I B V!
m o (52 Sen953) . (15)

3. Estender as coordenadas z” para um novo sistema de coordenadas
complexas 1°, 27 — 17, e, simultaneamente, fazer com que os vetores da
base tetrada Z! fiquem sujeitos a uma transformacgao do tipo: 7! (z7) —
Z(’j (2°,7°), exigindo que a forma antiga da tetrada e, consequentemente,

a métrica, sejam recuperadas quando ¥ = 7*.

Buscando satisfazer a esse requisito, faremos a seguinte extensao:

s =t (16)

e = Y —
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1 .
mh s it = (55 + 455‘) . (18)
27 send
e
T = <5§ _ La;;) , (19)
V2r senf

sob a condicao que a fungdao complexificada f (7,7) tome a forma de f (r) no caso
particular em que #” = Z”. Vale salientar que essa nao ¢ a tnica maneira de
efetuarmos o terceiro passo. Por conta disso, alguns autores tém criticado o método

de Newman-Janis.

. Fazer uma transformacao complexa de coordenadas do tipo z* = z” +
iv?(z7), em que y” (z?) é uma fungao analitica das varidveis reais z°.

As transformagdes complexas escolhidas por Newman e Janis (1965), para gerar a
métrica de Kerr (KERR, 1963), foram

G=u+iacosh, F=r—iacosf, =0 e ¢p=4¢. (20)

Uma vez que estamos interessados em uma solucao geral, que tenha como caso
partilcular aquela obtida de por Kerr, é natural que utilizemos a transformacao

(20). Fazendo isso e levando em conta que os vetores Z” se transformam como:

Zh=_——7°¢

a aj;:p a (21>

temos que as componentes da base tetrada nas coordenadas (u,r, 6, ¢) tornam-se:

"=ar, (22)
o S 1~ H
wt = o ST (0 (23)
1 ?
"= jasend (0 — o) + 05 + ——0o% 24
" V2(r + iacos ) [msen (% =0 +05 + send 3] (24)
e
1 ?
= —iasend (5 — oy b ———0%| . 2
" V2(r —iacos ) { tasend(% — 1) + % senf 3] (25)



16

Lembrando que as componentes contravariantes do tensor métrico podem ser escritas

em termos das tetradas nulas, podemos mostrar que, nas coordenadas (u,r,6, ),

—a*sen?6 /% 1 + a’sen®0/% 0 —a/%
| 14+a%sen®0/S  —f(r,0) — a’*sen?d /T 0 a/Y (26)
9= 0 0 ~1/5 0 !
—a/% a/Y 0 —1/Ysen?d
onde
¥ =%+ a*cos® 0. (27)
Logo, invertendo a matriz anterior chegamos a
f(r,0) 1 0 asen?6¢
1 0 0 —asen?0
I = 0 0o -3 0 (28)
asen®0¢ —asen?d 0  —sen?d {r? + a® + a’sen?0(}

emque (=1— f(r6)
Segue, entao, que o elemento de linha torna-se
ds?> = f(r,0)du®+ 2asen®d [1 — f(r, 0)] dudg + 2dudr — Xdh*

—2asen®Odrde¢ — {7‘2 + a® + a’sen®0 [1 — f(r 6)] } sen’0d¢® . (29)

. Considerar uma mudanca simples de coordenadas que levara a métrica a

forma de Boyer-Lindquist.

Finalmente, para concluirmos a quinta etapa do ANJ, devemos fazer a seguinte

transformacao de coordenadas:

u:t—/a2zr2dr e gzﬁ:go—aQ/%dr, (30)

em que
€= f(r,0)% + a’sen’d . (31)
De fato, efetuando essa mudanga, a métrica (29), toma a forma de Boyer-Lindquist:

ds?> = f(r,0)dt* — %alfr2 + 2asen’d [1 — f(r, 9)} dtdyp — Ydb?

- {r2 + a® + a*sen’d [1 — f(r «9)] } sen®0dp? . (32)
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O elemento de linha (32) representa uma familia completa de métricas que descrevem
espacos-tempo exteriores a corpos com simetria esférica em rotacao, escritas nas
coordenadas de Boyer-Lindquist. Como caso particular, se considerarmos que a métrica
de Reissner-Nordstrom ¢é a métrica semente e, consequentemente, escolhermos f =

1 — (2mr — Q%) /%, este resultado concordard com a solucio de Kerr-Newmann.
3.2 O “atalho” de Giampieri

Aplicar o ANJ & métrica semente do tipo (7) é um procedimento relativamente simples.
Porém, isso pode se tornar dificil quando aumentamos a complexidade da métrica ou o
nimero de dimensoes do espago-tempo. Em um artigo nao publicado (GIAMPIERI,
1990), Giampieri sugeriu uma nova receita para evitar calculos trabalhosos. O “atalho de
Giampieri” consiste em complexificar diretamente a métrica (9), fazer uma mudanga de
coordenadas e, finalmente, remover a contribuicao complexa usando um ansatz especifico.
Essa nova abordagem foi revisada por Erbin (2015).

As etapas da proposta de Giampieri sao as seguintes:
1. Escrever o elemento de linha semente em um sistema de coordenadas
avancgadas nulas de Eddington-Finkelstein.

Assim como na formulagao original do ANJ, devemos escrever a métrica (7) da

seguinte forma:

ds* = f (r) du® + 2dudr — r*d6* — r’sen®0d¢* . (33)

2. Complexificar a métrica.

Esta etapa do algoritmo requer que estendamos as coordenadas x” para um novo

sistema Z”, onde U e 7 sdo complexas, e reescrevamos a métrica (33) como
ds® = f (7,7) di® + 2dadr — |7|? (dé2 + senQéd&) , (34)

de tal modo que a funcio complexificada f (7, 7) tome a forma de f(r) no caso

particular em que z” = z”.
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3. Realizar uma transformacao complexa.

Este passo estabelece que devemos introduzir um novo angulo x e aplicar a mudanca

de coordenadas

w=u +iacosy, T=r1"—tiacosy, 0=0 e ¢p=¢ . (35)
Fazendo isso e retirando as “linhas”, encontramos:

ds® = f (r, x) (du — z'asenxdx)2 + 2 (du — iasenxdy) (dr + iasenxdy)

—X (d6® + sen®0dp?) | (36)

onde ¥ = r? + a? cos? y.

Esta etapa do pode ser interpretada como um imersao em uma teoria de 5 dimensoes

a partir da qual a métrica final serd extraida.

4. Fixar a “fatia”.

Este passo exige que precisamos fixar o angulo y para recuperar uma solucao em
4-dimensoes. Entao, para satisfazer a esse requisito, faremos um ajuste por meio do

Ansatz
idy = sin yd¢ , (37)
seguido pela substituicao
xX=20. (38)
Efetuando isso, ficamos com a seguinte expressao:

ds® = f(r,0)du® + 2asen?d [1 — i 9)] dude + 2dudr — $d0?

—2asen®*0drdg — {r2 + a® + a’sen’d [1 - f(T, 9)] } sen’0d¢? ,  (39)

que € o elemento de linha obtido apds a execucao da quarta etapa da forma original

do ANJ.
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5. Escrever a métrica nas coordenadas de Boyer-Lindquist

Finalmente, assim como na formulacao original do ANJ, o tltimo requerimento
da proposta de Giampieri é que devemos escrever a métrica (39) no sistema de

coordenadas (¢, 7,6, ¢) onde a tinica componente cruzada do tensor métrico seja g,.

De acordo com o que desenvolvemos na secao anterior, a transformacdao que nos
permite satisfazer essa exigéncia é aquela dada por (30). De fato, tal mudanga de

coordenadas nos leva a expressao

. D
ds* = f(r,0)d* - Edﬁ + 2asen2d [1 - 9)} dtdp — Sd6?

_ {72 + a? + a?sen?d [1 — f(r 9)] } sen?fdp? (40)

onde ¢ é a funcao dada por (31), que é o elemento de linha previsto pelo ANJ

original.
3.3 BTZ

Seja na formulacao original ou na proposta de Giampieri, o ANJ estabelece que, para
obtermos a métrica BTZ, devemos partir da solucao das equagoes de Einstein com uma
constante cosmoldgica negativa, A = —L£72, que descreve o espaco-tempo exterior a uma
distribuicao de massa, M, circularmente simétrica e estatica. Essa solucao “semente”, a

qual é denominada métrica AdS3, é dada por

ds? = f(r)dt®* — f (r)""dr® — r?de? (41)
onde
7,2
fr)y=-M+ . (42)

Mas, conforme podemos observar, (41) é equivalente a (7), na situagao particular em
que @ = /2. Isso nos permite entender que encontraremos a solu¢ao de BTZ ao tomarmos

0 = m/2 no elemento de linha (32), no caso em que a func¢ao f(r) é dada por (42).
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De acordo com o ANJ, quando ¥ = 7*, a funcao complexificada f (7,7) deve tomar a

forma de f (r). Entao, para obedecer a esse critério, vamos escrever
f(Fr)=—-M+— . (43)

Consequentemente, fazendo a transformagao (20) em (43), temos:

f(r,&):—M—l—%. (44)

Logo, substituindo (44) em (32) e considerando § = /2, chegamos a

) 2 , 2
ds* = (—-M+ — |dt"+2a |1+ M — — | dtdp

L? L?
2 2
—ZdTQ— [r2+a2+a2 (1+M—E)] dp? (45)
em que
A=r*(—M+1r*/L%) +a* . (46)

Podemos verificar, por meio de um calculo direto, que o tensor métrico associado a
(45) é solucao das equagoes de Einstein para o espago Anti De Sitter em (241) dimensdes,
R, — %gw,R + £72g,,, = 0. Por outro lado, a forma da expressdo (45) nao é compativel

com aquela encontrada por Banados, Teitelboim e Zanelli (1993):

2
" (47)

A

2
ds? = <—M + %) dr? + 2adt*dy — 7“2d<,02 -

0 que, a principio, nos levaria a pensar que (45) nao seria a métrica BTZ. Contudo, essa
incompatibilidade é apenas aparente, pois essas solucoes estao relacionadas através de

uma simples transformacao de coordenadas. Realmente, efetuando a mudanca
t"=1t—ap (48)

em (47) encontraremos a equagao (45). Diante disso, somos capazes de afirmar que,

realmente, as expressoes (45) e (47) representam a solugdo de BTZ.
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e Buraco negro BTZ

Apenas um ano depois da publicagdo da TRG, Karl Schwarzschild utilizou essa teoria
para obter a solucao que descreve o espaco-tempo exterior a um corpo esfericamente
simétrico. Essa solucao prevée que, se a densidade desse corpo fosse muito grande, a
trajetoria da luz seria perturbada em direcao a ele e nao conseguiria mais escapar do campo
gravitacional, ficando “aprisionada” dentro de uma regiao ao atravessar uma espécie de
fronteira denominada horizonte de eventos. Uma vez que nem mesmo a luz poderia
escapar da gravidade emitida, quando a regiao em questao fosse observada da Terra,
veriamos apenas um espaco escuro. Por esta razao, em 1969 o norte americano John
Wheeler chamou essa configuracao de Buraco Negro.

Além da solugao acima descrita, existem outras que possuem horizontes de eventos
e, por isso, prevem a existéncia de buracos negros. Como exemplo, podemos citar as
métricas de Reissner-Nordstrom, Kerr e Kerr-Newman. Em cada uma delas, o buraco
negro sera formado apenas quando a massa estiver concentrada em uma regiao menor que
o raio dos horizonte.

Formalmente, o horizonte de eventos é determinado quando a componente radial do
tensor métrico tende a infinito. Entao, fazendo A = 0, ou seja g,, —> o0, podemos
observar que o espago-tempo da solugao de BTZ possui horizontes exterior, r, , e interior,

r_, os quais sao dados por

1/2

re=Lq 5 |1+ , (49)

2a 2
1—(m)

sendo que r, é o horizonte de eventos. Obviamente, isto nos garante que, se o raio
da distribuicao for menor que r,, havera um buraco negro. Porém, segundo a equacao
(49), existe uma massa minima My = 2a/L para que um buraco negro com apenas um
horizonte, ro = L£1/M /2, seja encontrado. Dito de outra forma, se M for menor que M,

nao havera a formacao de um horizonte de eventos.
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4 Termodinamica do buraco negro de BTZ

Sem duvida, um dos desenvolvimentos mais notdveis da fisica tedrica que ocorreu nos
ultimos foi a descoberta de uma estreita relagao entre certas leis da fisica dos buracos
negros e as leis comuns da dinamica. A existéncia dessa relagdo pode nos fornecer uma
chave para o entendimento de alguns aspectos da natureza fundamental dos buracos negros
em uma teoria quantica da gravitagao, bem como para o entendimento de alguns aspectos

da natureza da propria termodinamica.
4.1 Variaveis termodinamicas

Em 1971, Hawking enunciou o teorema da drea, afirmando que a area da superficie de
eventos de um buraco negro, A, nunca podera diminuir em nenhum processo. Dois anos
depois, Bekeinstein (1973) percebeu que esse teorema é anédlogo a segunda lei a segunda
lei da termodinamica, a qual estabelece que, em qualquer processo, a entropia, S, de um
sistema fechado nunca sera reduzida, e propos que a area de um buraco negro poderia ser
interpretada como sua entropia fisica.

Ainda em 1973, de forma analoga a lei zero da termodinamica, a qual afirma que a
temperatura sobre um corpo que esta em equilibrio térmico deve ser uniforme, Bardeen,
Carter e Hawking (1973) mostraram que a gravidade de superficie, x, de um buraco
negro estaciondrio deve ser constante sobre o horizonte de eventos. Esses autores também
demonstraram que, no vacuo, as diferencas entre a massa, M, area, A, e momento angular,

J, de dois buracos negros estacionarios proximos, devem se relacionar por
1
oM = S_H(SA +QoJ (50)
s

onde 2 denota a velocidade angular no horizonte de eventos. Esse tltimo resultado é o
analogo da primeira lei da termodinamica, a qual propoe que as diferencas entre energia,
E, e entropia, S, e outras variaveis de estado de dois estados de um sistema, que estao

préximos e em equilibrio térmico, se ralacionam pela seguinte equagao:

0E =T6S + “termos de trabalho” . (51)
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Se compararmos as leis zero, primeira e segunda da termodinamica com as
leis correspondentes dos buracos negros, vemos que as quantidades andlogas sao,
respectivamente, £ «— M, T +— ar e S +— A/8na.

A relacao entre E e M se justifica pelo fato que, no contexto da TRG cléssica, tais
quantidades representam a mesma quantidade fisica, isto é, a energia total do sistema.
Por outro lado, a teoria classica preve que a temperatura do buraco negro é nula, o que
nos leva a acreditar que a associacao entre 7' e xk nao faz sentido. Por consequéncia, seria
incoerente admitir que existe uma conexao entre S e A. Por esse motivo, no momento em
que o trabalho de Bardeen, Carter e Hawking foi publicado, a maioria dos pesquisadores
viu a analogia entre a buraco negro e leis termodinamicas como apenas uma curiosidade
matematica, sem qualquer significado fisico.

Essa visao mudou dramaticamente com a descoberta de Hawking que, devido ao efeito
de criagao de particulas quanticas, um buraco negro irradia até o infinito espécies de
particulas com um espectro de corpo negro perfeito, a temperatura (em unidades com

G=c=h=1)
K

Ty =—.
" 2

(52)

Isso mostra que x /27 nao é apenas uma quantidade que desempenha um papel matematico
analogo a temperatura nas leis do buraco negro, mas, de fato, representa a temperatura
do buraco negro.

A emissao de radiacao pode ser justificada como segue. A Mecanica quantica diz
que todo o espaco é preenchido com pares de particulas “virtuais” e antiparticulas
que estao constantemente se materializando em pares, se separando e, em seguida, se
unindo novamente e se aniquilando®. Agora, na presenca de um buraco negro, a atracao
gravitacional podera fazer um membro cair no buraco, deixando o outro membro sem um
parceiro para se aniquilar. A particula ou antiparticula abandonada pode cair no buraco

negro apos o seu parceiro, mas também pode escapar para o infinito, onde isto parece ser

3Estas particulas sdo chamadas virtuais porque, ao contrario de particulas “reais”, que nio pode ser
observada diretamente com um detector de particulas.
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a radiacao emitida pelo buraco negro.

4.2 Calculo das variaveis termodinamicas

e Temperatura

A métrica BTZ pode ser escrita da seguinte forma:

ds? = hdt? — fdr? — r2dp® + 2adtdy | (53)
onde
r2 r2 a2 -1
h:—M—FE € f:(—M—i-E—i-r—Q) . (54)

Neste caso, as componentes contravariantes e covariantes do tensor métrico sao

representadas, respectivamente, pelas matrizes

h 0 a
uv = 0 _f 0 (55>
a 0 —r?
e
12 (hr? 4 a2)”" 0 a(hr?+a?)"
g = 0 —f! 0 : (56)
a(hr? + a2 0 —h (hr? 4 a?) "

Consequentemente, utilizando a equagao (5), vemos que as componentes nao nulas dos

simbolos de Christoffel sao

0 _ 0 _ rh’ 0 _ 0 _ ar K S
F01—F1o—m7 Flz—rzl——m7 Foo—§7 Fn—ﬁ,
1 T 2 _ 2 _ ah’ 5 _ 2 hr
ng——?, FOl_Flo_m> Te=To=5"0m" (57)
De acordo com Wald (1998), a gravidade de superficie é dada pela seguinte expressao:
2 1 vl «a
K™= _éguag \Y XVV XB (58)
r=r4
em que y = (1,0,9) é o campo de Killing, sendo
0=_ T (59)
e T=r4
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a velocidade angular no horizonte de eventos, r, .

Levando em conta que

Ixv
Vi = 4" Vax, = g** (L - PZVXU) (60)
Oz
e utilizando as equagoes (56) e (57), segue que
0 (rh’ — 2aQ2) /2r (hr* + a?) 0
Vi, = | W/2f 0 —rQ/f | . (61)
0 (2hrQ + ah') /2 (hr? + a?) 0

Logo, substituindo esse resultado em (58), obtemos:

2002 _ 2102 !
2 [4]17“ Q2 —r°h'* + 4ah TQ‘| | (62)
T=r4

Af (hr? + a?)
Finalmente, utilizando as forma explicitas de f e h e o fato que Q = a/r?, chegamos

a temperatura Hawking do buraco negro BTZ, a qual é dada por

Thy

1/2
1 (Ma2£4 +r§ — 3ria2£2) . (63)

= — 1A

2 LA
Naturalmente, podemos substituir (49) na equagao acima para reescrevermos Ty apenas
em termos da massa, M, e do parametro de rotacao, a. Seguindo esse procedimento,

encontramos:

1/2
_— M2L% — 4a?

H=—
™ | 223 [ML’ + (M2L2? — 4a2)Y 2]

e, fazendo uma expansao em poténcias de 2a/M L,

1 /ML 1/2_3 %, 3/2_17 2 7/2+ (65)
2\ 24 16 \ ML 256 \ ML o

Analisando a equacao (64) vemos que, devido a emissdo da radiacao Hawking e a

2a

T =\ 7aps

evaporacao, o buraco negro esfriard e alcancard a temperatura zero quando sua massa
atingir o valor minimo, My = 2a/L. Por outro lado, M > 2a/L, temos da equagao (65)
que Ty ~ VM /27L, o que nos permite concluir que a temperatura do buraco negro nao
sofera influéncia da rotagao quando a massa for muito grande. Na verdade, quanto maior

a massa, menor serd a contribuicao da rotacao na emissao da radiagao.
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Para corroborar com esses apontamentos, tracamos, na figura 1, gréaficos da
temperatura em funcao da massa, considerando valores distintos para o momento angular,
a. Mais um vez, fica evidente que, independentemente do valor de a, existird sempre
uma massa minima que serd atingida quando tempertura se tornar igual a zero. Além
disso, como as curvas se aproximam a medida que M aumenta, fica claro que, embora a
tempertura aumente com a massa do buraco negro, no caso em que essa massa ¢ muito
grande, comparada com M, a rotacao praticamente nao tem relevancia na emissao da

radiacao.

Figura 1: Graficos da temperatura em fungao da massa do buraco negro BTZ, para os
casos em que a = 1 e a =3, com L = 10.

e Entropia

Levando em conta a correspondéncia entre massa e energia, podemos escrever a

entropia do buraco negro como
dM

S:/T—H. (66)

Usando a equagao (49), temos que

2 2 4
a L+

M =
527’3
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Consequentemente, substituindo a equacao acima em (63), obtemos:

4 22
TH:(T+ a )1 (68)

BL2 ) on
Dessa forma, utilizando (67) e (68) em (66), encontramos a entropia do buraco negro

BTZ:
1 oM
S = /—a—drH = S=dmr,. (69)

Assim como fizemos no célculo da temperatura, podemos usar (49) para expressarmos

S em termos de M e a. Fazendo isso, encontramos:

5 1/2
M 2a
= — |1 1— [ ==
S =4nL 5 |1 <M£) (70)
e, também,
S anoyar |1 (20 5 (20N, (71)
- 8\ ML s \mz) T
095
0.90
S
0285
0.20
0.75
0 1 2 3

Figura 2: Razao entre as entropias dos buracos negros BTZ, S, e AdS3 (BTZ sem rotagao),
So, em funcao da massa, considerando a =1 e £ = 10.
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A equagao (70) mostra que o buraco negro evaporara até atingir uma massa minima e
que, quando isso acontecer, a entropia serd dada pelo seu menor valor, Sy = 4w L/ M /2.
Ja a expressdao (71) nos permite concluir que, quanto maior for a massa, menor serd
importancia da rotagao na entropia. Esses aspectos também podem ser vistos através da
figura 2, onde tragamos a curva da razao S/Sy, sendo Sy é a entropia do buraco negro
sem rotacao. De fato, nessa figura vemos que a medida em que a massa aumenta, a razao
se aproxima de 1, indicando que contribui¢ao da rotacao é desprezivel na situacao em que
a massa é muito grande. Além disso, o grafico mostra que o crescimento e a reducao da
entropia estao associados ao aumento e a diminui¢ao da massa e que, quando a massa for

minima, a entropia atingird o seu menor valor.

5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, fizemos uma abordagem sobre um procedimento, denominado
algoritmo de Newman-Janis, que nos permite obter uma métrica gerada por uma
distribuicao esfericamente simétrica com rotacao a partir de uma solucao estatica.

Entao, usando esse método, encontramos a solucao das equacoes de Einstein associada
a uma distribuicao circularmente simétrica em rotagao, conhecida como a métrica BTZ,
tomando como ponto de partida a métrica AdS3. Analisando o resultado obtido,
observamos que tal solugao é caracterizada por um horizonte de eventos. Esse aspecto
garante que, caso o raio da distribuicao seja menor que o horizonte de eventos, um buraco
negro sera formado.

Em seguida, considerando que a massa esta concentrada num ponto, estudamos a
termodinamica do buraco negro BTZ. Dos resultados encontrados, vimos que o buraco
negro emitirda radiacao até que sua temperatura seja nula e suas entropia e massa
atinjam valores minimos. Também percebemos que, embora a rotacao influencie nos
comportamentos das variaveis termodinamicas, quando a massa é muito grande tal

contribuicao se torna irrelevante.
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