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DESENVOLVIMENTO DE SIMULACAO DO PROBLEMA DOS N-CORPOS PARA
ENSINO DE GRAVITACAO COM MAPLE

DEVELOPMENT OF GRAVITATION-TEACHING TARGETED N-BODY PROBLEM
SIMULATION WITH MAPLE

Antonio Lucas Araujo Moreira'
Prof. Dr. Rodrigo Cesar Fonseca da Silva®

RESUMO

Os computadores sdo ferramentas de importancia fundamental para o desenvolvimento cien-
tifico que tém ganhado relevancia também para a educacdo. Uma das principais formas de uti-
lizar os recursos computacionais no ensino de fisica é criar simula¢des de fendmenos fisicos.
Partindo disso, utilizou-se o software de computacao algébrica e numérica Maple para simular
o problema dos n-corpos da gravitacao considerando massas pontuais e poucos corpos. Dado
que a gravidade é descrita através de vetores, foi feita uma revisao dos conceitos basicos de
geometria analitica necessarios para criar um modelo de sistema gravitacional. Também foi
feito um levantamento dos recursos e caracteristicas do software utilizado para criar a simula-
¢do. Como resultado preliminar, foi desenvolvida uma sub-rotina de calculo de forcas gravita-
cionais instantaneas e gerado um grafico de pontos e vetores. Tomando esta sub-rotina como
ponto de partida, o calculo da simulacdao envolveu uma aplicagdo direta da lei da gravitacao
universal de Newton a intervalos de tempo fixos para gerar uma animacdo. Analisou-se a efi-
cacia da simulacdo aplicando os dados orbitais do sistema Terra-Lua a rotina e verificou-se
que o periodo da 6rbita simulada foi muito préximo do periodo real.

Palavras-chave: Ensino de Fisica. Gravitacdo. Software Maple. Simulacao.
ABSTRACT

Computers are essentially important tools for scientific advancement which are getting rele-
vant to education also. Designing simulations of physical phenomena is among the most used
ways of incorporating computers into physics teaching. Thereby symbolic and numeric com-
putation software Maple was employed to simulate the n-body problem from gravitation re-
garding point masses and few bodies. Since gravity is described using vector notation, some
basic concepts of analytic geometry needed to model a gravitational system have been re-
viewed. Additionally knowledge about the tools and features of the software used to make the
simulation was gathered. As a preliminary result, a subroutine to calculate instantaneous
gravitational forces and generate a points and vectors plot was devised. Starting from that sub-
routine, the method used to simulate an n-body gravitational system consisted in a direct fixed
time step application of Newton’s law of universal gravitation to create an animation. Simula-
tion effectiveness was measured by feeding the orbital data of the Earth-Moon system onto
the software routine and checking that the simulated revolution period was very close to the
actual period.

Keywords: Physics teaching. Gravitation. Maple Software. Simulation.
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1 INTRODUCAO

Historicamente, o desenvolvimento tecnolégico e o desenvolvimento cientifico costu-
mavam ser amplamente distintos, dado que muitas vezes a engenharia avangou, através da
tentativa e erro, décadas antes de a ciéncia conseguir explicar seus principios de funcionamen-
to (MOURA; ROZADOS; CAREGNATO, 2006). Foi assim com Newton, que formulou os
principios da mecanica muito depois de terem aparecido inovacoes técnicas na mecanica e na
balistica, e com Faraday, eximio inventor, e Maxwell, dotado da capacidade matematica ne-
cessaria para padronizar e unificar o eletromagnetismo por meio de quatro simples equacoes.

A produgdo cientifica, consequentemente, mostra-se refém das ferramentas tecnolégi-
cas disponiveis em cada periodo. Em contrapartida, Corsatto e Hoffman (2015) discutem que,
a medida que as ténues fronteiras entre ciéncia e tecnologia podem ser distinguidas, atualmen-
te, o conhecimento é que da forma a inovacdo tenolégica. Na idade contemporanea, no entan-
to, o computador se mostra uma ferramenta-chave na constru¢dao do conhecimento cientifico,
por sua capacidade avancada de calculo e vasto nimero de aplicacoes, resultando em desco-
bertas na Matematica, como o Teorema das Quatro Cores (APPEL; HAKEN, 1977), na Astro-
fisica, como a recente primeira imagem de um buraco negro (ASTRONOMOS..., 2019), além
de calculos de trajetorias de foguetes para exploracao espacial e automacao de satélites e son-
das espaciais, e ainda na Fisica de Particulas, na Biologia e na Quimica (VALDES-PEREZ,
1995). Ha também, paralelamente, plataformas virtuais de contribui¢dao publica através da in-
ternet, como é o caso do Zooniverse (2020), voltado para a caracterizacdo de objetos no espa-
co profundo, que requer o esfor¢o conjunto de um grande niimero de pessoas, além da coleta
de dados para melhorar a automatizacao desse processo através de machine-learning.

Com a expandida acessibilidade do computador pessoal a populacdo, representada
pela difusdo de smartphones e notebooks no ambito familiar e escolar, propde-se uma nova fi-
nalidade para os computadores: auxiliar no ensino. O desejo de aplica-los para fins didaticos
data de antes do lancamento dos primeiros computadores pessoais. Alfred Bork, fisico estadu-
nidense, defende desde o inicio da Revolugdo Digital que o computador proporciona um mo-
delo de aprendizagem interativo e autbnomo, em substituicao ao modelo tradicional através de
aulas palestradas e livros-textos, pois cada aluno aprende de maneiras e em ritmos diferentes.
Para esse fim, evidentemente, ndo basta incorporar apresentacdes de slides e pesquisas virtu-
ais. Esses sdo complementos que tdo so reiteram o modelo de ensino tradicional. Analise-se
uma previsao feita por Bork em 1979, quando computadores ndo eram populares e a prépria
internet engatinhava:

“[...], podemos esperar mais énfase em curriculos individualizados nos quais o cur-
riculo ndo é amarrado a limites de tempo fixos, com cursos comecando sempre no
inicio do semestre, mas em vez disso adaptados individualmente aos alunos. Nao ha
por qué, dado o ambiente informatizado discutido neste artigo, um aluno néao possa
comecar e terminar um curso a qualquer momento, sujeito a quaisquer limites dese-
jados.” (BORK, 1979, p. 10, tradugéo do autor)®

Na concepcao de Bork, a informdtica possui até mesmo potencial para mudar radical-
mente o padrdo de ensino. Observa-se agora o cumprimento dessa previsao através da popula-
rizacdo de plataformas de ensino virtuais, como o Udemy (2020), com cursos que podem ser
seguidos no ritmo que o aluno preferir. A plataforma, todavia, mantém-se fora do escopo do
Ensino Basico e Superior, contando com cursos de qualificagdo profissional e desenvolvimen-
to pessoal.

3 “[...], we can expect more emphasis on self-paced curricula in which curriculum is not tied in with fixed time
constraints with courses beginning only at the beginning of the semester, bur rather is adapted to individual stu-
dents. There is no reason, given the computer environment discussed in this paper, why a student cannot start a
course at any time and finish a course at any time, subject to any desired constraints.” (BORK, 1979, p. 10)
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Anos depois, comegou-se a caracterizar e categorizar de que forma os computadores
estavam sendo empregados, na pratica, nesse comeco de sua popularizagdo. Assim, Jong et al
(1992), em pesquisa realizada no contexto do ensino superior da Holanda, descrevem trés
principais modalidades de utilizacdao do computador na educacgao: (1) como plataforma de ex-
posicdo do conteido; (2) como plataforma de aplicacdo de exames; e (3) como recurso para
simulacdes. Também foi analisado que cada area do conhecimento da énfases diferentes a
cada uma dessas modalidades. As ciéncias humanas tendem a preferir as modalidades 1 e 2,
ao passo que as ciéncias exatas e da natureza tendem pela modalidade 3, que corresponde a si-
mulacdo, o tema deste trabalho.

Antes de comentar as caracteristicas da simulagdo, pontue-se uma caracteristica essen-
cial das ciéncias exatas, particularmente da Fisica, que demonstra a importancia dessa ferra-
menta. Frequentemente ha, nessas areas do conhecimento, a necessidade de criar representa-
¢Oes matematicas para os objetos de estudo. Forca, velocidade e posicao, por exemplo, sdo re-
presentados por meio de vetores. Grandezas escalares, como massa e tempo, sdao representa-
das por nimeros reais. Decorre dai que a descricdo de um estado fisico se da por meio desses
objetos matematicos, pois eles possibilitam prever o comportamento de um sistema fisico ca-
racterizado pelos parametros correspondentes a eles.

Além disso, a representacdo e descricdao de sistemas fisicos é, em si, ferramenta de en-
sino e propagacao da ciéncia, pois s6 é possivel ao estudante compreender os conceitos que
lhe sdo ensinados por meio de representacdes, sejam verbais ou visuais. Imagens e animacdes
devem ser associadas as descricOes escrita e falada para facilitar o processo de apropriacao
mental do contetido realizado pelo aluno. Neste sentido, Medeiros e Medeiros (2002) enfati-
zam que a simula¢do ndo é um subsidio perfeito a ser usado sem que antes sejam definidos os
seus limites enquanto representacdo da realidade: “Nao existe duvida de que a aprendizagem
na interacdo com seres humanos, com um professor real, é uma necessidade indispensavel em
muitos casos” (MEDEIROS; MEDEIROS, 2002, p. 84). As imagens estimulam a intui¢do hu-
mana para que se compreenda melhor os fendmenos fisicos apresentados.

A simulacdo convenientemente alia a essa forma de representacdo visual dos modelos
fisicos o fator interatividade, enfatizado pelos modelos de educacdo construtivistas (FILHO,
2010). Sobre isso, Jong et al (1992) dissertam que a “simulacdo propicia um contexto onde 0s
estudantes se envolvem na manipulacdo ativa de variaveis e parametros no modelo da simula-
¢do, sendo também convidados a construir o conhecimento através de processos como postu-
lar e testar hipdteses™, apds destacarem que a simulagdo é popular devido a sua consonancia
com o modelo construtivista de ensino-aprendizagem enquanto proporcionadora de autonomia
no aprendizado. Outros estudos também defendem a eficdcia da simulacdo nas etapas de ex-
posicdo do contetido e de compreensdo intuitiva por parte dos alunos de conceitos fisicos e
matematicos abstratos (FIOLHAIS; TRINDADE, 2003; NASCIMENTO, 2014).

Para analisar a performance da simulacdao no estudo de fisica, a gravitagdo mostra-se
uma interessante area de estudos. Dentre os que advogam pelo uso de simuladores no ensino,
Pires e Veit (2006) apontam que a gravitacao é um conteido muitas vezes deixado de lado por
ser considerado de menor importancia que outros conteidos, nao ser muito cobrado em vesti-
bulares e estar quase sempre no final das grades curriculares, o que resulta em nao haver tem-
po para estuda-lo. Trata-se, pelo contrario, de um assunto muito importante na Histéria da
Fisica — uma das quatro forcas fundamentais — e presente no cotidiano dos alunos. Dessa
forma, o trabalho deles demonstra que a simular a forca gravitacional é uma excelente manei-
ra de aumentar a carga horaria de astronomia. Além de ser utilizavel extraclasse, essas simula-
¢Oes também engajam os alunos no aprendizado.

4 “Simulation offers an environment in which learners engage in active manipulation of variables and parameters
in the simulation model and are also invited to construct knowledge through processes such as stating and testing
hypotheses.” (JONG et al, 1992)
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Para além dos propositos relacionados a simulagao, Silva (2002) aponta também a ne-
cessidade de valorizar o ensino de gravitacao no Ensino Médio, devido a sua relevancia social
cultural e historica expressada por meio das tecnologias espaciais presentes em nosso cotidia-
no, e que ndo ensina-la constitui uma descaracterizacdo da mecanica newtoniana, por terem-se
elas desenvolvido sincronicamente e vinculadas em esséncia. O papel da simulacdo nessa ta-
refa pode fazer-se ainda mais relevante ao notar-se que falta ao curriculo do ensino médio dis-
cutir as condi¢des e métodos cientificos, pois a divulgacdo mais acessivel a populagdo faz a
ciéncia parecer um produto acabado (ALMEIDA, 1998 apud SILVA, 2002).

Tendo em vista essas consideragOes, conclui-se que o computador é o centro de uma
revolucdo na ciéncia e no ensino, ao passo que o uso de simulagdes, oriundo da investigacao
cientifica, comeca a fazer parte também do processo de ensino. O uso dos computadores, que
além de servir para processamento de grandes bancos de dados, quase sempre se da por meio
de simulacoes. A etapa de testagem de hipoteses que tentam prever o comportamento dos sis-
temas fisicos depende disso. Dessa forma, incorporar esse tipo de procedimento ao ensino s6
deixa a educagdo mais rica, ao aproximar o processo cognitivo da aprendizagem ao verdadei-
ro processo de investigacdo cientifica.

Para cumprir esse papel, existem varios softwares de computacao algébrica, que, além
de calculos, permitem criar representacOes graficas de eixos coordenados, pontos, vetores,
funcdes e formas geométricas. Dentre esses softwares, o Maple se destaca por sua intuitivida-
de na escrita e representacao de formulas e versatilidade nas aplicagdes. Valer-se-a dele neste
trabalho para descrever e calcular as forcas gravitacionais entre corpos massivos no espaco,
com o objetivo de simular um sistema planetario simples, e exibir os resultados graficamente
a fim de despertar a intuicao do aluno a compreensao desse tipo de sistema fisico. A intencao
é que o estudante que tenha contato com o material experimente sistematicamente mudar pa-
rametros para explorar diversas configuracoes de corpos e escalas de tempo e tamanho.

Para compreender melhor o escopo deste trabalho, as seguintes subse¢des contém uma
fundamentacdo tedrica complementar e uma breve exposicao das ferramentas utilizadas para
criar um modelo matematico aproximativo de um sistema gravitacional.

2 VETORES

Um vetor é a familia de segmentos de reta orientados que possuem mesmo maddulo
(tamanho absoluto), direcdo e sentido (CORREA, 2006). Essa definicdio é suficiente no con-
texto deste trabalho, mas uma definicdo mais abrangente poderia defini-lo como uma entidade
matematica que satisfaz as propriedades do produto vetorial. O conceito de vetor contrapde-se
ao conceito de escalar, que geralmente denota um nimero real.

Figura 1 — Vetores u e -u

(@ (b)

A A

Fonte: autoria propria.
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Os vetores sdo usados na representacao de grandezas fisicas que possuem maodulo, di-
recdo e sentido. Grandezas que possuem apenas moédulo sao chamadas grandezas escalares,
pois podem ser representadas apenas por um escalar e sua unidade de medida. Eles podem ser
representados por setas entre dois pontos, apontando de um ao outro. Neste trabalho, a deno-
minacdo de um vetor sera feita por uma letra em negrito, enquanto pontos serdo denominados
por uma letra maitiscula. Por exemplo, na figura 1-a, temos o vetor u, representado como uma
seta que vai do ponto A ao ponto B. Associadamente, considerando os mesmos pontos A e B,
o vetor que parte de B e vai até A possui mesmos maédulo e diregdo do vetor u, mas sentido
oposto (figura 1-b). Este vetor é denominado —u. Assim, u e —u sdo chamados opostos.

Podemos representar vetores usando um sistema de coordenadas. O tipo mais comum
sdo as coordenadas cartesianas, definidas por um ponto, chamado ponto de origem, ou sim-
plesmente origem, escrito (0, 0) em duas dimensdes, e eixos perpendiculares, eixo-x e eixo-y.
Ao longo de cada eixo, tracam-se retas perpendiculares a distancias regulares e, em cada in-
terseccdo entre essas retas, define-se um ponto (x, y), onde x e y denotam a distancia das retas
ao eixo-x e eixo-y, respectivamente.

Desenhando um vetor u com as mesmas magnitude, direcdo e sentido que na figura 1-
b, partindo da origem, percebemos que ele projeta sobre a direcdao horizontal um segmento de
tamanho ux e na diregdo vertical, um segmento de tamanho uy, que sdo chamados componen-
tes do vetor (figura 2).

Figura 2 — Vetor representado com coorde-
nadas cartesianas

A

(w,u)

o u X

Fonte: autoria propria.

Assim, podemos escrever o vetor u como u = (uy, uy) pois ele é representado como um
segmento orientado partindo da origem do sistema de coordenadas até o ponto (uy, uy). Onde
uy é a componente horizontal de u e uy, sua componente vertical. O vetor ndo precisa ser re-
presentado na origem, mas as suas componentes sao mais facilmente visualizadas e entendi-
das nesse ponto.

O modulo (ou norma) de um vetor “é a distancia da origem a extremidade de um seg-
mento orientado que o represente.” (CORREA, 2006). Pode-se calcular essa distancia aplican-
do o Teorema de Pitagoras ao tridngulo formado pela origem, a extremidade do vetor e a pro-
jecdo da extremidade sobre o eixo horizontal a altura da origem. No exemplo da figura 2, esse
triangulo é formado pelos pontos (0,0), (uyx, 0) e (uy,uy).

O vetor 0 = (0,0) é o vetor nulo. Ele possui médulo igual a zero, sua direcao e sentido
sdo indeterminados e qualquer ponto do espaco é a sua representacao.

Dois vetores podem ser somados, e o resultado dessa adicao é obtido representando o
final do primeiro no inicio do segundo e determinando o segmento orientado que parte da ori-
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gem do primeiro vetor e termina na extremidade do segundo vetor (figura 3). Usando coorde-
nadas cartesianas, dados os vetores u = (a, b) e v = (c, d), a soma desses dois vetores é dada
pelo vetoru +v =(a+c, b +d).

Figura 3 — Adicdo de vetores

utv
Fonte: autoria prépria.

A adicao do vetor u com o oposto de v, u + (—v) pode ser representada também por u —
v, chamada subtracdo de vetores. Repare-se que a operacao a — a resulta num vetor nulo. O
vetor u — v pode ser representado graficamente como um segmento orientado que parte da ex-
tremidade de v e termina na extremidade de u. Contraste-se esse vetor com 0 vetor soma u +
v, que parte da origem de u e termina na extremidade de v.

A operacdo de multiplicacdo por escalar resulta num vetor de mesma direcdo e senti-
do, mas modulo multiplicado pelo escalar em questdo. Essa operacao é escrita como o escalar
(digamos m) seguido do vetor multiplicado (digamos u): mu. Ao multiplicar um vetor por —1,
o resultado é o vetor oposto: (—1)u = —u.

Determina-se o produto escalar de dois vetores fazendo a soma dos produtos de suas
componentes, conforme se vé na equacao 1.

U - V= Uit gy @)

O produto escalar de vetores tem as propriedades comutativa e distributiva. E possivel
calcular o mddulo de um vetor u, escrito ||u||, através de seu produto escalar consigo proprio,
conforme equacao 2.

u- u:ui+u§:HuH2 2)

Um vetor unitario é aquele cujo modulo é 1. Dividindo-se um dado vetor u pelo seu
madulo |jul|, obtém-se o vetor unitario @ na sua direcdo, também chamado versor, representa-
do com um acento circunflexo. Os eixos das coordenadas cartesianas sao representados por
vetores unitarios chamados 1, para o eixo-x, j para o eixo-y e K para o eixo-z em trés dimen-
soes. Usando esses vetores unitarios, existe outra forma de se representar dado vetor u = (uy,

A

uy, U,), que éu = ud+u,j+ukK

Figura 4 — Projecao de v sobre u

Fonte: autoria propria.
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Observa-se, ao representar dois vetores desenhado com mesma origem, que entre eles
ha um angulo, que aqui sera denotado por 6. A distancia da origem de u até a sua interseccao
com a linha tracejada partindo da extremidade de v, perpendicular a u € igual ao produto do
moddulo de v com o cosseno de 0. Essa é a projecao ortogonal de v sobre u. Aplicando a lei
dos cossenos ao tridngulo formado pelos vetores u e v na figura 4, deduz-se uma relagao entre
o produto escalar e a projecao de um vetor sobre o outro (equagao 3).

= v =ual*+[v[F = 2 Juf[[]V] cos &
2 2
(1 =v){u=v)=[ul"+|v]] - 2[Jul[|vl|cos 6
U-u—-u-v-v-u+v- V:HUHZ+HVH2—2HUHHVHCOSQ €)
lulf* = 2u - v+v] =l +]vI] - 2lulllv] coso
u - v=|ul|||v||cos®

Assim, podemos definir o produto escalar dos vetores u e v como o produto do médu-
lo de u com a projecdo ortogonal de v sobre u. A principal consequéncia dessa relacdo é que
se pode calcular o angulo entre dois vetores usando o produto escalar (equacdo 4).

cosf=rV_ 4)
[ullflv]]

Como o cosseno de 90° é igual a zero, se o produto escalar u - v for igual a zero, entdo
u e v sdo ditos vetores ortogonais. Se cos 6 = 1, u e v sdo denominados vetores paralelos. Por
fim, se cos 8 = —1, u e v sdo chamados vetores antiparalelos.

Outra operagdo com vetores importante é o produto vetorial. Ele é definido entre dois
vetores situados em trés dimensoes u = (uy, Uy, U,) e v = (Vx, Vy, V,) como o determinante de
uma matriz conforme indicado na equacado 5, onde 1, j e K sdo os vetores unitarios do espacgo
cartesiano. O produto vetorial é representado por u x v.

(5)

A4
1]

Xy=

uxv detuxuy
V.V

Diferentemente do produto escalar, a ordem dos vetores na operacao resulta no seu
oposto, ou seja, v X u = —u X v, pela que é chamada propriedade anticomutativa. O produto
vetorial é um vetor ortogonal a ambos os seus operandos, com sentido determinado pela regra
da mao direita, onde os dedos se curvam do multiplicando ao multiplicador e o polegar mostra
o sentido do produto. Ele possui modulo igual ao produto dos médulos dos vetores vezes o
seno do angulo entre eles (equacao 6).

< v =[[ull[lvl|sen® (6)

Como esta também ¢é a férmula da drea de um paralelogramo de lados iguais aos mé-
dulos dos vetores, o produto vetorial pode ser usado para calcular essa area. Além disso, como
um triangulo é sempre a metade de um paralelogramo, é possivel calcular a area do triangulo
determinado por dois vetores conforme visto na equagao 7.

_Juxv]
2

A (7)



12
3 COMPUTACAO ALGEBRICA COM MAPLE

Nesta secao serdo abordados tépicos sobre a utilizacdo do Maple, enfatizando as ferra-
mentas relevantes para a realizacdao de uma simulagdo de sistema gravitacional.

3.1 Breve historico da computacao algébrica e do Maple

Nas décadas de 60 e 70, surgiram os primeiros sistemas computacionais algébricos,
que, ao contrario dos primeiros sistemas computacdo eletronica, utilizam defini¢cdes exatas e
formais de objetos e operacdes matematicas em vez de utilizar apenas operagoes de ponto flu-
tuante, dando mais exatidao e facilidade para manipular expressdes algébricas. Esses sistemas
processam as entradas de maneira mais parecida com como um ser humano as processaria,
munidos da capacidade superior de calculo da maquina.

O Maple foi desenvolvido pela Universidade de Waterloo, no Canada, em colaboracao
com o Instituto ETH, na Suica (MARIANI, 2005), com o objetivo de facilitar a manipulagdo e
visualizacdo de objetos matematicos, podendo ser usado para resolucdo e exploragdo de pro-
blemas matemadticos de uma ampla gama de areas. Possui uma interface intuitiva e permite es-
crever em notacdo matematica usual, de forma pratica e controlavel. Por isso, pode ser usado
como ferramenta expositiva aplicavel a diversas areas do conhecimento, ndo sé da matematic-
a, mas também da fisica e da engenharia.

3.2 Entrada

Em suas ultimas versoes, o Maple aceita duas formas de entrada. A primeira, com a
qual o usudrio tem contato ao comecar a utiliza-lo, é mais intuitiva e livre. E possivel digitar
expressoes matematicas e comandos e apertar Enter para ver o resultado. As expressoes, escri-
tas em forma de notacdo matematica, podem ser ajustadas enquanto se digita, por exemplo, as
fracoes aparecem como o numerador sobre o denominador separados por uma barra horizon-
tal, podendo ser expandidos sem necessidade do uso de paréntesis, apenas movendo o cursor.
Também é possivel escolher, numa paleta, certas operacdes e objetos matematicos que s seri-
am acessiveis através de comandos de texto no programa.

A segunda forma de entrada é a tradicional, que as versdes mais antigas do programa
usavam. As expressOes matematicas, operacoes e alguns objetos sdo digitados de maneira
mais comum na computa¢do. Cada linha se inicia com “>” e cada comando é finalizado com
“;” (ponto e virgula), para exibir o resultado, ou “:” (dois pontos), para ocultar o resultado,
que fica apenas armazenado na memoria (poupando processamento grafico).

Na linguagem do Maple, o simbolo “=" (igual) é usado para digitar equagoes, enquan-
to “:=” é usado para atribuir um nome ou variavel a uma expressao, objeto ou resultado para
que este possa ser utilizado em um comando posterior. O Maple distingue maidsculas de mi-
nusculas nos nomes dos comandos e ao nomear objetos.

Pode-se acrescentar comentarios usando o simbolo “#” (jogo-da-velha) antes de um
texto a ser ignorado no processamento.

Ha4, no Maple, algumas constantes globais, que ndao podem ser usadas para nomear ou-
tros objetos. E o caso de “I”, reservado para a raiz quadrada de —1, “Pi”, reservado para o nii-
mero 7t (pi) e “infinity”, reservado para a entidade matematica o (infinito).

Os resultados das expressoes ndo sdo aproximados. Portanto, se tiver sido digitada
uma fracdo, o resultado aparece em forma de fracdo. Se tiverem sido entrados dados em for-
mato de float, que é como se denominam os numeros decimais na computacdo, os resultados
ficam aproximados. E possivel, porém, converter entre os tipos numéricos usando o comando
“convert”.
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3.3 Comandos basicos

Todo comando é digitado com seus argumentos entre paréntesis, separados por virgula
e em ordem: “comando(argumento 1, argumento 2, ...)”. A pagina de ajuda do Maple, acessa-
da no programa através da tecla F1, contém uma lista de todos os comandos e informacées
acerca de como devem ser utilizados e exemplos de uso.

Algumas operacoes matematicas sao acessiveis por comandos do programa, como a
raiz quadrada, pelo comando “sqrt” e as fungGes trigonométricas: “sin” para seno, “cos” para
cosseno, “tan” para tangente e assim por diante.

Entre os comandos basicos, ha o comando “plot”, que constroéi o grafico de uma fun-
cdo de uma variavel e o comando “plot3d”, que constroi o grafico de uma funcao de duas va-
ridveis (em 3D). E possivel ajustar varios parametros de exibicdo para esses comandos. Os pa-
rametros dos comandos sdo escritos apos os argumentos.

As vezes, os pardmetros ou argumentos sao listas ou conjuntos. As listas e conjuntos,
assim como outros objetos, podem ser salvas com um nome. Uma lista é definida entre col-
chetes, e seus elementos sao ordenados, podendo ter elementos repetidos, por exemplo, o co-
mando “L := [1, 2, 1, x, Pi, a];” define uma lista atribuida ao nome “L”, possuindo seis ele-
mentos em uma sequéncia especifica, que sao ntimeros e letras misturados, mas as letras sdo,
na verdade, variaveis. J& um conjunto é definido entre chaves, seus elementos ndo sao ordena-
dos, e ndo pode ter elementos repetidos, porque o conjunto os conta como um sé, por exem-
plo, o comando “conj:={1, 2, 1, x, Pi, a}” cria o conjunto {1,2 ,Pi ,a ,x }, pois o Maple exibe
os numeros primeiro, do menor para o maior e as letras em ordem alfabética, além de ter so-
mente cinco elementos, pois o “1” foi repetido na definicdo, ndo sendo contado novamente.
Pontos e vetores sdo escritos no Maple na forma de listas. E possivel ainda criar uma lista
com o comando “array”, que pode ser definido antes de seus elementos, possibilitando que
eles sejam acrescentados a ele posteriormente. O seu primeiro argumento é o intervalo para os
numeros correspondentes a cada elemento na lista (possibilitando que a contagem inicie-se
em qualquer outro nimero, em vez de 1, que é o padrdo para listas), e o segundo é uma lista
com alguns ou todos os elementos da lista.

O comando “op” retorna um ou mais operandos do seu argumento, que pode ser uma
operacao, uma lista ou uma equacao: “op(L);” retorna todos os elementos da lista “L” (do pa-
ragrafo anterior), enquanto que “op(4, L);” retorna somente “x”, que é o 4° elemento da lista.
O comando “numelems” retorna o numero de elementos do argumento: “numelems(L);” re-
torna “6”, que é a quantidade de elementos de “L”.

E de costume iniciar um programa com o comando “restart”, que apaga todas as cons-
tantes e objetos definidos anteriormente, comecando o programa do zero sempre que for ree-
xecutado e evitando erros.

O Maple aceita condicionais do tipo “if-else” e loops do tipo “for-while”, presentes
nas linguagens de programacao. J4 o comando “seq” é parecido com o loop “for-while”, reali-
zando o mesmo tipo de tarefa, porém de forma mais especifica. Ele retorna o resultado de
uma funcdo, repetido para varios valores de uma varidvel local. Por exemplo: “seq(4*i,
i=0..5);” retorna os resultados da multiplicacdo do niimero quatro por todos os nimeros intei-
ros de 0 a 5, de forma inclusiva, em sequéncia: “0, 4, 8, 12, 16, 20”. Semelhante ao comando
“seq”, ha também o comando “add”, que soma os termos de uma sequéncia, possuindo os
mesmos argumentos de “seq”. Se usassemos “add”, no lugar de “seq”, no exemplo anterior,
obteriamos a soma dos elementos da sequéncia gerada, “60”.

Muitos comandos estao disponiveis apenas em ambientes restritos. Para acessa-los,
devem-se carregar seus respectivos pacotes através do comando “with”, podendo ser carrega-
dos todos os comandos do pacote ou sé alguns, listados nos argumentos do comando “with”.
Um comando dentro de um pacote também pode ser acessado escrevendo o nome do pacote
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seguido do nome do comando entre colchetes, sem necessidade de carregar o pacote ou o co-
mando. Um exemplo de comando de pacote que foi utilizado neste trabalho é o comando “Ge-
nerate”, presente no pacote “RandomTools”, que gera um nuimero aleatorio a partir de alguns
parametros definidos pelo usudrio. Alguns comandos graficos também s6 sdo acessiveis no
ambiente de seus pacotes.

3.4 Ferramentas graficas do Maple

Os principais pacotes graficos do Maple sdao “plots” e “plottools”. O pacote “plots”
tem varias ferramentas basicas de graficos. Dentre elas, o comando “display”, que permite
exibir varios graficos e desenhos juntos, podendo exibi-los em sequéncia, como uma anima-
¢do, usando o parametro “insequence”. Em “plots”, ha também os comandos “arrow”, que
permite desenhar uma seta, normalmente representando um vetor, bidimensional ou tridimen-
sional, e o comando “implicitplot”, que permite desenhar graficos de lugares geométricos in-
descritiveis por fun¢des, como elipses e hipérboles, com uma equacao que descreve uma rela-
¢do entre as variaveis.

Ja o pacote “plottools” contém ferramentas de desenho para vérias formas geométri-
cas, tais como elipses, poligonos, esferas, solidos geométricos e arcos. Além de ferramentas
para manipulacdo de imagens, como refletir e rotacionar. Os comandos do pacote “plottools”
geram resultados que devem ser postos no comando “display” do pacote “plots” para ser exi-
bidos.

O parametro “scaling” do comando “display”, quando definido para “constrained” ser-
ve para deixar os eixos dos graficos na mesma proporcdo. Sem ele, um grafico pode parecer
achatado, pois por padrdo, o Maple estende cada eixo separadamente para preencher todo o
quadro. Esse parametro ndo é muito util quando os eixos representam grandezas diferentes,
mas na representacdo dum espaco métrico, onde as coordenadas representam distancias de
magnitudes similares, ele deixa o grafico mais realista.

3.5 Trabalhando com vetores no Maple

O principal pacote para trabalhar com vetores é o “VectorCalculus”. O pacote “Linea-
rAlgebra” trabalha fundamentalmente com matrizes, mas também pode ser usado para mani-
pular vetores. Esses pacotes possuem comandos para calcular a norma de um vetor (“Norm”),
o produto escalar (“DotProduct”) e o produto vetorial (“CrossProduct”), além das operacdes
de adicao (usando +) e subtracao de vetores (usando —).

Em alguns casos, vetores podem ser descritos simplesmente como listas de niimeros:
[x, y] (valor da abscissa primeiro e, em seguida, da ordenada) para duas dimensoes ou [X, y,
z], para trés. Mas podem ser criadas listas com mais elementos para vetores de dimensoes su-
periores. O comando “Vector” também cria um vetor, recebendo uma lista como argumento.
O vetor também pode ser definido entre os sinais de menor que e maior que: <x, y> ou <x, ,
z>. Algumas dessas maneiras de definir vetores ndo podem ser usadas em certos contextos,
portanto, é preciso conhecer os argumentos do comando para saber qual pode ser utilizada.

4 GRAVITACAO

A gravidade é objeto de estudo da ciéncia desde a antiguidade (MARTINS, 2006). Na-
quela época, a gravidade ndo era entendida como uma aceleracdo, ou uma forca, mas como
uma caracteristica intrinseca dos corpos, correspondente a seu peso. No Ocidente, os fil6sofos
gregos foram os primeiros a registrar suas formulagoes das leis do movimento, separando os
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movimentos dos corpos proximos a superficie da Terra, naturalmente sob influéncia da gravi-
dade, e dos corpos celestes.

No campo da dindmica nas proximidades da Terra, onde ocorre o fenomeno da queda
dos corpos massivos, Aristoteles (385 A.C.—322 A.C.) exerceu notavel influéncia na historia
da ciéncia, e suas descricdes do movimento foram sendo gradualmente refutadas e corrigidas
ao longo da historia. A partir do século XIV, estudiosos de Oxford e Paris chegaram, a partir
de argumentos racionais baseados na cinematica aristotélica, a descricoes matematicas bastan-
te semelhantes as conhecidas atualmente, embora mais rudimentares e sem o respaldo de ex-
perimentos, sem formalismo e sem definicdes claras de unidades de medida. Encontram-se ai
conceitos preliminares de movimento uniformemente acelerado, momento linear (sob o titulo
de quantidade de movimento, o impeto), e massa (entendida como quantidade de matéria)
(MOODY, 1951).

No campo da astronomia, a descricdao presente no Almagesto de Ptolomeu (90 d.C. —
168 d.C.), compilando séculos de estudos do movimento dos astros em um modelo geoestati-
co, prevaleceu por toda a Idade Média, devido a sua precisao e concordancia com as observa-
¢oes. Copérnico (1473-1543) foi o primeiro a contestar esse modelo com um modelo helioes-
tatico, porém sem respaldo empirico. Foram necessarios mais alguns anos até que as observa-
¢oes precisas de Brahe (1546-1601), favorecessem o modelo de Copérnico através das modi-
ficacoes de Kepler (1571-1630), descritas por suas trés leis (DAMASIO, 2011).

Finalmente, cientistas da Idade Moderna, munidos de demonstracGes matematicas em
conjunto com verificacdes empiricas, chumbaram as teorias fisicas classicas sobre gravitacao
usadas até hoje. Galileu (1564-1642) descreveu que a acdo gravitacional provoca uma acele-
racdo constante nos objetos proximos a superficie terrestre, independentemente de sua massa.
Anos depois, Newton (1643-1727) formalizou a descricdo do movimento gravitacional, uni-
ficando a queda dos objetos conforme descrita por Galileu e 0 movimento dos planetas con-
forme descrito por Kepler em uma tnica lei da Gravitagdao Universal, escrita com notagao mo-
derna de vetores na equacao 7.

Gm,m,
de (8)
Nesta equacgdo, F, é a forca gravitacional que um corpo de massa m; provoca sobre um
corpo de massa m,, separado daquele por uma distancia d na dire¢do do vetor unitariod e G é
a constante gravitacional. Esta forca representa um par agao e reacdo, ou seja, o corpo de mas-
sa m, causa uma forca de igual intensidade e na mesma direcdao, porém em sentido oposto so-
bre o corpo de massa m;. Algumas solucdes dessa equacdo sao descritas através das leis de
Kepler, que descrevem as trajetorias dos planetas orbitando o Sol, podendo também ser apli-
cadas para satélites orbitando planetas. Considera-se, no modelo de Kepler, que os corpos sao
actimulos pontuais de massa, e que um dos corpos possui massa muito maior do que a de to-
dos os outros, de forma que a gravidade de cada um dos outros ndo perturbe as 6rbitas dos ou-
tros (ROY, 2005). Dessa forma, cada trajetéria é tratada de maneira independente.

A primeira lei de Kepler afirma que as trajetérias dos planetas sdo elipses com o Sol
em um dos focos. A figura 5 é um esquema de uma o6rbita eliptica de Kepler. C é o centro da
orbita, este ponto é apenas uma abstracdo geomeétrica, o Sol (ou o corpo dominante, se forem
considerados outros tipos de sistemas) se localiza no ponto S, correspondendo a um dos focos
da elipse. P e A sdo os pontos extremos da érbita, chamados apsides (substantivo feminino e
paroxitono). P é o ponto da 6rbita mais préximo de S, chamado periapside, e A é o ponto mais
distante, chamado apoapside. Dependendo do sistema, eles recebem denominacées especifi-
cas: para o Sol, sdo o periélio e o afélio, para a Terra sdo o perigeu e o apogeu, e assim por di-
ante. O segmento ¢=SC é a distdncia entre o Sol e o centro da Orbita e 0 segmento
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a=CA=CP ¢é a metade do eixo maior da elipse, ou semieixo maior. A razio e=c/a é a
excentricidade da orbita. Geralmente a excentricidade é muito menor do que a que foi apre-
sentada na figura, mas esta foi exagerada para melhor ilustrar os elementos da orbita. A elipse
é simétrica em relagdo ao eixo maior, e a distancia média (ou raio médio) entre o Sol e o pla-
neta corresponde ao semieixo maior da elipse.

Figura 5 — Orbita eliptica

Fonte: autoria propria.

A segunda lei de Kepler afirma que as areas varridas por uma linha entre o planeta e o
Sol em intervalos de tempos iguais sdo iguais. Como consequéncia disso, a velocidade orbital
€ maxima na periapside e minima na apoapside.

Por fim, a terceira lei relaciona os periodos das oOrbitas aos seus semieixos maiores
através da relacdo descrita pela equacao 9 (SWOKOWSKI, 1994), onde T é o periodo (tempo
que um planeta leva para voltar ao mesmo ponto da 6rbita), a é o semieixo maior (correspon-
dente ao raio médio), G é a constante gravitacional e M é a massa do Sol (ou corpo cuja mas-
sa é dominante no sistema).

7 GM ©)

T° 4x°
—

Quando o sistema contém mais de dois corpos, cada corpo age um sobre o outro dois a
dois e as solugdes deixam de ser triviais. Tornam-se necessarios métodos aproximativos para
calcular as trajetorias de tais sistemas, um processo facilitado pelo uso de computadores. Este
problema é conhecido como o problema dos n-corpos, e foi formulado pela primeira vez por
Newton, com o objetivo de prever as posicoes e velocidades em qualquer instante, dadas uma
posicdo, uma velocidade, e uma massa inicial para cada corpo. O problema dos n-corpos é
subdividido em dois casos gerais: sistemas com poucos corpos, como sistemas planetarios; e
sistemas com muitos corpos, como uma galaxia. Neste trabalho ndo serdo estudados sistemas
com muitos corpos, que requerem procedimentos estatisticos especificos, nem serdo conside-
radas as dimensdes dos corpos tratados, tidas como despreziveis conforme a escala do sistema
que se pretende simular.

5 OBJETIVO
O objetivo deste trabalho é desenvolver uma ferramenta que possibilite, tendo como

base um software de computacao algébrica, o Maple, a apresentacao didatica e intuitiva das
leis da gravitacdao e do movimento planetario, mostrando ao mesmo tempo a importancia dos
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softwares de computacdo grafica nas representacdes de sistemas fisicos. Para isso, buscou-se
criar uma animacao ilustrativa do problema dos n-corpos através de um método simples de
aproximacao no Maple.

6 METODOLOGIA

Esse trabalho foi desenvolvido através de encontros semanais com o orientador para
avancar e definir gradualmente os limites e objetivos do trabalho, expandindo os resultados a
cada encontro. Simultaneamente foi feito o estudo bibliografico em artigos e livros sobre as
ferramentas necessarias para a simulacao: softwares de computacao algébrica, particularmente
o Maple, vetores, lei da gravitacdo universal e leis de Kepler. Este estudo foi complementado
pela exploracdo no Maple através de tentativa e erro para descobrir as melhores formas de
usa-las na construgao dos simuladores.

O método de aproximacdo usado neste trabalho consiste em repetir em loop, um nu-
mero arbitrario de vezes o seguinte procedimento: dados os parametros iniciais de posicao,
velocidade e massa, calcular, a partir da forca gravitacional, uma proxima velocidade v, pela
férmula v=v,+a-At , da definicao de aceleracdo média, uma préxima posicao s, pela fér-
mula s=s,+v-At , da definicdo de velocidade média, e uma proxima forca resultante pela

lei da gravitacao universal. Nestas formulas, v, é a velocidade inicial de cada passo, s é a po-
sicdo inicial, At é um intervalo de tempo muito pequeno, caso no qual a velocidade média é
aproximadamente igual a velocidade instantanea e a é a aceleracdo média da forca gravitacio-
nal agindo no passo de tempo, dada por a=F /m onde, F, é a forca gravitacional resultan-
te inicial sobre um corpo de massa m. Na proxima interacdo deste loop, os parametros calcula-
dos tornam-se 0s parametros iniciais, e isso se repete até o fim do loop.

Para verificar a exatidao da simulagdo, ter-se-a por modelo o sistema Terra-Lua, para o
qual podem-se obter os parametros orbitais necessarios em Williams (2020) e verificar-se-a se
a simulagdo forma uma érbita e se o periodo dessa 6rbita corresponde ao periodo de revolugado
da Lua ao redor da Terra. O intervalo de tempo utilizado nos calculos foi definido arbitraria-
mente como 5000 segundos, considerando-se que este intervalo é de ordem inferior a 1 mi-
lésimo do periodo de revolucao da Lua.

7 RESULTADOS

Usando os conceitos e ferramentas descritos nas secoes anteriores, foram produzidas
duas rotinas no Maple que aplicam e simulam leis fisicas relacionadas a gravitacdao. A primei-
ra rotina cria um grafico de forgas gravitacionais instantaneas sobre um dos corpos, represen-
tados por pontos. A segunda rotina produz uma animacao ilustrativa do problema dos n-cor-
pos em trés dimensoes, tendo como base a primeira rotina. Os c6digos dessas rotinas estao
nos apéndices.

7.1 Forga gravitacional

Com esta rotina, pretende-se ilustrar as forgas gravitacionais agindo sobre um, dentre
varios corpos num unico instante de tempo. A rotina se inicia com o comando “restart” e cha-
mando os pacotes e comandos adicionais. O usudrio define entdo as constantes e parametros
que o programa utilizara para produzir os graficos. Dentre eles, estdao o nimero de dimensoes,
o nimero de corpos, suas posi¢oes e suas massas.

A primeira fase de execucao é a preparacao dos dados. Se o usuario nao houver defini-
do os parametros, o programa os cria aleatoriamente. Na figura 6, mostram-se 0s parametros
utilizados nesta rotina para as posicoes aleatdrias. Ele gera uma lista cujo numero de termos é
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igual ao nimero de dimensoes, os nimeros sao em formato float, definidos no intervalo do li-
mite do médulo das coordenadas, com o nimero de digitos definido pela precisdao dos valores
de posicdo definida pelo usuério, usando o método uniforme (em contraponto ao logaritmico).
Nesta rotina, a constante gravitacional foi definida como 1 para simplificar os calculos.

Figura 6 — Comando usado para gerar posicoes aleatorias
r := Generate(list (flcat(range = —tmax .. tmax, digits = dp, methed =

uniform) , nd)) ;
Fonte: autoria prépria.

A segunda fase é a de célculo das forcas. Aqui se calcula a forca gravitacional entre o
corpo referencial e todos os outros (Figura 7), além do vetor forga resultante.

Figura 7 — Condicdes e comandos usados para a exibicao

#exibigdo dos graficos

if np>0 and nd<=3 then

display (pp, tp,vp,ppo, scaling=constrained) ;
display(pp,vEf,vir,ppo,scaling=constrained) ;
2lif nd<=3 then

plot([1);

elif nd>3 then textpleot3d([0,0,0,"Por faveor, defina um nimero de dimensdes
menor ou igual a 3"],'color'=blue) ;

end if;

Fonte: autoria propria.

A terceira fase é a preparagdo da exibicao final dos resultados, incluindo a criagdo dos
graficos de pontos, vetores e texto. O grafico do ponto de referéncia é feito de forma diferen-
te, para ele se destacar entre os demais.

O gréfico de texto rotula os corpos com base na sua posicdo na lista de pontos, para
identifica-los no grafico, colocando o seu respectivo numero acima e a esquerda do ponto cor-
respondente a sua posicao. Para o grafico ndo ficar apinhado de niimeros, foi estipulado um li-
mite para o numero de corpos que produz um grafico com rétulos. Se o numero de corpos ul-
trapassar esse limite, a rotina ndo cria um grafico de texto.

Figura 8 — Segunda fase da rotina

#calculo das forgas gravitacionais entre o ponto de referéncia e os demais
VE := array(l .. np, [seq(G*mo*Mfix[i]*Vector (VEix[i] -o) /Norm (Vector (VEix[i]
-—2))}*3, i =1 .. np-1)]1):

#calculo da forga gravitacional resultante
VE[np] := add(VE[4i], i =1 .. np-1):

Fonte: autoria propria.

A quarta e ultima etapa é a exibicdo (Figura 8). Nesta etapa sdo criados dois graficos:
o primeiro contendo os graficos dos pontos, o de vetores posicao e de rétulos dos pontos, se
houver. O segundo grafico contém os graficos de pontos, de vetores forca e vetor forca resul-
tante, mas sem os rotulos. A rotina de ilustracdo das forcas gravitacionais termina aqui. Nas fi-
guras 9 e 10, um exemplo de execucdo do programa.

A aparéncia do grafico depende da interagdo entre as constantes e parametros defini-
dos inicialmente na rotina. O ato de manipula-los para testar diferentes configuracoes é o fator
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didatico desse simulador, pois o aluno vai descobrindo como funciona a lei da gravitacdo com
elevado grau de controle sobre o sistema.

Figura 9 — Gréfico de forgas Figura 10 — Grafico de vetores posicao

d

-2

Fonte: autoria propria.

Fonte: autoria propria.

7.2 Problema dos n-corpos

Tendo como base o cddigo escrito para a rotina “Forca gravitacional” (secdo 6.1), foi
desenvolvida uma animacgao em trés dimensdes do problema dos n-corpos, onde cada quadro
é gerado a partir do anterior, usando os parametros fisicos de posicdo, velocidade, forca e
massa, que sao armazenados em listas do programa. A lista de forcas, particularmente, é cal-
culada a partir de uma matriz antissimétrica de forcas gravitacionais, porque cada corpo exer-
ce uma forga de igual intensidade, porém sentido contrario um sobre o outro.

Os quadros da animacdo sdo gerados através de um loop acrescentando a cada intera-
¢do o proximo valor de velocidade, posicao e forga, nesta ordem. Cada interacdo cria um
grafico de pontos das posicdes dos corpos, com cores diferentes para cada corpo.

Para verificar a exatiddo do método, valendo-se das informagdes orbitais e de massa
do sistema Terra-Lua, fez-se uma animacado de testes para ajustar parametros como a quanti-
dade de quadros calculados e a escala de tempo dos quadros que permitissem uma animagao
fluida, mas de rapido processamento. O resultado final estd apresentado na figura 11. A figura
11-a representa um dos 900 quadros da animagdo gerada, onde cada quadro representa 5 mil
segundos, e a figura 11-b é uma sobreposicao de todos os quadros, para formar um rastro. Ob-
serva-se que a Terra também se move ao redor de um ponto e ao mesmo tempo para a direita.

Figura 11 — Sistema Terra-Lua
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Fonte: autoria prépria.
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Podemos verificar, se acrescentarmos um termo oposto a posicao da Terra no comando
que gera o grafico dos pontos, colocando assim a Terra na origem espaco cartesiano, que a
Lua retorna ao ponto inicial aproximadamente aos 472 quadros (cada quadro correspondendo
a 5 mil segundos). Isto resulta em um periodo de revolugdo de 27,3148 dias, um erro de
0,025% em relagdo ao valor real, de 27,3217 dias, demostrando o sucesso da simulagdo. Na
figura 11-c, temos a representacdo de todos os quadros com a Terra como ponto de referéncia,
evidenciando que a Orbita é eliptica (o apogeu, na parte superior, estd a 4-10° m, e o perigeu,
na parte inferior, a 3,6-10° m).

Tendo como base as dimensoes dos parametros da Terra e da Lua, criaram-se interva-
los para geracdo de distancias, velocidades e massas aleatorias e gerou-se uma nova anima-
¢do, com 4 corpos, para verificar a complexidade do movimento quando mais corpos apare-
cem no sistema (Figura 12). Através de alguns testes variando esses intervalos, entendeu-se
que se essas dimensdes forem muito pequenas, 0 movimento é muito lento e os corpos quase
ndo saem do lugar. Do contrario, o movimento é rapido e os corpos logo se espalham pelo es-
paco. Os parametros foram ajustados para ficar num ponto de equilibrio entre esses dois extre-
mos e gerar um movimento visualmente interessante.

Figura 12 — Animacdo com 4 corpos

(a) (b) (0)

SLx 10"
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Fonte: autoria prépria.
8 CONCLUSAO

Conforme se vé nos resultados, o Maple se destaca como uma ferramenta didatica,
com capacidade para criar graficos representativos de modelos fisicos, despertando a curiosi-
dade e a vontade de explorar as diferentes possibilidades de parametros do sistema trabalhado.
Ha nisto um potencial para aplicacdao dessas animacoes em sala de aula, possibilitando aos
alunos o controle dos parametros que geraram os graficos. Dessa forma, eles podem aprender
conceitos de gravitacdao, geometria analitica e linguagem de computacdo. Pode-se sugerir que
descubram um ponto de equilibrio entre as situagdes as quais a simulagcdo ndo se aplica ade-
quadamente (corpos muito massivos ou se movendo muito rapido).

O conhecimento sobre vetores foi fundamental para escrever o cédigo das simulagoes,
dado que o sistema fisico descrito depende fundamentalmente deles, e a sua aplicagdo incorre-
ta resultaria em falhas nos resultados. Da mesma forma, o conhecimento sobre o sistema fisi-
co e o ambiente do computador também foram integrados de forma interdisciplinar. Verificou-
se que, no caso da simulacdo do sistema Terra-Lua, a rotina desenvolvida sucedeu em corres-
ponder a realidade. Podem-se buscar outros sistemas que podem ser representados acurada-
mente com este método utilizando procedimentos semelhantes.
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Por fim, este trabalho partiu de uma mudanca de paradigma na educacdo que esta
ocorrendo nos tultimos anos, onde os computadores sdao mais utilizados como ferramenta di-
dética e o aluno possui mais controle sobre o préprio aprendizado. A informatica ndo deve
servir apenas para a administracdo da escola e a apresentacdo de slides. Cabe ao professor le-
var algo a mais, tirando proveito de seus tao variados recursos.
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APENDICE A - CODIGO DA ROTINA FORCA GRAVITACIONAL

restart;

with(plots):

with(LinearAlgebra):

with(VectorCalculus, Vector, VectorSpace, PlotVector):
with(Statistics, Mean):

with(RandomTools, Generate):

G := 1: #Constante gravitacional

dp := 15: #Quantidade de digitos das coordenadas dos pontos

dm := 5: #Quantidade de digitos das massas dos pontos

nd := 2: #Numero de dimensodes

np := 4: #Numero total de pontos

tmax := 4: #Coordenada maxima dos pontos

mmin := 1: #Massa minima

mmax := 5: #Massa maxima

Vpre := []: #Posic¢oes predefinidas

Mpre := []: #Massas predefinidas (respectivas em relacao as posicoes)
vt := 3: #Numero da lista de pontos correspondente ao ponto de referéncia em relacao ao qual
as forcas e posicOes serdo mostradas

#escolha do comando de texto dependendo do nimero de dimensoes
if nd=2 or nd=1 then a:='pointplot’;b:="textplot’
elif nd=3 then a :="pointplot3d';b:="textplot3d'fi:

#decisao da execucdo ou nao dos comandos dependendo do nimero de dimensoes
if nd<=3 then

#decisdo da execucdo ou ndao dos comandos dependendo do ntimero de pontos
if np>0 then

#geracao de ponto de referéncia aleatdrio, caso nao tenha sido escolhido
if vt = NULL or vt = 0 or vt > np then
vt := Generate(integer(range = 1 .. np)) end if:

#corte de pontos adicionais, caso tenham sido dados mais que o nimero de pontos escolhido
if numelems(Vpre) > np then

V :=array(1 .. np, subs([0 = -0., 0. =-0.], [seq(Vpre[il, i = 1 .. np)])) else

V :=array(1 .. np, subs([0 = -0., 0. = -0.], [op(Vpre)])) end if:

#geracdo de pontos aleatdrios, caso tenham sido dados menos que o niimero de pontos
escolhidos

if numelems(Vpre) < np then

for i from numelems(Vpre)+1 to np do

r := Generate(list(float(range = -tmax .. tmax, digits = dp, method = uniform), nd));

while evalb("in(r, [seq(V[i],i=1 .. np)])) = true do

r := Generate(list(float(range = -tmax .. tmax, digits = dp, method = uniform), nd)) end do:
if nd = 1 then VIi] := [r[1], 0] else

VI[i] :=r end if end do end if:



o :=V][vt]:
V2 := [seq(convert(V[i],float,dp),i=1.. np)];

#corte de massas adicionais

if numelems(Mpre) > np then

M := array(1 .. np, [seq(Mprel[i], i =1 .. np)]) else
M := array(1 .. np, [op(Mpre)]) end if:

#geracao de massas aleatdrias

if numelems(Mpre) < np then

for i from numelems(Mpre)+1 to np do

r := Generate(integer(range = 10A(dm-1) .. 10Adm-1))*10AGenerate(integer(range =
trunc(log[10](mmin)) .. trunc(log[10](mmax))))/10Adm:

while “or’(r < mmin, r > mmax) do

r := Generate(integer(range = 10A(dm-1) .. 10Adm-1))*10/AGenerate(integer(range =
trunc(log[10](mmin)) .. trunc(log[10](mmax))))/10A(dm-1) end do:

M]Ji] :=r end do end if:

mo := M[vt]:

M2 := [seq(convert(M[i],float,dm), i =1 .. np)]:

#exclusdo do ponto de referéncia da lista de pontos (ele foi registrado como "o"). Isso é
necessario para o calculo das forcas

for i from vt to np-1 do

VIi] := V[i+1]:

MJi] := MJi+1] end do:

Vfix := array(1 .. np-1, [seq(V[il,i=1.. np-1)]):

Mfix := array(1 .. np-1, [seq(M[i], i =1 .. np-1)]):

#calculo das forcas gravitacionais entre o ponto de referéncia e os demais
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Vf := array(1 .. np, [seq(G*mo*Mfix[i]*Vector(Vfix[i]-o0)/Norm(Vector(Vfix[i]-0))3,i=1 ..

np-1)]):

#calculo da forca gravitacional resultante
Vf[np] := add(Vf[i],i=1 .. np-1):

#criacao dos graficos dos pontos
pp := seq(a(Vfix[i], symbol = solidcircle, color = brown, symbolsize = 10),i =1 .. np-1):

#criacdo do grafico do ponto de referéncia
ppo := a(o, symbol = solidcircle, color = green):

#escolha do ponto onde ficardo as origens dos vetores
Sv := VectorSpace(0):

#etiquetagem dos pontos, com base no nimero de pontos e dimensoes

if 'or’(Cand’(nd = 1, np > 2), "and (Cor'(nd = 2, nd = 3), np > 8)) then

tp := NULL; vp := NULL else

tp := seq(b([op(V2[i]), i], 'align' = {'above', 'left'}, 'font' = ["times", 20]),i =1 .. np):

#criacao dos graficos dos vetores posicao



26
vp := seq(PlotVector(Sv:-Vector(Vfix[i]-0), color = blue), i = 1 .. np-1) end if:

#criacdo dos graficos dos vetores forca
vf := seq(PlotVector(Sv:-Vector(convert(V{[i], list)), color = red), i =1 .. np-1):

#criacdo do grafico do vetor forga resultante
if np <= 2 then vfr := NULL else vfr := PlotVector(Sv:-Vector(convert(Vf[np], list)), color =
"Orange") end if:

end if;

#exibicdo dos pontos
V2;M2;
end if;

#exibicdo dos graficos

if np>0 and nd<=3 then

display(pp,tp,vp,ppo,scaling=constrained);

display(pp,vf,vfr,ppo,scaling=constrained);

elif nd<=3 then

plot([]);

elif nd>3 then textplot3d([0,0,0,"Por favor, defina um ntimero de dimensdes menor ou igual a
3"],'color'=blue);

end if;



APENDICE B — CODIGO DA ROTINA PROBLEMA DOS N-CORPOS

restart :

with(plots) :
with(VectorCalculus, Norm) :
with(Statistics, Mean) :
with(RandomTools, Generate) :

G = 6.674184-10""" : #Constante gravitacional

ne = 4 :#Niimero de corpos (puntiformes) (somente para geragdo aleatoria)
mmin = 1-10 :
#Massa minima (somente para geragdo aleatoria), é necessdario uma massa minima porque
teoricamente a massa gerada poderia ser zero
25 P ~ o
mmax = 1107 : #Massa mdxima (somente para geragdo aleatoria)
rmax = 4-10% :
#Distdncia mdxima em relagdo a origem dos eixos de coordenadas para as posi¢des
iniciais dos corpos (geragdo aleatoria)

-10° s#Velocidade inicial maxima para uma coordenada individual

tempo = 1000 : #quanto tempo dura a simula¢do em niimero de frames gerados

dimt == 5000 : # duragdo de um frame, em segundos

Sframeskip = 3 :
# para ver um movimento mais acelerado, porém o niimero de cdlculos é multiplicado por
este niimero

Corpos == []:
#Lista de corpos no formato [x, y, z], separados por virgula e encapsulados por mais um
par de colchetes, onde x, y e z sao as coordenadas cartesianas dos corpos

Velocidades == [ ] :
#Lista de velocidades iniciais no formato [vx, vy, vz] para os respectivos corpos da lista
anterior

Massas == [ ]:
#Lista de massas para os corpos indicados, caso se queira deixar em aberto somente as
posigoes

if numelems(Corpos) = 0 then
Corpos = array(1.nc,[]) :
for i from 1 to nc do
Corpos[i] = Generate(list( float(range =-rmax ..rmax), 3)) :
od:
fi:
if numelems(Velocidades) = 0 then
Velocidades = array(1 .nc,[]) :
for i from 1 to nc do
Velocidades[i] == Generate(list( float(range =-vmax ..vmax), 3) )
od:
fi:
if numelems(Massas) =0 then
Massas = Generate(list( float(range = mmin ..mmax, method = logarithmic), nc)) :
fi:
op(Corpos) : op(Velocidades) : Massas :

Forg¢asx = Matrix(nc, nc,shape = antisymmetric) :
For¢asy = Matrix(nc, nc,shape = antisymmetric) :
Forg¢asz = Matrix(nc, nc, shape = antisymmetric) :
for ifrom 1 tonc — 1do
forjfromi + 1toncdo
G-Massas|i]-Massas| j]
(Norm({op(Corpos[i] — Corpas[j]))))3 ’
Forgasx|i,j] == magn-op(1, Corpos[i] — Corpos| j]);
#a coluna j da matriz contém todas as for¢as exercidas sobre o corpo j
Forgasyli,j] == magn-op(2, Corpos|i] — Corpos|j]);
Forgasz[i,j] = magn-op(3, Corpos[i] — Corpos[ j]);
od;
od:
Forgas = [seq(|add(For¢asx[i,jl,i=1.nc), add(For¢asyli,jl,i=1..nc), add(For¢asz[i,
Jjli=1l.nc)l,j=1.nc)]:

magn =

Sframes| 1] := display(pointplot3d(Corpos, color = ColorTools:-HueSpread("Red", nc), symbol
= sphere)) :

for k from 2 to tempo do
for / from 1 to frameskip do
Forgas[i]
Massas| i)
Corpos = [seq(Corpos|i] + dimt-Velocidades|i],i=1..nc)];
forifrom1tonc — 1 do
forj fromi + 1toncdo
G-Massas[i]-Massas[ j]
(Norm({op(Corpos[i] — Corpos[j1))))*
Forgasx|i,j] == magn-op(1, Corpos|i] — Corpos|j]);
#a coluna j da matriz contém todas as for¢as exercidas sobre o corpo j
For¢asyli,j] == magn-op(2, Corpos[i] — Corpos[ j]);
Forgasz[i,j] == magn-op(3, Corpos[i] — Corpos[ j]);
od;
od:
Forgas = [seq([add(For¢asx[i,jl,i=1.nc),add(For¢asy[i,j],i=1..nc), add(For¢asz[i,
Jjli=1l.nc)l,j=1.nc)];

Velocidades = |seq| Velocidades[i] + dimt- H

Li=1 ..nc]

magn =

od;

Sframes| k) = display(pointplot3d( Corpos, color = ColorTools:-HueSpread("Red", nc),
symbol = sphere) ) :

od:

display(seq( frames|i],i =1 .tempo), axes = frame, scaling = constrained, labels = [x, y, z],
insequence = true);
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