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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo determinar o parametro fisico da aceleragao da gravidade
via Método dos Minimos Quadrados utilizando dados de posi¢ao e tempo de queda de uma
esfera metdalica. A metodologia utilizada foi a pesquisa quantitativa, a qual foi dividida
em trés fases: a primeira foi a pesquisa bibliografica, a segunda foi a obten¢ao dos dados
através de um kit de queda de corpos e na terceira foi realizado o tratamento estatistico
dos dados. O valor da aceleracao da gravidade obtido foi comparado com a literatura e o
resultado demonstrou-se satisfatério. O coeficiente de correlagao obtido indicou que as
variaveis tempo e raiz quadrada do deslocamento sao fortemente correlacionadas. O teste
para hipotese nula foi realizado e a mesma foi rejeitada indicando que ha relagao entre as

variaveis no modelo estatistico obtido.

Palavras-chave: Minimos quadrados. Aceleragao da gravidade. Esfera metélica.



ABSTRACT

This job had as objetive determine the physical parameter of gravity acceleration via
minimum squares method using position data and fall time of a metallic sphere. The
methodology used was the quantitative research, the which was divided into three phases:
the first was bibliographic research, the second was to obtain the data throught a kit of
falling of bodies and in the third was accomplished the statistical processing of data. The
value of the acceleration of gravity obtained was compared with the literature and the
result was satisfactory. The correlation coefficient obtained indicated that the variables
time and square root of the displacement are strongly correlated. The null hypothesis
test was performed and it was rejected indicating that there is a relationship between the

variables in the obtained statistical model.

Key-words: Least Squares. Gravity Acceleration. Metallic sphere.
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1 INTRODUCAO

Movimentos retilineos uniformemente acelerados sao estudados em cursos de Fisica
no Ensino Béasico e no Ensino Superior. O movimento de queda livre de um corpo é
classificado com um movimento deste tipo. Tal movimento é relativamente simples de se
estudar uma vez que as func¢oes que o descrevem sao, no maximo, de segundo grau no

tempo.

Para Baptista e Ferracioli (1999), o movimento enquanto estado da matéria, tem
feito com que pensadores realizem reflexdes ao longo da histéria filoséfica-cientifica da
civilizacao ocidental. Nussenzveig (2002, p. 35) afirma que “os gregos da época classica
encontravam dificuldades intransponiveis na anélise do movimento. Essas dificuldades
estavam relacionadas com a formulagao dos conceitos béasicos do Célculo Infinitesimal
(como os de limite, derivada e integral), que nasceram precisamente do problema de
movimento”. Conforme Nussenzveig (2002) a queda livre de um corpo solto em repouso foi
um dos problemas analisados por Galileu Galilei! (1564 — 1642) em seus trabalhos, que

deram origem a era moderna da fisica.

Para Aristoteles, quanto mais pesado um corpo é, mais depressa ele cai. Assim, por
exemplo, uma pedra cai bem mais depressa que uma gota de chuva. Tais ideias baseadas
em observagoes qualitativas predominaram durante cerca de 20 séculos (NUSSENZVEIG,
2002). Foi em Pisa que Galileu procurou verificar experimentalmente se tais ideias eram
validas. Foi através das experiéncias realizadas por Galileu, que permitiu-se estabelecer que
o movimento de queda livre de um corpo langado ou solto verticalmente, desprezando-se
os efeitos de resisténcia do ar, ¢ um movimento uniformemente acelerado, e, a aceleracgao é
a mesma para todos os corpos, e é conhecida como aceleracao da gravidade, representada

geralmente pela letra g.

1.1 JUSTIFICATIVA DA PESQUISA

Resolvi estudar o Movimento de Queda Livre (MQL) de um corpo devido a um
minicurso que participei na UEPB (Campus VI), o qual tratava deste assunto. Neste
minicurso, o ministrante abordou um experimento de queda de um corpo (esfera de
massa m). O objetivo da atividade experimental foi determinar o valor da aceleragao
da gravidade utilizando os dados coletados através do experimento. Os dados obtidos

experimentalmente receberam tratamentos estatisticos. Isto me motivou por que possuo

1 Galileu nasceu em Pisa e recebeu educacio Aristotélica convencional. De inicio foi para Pisa estudar

medicina. No entanto, interessou-se mais pela matemética e conseguiu mudar para esse campo. Aos 26
anos, devido a sua reputacao cientifica, foi nomeado professor de Matematica na Universidade de Pisa
(NUSSENZVEIG, 2002).
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formagao em Estatistica, em particular, sou bacharel em Estatistica pela UEPB (curso
concluido em 2008). Procurei o professor de fisica do Campus - VI, para que pudéssemos
desenvolver um Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) que tivesse relagdo com minha
formagao inicial. Assim, decidimos estudar o MQL através de um Kit Experimental de

queda de corpos e aplicar aos dados obtidos os devidos tratamentos estatisticos.

Com relacao a queda de corpos, hé alguns livros de fisica disponiveis na biblioteca
do Campus VI que tratam deste tema. Porém, o tinico que traz alguns cometarios acerca
da obtencao da aceleragdo da gravidade experimental é o de Nussenzveig (2002), e, mesmo
assim, nao é tao 6bvio como essa grandeza fisica é obtida. Dessa forma, acredito que
esta pesquisa é importante, pois, servirda como material de apoio que ficara disponivel na
biblioteca do CCHE e também na versao online para os estudantes (do CCHE e outros
locais) que desejam estudar o movimento de queda de um corpo e tenham a curiosidade

de saber como é obtida a aceleragao da gravidade.

Esta é uma pesquisa interdisciplinar, pois, envolve as disciplinas de Fisica, Matema-
tica e Estatistica. A interdisciplinaridade é verificada através da modelagem matematica
do problema fisico e do tratamento estatistico dos dados do experimento. Conforme os
PCNs a interdisciplinaridade questiona a divisao dos diferentes campos do conhecimento
produzida por uma abordagem que nao considera a influéncia e inter-relagao entre eles.

Também questiona a visao compartimentada das disciplinas escolares (BRASIL, 1998).

Acrescenta-se ainda o fato de que o modelo matematico utilizado para obter o valor
da aceleragao da gravidade nao foi visto em outros trabalhos disponiveis na literatura e
também nao foi observado pelo autor deste trabalho a realizacao do teste de hipotese em

pesquisas que determinam a aceleragao da gravidade utilizando dados de experimento.

1.2 O PROBLEMA DE PESQUISA

A questao norteadora deste trabalho é: Como obter a Aceleracao da Gravi-

dade experimentalmente?

1.3 OBJETIVOS

A partir da questao norteadora, foi tragado o seguinte objetivo geral:
e Determinar o parametro fisico da aceleracao da gravidade experimentalmente.
Os objetivos especificos desta pesquisa sao:

e Obter uma relacao matematica entre a aceleracao da gravidade e o coeficiente angular

do ajuste de minimos quadrados;
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e Comparar o paramento fisico da aceleracao da gravidade com os valores encontrados

em livros ou artigos cientificos;

e (Calcular o erro percentual do valor da aceleracao gravidade obtido através dos dados

do experimento;

e Realizar o tratamento estatistico dos dados obtidos.

Este TCC esta estruturado da seguinte forma:

No Capitulo 1 esté posta a introducao. Na mesma sao mencionados alguns aspectos
histéricos do movimento de queda livre, a justificativa do trabalho, o problema de pesquisa

e os objetivos.

O Capitulo 2 é o de revisao da literatura. No mesmo sao discutidos alguns conceitos
basicos da fisica, tais como o de movimento, posicao, deslocamento, velocidade e aceleragao

e a teoria acerca do movimento de queda livre.

No Capitulo 3 é realizada uma descrigdo sobre alguns conceitos estatisticos bésicos,
tais como: a média, desvio padrao, variancia. Ainda é abordado o método de regressao

linear simples.
No Capitulo 4 esta posta a metodologia que sera utilizada.
No Capitulo 5, sdo apresentados os resultados e discussoes.

No Capitulo 6, sao apresentadas as consideragoes finais.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse Capitulo serdao apresentados algumas nogoes teéricas sobre a evolugao do
conceito de movimento e a teoria sobre Movimento Retilineo Uniforme (MRU) e Variado
(MRUV).

2.1 ALGUMAS NOQOES SOBRE O CONCEITO DE MOVIMENTO

Como ¢ sabido o conceito de movimento que é descrito atualmente foi fruto
de um longo caminho percorrido. O estudo do movimento foi primeiramente realizado
por Aristételes no século IV a.C. De Aristoteles até Newton a evolucao do conceito de
movimento passou pela teoria do Impetus desenvolvida na Idade média pré-galileana.
Pensadores como d” Alembert (1717-1783), Lagrange (1736-1819) e Hamilton (1805-1865)
deram suas contribui¢des para o edificio teérico da mecéanica. Conforme a mecanica
analitica, a descricdo do movimento consiste em resolver o seguinte problema: dadas a
posigdo inicial (zg) e a velocidade inicial de uma particula (vg) no instante inicial (¢y), obter
a posi¢ao e a velocidade desta particula num instante ¢ qualquer (z,v,t) (BAPTISTA;
FERRACIOLI, 1999).

Para os fildsofos jonicos' o movimento apresenta-se como estado permanente da
matéria e é fundamental para se entender os processos de formacao que se desenvolvem na
natureza. Para Herdclito de Efeso, o movimento desempenha um papel fundamental na
sua concepgao cosmogonica. E em sua alegoria do rio é implicita a relagdo do mesmo com

a cinematica das dguas (BAPTISTA; FERRACIOLI, 1999).

Para Demdcrito (¢.460-370 a.C.) e Anaxagoras (c.500-428 a.C.), é do movimento
em vortice que resulta a formacao dos planetas, das estrelas e de todo o universo infinito.
Democrito introduz o conceito de vazio. Chamado de vacuo, o vazio permeando os dtomos

possibilita o movimento perpétuo dos mesmos.

O problema do movimento é estudado de forma mais sisteméatica por Aristoteles.
O mesmo classifica 0 movimento em natural (movimento que anima os corpos tendente a
leva-los aos seus lugares naturais) e for¢ado (o corpo se move sob a agdo continua de um

agente motor externo).

Conforme Baptista e Ferracioli (1999):

Assim, em qualquer circunsténcia envolvendo o movimento, é fundamental
) )
para Aristételes, o conceito de Motor, o que o leva a defini¢do do motor

1 Estes filésofos foram chamados de “Fisicos” por Aristételes (c.384-322 a.C) com excessdo de Parménides

(¢.540-450 a.C) Baptista e Ferracioli (1999).
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da grande esfera celeste, entdo denominada de Primeiro Mével. O motor,
neste caso, é associado a providéncia divina. A alma é o motor dos
seres vivos e, de forma semelhante, os corpos em movimento deverdo ser
empurrados por um motor (BAPTISTA; FERRACIOLI, 1999, p.190).

Jean Buridan (1297-1358) é um dos criticos da teoria da Antiperistasis ou da
Mtua Substituicdo de Platao-Aristoteles. Segundo Clagett (1961 apud BAPTISTA,;
FERRACIOLI, 1999) é Jean Buridan que formula o conceito de impetos da seguinte forma:
“O impetus impresso pelo projetor sobre o projétil varia, por um lado, com a velocidade
do projétil e, por outro, com a quantidade de matéria do corpo em movimento”. Nicole
d’Oresme (1320~ 1382) é quem inova nas técnicas de estudo do movimento representando-o
através de graficos (BAPTISTA; FERRACIOLI, 1999).

Para Baptista e Ferracioli (1999):

[...] Sob a perspectiva cientifica, nesse momento histérico a questéo da
descri¢ao do movimento estava a um passo para ser apreciada por Galileu
Galilei (1564-1642) que direcionaria as ideias que posteriormente Isaac
Newton (1642-1727) sistematizaria na formulagdo das Leis da Mecénica
(BAPTISTA; FERRACIOLI, 1999, p.194).

2.2 MOVIMENTO RETILINEO

2.2.1 Movimento

O mundo e tudo o que nele existe, esta sempre em movimento. Objetos que para
nés podem estar em repouso, como um poste, por exemplo, estd em movimento por causa
da rotacdo da Terra, da érbita da Terra em torno do Sol, da érbita do Sol em torno do
centro da Via Lactea e do deslocamento da Via Lactea em relagdo as outras galaxias.
A classificagdo e comparacao dos movimentos (chamada de cinematica) pode ser um
desafio. O que exatamente deve ser medido? E com que deve ser comparado? (HALLIDAY;
RESNICK; WALKER, 2016).

Analisando algumas propriedades gerais do movimento unidimensional, restringimos
a analisar trés formas desse movimento:
1. A primeira iremos supor que o movimento se dé ao longo de uma linha reta. A trajetoria
pode ser vertical, horizontal ou inclinada, porém devera ser retilinea.
2. A segunda vamos supor que o objeto em movimento é uma particula, ou um objeto
que se move como uma particula (isto é, todas as partes do objeto se movem na mesma
diregao e com a mesma velocidade).

3. As forcas que atuam na particula modificam o movimento da mesma.
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2.2.2 Posicao e Deslocamento

Para localizar um objeto necessita-se de um sistema de referéncia. No caso unidi-
mensional, este sistema pode ser observado na Figura 1. O sentido positivo do eixo ¢é o
sentido em que os ntimeros (coordenadas) que indicam a posi¢ao dos objetos aumentam
de valor. Na grande maioria dos casos, esse sentido é para a direita e o sentido oposto é o

sentido negativo.

Visando um melhor entendimento do leitor pode-se pensar assim: uma particula
pode estar localizada em =z = 7m; isso significa que ela estd a 7m da origem no sentido
positivo. Se estivesse localizada em x = —7m, estaria também a 7m da origem, mas no

sentido oposto.

Figura 1 — A posicao de um objeto é indicada em relacdo a um eixo marcado em unidades
de comprimento (metros, cm, por exemplo), que se estende indefinidamente
nos dois sentidos.

Sentido positivo

[
Sentido negativo

Origem

Fonte: Adaptada de Halliday, Resnick e Walker (2016, p. 57) .

O deslocamento (Ax) de uma particula é definido como sendo:

Ax = x9 — 27, (2.1)

em que xj e Ty Sao respectivamente, a posicao inicial e final da particula. O simbolo
A, é usado para representar a variagao de uma grandeza, e corresponde a diferenca entre o

valor final e o valor inicial. O deslocamento é uma grandeza vetorial 2.

2.2.3 Velocidade Média e Velocidade Escalar Média

Segundo Young e Freedman (2008), velocidade média vy,,, é definida como sendo:

2 Uma grandeza vetorial é aquela que fica perfeitamente entendida quando fornecemos seu valor numérico,

sua unidade de medida, dire¢ao e sentido. Neste trabalho ndo sera apresentado a teoria dos vetores.
Entretanto, para o leitor que deseja estudar a teoria dos vetores indica-se aqui o Capitulo 3 da obra
escrita por Halliday, Resnick e Walker (2016) ou o Capitulo 1 da obra escrita por Young e Freedman
(2008).
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Axr 19— 14

S k2 2.2
v At t— 1t (2:2)

Na Equacao 2.2 os subscritos “m” e “z” indicam, respectivamente, valor médio e
componente z da velocidade. A notacao indica que a posicao é x; no instante t; e x5 no
instante 5. A unidade de v,,, no SI ® é o metro por segundo (m/s). A velocidade é uma

grandeza vetorial.

A velocidade escalar média s,,.q ¢ uma forma diferente de descrever uma particula
que estd em movimento. Enquanto a velocidade média envolve o deslocamento da particula
(Azx) a velocidade escalar média é definida em termos da distdncia total percorrida,
independentemente da diregao (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016). Logo, a mesma

¢é definida como sendo:

distancia total

N (2.3)

Smed =

Como a velocidade escalar média nao depende da orientacdo do movimento, ela
¢ sempre positiva. Em alguns casos, s,,.q € igual a v,,,. Ha outros casos em que as duas

velocidades podem ser bem diferentes.

2.2.4 Velocidade Instantianea e Velocidade Escalar Instantanea

Até aqui foram apresentadas duas formas de descrever a rapidez com a qual um
objeto esta se movendo: a velocidade média e a velocidade escalar média, as duas medidas
para um intervalo de tempo At. Mas, quando se fala em “rapidez”, em geral estamos
pensando na rapidez com a qual um objeto estd se movendo em um determinado instante,

ou seja, na velocidade instantdnea (ou, simplesmente, velocidade), v.

A velocidade em um dado instante é obtida a partir da velocidade média reduzindo
o intervalo de tempo At até torna-lo proximo de zero. Quando At diminui, a velocidade

média se aproxima cada vez mais de um valor limite, que é a velocidade instantanea:
. Az dzx

= lim — = —.
At—0 At dt

Conforme Nussenzveig (2002), a velocidade instantdnea tem uma interpretacio geométrica

v

(2.4)

simples num grafico x X t. A mesma representa o coeficiente angular da tangente ao

grafico no ponto ty; o que denomina-se de “declive” da curva no ponto. Esta é, de um

da .
dt’

“taxa de variacao” de x com t (NUSSENZVEIG, 2002). A velocidade instantanea também

é uma grandeza vetorial, e, logo, possui uma orientacao.

ponto de vista mais geral, a interpretacao geométrica da derivada a mesma mede a

3 SI é o Sistema Internacional de Unidades.
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Velocidade escalar instantinea, ou, simplesmente, velocidade escalar, é o
modulo da velocidade, ou seja, a velocidade desprovida de qualquer indicacao de orientagao.
Uma observacao importante é que a velocidade escalar e a velocidade escalar média podem
ser muito diferentes. A velocidade escalar de um objeto que estd se movendo a uma
velocidade de +5m/s é a mesma (5m/s) que a de um objeto que estd se movendo a uma

velocidade de —5m/s.

2.2.5 Aceleracao

Se comparada ao que ¢ entendido na linguagem comum a aceleragdo tem na
fisica um significado distinto. O entendimento da linguagem comum é que um carro esta
acelerado quando sua velocidade ¢ elevada, mesmo que a mesma seja constante com o

tempo. Entretanto, na fisica, o conceito de aceleracao esta ligado a mudanca de velocidade
(CHAVES, 2001).

Para movimentos ao longo de um eixo, a aceleracao média a,, em um intervalo de

tempo At é dada por:

ve —v; Av
p— = ——— 2-5
ty — 1 At’ (2:5)

em que vy ¢ a velocidade da particula no instante ¢ e vy é a velocidade da particula no

Am

instante t,.

A aceleragao instantanea (ou simplesmente, aceleragao) é dada por

_dv

== (2.6)

a

Resumindo, a aceleracao de uma particula em um dado momento é a taxa com a
qual a velocidade estd variando nesse instante. Graficamente, a aceleracdo em qualquer
ponto é a inclinagdo da curva de v(t) nesse ponto. Combinando a Equagao 2.6 com a

Equacao 2.4 pode-se escrever:

dv d [dx d*x
a:dt:dt(dJ:dt, (27)

Resumindo, a aceleracdo de uma particula em um dado instante é a derivada
segunda da posigao z(t) em relagdo ao tempo nesse instante. A unidade de aceleracao no
SI é o metro por segundo ao quadrado, m/s*>. Da mesma forma que o deslocamento e a
velocidade, a aceleragdo possui um médulo e uma orientacdo (ou seja, se enquadra como

uma grandeza vetorial). O sinal algébrico representa o sentido em rela¢ao a um eixo; uma
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aceleragao com um valor positivo tem o sentido positivo do eixo, enquanto uma aceleragao

com um valor negativo tem o sentindo negativo do eixo.

O sinal da aceleracao tem significados diferentes na linguagem popular e na lin-
guagem cientifica. Na popular, dizer que um objeto tem uma aceleragao positiva significa
que a velocidade do objeto esta aumentando, e dizer que o objeto tem uma aceleracao
negativa significa que a velocidade do objeto estd diminuindo (que o objeto estéd parando).
Aqui o sinal é usado para indicar o sentido da aceleracao e nao se a velocidade do objeto

estd aumentando ou diminuindo.

O sinal da aceleracao ¢ interpretado apropriadamente da seguinte forma: se a
velocidade e a aceleracao possuem o mesmo sinal, a velocidade escalar da particula
aumenta. Se os sinais sdo opostos, a velocidade escalar diminui (HALLIDAY; RESNICK;
WALKER, 2016).

2.2.6 Aceleracao Constante (um caso especial)

Em alguns tipos de movimento, a aceleracao ¢ constante ou aproximadamente
constante. Por exemplo, quando se acelera uma moto a uma taxa aproximadamente
constante, quando a luz do sinal de transito muda de vermelho para verde. Mais tarde,
quando vocé freia a moto até parar a aceleracdo pode ser também constante. Por conta

dessas situacoes foi formulado um conjunto especial de equagoes para lidar com elas.

Primeira Equacao Basica: quando a aceleragao é constante, a aceleracao média
e a aceleragao instantanea sao iguais e pode-se escrever a Equagao 2.5, com algumas

mudancas de notagao, como sendo:

VUV — 1
a:amzit_o,

em que, vy € a velocidade no instante ¢t = 0 e v é a velocidade de um instante de tempo

(2.8)

posterior t. Explicitando v, obtém-se:

v =y + at. (2.9)

Nota-se que essa equacao se reduz a v = vy para t = 0, como era esperado. Agora,
determinando a derivada da Equacao 2.9, o resultado é dv/dt = a, que corresponde a

definicao de a.

Segunda Equacao Basica: de maneira semelhante, podemos escrever a Equacao

2.2 (com algumas mudancas de notagdo) na forma:

r — T
Um =
t—0"

(2.10)
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o que fornece:

T = 2o+ Unt, (2.11)

em que xg ¢ a posicao da particula em t =0 e v, é a velocidade média entre t = 0 e um

instante de tempo posterior .

Para a funcao velocidade linear da Equacao 2.9, a velocidade média em qualquer
intervalo de tempo (de t = 0 a um instante posterior ¢, digamos) é a média aritmética da
velocidade no inicio do intervalo (vy) com a velocidade no final do intervalo (v). Para o

intervalo de ¢ = 0 até um instante posterior ¢, portanto, a velocidade média é:

Uy = ;(vg + ). (2.12)

Substituindo v pelo seu valor, dado pela Equagao 2.9, obtém-se:

1
Uy, = Vg + iat. (2.13)

Portanto, substituindo a Equacao 2.13 na Equacao 2.11, encontra-se:

1
xr —xo = vot + gatz. (2.14)

Note que a Equagao 2.14 se reduz a x = z( para t = 0, como era esperado. Agora,

calculando a derivada da Equacao 2.14, o resultado é a Equacao 2.9, como era esperado.

Trés Outras Equagoes: as Equagoes 2.9 e 2.14 sdo equacgoes basicas do movimento
com aceleracao constante; elas podem ser usadas para resolver qualquer problema que
envolva aceleracao constante. Mas, outras equacoes, deduzidas a partir das equagoes
basicas, podem ser tteis em situagoes especificas. Um problema que envolva uma aceleragao
constante pode envolver até cinco grandezas: x — g, v, t, a e vg. Normalmente, o problema

consiste em encontrar uma dessas grandezas fisicas.

As Equacoes 2.9 e 2.14 tém, cada uma, quatro dessas grandezas, mas nao as
mesmas. Na Equacao 2.9, a grandeza ausente é o deslocamento z — zy. Na Equagao 2.14,
¢é a velocidade v. As duas equacodes podem ser combinadas de trés maneiras diferentes
para produzir trés novas equagoes, cada uma das equagodes envolvendo quatro grandezas

diferentes. Primeiro podemos eliminar o t para obter,

v? = vg + 2a(x — 10). (2.15)
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A Equacao 2.15 sera ttil no caso em que o valor de ¢ nao é conhecido e nao precisa
determinar o seu valor. Em segundo podemos eliminar a aceleracao a, combinando as

Equacgoes 2.9 e 2.14 para obter uma equagao em que a nao aparece:

1
T —xo= i(vo + v)t. (2.16)

Por 1ltimo, elimina-se v, para obter:

1
r—x9=0vt— §at2. (2.17)
Observe a diferenca entre esta equacao e a Equacao 2.14. Uma envolve a velocidade

inicial vy e a outra envolve a velocidade v no instante t.

A Tabela 1 apresenta as equagoes basicas do movimento com aceleragdo constante
Equacgoes 2.9 e 2.14, as quais foram deduzidas anteriormente. As equagoes listadas podem
ser utilizadas para resolver problemas que envolvem aceleracao constante. Uma dica é:

escolha uma equacgao para a qual a variavel desconhecida seja a solicitada no problema.

Tabela 1 — Equagoes do Movimento com Aceleracao Constante.

Equacoes Grandeza Ausente

v =+ at T — T
x—xozvot—l—%atz v
v? = 02 + 2a(x — x0) t
x —x0 = 3(vo + V)t a
x—:tozvt—%atz Vo

Fonte: Adaptada de Halliday, Resnick e Walker (2016, p.73).

Na Tabela 1 as duas primeiras equagoes sao basicas e a partir delas as outras
podem ser deduzidas. As equagbes podem ser obtidas por integracao e com a condigao de
que a seja uma constante. Para obter a Equacao 2.9, escreve-se a definicao de aceleracgao

Equacao 2.6 na forma:

dv = a dt.

Depois, integra-se os dois membros

/dv - /adt.

Como a ¢é constante, pode ser colocada do lado de fora do sinal de integracao. Logo temos:

/dv:a/dt,
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ou,

v =at + C. (2.18)

Para determinar a constante de integracao C, faz-se t = 0 e chama-se de vy a

velocidade nesse instante. Substituindo esse valor na Equacao 2.18, obtém-se:

Substituindo esse valor na Equacao 2.18, obtém-se a Equacgao 2.9.

Para demonstrar a Equacao 2.14, escreve-se a definicdo de velocidade Equacao 2.4

na forma

dx = v dt,

e integra-se ambos os membros da equacao para obter

/dm - /vdt.

Substituindo v pelo seu valor, dado pela Equacao 2.9, obtemos:

/dm = /(vo + at) dt.

Como vy e a sdo constantes, escreve-se:

/dx:uo/dt+a/tdt,

integrando-se ambos os membros encontra-se o seguinte resultado:

1
xr = vt + 5@752 + (2.19)

em que C’' é outra constante de integracao. Para determinar C’, faz-se t = 0 e vamos
chama-se de xy a posi¢do nesse instante. Substituindo esses valores na Equacao 2.19,

encontramos xy = C’. Substituindo C’ por xy Equagao 2.19, obtemos a Equacgao 2.14.

2.2.7 Aceleracao em Queda Livre

Chaves (2001, p.28) diz que “a queda livre de corpos sujeitos a gravidade da Terra,
na proximidade de sua superficie, ¢ um exemplo importante de movimento uniformemente
acelerado”. Se alguém jogasse um objeto para cima ou para baixo e pudesse de alguma

forma eliminar o efeito do ar sobre o movimento, notaria que o objeto sofre uma aceleracao
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constante para baixo, conhecida como aceleracao em queda livre, cujo médulo é
representado pela letra g. O valor dessa aceleragdo nao depende das caracteristicas do
objeto, como massa, densidade e forma; é a mesma para todos os objetos. Segundo Chaves
(2001), g varia com a altitude, a latitude e em menor grau com a composigao e morfologia
local das rochas e seu valor tipico é 9,81m/s?. Medidas experimentais da aceleragiao da
gravidade feitas pelo National Institute of Standards and Technology (NIST) (Instituto
Nacional de Padrao e Tecnologia) préximo a Gaithersburg, Maryland, revelaram valores
absolutos da aceleracao da gravidade de g = 9,801018m/s?, e o desvio padrao deste valor,

nao incluindo erros sistemdticos, menor que 0,3.1073m/s? (TATE, 1966).

Figura 2 — Uma pena e uma maca em queda livre no vacuo sofrem a mesma aceleracao g,
que aumentam a distancia entre imagens sucessivas.

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016, p.79).

Na Figura 2 observam-se dois exemplos de aceleracao em queda livre de uma pena
e de uma maca. A medida que caem, os objetos sofrem uma aceleracao para baixo, que

nos dois casos ¢é igual a g. Logo, as velocidades dos dois objetos aumentam a mesma taxa,
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e eles caem juntos.

As equacoes de movimento da Tabela 1 para aceleragdo constante também se
aplicam a queda livre nas proximidades da superficie da terra, ou seja, se aplicam a um
objeto que esteja descrevendo uma trajetéria vertical, para cima ou para baixo, contanto
que os efeitos do ar possam ser desprezados. Observe, que, no caso da queda livre, por
convencao, a direcao do movimento ¢ ao longo de um eixo y vertical e nao ao longo de um
eixo x horizontal, com o sentido positivo de y para cima. A aceleracao em queda livre é
negativa, ou seja, para baixo, em dire¢ao ao centro da Terra, e, portanto, tem valor —g

nas equagcoes.

Em um gréafico da aceleragdo a de um objeto em funcao do tempo ¢, a area sobre
a curva fornece a velocidade do objeto em qualquer instante dado. Como a aceleragao
a é definida em termos da velocidade como a = dv/dt, pelo o Teorema Fundamental do

Célculo tem-se que:

t
vy — vy = " adt. (2.20)

to

O lado direito da equacao é uma integral definida, vy é a velocidade no instante tg,

e v € a velocidade em um instante posterior ¢;. Em particular,

t1
/ a dt = (4rea entre a curva da aceleragio e o eixo do tempo, de ty a t1). (2.21)
to

Se a unidade de aceleracao ¢ 1m/s? e a unidade de tempo é 1s, a unidade de 4rea
no grafico é
(1 m/s*)(1s) = 1m/s,

que é a unidade de velocidade. Quando a curva da aceleracao esta acima do eixo do tempo,

a area é positiva; quando a curva estd abaixo do eixo do tempo, a area é negativa.

A velocidade v é definida em termos da posigdo = como v = dx/dt, tem-se:

t
Ty — X9 = lv dt, (2.22)

to

em que o € a posi¢do no instante ¢y, e x1 é a posicao no instante ¢t;. Em particular,

t1
/ v dt = (4rea entre a curva da velocidade e o eixo do tempo, de ¢y a t;).  (2.23)
to

Se a unidade de velocidade é 1m/s e a unidade de tempo ¢ 1s, a unidade de area

no grafico é:
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(Im/s)(1s) = 1m,
que ¢ uma unidade de posicao e deslocamento.

Na Tabela 2 observa-se o resumo das equagodes para um corpo em queda livre.

Tabela 2 — Resumo das Equagdes para um corpo em
queda livre.

Equagoes  Grandeza(s) fisica(s) ausente(s).

v =1y + (—g)t Y — Y

Y — Yo = Vot + %(—g)ﬁ v
v? =3+ 2(=9)(y — vo) ¢
y—yo = 5(vo + )t —g

y — yo = vt — 3(—g)t? Vg

Fonte: O proprio autor.

2.2.8 Movimento de Queda de um Corpo com forcga resistiva

proporcional a velocidade

Quando se estuda movimentos em uma dimensao, o tnico tipo de for¢a importante
que possui dependéncia da velocidade é a forga de atrito. Para meios viscosos (gas, liquido,
etc), a dependéncia das forgas de resisténcia ao movimento de um dado corpo, devido
as viscosidades, com a velocidade sao mais complexas (WATARI, 2004). A seguir serd
apresentado um dos problemas mais simples de queda de um corpo em que a forca de

resisténcia é proporcional a velocidade.

Considere uma particula de massa m que cai sob a a¢do da gravidade e sofre uma
forga resistiva proporcional a velocidade. Considerando que a mesma foi abandonada a
partir do repouso, pretende-se determinar a velocidade, v(t), para os instantes subsequentes.

Para solucionar o referido problema, sera adotado o referencial proposto na Figura 3.
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Figura 3 — Orientacao positiva do eixo vertical e as forgas que atuam num corpo de massa
m.

2 —bv

Yo

A

Fonte: Adaptada de Watari (2004, p.45).

Utilizando a segunda lei de Newton (ﬁ r = mad) verifica-se que a equacao diferencial
do movimento dessa particula é dada por m% = —mg — bv. As forgas presentes nesta
equacao estao esquematizadas na Figura 3. Dividindo-se esta equacao por m e rearranjando

os termos, resulta em:

dv b
— —v = — 2.24

que é uma equagao linear do tipo (B.5)?, onde as correspondéncias

b

r =t pl) > — e qlx) > —g
m

‘ % dn = %e, a solucao geral é dada por:

podem ser feitas. Como, [“p(n) dn =

=— =2 4 Cet, (2.25)

4 Neste trabalho nio sera apresentado o Teorema da Existéncia e Unicidade. Entretanto, para o leitor
que deseja estudar o Teorema indica-se que vejo o apéndice B da obra escrita por Watari (2004, p.114).
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Considerando v(0) = 0, obtém-se: C' = =2. Logo,

o(t) = — =2 (1 — en'). (2.26)

Qual valor encontrado quando %t << 1,isto ¢,t << 7. Usando o fato que

e ~ 1 + equandoe << 1,

o(t) ~ — % (1 — 11 ;t) = —gt, (2.27)
que ¢ o resultado de v(t) para uma particula em queda livre. Conforme Watari (2004), no
inicio do movimento a velocidade da particula é muito pequena, e, assim, a forga resistiva
é insignificante. Sendo esperado que o movimento seja aproximadamente o de queda livre.
A velocidade aumenta com o passar do tempo até atingir um valor limite, quando t — o0
(ap6s um tempo), dada por — %¢ e denominada velocidade terminal. O comportamento de
v em fungdo de t é mostrado na Figura 4 (a). Quando — mg — bUiermina = 0, significa

que a velocidade aumenta até a forga resistiva equilibrar a forca peso.

Lembrando-se que ‘fl—f = v, pode-se escrever:

[ e = at) — w0) = [ oty 2.28)

Substituindo-se v(t) dada por 2.26 e supondo-se que z(0) = 0,

__mg (t n %e%t _ m) _ng <1 by efat>_ (2.29)
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Figura 4 — Comportamento de v(t) e z(t).

Fonte: Watari (2004, p.46).

Se analisar esta expressdo para t << %,

isto é, no inicio do movimento, como foi

feito com v(t), obtém-se:

2 b b 10 1

2
onde foi utilizado e ~ 1 + € + %e2 para ¢ << 1. Por outro lado, quando t torna-se
grande, 2(t) — — %2t, isto ¢, a particula tende a cair com velocidade constante, que ¢
a velocidade terminal. O comportamento completo de z(t) é mostrado na Figura 4 (b).
Tanto a Equacao 2.26 de v(t) quanto a Equagao 2.29 de z(¢) mostram que, & medida que
a forca resistiva aproxima-se da forca peso, a queda dessa particula tende a um movimento

uniforme com a velocidade limite dada por %Z, em valor absoluto (WATARI, 2004).
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3 ESTATISTICA PARA O TRATAMENTO DOS DADOS EX-
PERIMENTAIS

Nesse capitulo serda desenvolvida a estatistica basica que serd necessaria para o

tratamento dos dados.

3.1 Medida de Tendéncia Central e Variabilidade

A maioria dos dados apresenta uma diferente tendéncia de se agrupar em torno
de um ponto central. Assim, para um determinado conjunto de dados, torna-se possivel
selecionar uma média para fornecer a descricao de todo o conjunto. Este valor descritivo é
denominado de medida de localizagao ou tendéncia central. Como tipos de médias
de tendéncia central utilizadas cita-se: a média aritmética, a mediana, a moda, a média do
intervalo e a média das juntas ou midhinge (LEVINE; BERENSON; STEPHEN, 2008).

e Média Aritmética

Em geral, a média aritmética! é o tipo de medida central mais utilizada. A média
aritmética (T) para uma amostra de n observagdes do conjunto X (z1, za,...,2,), é dada

por:

zn:% (3.1)

A Equacao 3.1 pode ser lida assim: a média aritmética de todas as observagoes é
calculada somando-se todas elas e dividindo-se pelo nimero total de observagoes. Conforme
Levine, Berenson e Stephen (2008), a média funciona como ponto de equilibrio de modo

que as observagoes que sao menores equilibram as maiores.

Um conjunto de dados numéricos pode também ser descrito por uma variagao.
Entende-se por variagao uma quantidade de dispersao ou spread nos dados. Com relagao
a variagdo nos dados, ha duas maneiras geralmente utilizadas que levam em conta o modo
como todos os valores estao distribuidos, as quais sao: a variancia e o desvio padrao.
Tais medidas permitem avaliar o modo como os dados apresentam flutuagoes em torno da

média (LEVINE; BERENSON; STEPHEN, 2008).

1

Com relagdo a média aritmética algumas observacoes devem ser feitas. Uma vez que, a mesma se baseia
em todas as observacoes, torna-se altamente afetada por um ou mais valores extremos da amostra.
Para tais casos, verifica-se uma representagao distorcida do que os dados estdo fornecendo. Logo, para
tais tipos de dados, nao é conveniente a utilizagao do calculo da média aritmética para descrever o
conjunto de dados (LEVINE; BERENSON; STEPHEN, 2008).
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e Variancia

A variancia de um conjunto de dados é uma medida da variacao igual ao quadrado

do desvio padrao e é definida conforme Levine, Berenson e Stephen (2008) como sendo:

§* == (3.2)

Observe que a varianga da amostra ¢ aproximadamente a média das diferencas ao

quadrado entre cada observagao e a média aritmética das observagoes.
e Desvio padrao

Sabe-se que quanto menor for a dispersao ou variabilidade entre os dados de uma
amostra, mais correto serda o valor da medida de tendéncia central apresentado. Logo, a
dispersao indica o grau de variagdo dos dados em torno de um valor médio (BORGES,

2003). O desvio padrao é a mais utilizada das medidas de dispersao.

Segundo Bussab e Morettin (2010), o desvio padrao é definido como a raiz quadrada

positiva da variancia. Logo, pode-se escrever:

n

> (z — )

S=4=t—" (3.3)

n—1

A leitura da Equacao 3.3 pode ser feita da seguinte forma: o desvio padrao é a raiz
quadrada da soma das diferencas ao quadrado entre a observacao e a média aritmética

das observacoes dividida pelo nimero de observagdes menos um (1).

Observe que a variancia (S5?) e o desvio padrdo (S) nunca podem ser negativos e a
unica condi¢ao para que eles sejam zero é quando os dados nao apresentam variagao, ou
seja, sao exatamente os mesmos. Entretanto, dados numéricos sao inerentemente variaveis.
Logo, torna-se importante estudar, além das medidas de tendéncia central que resumem
os dados, também as medidas de variacdo que refletem a forma como os dados estao
dispersos (LEVINE; BERENSON; STEPHEN, 2008). A variancia (5?) e o desvio padrao
(S) indicam a dispersao “média” em torno da média aritmética. Observe que quanto mais
dispersos estiverem os dados, maiores serao a variancia e o desvio padrao. Quanto mais
concentrados ou homogéneos estiverem os dados menores serdao a variancia e o desvio
padrao. Para o caso em que todas as observagoes forem idénticas a variancia e o desvio

padréo serdo nulos (S? = 0; S = 0).

e Coeficiente de variagao (CV)
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O coeficiente de variacao é entendido como a medida relativa da variacao e mede a
dispersao dos dados em relacao a média aritmética. Conforme Levine, Berenson e Stephen

(2008), ¢ dado por:
oV = (i) 100%. (3.4)

A Equacao 3.4 pode ser lida da seguinte forma: o coeficiente de variagao é igual ao
desvio padrao dividido pela média aritmética, multiplicado por 100%.

Para Correa (2003), uma distribui¢do tem baixa, média ou alta dispersao de acordo

com os seguintes critérios:

CV <15% (Baiza dispersao);
15% < CV < 30% (Média dispersao);
CV >30% (Alta dispersao).

3.2 Erros de uma medida

Define-se o erro de uma medida como sendo:

e=V — VR. (35)

em que, V' é o valor medido e Vi é o valor real da medida. Entretanto, em boa parte
das vezes o parametro Vi de uma medida nao pode ser determinado, logo, nao ha como
determinar o erro. Uma sugestao para contornar isso é substituir o valor real pelo valor
mais proximo dele e calcular o desvio da medida (SILVA; SILVA; NASCIMENTO, 1995).

Mesmo tendo o conhecimento do erro de uma determinada medida ha uma certa
dificuldade em avaliar se o0 mesmo é “pequeno ou grande” devido ao fato de nao se ter

um parametro para comparacao. Assim, define-se o erro relativo de uma medida como

sendo:
€ V — VR
€Rr Vi Va ( )
O erro percentual é definido como o erro relativo multiplicado por 100. Assim,
escreve-se:

e, = € x 100. (3.7)
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3.3 Regressao Linear Simples

A andlise de regressao representa a verificacdo de uma analise estatistica com
a finalidade de averiguar a existéncia de uma associagdo entre duas variaveis sendo
uma dependente e outra independente. Ela equivale a obtencao de uma equacao que
tente esclarecer a variacao da variavel dependente pela variagao dos niveis da variavel

independente.

Dentre as muitas maneiras em que equagcoes de regressao sao utilizadas, uma delas
¢é em situagoes em que duas variaveis medem aproximadamente a mesma coisa, sendo uma
delas mais simples de lidar em relacao a outra (STEVENSON, 1981). Assim, conforme
Stevenson (1981), a finalidade da equagao de regressao é estimar valores de uma variavel,
com base em valores conhecidos da outra. Outra utilizacao das equacoes de regressao
¢é no sentido de explicar valores de uma variavel em termos da outra. Assim, pode-se
suspeitar de uma relagdo de causa e efeito entre duas varidveis (STEVENSON, 1981). E
importante destacar que nem todas as situagoes a serem estudadas podem ser aproximadas
por uma equagao linear. Sendo assim, é requerido um processo preliminar para fazer
essa determinacao. O processo mais simples consiste em fazer um grafico de diagrama
de dispersao, para verificar o comportamento dos dados da varidvel dependente (y) em
funcao da variavel independente (x). Na Figura 5 observam-se trés graficos de dispersao.
No gréafico (a) os pontos demonstram uma relagao negativa entre as variaveis. J& no grafico
(b) os pontos indicam que nao ha uma relagao entre as variaveis. No grafico (c) os pontos

sugerem uma correlagdo positiva entre as variaveis.
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Figura 5 — Trés modelos de grafico de dispersao.
A A A
Y Y Y

o
- L Ll

(a) o (b) 7 () 7
Corre!agéo Nenhuma Correlacao Positiva
negativa correlacéo

Fonte: Adaptada de Levine, Berenson e Stephen (2008, p. 537).

O comportamento da variavel y em relacao a variavel = pode variar bastante. Para
explicar o fenomeno deve-se ter um modelo mateméatico definido, um modelo que se ajuste
a um tipo de curva e equagao que mais se aproxima dos pontos do diagrama de dispersao.
Contudo, os pontos do grafico nao vao se ajustar por igual a curva do modelo matematico
escolhido. A maior parte desses pontos do grafico vao se encontrar a uma certa distancia
da curva do modelo. O que causa isso ¢ o fato do fendmeno em estudo sofrer influéncias

que acontecem Por acaso.

Para os pontos que ficam um pouco distantes da linha reta do grafico de dispersao,
um dos meios que pode ser utilizado para diminuir os erros é uma equacgao estimada, essa
equacao as distancias entre os pontos do diagrama e os pontos da curva, seja a minima

possivel.

Vamos utilizar o Método dos Minimos Quadrados (MMQ). Resumindo, pelo método
dos minimos quadrados a soma de quadrados das distancias entre os pontos do diagrama e
os respectivos pontos na curva da equacao estimada ¢é reduzido, obtendo-se, dessa maneira,

uma relacao entre x e y, com um minimo de erro possivel.

O modelo estatistico para regressao linear simples segundo Bussab e Morettin
(2010), é dado por:

Y = + 6%1 + €;, (38)

onde y; ¢ o valor observado para a variavel dependente y no i-ésimo termo da variavel

independente z,  é a constante de regressao e representa o intercepto da reta com o eixo
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dos y, B é o coeficiente de regressao (também chamado de coeficiente angular), representa
a variagdo de y em funcao da variacao de uma unidade da variavel z, z; é o i-ésimo termo
da varidvel independente z(i = 1,2, ...,n), e; é 0 erro que estd associado & distancia entre o
valor observado y; e o correspondente ponto na curva do modelo proposto, para o mesmo

termo ¢ de z.

3.3.0.1 Estimacao por Minimos Quadrados

Agora serao obtidos os estimadores de minimos quadrados para os parametros do
modelo linear como na Equagao 3.8. Para isso, suposi¢oes para as variaveis envolvidas

serdo feitas.

A primeira é que a variavel X é, por hipdtese, controlada e ndo tem variacoes
aleatorias. Diz-se que a mesma é uma variavel fixa. A segunda é que, para dado valor = de

X, os erros distribuem-se ao redor da média « + Sz com média zero, isto é:

E(ej]z) = 0. (3.9)

em terceiro lugar, deve-se supor que os erros seguem uma distribui¢do normal em torno

dos termos de X, ou seja,

e~ N(0,0%) (3.10)
em quarto lugar, serd introduzida a restricao de que os erros sejam nao-correlacionados.

Com uma amostra de n individuos, tem-se n pares de valores (z;,y;), i = 1,...,n,

que devem satisfazer a Equacao 3.8.

E requerido introduzir um critério que permita encontrar o e 5. Vamos utilizar o
critério que consiste em encontrar os valores de a e § que minimizam a soma dos quadrados

dos erros, a partir da Equacao 3.8 obtemos:

e, =y — (a+ PBxy),i=1,...,n. (3.11)

Dai, obtém-se, a quantidade de informagao perdida pelo modelo ou soma dos

quadrados dos erros (ou desvios), dado por:

n n

SQ(a,B) = > el = {yi — (o + )} (3.12)

=1 =1
Para cada valor de a e 8 ha um resultado para essa soma de quadrados, e a solugao
de minimos quadrados (MQ) é a que torna essa soma minima. Observa-se que a Equagao

3.12 é uma funcao de a e 5. Assim, para minimizar a Equacao 3.12 deriva-se a mesma em

relacdo a a e e igualando a zero, observa-se que as solucoes & e [ devem satisfazer
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né + By x = Yy, (3.13)
=1

&y w + BZ%’? = > Y (3.14)

& =7y — A7, (3.15)
e7
5 1Ty — nTY
B = e a——— (3.16)

Assim, tém-se o modelo final escrito como sendo:

0 = a + [ (3.17)

Na Figura 6 observa-se a disposi¢ao geométrica dos parametros fisicos que vem

sendo destacados na obtencao da Equacao 3.17.
Figura 6 — Representagao grafica dos diversos desvios.

Ys Yi

<

Bl —_—_d-
=y

Fonte: Adaptada de Bussab e Morettin (2010, p.457).
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A

3.3.1 Propriedades dos Estimadores de & e (8

Os estimadores & e [ possuem importantes propriedades amostrais: uma delas é
que a dispersao € a mesma para cada nivel da variavel X e a outra é que estas distribuigoes

sa0 normais, com a mesma variancia.

Segundo escreve Bussab e Morettin (2010), o modelo é:

Y, = E(Y|x;) + ¢, = a + fBx; + e, 1=1...,n (3.18)
e deve satisfazer as seguintes suposicoes:
P da valor de z; b 6di iAnci tante o2
e Para cada valor de z;, o erro e; tem média zero e variancia constante oZ.

e Se i # j, Cov(e;,e;) = 0, isto é, para duas observagoes distintas, os erros sao

nao-correlacionados.

Tem-se que:

EYjz;) = a +B8x; e Var(Yi|z) = o2,

e ainda que Y; e Y sao nao-correlacionados, para i # j.

3.3.2 Meédia e Variancia dos Estimadores

Agora serao obtidos a média e a variancia dos estimadores & e 5’, dados nas
Equacoes 3.15 e 3.16. Destaca-se aqui que toda a deducao que sera realizada tem como
base o trabalho de Bussab e Morettin (2010, p. 461-462). Para o estimador B, tem-se:

EB) = 8, (3.19)
e
~ o2
—= € . 2
Var(B) INp—— (3.20)
Para o estimador &, tém-se:
E&) = «, (3.21)
e7
N 2 > T
Var(a) = (3.22)
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As deducgoes das Médias e Variancia dos Estimadores podem ser vistas em detalhes

no Apéndice C.

3.3.3 Distribuicoes Amostrais dos Estimadores dos Parametros

Segundo Bussab e Morettin (2010), os erros e; sao varidveis aleatérias com distri-
bui¢ao normal, ou seja,
e; ~ N(0;02),2 (3.23)

o que implica em:

yi~ N(a + pui; o2). (3.24)

e

Como (8 e & tém ambos distribuicao normal, com médias e varidncias dadas por

Equacao 3.19, Equacao 3.20 e Equacao 3.21, Equacao 3.22, isto é,

o2y a?

Y~ N |« - : 3.25
e (o) )

N 02
~N|B=—=—""——=]. 3.26
0 (ﬁ’ ?:1(xi_x)2> (3:20)

De tais resultados obtidos anteriormente, pode-se concluir que
=B S - 22 ~ N1, (3.27)
Oe
e7

& — a [nY(r; —T)?

~ N(0,1).4 3.28

2 Significa que os erros tem distribuicio normal com média igual a zero e varidncia igual a varidncia

dos erros da amostra. Conforme Stevenson (1981), o grafico de uma distribui¢do normal se assemelha
muito a um sino. E suave, unimodal, e simétrico em relacio & sua média. Menos 6bvio é o fato de que
a curva se prolonga indefinidamente em qualquer das diregoes, a partir da média.

Significa que a distribuicdo amostral do pardmetros B tem distribuicdo normal com a média do
estimador igual a zero, e variancia do estimador igual a 1.

Significa que a distribuicao amostral do pardmetros & tem distribuicdo normal com média estimada
igual a zero, e a varidncia do estimador igual a 1.
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3.3.3.1 Teste de Hipdtese sobre o e 3

Entende-se por teste de hipdtese uma técnica de se realizar inferéncia estatistica.
Assim, a partir de um teste de hipdteses, através dos dados amostrais, pode ser feita a
inferéncia acerca da populagao® (FONSECA; MARTINS, 2011).

A construcao de um teste de hipéteses pode ser explicada da seguinte forma: existe
uma variavel X associada a dada populacao e tem-se uma hipotese sobre determinado

parametro 6 dessa populacao. Afirma-se que o verdadeiro valor de 6 é 6.

Testar a hipotese de que o intercepto ¢ igual a um determinado valor, essa hipdtese

¢é chamada de hipdtese nula, e escreve-se da seguinte formas:

H0:9 = 90.

Em seguida, serd explicita a hipdtese que serd considerada aceitavel, caso Hy seja
rejeitada. Tal hipotese serda denominada de hipoétese alternativa. A hipdtese alternativa é

representada da seguinte forma:

H1:9 7é 90.

Qualquer uma que escolhemos, estamos sujeitos a cometer erros. Para facilitar

nosso entendimento, vamos as defini¢oes:

Erro de tipo I: rejeitar a hipétese nula quando essa é verdadeira. Onde chamamos

de a a probabilidade de cometer esse erro, isto é:

a = P(errodo tipo I) = P(rejeitar Hyo|Hy é verdadeira).

Erro do tipo II: nao rejeitar Hy quando Hj é falsa. A probabilidade de cometer

esse erro é denotado por [, logo, tém-se:

B = Plerrodo tipo II) = P(nao rejeitar Hyo|Hy é falsa).

O teste de hipdtese tem como objetivo dizer, usando uma estatistica é, se a
hipétese Hy é ou nao aceitavel. Mas, essa decisao é tomada através da aceitagdo de uma
regiao critica RC. Caso o valor observado pertenga a essa regiao, (é € RC), rejeitamos
Hy; caso contrario, nao rejeitamos Hy. A regiao em estudo é construida de modo que
P(é € RC|H, é verdadeira) seja igual a «, fixado a priori. Essa regido critica é sempre
construida sob a hipdtese de Hy ser verdadeira (BUSSAB; MORETTIN, 2010).

5

Conforme Bussab e Morettin (2010), uma populagio é definida como sendo o conjunto de todos os
elementos ou resultados sob investigacao. E a amostra é qualquer subconjunto da populagao.
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Para Bussab e Morettin (2010), a chance a de se cometer um erro de tipo I é um
valor arbitrario e é conhecido como nivel de significancia do teste. O resultado da amostra
é mais significante para rejeitar Hy quando menor for o nivel de a. Resumindo, quanto
menor for o, menor é a probabilidade de se obter uma amostra pertencente a regiao critica
do teste.

Bussab e Morettin (2010) dizem que, para criar um teste de hipé6teses, os seguintes

passos podem ser utilizados:

1. Fixar a hipotese H a ser testada e qual a hipotese alternativa de H;.

2. Usar as informagoes disponiveis para decidir qual estatistica (estimador) vai ser usada
para testar a hipotese Hy. Obter as propriedades dessa estatistica (distribuigao, média,

desvio padrao).

3. Fixar a probabilidade de o de cometer o erro do tipo I e usar esse valor para construir

a regiao critica do teste.
4. Usar as observagoes da amostra para calcular o valor da estatistica do teste.

5. Se o valor calculado com os dados da amostra nao pertencer a regiao critica, nao rejeita

Hy; caso contrario, rejeite H.

Devemos tomar como Hy aquela hipotese, que, rejeitada, conduza a um erro de
tipo I mais importante de evitar. Se Hy ¢é rejeitada, implica que x tem importancia ao

explicar a variabilidade de y.

Conforme afirma Fonseca e Martins (1996), fixado o valor de «, pode-se determinar
a probabilidade § de se cometer o erro tipo II. Para o célculo de § (probabilidade de
aceitar Hy, quando H, é falsa), é preciso admitir outros valores para Hy, ja que o seu valor

original é considerado falso.

3.3.3.2 Teste de significincia para a média

Conforme escreve Fonseca e Martins (2011), os teste de significAncia sao mais
utilizados em pesquisas educacionais, sdcio-econdémicas, etc. O mesmo considera apenas

erros do tipo a e para a sua realizagao os seguintes procedimentos sao realizados:

1. Enunciar as hipoteses Hy: 0 = 6ye Hy: 0 # 0.

2. Fixar o. Admitindo que 02 é desconhecida, a varidvel do teste serd “t” dStudant, como

o = (n — 1).
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3. Com o auxilio da tabela “t” determinam-se RA (Regido de Aceitacdo) e RC (Regiao
Critica).

T — b

teal = S )

vn
onde, T é a média amostral, 6y é o valor da hipétese nula, s é o desvio-padrao amostral

e n é o tamanho da amostra.

4. Conclusao:

Se — t5 < tew < t5 mao se pode rejeitar H.

Setew > t5 outey < — tg, rejeita-se Ho.

3.4 INFERENCIAS SOBRE O COEFICIENTE ANGULAR DA RETA DE RE-

GRESSAO

Mesmo quando ha pouco ou nenhum relacionamento entre as varidaveis numa
populagdo, torna-se possivel obter valores amostrais que fagam as varidveis parecerem

relacionadas conforme pode-se observar na Figura 7.

Figura 7 — (a) Uma populacdo sem relagao entre as varidveis. (b) Observagoes amostrais
hipotéticas da populagao tornam aparente uma relagao.

. -~

» U > T

Fonte: Adaptada de Stevenson (1981, p.356).

O que pode ocorrer é que fatores aleatorios na amostragem produziriam um
relacionamento onde nenhum existe (STEVENSON;, 1981). Por isso é importante verificar
os resultados de tais cdlculos com o propésito de decidir se sao relevantes (isto é, se os
verdadeiros pardmetros nao sao iguais a zero). Deseja-se distinguir entre situagoes em que
as variaveis sao relacionadas, e em que nao sao. Se nao, é de esperar um coeficiente angular

zero. Par isso testa-se a hipdtese nula Hy : 0 = 6. contra a alternativa Hy : 0 # 6.
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A significancia do coeficiente de regressao pode ser testada comparando-o com seu

desvio padrao S.

_ valor amostral - valor esperado b —0 b
N valor padrao s S
Pode-se testar a hipotese b = 3, isto é, que o coeficiente angular tenha um certo

valor. A férmula para t é:

Segundo Stevenson (1981), dependendo da razao ser relativamente pequena ou

grande, serd um indicativo de que o verdadeiro valor possa ser zero ou o contrario.

A Figura 8 esclarece esse conceito. A distribui¢gdo amostral da diferenca relativa é
uma distribuicao t com n — 2 graus de liberdade. Usa-se, assim, o valor critico® obtido

de uma tabela t para determinar se o tamanho relativo de b é grande ou pequeno.

Figura 8 — Distribuicao com suas regioes criticas.

Aceitar H,

Rejeitar H, Rejeitar H,

0 +1

Fonte: Adaptada de Stevenson (1981, p.356).

A quantidade de dispersao na populacao pode ser estimada com base na dispersao
das observacgoes amostrais em relagao a reta de regressao calculada, para esse calculo

vamos usar a seguinte férmula, segundo Stevenson (1981):

Y — ye)?
n—2
onde:

y; = cada valor de y;

6 O coeficiente angular é diferente de zero se tyese excede +tapera (STEVENSON, 1981, p. 356).
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y. = valor correspondente da reta de regressao, deduzido da equacao de regressao;

n = numero de observagoes.

Para Stevenson (1981), hd uma forma mais conveniente de calcular s., a qual é

dada por:

. _\/ZyQ—aZy—bey
< n—2 )

O desvio padrao da distribuigao amostral do coeficiente angular, segundo Stevenson
(1981), é dado por:

r ¢ St — [1<2x>2/n1'

As vezes é melhor estabelecer um intervalo de confianca para o verdadeiro valor de
[ do que simplesmente testar a significancia de b. O intervalo de confianca é b + ts;, ou

ainda,

b — tS(, S ﬁ S b + tSb. (329)

O intervalo de confianca responde a uma dupla finalidade. Indica o intervalo
provavel em que o verdadeiro valor pode estar, assim como pode ser usado também para

testar a significancia de um coeficiente angular amostral.

3.4.1 Coeficiente de Correlagao (r)

Quando todos os valores das variaveis satisfazem exatamente uma dada equagao, diz-
se que as mesmas se “apresentam” como perfeitamente correlacionadas ou que existe uma
correlagao perfeita entre elas (SPIEGEL, 1993). A correlagao linear 7 mede a intensidade
da relagao linear entre duas ou mais variaveis (CORREA, 2003). Essa correlacao pode ser
positiva ou negativa, positiva quando as variaveis (z,y) sao diretamente proporcionais. E

negativa quando as variaveis (x,y) sdo inversamente proporcionais.

Os seguintes critérios devem ser seguidos ao se testarem hipoteses ou ao se fazerem

outras inferéncias sobre 7.

1. Os dados de (z,%) sdo amostras aleatérias de dados quantitativos independentes. E
importante que os dados amostrais nao tenham sido coletados com o uso de método

nao apropriado.

2. O grafico visual do diagrama de dispersao deve confirmar que os pontos se aproximam

do padrao de uma reta.
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3. Quaisquer valores atipicos devem ser removidos caso se saiba que sao erros. Os efeitos
de quaisquer outros valores atipicos devem ser considerados pelo calculo de r com e

sem o valor atipico incluido.

Os itens 2 e 3 sao tentativas simplificadas de se verificar este requisito formal. Para
verificar o grau de correlacao entre as variaveis, calcula-se o coeficiente de correlagao linear
pela férmula do coeficiente de correlagao, o qual, conforme Bussab e Morettin (2010), é
dado por:

= Loy — Ty , (3.30)
V(Ea? — nm) (S — ng?)

em que, n sao os pares de valores (z1,41),...,(Zn, Yn)-

Para Correa (2003):

O valor do coeficiente de correlagdo r tem a variagao entre +1 e —1,
ou seja, estd limitado entre os valores do intervalo [—1,+1]. r = +1
(correlagdo positiva entre as varidveis); r = —1 (correlagdo perfeita
negativa entre as varidveis); r = 0 (ndo hé correlagdo entre as varidveis
ou, ainda, a correlagdo nao é linear, caso exista). Quanto mais préximo
o valor de r estiver do valor “1”, mais forte a correlagio linear. Quanto
mais préximo o valor de r estiver do valor “0”, mais fraca a correlacao

linear (CORREA, 2003, p. 109).

Multiplicando-se o valor de r por 100, o resultado passa a ser expresso em porcen-
tagem. E os critérios para verificar os diversos niveis do fraco ao forte, chegando até o

perfeito, conforme Correa (2003), sao:

e 0 < |r| <0,3:a correlagdo é fraca e torna-se dificil estabelecer relagao entre as

variaveis envolvidas. Em porcentagem: 0 < |r| < 30%;

e 0,3 <|r| <0,6:a correlagdo ¢ fraca. Entretanto, pode-se considerar a existéncia de

relativa correlacao entre as varidveis. Em porcentagem: 30% < |r| < 60%;

e 0,6 < |r| <1:a correlagdo é de média para forte; a relacdo entre as varidveis é
significativa, o que permite coeréncia com poucos conflitos na obtencao das conclusoes.
Em porcentagem: 60% < |r| < 100%.

3.4.2 Coeficiente de Determinacao 72

O quadrado do coeficiente de correlacao de Pearson é chamado de coeficiente de
determinacao ou simplesmente 72 para o caso de regressao linear simples. O R? explica
a proporcao da variabilidade explicada pela varidavel explicativa. Ou seja, fornece uma

informacao auxiliar ou resultado da analise de variancia da regressao, como uma maneira de
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se verificar se 0 modelo proposto é adequado ou nao para descrever o fenomeno. Conforme
Stevenson (1981), uma medida ttil, associada a reta de regressao, é o grau em que as

predicoes baseadas na equacgao de regressao superam as predi¢oes baseadas em 7.

A variacao dos pontos em torno da média é chamada de variacao total. Essa
variacao é calculada com a soma dos desvios elevados ao quadrado. J& os desvios verticais
dos y}s chama-se variagdo nao-explicada. Essas varia¢oes sao calculadas com a soma de

quadrados de desvios em relagao a reta e sao dadas por:

Variagao total = Z(y, — 7).

Variagao nao-explicada = Z(?/z — )2

Para saber a quantidade de desvios explicada pela reta de regressao é s6 fazer a

diferenca entra a variagdo total e a nao explicada, ou seja,

variacao explicada = variacao total — variagdo nao explicada.

Para Stevenson (1981) o coeficiente de determinagao é dado por:

(2 _ Yyariagao explicada

3.31
variacao total. ( )

O valor de r? varia no intervalo de 0 a 1. Valores préximos de 1 indicam que o

modelo proposto é adequado para descrever o fendmeno.
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4 MATERIAIS E METODOS

Nesse capitulo sera descrita a metodologia utilizada na confeccao desse trabalho.

4.1 ENQUADRAMENTO DA PESQUISA

Quanto a natureza esta pesquisa pode ser enquadrada como basica, uma vez que
objetiva gerar conhecimentos novos uteis para o avanco da ciéncia sem aplicagao pratica
prevista (PRODANOV; FREITAS, 2013).

Diante dos objetivos citados esta pesquisa é classificada como Explicativa, uma vez,
que tem como preocupacao central identificar os fatores que determinam ou que contribuem
para a ocorréncia dos fenéomenos. As pesquisas explicativas nas ciéncias naturais valem-se

quase exclusivamente do método experimental (GIL, 2002).

Com relagao aos procedimentos técnicos, a mesma é considerada bibliografica e
experimental. Conforme Gil (2002), a pesquisa bibliografica é desenvolvida com base
em material ja elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos. A
principal vantagem dessa pesquisa é que ela reside no fato de permitir ao investigador
a cobertura de uma gama de fen6menos muito mais ampla do que aquela que poderia
pesquisar diretamente. Entretanto, algumas vezes as fontes secundarias apresentam dados
coletados ou processados de forma equivocada e assim podem prejudicar a qualidade da
pesquisa (GIL, 2002). A pesquisa experimental representa o melhor exemplo de pesquisa
cientifica, pois consiste em determinar um objeto de estudo, selecionar as variaveis que
seriam capazes de influencié-lo, definir as formas de como controlar e de observacao dos

efeitos que a varidveis produzem no objeto (GIL, 2002).

Conforme Severino (2007), a pesquisa experimental torna o préprio objeto em sua
concretude como fonte e o coloca em condi¢oes técnicas de observacdo e manipulacao
experimental nas bancadas e pranchetas de um laboratério, onde sao criadas condigoes

adequadas para seu tratamento.

Segundo Gil (2002), a pesquisa experimental tem as seguintes propriedades:

e manipulagao;
e controle;

e distribuicao aleatoria.

Na Figura 9 observam-se os tipos de pesquisas cientificas em que pode-se verificar

as causas do enquadramento dessa pesquisa.
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Figura 9 — Tipos de pesquisa cientifica.

: ~ Gera Conhecimento Pesquisa Exploratdria
(Sem Finalidades Imediatas)
Ceonhecimento a ser Utilizado em

Pesquisas Aplicadas ou Tecnologicas . "
4 plicads logice Pesquisa Descritiva

) o Pesquisa Explicativa
Pesquisa Basica

Quanto & Quanto aos Quanto aos
Natureza Objetivos Procedimentos

Pesquisa Documental
Pesquisa Aplicada

Pesquisa Bibliografica
Estudo de Caso
Pesquisa Experimental

Gera Produtos e/ou Processos Pesquisa-Acao
(Com Finalidades Imedialas) Pesquisa Operacional
Utiliza os Conhecimentos Gerados pela Pesquisa Participante

Pesquisa Basica + Tecnologias Existentes
Pesquisa Ex-Post-Facto

Fonte: Prodanov e Freitas (2013, p. 51).

4.1.1 O Kit experimental utilizado

A pesquisa desenvolvida neste trabalho teve como base as observacoes do tempo
de queda de uma esfera metalica de massa m liberada a partir do repouso de uma altura
yo. O kit experimental (CIDEPE) para queda de corpos utilizado pertence ao laboratério
de Fisica do Centro de Ciéncias e Tecnologia (CCT) da Universidade Estadual da Paraiba.
O mesmo é composto de um tripé universal delta max, uma bobina multiuso, conjunto de
sensores fotoelétricos e um cronémetro digital multifuncional com rolagem de dados, além

das esferas de massa m.

Na Figura 10 pode-se observar o kit para queda de corpos com a bobina multiuso

e os sensores fotoelétricos.
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Figura 10 — Kit de queda de corpos utilizado nesta pesquisa.

P\

Fonte: O proéprio autor.

4.1.2 O sensor fotoelétrico

O sensor CL010 apresenta a seguinte composigao:

Emissor de luz policromatica.

Gabinete em ago com trés orificios guias.

Manipulo M5.

Cabo miniDIN-miniDIN.

Na Figura 11 observa-se em detalhe o sensor fotoelétrico e o cabo miniDin, o qual

conecta o sensor com o crondémetro digital.
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Figura 11 — Sensor fotoelétrico.

Fonte: O proprio autor.

4.1.3 Cronometro digital multifuncional com rolagem de dados

O crondmetro digital multifuncional EQ228A apresenta a seguinte composigao:

e Resolugao de 1ms.
e Faixa de leitura de 50us a 99, 99995 s.

e Cabo de for¢a (1q) com norma plugue macho NEMA 5/15 NBR 6147 e plugue fémea

norma IEC.

4.1.3.1 Identificacao dos comandos e indicadores

Todas as informacoes que serdao descritas em seguida podem ser verificadas na

Figura 12.

No painel frontal identifica-se:

(1la) display LCD;

(1f) chave liga bobina;

(A) tecla de selecao esquerda cuja fun¢ao depende do texto apresentado na tela

acima da mesma.

(B) tecla de selegao central cuja funcao depende do texto apresentado acima da

mesma.
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(C) tecla de selegao direita cuja fun¢ao depende do texto apresentado na tela cima

da mesma.

(D) sistema de navegacao em duas diregdes.

(1i) tecla reset (pressionada levemente reinicia o programa).

No painel traseiro identifica-se:

e (1lc) chave geral liga-desliga;

e (1d) saida para bobina de largada e retencao;

e (1m) entradas miniDIN para sensores fotoelétricos e actsticos;
e (1n) fusivel;

e (1p) plugue de entrada norma IEC.

Figura 12 — Cronometro digital multifuncional com rolagem de dados.

Fonte: O préprio autor.
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4.1.3.2 Especificagoes de Funcionamento

O cronometro multifuncional com rolagem de dados apresenta as seguintes especifi-

cagoes de funcionamento:

e Alimentagao; 80-230 VAC - 50/60 Hz-automatico.

e Temperatura de operacao 0-40° C.

4.1.4 Descricao do experimento

O método utilizado nesse experimento permite o lancamento de uma esfera de ago
e a obtencao automatica dos tempos de queda e da velocidade da mesma ao passar por

cada sensor fotoelétrico.

A Figura 13 mostra um esquema da montagem do experimento, que foi realizado

de acordo com os seguintes passos:

Figura 13 — Esquema de montagem do experimento de queda da esfera.

' Bobina

. — Esfera metélica AN
S(] > SO > @ d

e
51 > jL ! AyQ S1 > Y% Ay2
Ay, Ay, Ay

S, > _ ¥ Ay, S, >  — 4
s, > S 5, > ,
S, = S -

.
s

(a) (b)
Fonte: (a) esquema utilizado nesse Trabalho. A ideia principal para confecgao da mesma

foi do professor Dr. Brauner Gongalves Coutinho, a qual foi adaptada pelo professor
orientador desse TCC. A Figura (b) Adaptacao de Coluci et al. (2013, p. 2506-4).

1. Encaixar os cabos (miniDin) no sensor fotoelétrico e no cronémetro;

2. Encaixar os cabos da bobina do kit de queda de corpos na saida para bobina de largada

e retencao, a qual pode ser vista na Figura 12;
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3. O sensor Sy (o primeiro sensor de cima para baixo) foi ajustado com a esfera de massa m
possuindo didmetro (D)* de (17,9540, 05)mm, de tal forma que a mesma fosse liberada
com velocidade inicial nula (vy = 0m/s) com d = Omm, como pode ser observado na
Figura 13 (a). E importante destacar aqui que a esfera é presa a uma bobina multiuso.
Na realidade, caso este ajuste entre a parte inferior da esfera e o sensor Sy nao tivesse
sido feito, a velocidade da esfera ao passar por este sensor seria 1/2¢gd, em que d é a
distancia da extremidade inferior da esfera que nao esta em contato com a bobina e o
sensor supracitado conforme pode ser observado na Figura 13 (b). Observando a Tabela
3, pode-se verificar que a distdncia maxima percorrida pela esfera é de 400mm. Assim,
foi desprezado o efeito do atrito da esfera com o ar. Mohazzabi (2011) apresentou
resultados de parametros fisicos tais como velocidade e tempo de queda de uma esfera
maciga de a¢o com raio lem (ou seja didmetro de 2cm). O mesmo mostrou que para
uma distancia de 50cm, nao considerar o atrito do ar leva a um erro no tempo de queda
de 0,02%. Nesse TCC, a esfera utilizada possui didmetro inferior se comparada com a
apresentada no trabalho de Mohazzabi (2011). Além disso, as distancias consideradas
aqui também sao inferiores a 50cm. Assim, pode-se sugerir que os erros obtidos nos
tempos de queda da esfera sdo menores que 0,02% . Logo, é justificada a modelagem

matematica aqui utilizada tratando a esfera no vacuo;

4. Ajustar os cinco (05) sensores (Sy, S1, 52,53 e S4) distando igualmente 100mm um
do outro conforme pode ser observado na Figura 13 (a), que é uma ilustracao lateral
do kit de queda de corpos. Entao, na Figura 13 interpreta-se: Ay; = (100 + 0, 5)mm,
Ays = (2000, 5)mm, Ays = (300£0, 5)mm e Ay, = (400£0, 5)mm. Como a distdncia
entre os sensores foi definida com uma régua milimetrada, sua leitura deve ser expressa
na forma L = (L £ 0,5)mm, em que L é o valor lido. Entretanto, dependendo dos

contornos do objeto, bem como da qualidade da régua, pode-se ou nao ter a fracao de
milimetro estimada (SILVA; SILVA; NASCIMENTO, 1995);

5. Ajustar a inclinagao do kit de queda de corpos para que a esfera passe por todos os

sensores fotoelétricos;

6. O crondometro possui algumas fungoes. Dentre elas, a Fungao F1 (2 ou 5 sensores)
foi a utilizada neste experimento. Uma vez conectados os sensores fotoelétricos ao
cronémetro na sequéncia em que serao utilizadas no experimento, aperta-se a tecla ok
(tecla de selecao central). Na tela do cronémetro aparece a opgao ntimero de sensores e

a opc¢ao que utilizamos foi a de cinco sensores. Nesta opg¢ao foi informada a distancia

Essa medida foi realizada utilizando-se de um paquimetro. Um paquimetro é um instrumento que
possui um escala principal milimetrada e outra em polegadas gravada no seu corpo. Ele é projetado
de tal forma que duas de suas partes tocam no objeto em dois pontos nos quais desejamos medir sua
distancia. Interessante destacar no paquimetro é que o problema de se observar duas coincidéncias
simultaneas como no caso da régua fica resolvido e pode-se fazer leitura de fragoes de milimetro com
seguranga (SILVA; SILVA; NASCIMENTO, 1995).
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entre os sensores utilizando o sistema de navegacao para fazer a insercao dos digitos.
Uma vez informada a distdncia entre os sensores aperta-se novamente a tecla ok para
realizar a conclusao. Em seguida, aparece na tela do cronémetro a informacao para

iniciar o experimento;

7. Uma vez seguidos os procedimentos relatados anteriormente, aperta-se a chave liga
bobina e coloca-se a esfera na bobina do kit de queda de corpos. Solta-se a chave liga
bobina e a esfera é liberada passando pelos cinco sensores. Ao passar pelo ultimo sensor
a medicao ¢é encerrada e aparece na tela do cronémetro a mensagem “experimento
finalizado”. Ainda aparece uma instrugao para vermos os resultados do experimento
(que sao os tempos de queda transcorridos entre o primeiro e os demais sensores, ou
entre dois sensores consecutivos. Ainda tem-se a opc¢ao de verificar a velocidade com

que a esfera passa em cada sensor) ou repetirmos o experimento;

8. O experimento foi repetido 70 vezes, uma vez que o desejo do autor do trabalho era
que, do ponto de vista estatistico, os dados apresentassem 90% de confianca, o que

resultou neste nimero para amostra.

4.1.5 Relacao entre o erro e o tamanho da amostra

Nessa pesquisa a amostra tem um tamanho inferior ao total do universo a ser
estudado. Logo, isso acaba gerando um erro nos dados observados. Os dados no universo
encontram-se num intervalo com margem de erro minima, ou padrao. Esses dados em
geral sdo de dois tipos: uma média ou uma proporc¢ao. Ja o nivel de confianca expressa a

certeza de que o dado que se busca realmente esteja dentro da margem de erro.

Margem de erro, nivel de confianca e tamanho da amostra sempre caminham juntos.
O teorema do limite central mostra que, em condigdes gerais, a soma de muitas variaveis
aleatorias independentes se aproxima bem de uma distribuicao normal. Como estamos
trabalhando com um universo de tamanho muito grande o tamanho da amostra conforme

Stevenson (1981), é dada por:

(4.1)

onde, n é o tamanho da amostra que queremos, z é o desvio do valor médio que aceitamos
para alcancar o nivel de confianca desejado, esse valor é o valor da distribuicado normal

padrao (valor tabelado), p é a proporcao e e é a margem de erro.

Para um nivel de confianca de 90%, isso quer dizer que nosso z = 1,645, com isso
vamos ter um erro de 10%. Como o universo é bastante grande, serd utilizado p = 50%.

Substituindo esses valores na Equacao 4.1, obtém-se:
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(1,645)2.0,50.(1 — 0,50)

_ 42

n 0’ 102 b ( )
0. 67650625

= D20 67 65 43

" 0,01 ’ (4.3)

Portanto, o experimento realizado neste trabalho constara de 70 amostras.

4.1.6 Modelo Matematico para a obtencao da aceleracao da gra-
vidade

Utilizando-se dos dados obtidos através do experimento a aceleragdo da gravidade
foi calculada através do modelo? matemético g = 232. Em que B ¢é obtido através da

Equagao 3.16. A deducao deste modelo (modelagem) para g pode ser verificado no Apéndice
A.

2 Aqui o termo modelo matematico é entendido na mesma visdo de Biembengut e Hein (2011), ou seja,
um conjunto de simbolos e relagbes matematicas que procura traduzir, de alguma forma, um fenémeno
ou um problema de situagao real.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Na Tabela 3 encontram-se as medidas dos deslocamentos, tempos de queda e
média aritmética dos tempos de queda da esfera de massa m obtidos no experimento. As
quatro médias dos tempos de queda para cada deslocamento foram obtidas através das 70

amostras.

Tabela 3 — Medidas dos deslocamentos e tempos obtidos

através do experimento.

Ay (mm) Ay, =100,0  Ayy =200,0 Ayz=300,0 Ayy=400,0

At (s) 0,14690 0,20575 0,25125 0,28945
Aty(s) 0,14505 0,20410 0,24970 0,28780
Ats(s) 0,13525 0,19415 0,23970 0,27785
Aty(s) 0,13675 0,19565 0,24120 0,27935
Ats(s) 0,13735 0,19625 0,24180 0,27995
Atg(s) 0,13815 0,19705 0,24260 0,28080
Aty(s) 0,13840 0,19730 0,24285 0,28105
Atg(s) 0,13900 0,19790 0,24345 0,28170
Atg(s) 0,13925 0,19810 0,24370 0,28200
Atyo(s) 0,13985 0,19875 0,24430 0,28265
Atyy(s) 0,14005 0,19900 0,24455 0,28290
Ati(s) 0,14040 0,19930 0,24485 0,28320
Aty3(s) 0,14130 0,20015 0,24570 0,28400
Aty4(s) 0,14015 0,19910 0,24465 0,28300
Aty5(s) 0,14295 0,20190 0,24745 0,28610
Atyg(s) 0,14250 0,20150 0,24705 0,28555
Aty7(s) 0,14330 0,20220 0,24780 0,28605
Aty (s) 0,14295 0,20180 0,24740 0,28565
Atyg(s) 0,14290 0,20180 0,24740 0,28570
Ata(s) 0,14265 0,20155 0,24710 0,28540
Aty (s) 0,14355 0,20245 0,24805 0,28630
Atas(s) 0,14380 0,20275 0,24830 0,28650
Atas(s) 0,14275 0,20165 0,24720 0,28545
Atay(s) 0,14455 0,20350 0,24910 0,28730
Atgs(s) 0,14535 0,20420 0,24970 0,28805
At (s) 0,14590 0,20480 0,25035 0,28860
Aty (s) 0,14585 0,20475 0,25030 0,28855
(s)

0,13710 0,19590 0,24145 0,27970
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Ay (mm)  Ay; =100,0  Ayy =200,0 Ayz =300,0 Ay, =400,0

Atog(s) 0,13725 0,19620 0,24185 0,28015
Atso(s) 0,13715 0,19610 0,24170 0,28005
Aty (s) 0,13640 0,19535 0,24100 0,27930
Atso(s) 0,13650 0,19545 0,24115 0,27950
Atss(s) 0,13640 0,19525 0,24085 0,27915
Atsy(s) 0,13655 0,19550 0,24115 0,27950
Atss(s) 0,13650 0,19545 0,24105 0,27940
Atso(s) 0,13650 0,19540 0,24095 0,27915
Aty (s) 0,13605 0,19500 0,24060 0,27895
Atss(s) 0,13620 0,19505 0,24065 0,27890
Atso(s) 0,13660 0,19545 0,24100 0,27930
Atyo(s) 0,13645 0,19540 0,24105 0,27935
Aty (s) 0,13660 0,19540 0,24095 0,27920
At (s) 0,13640 0,19530 0,24090 0,27920
Aty (s) 0,13610 0,19505 0,24065 0,27900
At () 0,13630 0,19520 0,24080 0,27905
Atys(s) 0,13580 0,19465 0,24025 0,27850
Atyg(s) 0,13590 0,19475 0,24030 0,27860
Aty (s) 0,13575 0,19465 0,24030 0,27860
Atys(s) 0,13635 0,19530 0,24090 0,27920
Atyy(s) 0,13630 0,19515 0,24075 0,27905
Atso(s) 0,13610 0,19505 0,24070 0,27905
Ats(s) 0,13595 0,19485 0,24045 0,27875
Atsa(s) 0,13570 0,19460 0,24020 0,27850
Atss(s) 0,13545 0,19425 0,23975 0,27800
Atsy(s) 0,13575 0,19465 0,24020 0,27850
Atss(s) 0,13575 0,19470 0,24030 0,27865
Atsg(s) 0,1355 0,19445 0,24010 0,27840
Atsq(s) 0,13530 0,19420 0,23980 0,27810
Atss(s) 0,13535 0,19425 0,23990 0,27820
Atso(s) 0,13555 0,19445 0,24010 0,27840
Ateo(s) 0,13585 0,19475 0,24030 0,27860
Atey(s) 0,13545 0,19420 0,23975 0,27800
Atga(s) 0,13565 0,19455 0,24015 0,27850
Atgs(s) 0,13600 0,19490 0,24055 0,27890
Atoy(s) 0,13550 0,19440 0,24005 0,27840
Atgs(s) 0,13550 0,19455 0,24010 0,27840
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Ay (mm)  Ay; =100,0  Ayy =200,0 Ayz =300,0 Ay, =400,0

Atgs(s) 0,13555 0,19445 0,24005 0,27835
Atgr(s) 0,13530 0,19415 0,23980 0,27810
Atgs(s) 0,13510 0,19395 0,23950 0,27780
Atgo(s) 0,13500 0,19380 0,23925 0,27750
Atro(s) 0,13550 0,19435 0,23990 0,27820
Média 0,13821 0,19711 0,24270 0,28099

Fonte: O proéprio autor.

Na Tabela 4 encontram-se as medidas dos deslocamento e das velocidades da esfera
de massa m. Entende-se ¢, ¢a, ..., ¢gro como sendo as quedas realizadas pela esfera. Essas 70

amostras foram convertidas em 4 amostras, que sao as médias para cada um deslocamento.

Tabela 4 — Medidas do deslocamento e das velocidades

da esfera obtidos através do experimento.

Ay(mm)  100,0 200,0 300,0 400,0
v(m/s), ¢ 0,680 0,972 1,194 1,381
(m/s), ¢ 0,689 0,979 1,201 1,389
(m/s), g3 0,739 1,030 1,251 1,439
(m/s), @ 0,731 1,022 1,243 1,431
v(m/s), g5 0,728 1,019 1,240 1,428
(m/s)
(m/s)
(m/s)
(m/s)

m/s), ¢ 0,723 1,014 1236 1,424
m/s), ¢ 0,722 1,013 1,235 1,423
v(im/s), ¢s 0,719 1,010 1,232 1,419
v(m/s), @ 0,718 1,009 1,231 1,418
v(m/s), g0 0,715 1,006 1,227 1,415
v(m/s), qu 0,714 1,005 1,226 1,413
(m/s), g1z 0,712 1,003 1,225 1,412
(m/s), 13 0,707 0,999 1,221 1,408
(m/s), quu 0,713 1,004 1,226 1,413
(m/s), 5 0,699 0,990 1,212 1,398
v(m/s), ¢ 0,701 0,992 1,214 1,400
(m/s), iz 0,697 0,989 1,210 1,398
(m/s), s 0,699 0,991 1,212 1,400
(m/s), o 0,699 0,991 1,212 1,400
(m/s), ¢z 0,701 0,992 1,214 1,401
(m/s), g 0,696 0,987 1,209 1,397
(m/s), g2 0,695 0,986 1,208 1,396
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Ay(mm)

100, 0

200,0

300,0

400, 0

0,700
0,601
0,687
0,685
0,685
0,729
0,728
0,729
0,733
0,732
0,733
0,732
0,732
0,732
0,735
0,734
0,732
0,732
0,732
0,733
0,734
0,733
0,736
0,735
0,736
0,733
0,733
0,734
0,735
0,736
0,738
0,736
0,736
0,737
0,739
0,738
0,737

0,991
0,982
0,979
0,976
0,976
1,012
1,019
1,019
1,023
1,023
1,024
1,023
1,023
1,023
1,025
1,025
1,023
1,023
1,023
1,024
1,025
1,024
1,017
1,026
1,027
1,024
1,024
1,025
1,026
1,027
1,029
1,027
1,027
1,028
1,029
1,029
1,028

1,213
1,204
1,201
1,198
1,198
1,242
1,240
1,241
1,244
1,244
1,245
1,244
1,244
1,245
1,246
1,246
1,244
1,244
1,245
1,245
1,246
1,245
1,248
1,248
1,248
1,245
1,246
1,246
1,247
1,248
1,251
1,248
1,248
1,249
1,251
1,250
1,249

1,401
1,392
1,388
1,386
1,386
1,430
1,427
1,428
1,432
1,431
1,432
1,431
1,431
1,432
1,433
1,434
1,432
1,431
1,432
1,432
1,433
1,433
1,436
1,435
1,435
1,432
1,433
1,433
1,434
1,436
1,438
1,436
1,435
1,436
1,438
1,437
1,436
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Ay(mm)  100,0 200,0 300,0 400,0
v(m/s), geo 0,736 1,026 1,248 1,435
(m/s), g1 0,738 1,029 1,251 1,438
(m/s), gs2 0,737 1,028 1,249 1,436
(m/s), g3 0,735 1,026 1,247 1,434
(m/s), gsa 0,738 1,028 1,249 1,436
v(m/s), g5 0,737 1,028 1,249 1,436
(m/s)
(m/s)
(m/s)
(m/s)
(

m/s), g 0,737 1,028 1,249 1,437
m/s), gz 0,739 1,030 1,251 1,438
m/s), ges 0,740 1,031 1,252 1,439
v(m/s), geo 0,740 1,031 1,253 1,441
v(m/s), gro 0,738 1,029 1,250 1,437
Média 0,723 1,014 1,236 1,423

Fonte: O proprio autor.

A partir dos dados na Tabela 3 foi construida a Tabela 5, cujos valores apresentados
sao lidos da seguinte forma: ¢; é tempo que a esfera gasta para percorrer os dois primeiros
sensores cuja distancia entre si é de 100mm. O tempo t5 € 0 tempo que a esfera gasta para
percorrer o 1° e 0 3° sensor cuja distancia entre si é de 200mm. O tempo t3 é tempo que a
esfera gasta para percorrer o 1° e o 4° sensor que distam entre si 300mm. Por fim, o tempo
t4 € o tempo que a esfera gasta para se deslocar entre o 1° e 0 5° sensor que estao distantes
um do outro 400mm. Vale lembrar ainda que tq, to, t3 e t4 sdo médias de tempos de 70
quedas da esfera. E, H = /Ay em mz. Os t2(S?) foram obtidos fazendo cada valor de tZ,
ja os tiHi(sm%) foi obtido fazendo cada t;.H;, ja os h; foi calculado pela a raiz quadrada

de cada deslocamento, raiz de 0,10cm; ..., raiz de 0,40cm.

Tabela 5 — Resultados dos parametros fisicos obtidos atra-
vés do experimento.
ti(s) Hi(mz)  #(s*)  t;Hi(sm2) H}(m)
0,13821 0,32 0,01910 0,04423 0,1024
0,19711 0,45 0,03885  0,08870  0,2025
0,24270 0,54 0,05890 0,13106  0,2916
0,28099 0,63 0,07896  0,17702  0,3969
0,85901 1,94 0,19581 0,44101  0,9934

Fonte: O proprio autor.

~.

M»bwl\:)»—

Uma vez obtidos os coeficientes « obtido através da Equacao 3.15 e 3 obtido através

da Equacao 3.16 pode-se escrever o modelo para o problema da queda da esfera como
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H;, = 2,15t; + 0,02. Com o modelo obtido, pode-se estimar o valor da raiz quadrada do

deslocamento da esfera para qualquer tempo.

De acordo com a Tabela 6, o valor obtido para o coeficiente correlagao (r) pela
Equacao 3.30 esse valor indica que a mesma é bastante significativa. A correlagao encontrada
é positiva de 99,96% entre a varidvel raiz quadrada do deslocamento e o tempo. Onde a
medida que o tempo aumenta a raiz quadrada do deslocamento também aumenta, o que é

coerente com o grafico de dispersao apresentado na Figura 14.

J& o coeficiente de determinacio (r?) calculado pela Equacao 3.31 indica que a
variavel tempo explica 99, 92% da varidvel raiz quadrada do deslocamento. Observando a
Figura 15 ela mostra uma forte correlacao entra a varidvel tempo e a variavel velocidade.
Logo, ¢ vantajosa a adocao do modelo para explicar a raiz quadrada do deslocamento
da esfera, em func¢ao do tempo. Com relagao ao coeficiente de variagao (CV) calculado
pela Equacao 3.4 que gerou um resultado de aproximadamente 28, 62%, conforme Correa
(2003), o mesmo se enquadra dentro de uma dispersao média. Ja o desvio padrao (S)
obtido através da Equacao 3.3 se afastou em torno da média de 0,061 tanto para valores
acima como para valores abaixo. Para o IC obtido através da Equagao 3.29 com 90% de
confianca o coeficiente 3 encontra-se dentro do intervalo calculado . No teste de hipdtese
com de 10% de significAncia a hipdtese nula é rejeitada. O valor de t calculado foi de 4,06
e o tabelado é de 2,920 conforme verificado na tabela de distribui¢do tStudent, que pode

ser observada no Anexo A. A variancia (S?) foi obtida a partir da Equagao 3.2.

Tabela 6 — Parametros encontrados nessa pesquisa.
r r2 S2(s?) OV a(m2) B(™L)  S(s) ¢ 1C(™L2)
0,9996 0,9992 0,004 28,62 0,02 2,15 0,061 4,06 (-1,91< 3 < 6,21)

Fonte: O proprio autor.

Na Tabela 7 observam-se o valor da aceleracao da gravidade obtido por Lopes
(2008), o valor experimental, obtido com dados do experimento realizado nessa pesquisa e
o erro percentual entre ambos. A gravidade tedrica indicada na Tabela 7 foi obtida através
da média aritmética entre os dois valores marcados na Figura 16, do Apéndice B os quais
correspondem a uma altitude de 600m e latitudes entre 5° e 10°. A altitude, bem como, a
faixa de latitudes foram escolhidas pois sdo os valores que mais se aproximam da cidade
de Monteiro - PB, local de realizacao do experimento. Uma vez que o erro percentual
calculado a partir da Equacgao 3.7 foi de 5,41%, considera-se que o mesmo seja aceitavel.
Assim, a medida da aceleragao da gravidade obtida nessa pesquisa esta de acordo com o
trabalho de Lopes (2008).
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Tabela 7 — Valores da aceleracao da gravidade tedrica, experimental e o erro percentual
obtido.

g[Lopes (2008) (m/s?)]  gexp(m/s?) Erro percentual
9,78 9,25 5,41%

Fonte: O proprio autor.

Figura 14 — Gréfico da raiz quadrada do deslocamento versus o tempo.

. Experimento
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Fonte: O proéprio autor.

Como pode ser observado na Figura 15, era esperado que a curva de v(t) em
fungéo de ¢ fosse uma reta. Conforme Watari (2004), ao realizar aproximagoes para tempos
pequenos na Equacgao 2.27, a mesma apresenta como resultado uma funcgao idéntica ao
do estudo de um corpo em queda livre. Assim, o resultado experimental aqui obtido é

consistente com o resultado tedrico apresentado no trabalho de Watari (2004, p. 46).
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v(m/s)

Figura 15 — Grafico da velocidade versus o tempo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram utilizados dados de deslocamento e tempo de queda de uma
esfera metalica para obter o valor da aceleragao da gravidade. O modelo matematico obtido
utilizou a fun¢ao horaria da posicao para um corpo em queda sem levar em consideragao o
atrito do ar que atua no mesmo. A utilizacdo do modelo para o vacuo com dados de um
experimento real no qual o atrito do ar atua no corpo ¢ justificada devido as distancias
envolvidas no experimento levarem a erros pequenos (0,02% para uma queda de 50 cm e
uma esfera de 2 cm de didmetro) nas medidas de tempo quando se compara a queda no

vacuo e no ar como ¢ colocado no trabalho de Mohazzabi (2011).

O valor da aceleracao da gravidade obtido na referida pesquisa foi comparado com
dados encontrados no trabalho de Lopes (2008) e o erro obtido foi de aproximadamente

5,41%, o que demonstra uma boa concordancia entre ambos.

O valor do coeficiente de correlagao obtido indica uma forte correlagao entre as
variaveis raiz quadrada do deslocamento e o tempo de queda. E o coeficiente de correlagao
obtido indica que a variavel tempo é quem praticamente explica a variavel raiz quadrada

do deslocamento.

Foi realizado o teste da hipotese nula e a mesma foi rejeitada. Assim, o valor no
teste (4,06) para um nivel de confianga de 90% indica que o coeficiente angular obtido

nao ¢é nulo.

Acredita-se que um diferencial dessa pesquisa esteja na utilizacao da estatistica
para o tratamento de dados. Em particular, o teste de hipotese que nao foi verificado
em trabalhos que tratam da obtencao da aceleracao da gravidade através de dados de
experimentos. Bem como, no modelo (g = 23?) aqui utilizado para calcular a aceleragio

da gravidade, o qual nao foi visto em trabalhos pesquisados durante a elaboracao deste
TCC.

Sugestoes para pesquisas futuras

Nessa pesquisa foi utilizado apenas o kit de quada de corpos da CIDEPE. Entao,
indica-se utilizar outros kits de outros fabricantes para obter o valor da aceleragao da
gravidade e compara-los. Tais resultados poderao ser comparados com os apresentados
por Maroja, Viturino e Pereira (2019) que realizaram testes com alguns aparelhos e
encontraram resultados que, embora estivessem dentro da margem de erro, mostraram-se

bem diferentes.

Sugere-se também utilizar a teoria de desvio e a teoria dos erros para verificar as

influéncias de erros em medidas que sdo obtidas através de outras. Tais estudos podem
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ser feitos utilizando os trabalhos de Silva, Silva e Nascimento (1995), Vuolo (1996), entre

outros.
Sugere-se realizar o poder de um teste para outras amostras. A teoria do poder do

teste pode ser vista no trabalho de Bussab e Morettin (2010), por exemplo.
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APENDICE A - MODELAGEM MATEMATICA PARA A
OBTENCAO DA ACELERACAO DA GRAVIDADE EM
FUNCAO DO COEFICIENTE ANGULAR DO AJUSTE DE
MINIMOS QUADRADOS

A funcao que fornece a posicao de uma particula em queda para cada instante de

tempo t é dada por:

t2
yzyo+vot—g7, (A1)
ou,
t2
Ay = vot — % (A.2)
Considerando vy = 0, a Equacao A.2 assume a forma:
t2
Ay =" (A.3)
2
Ainda é possivel escrever a Equacao A.3 como sendo:
t2
Ay = [Z (A.4)
2
Fazendo H = /Ay a Equacao A.4 torna-se:
H= \/?t. (A5)
2
Comparando a Equacao A.5 com uma fungao afim (9; = & + B%), obtém-se:
A |9 _op2
B—\/;:>g—26. (A.6)
A Equacao® A.6 foi utilizada para obter o valor da aceleracdo da gravidade experi-
mental.

.. . . ” - .. .
1 uem primeiro apresentou este método de linearizar a funcao horaria da posicado para um corpo em

queda foi o Professor José Wagner Cavalcanti Silva ao orientador deste TCC.
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APENDICE B - VARIACAO DA ACELERACAO DA
GRAVIDADE COM A ALTITUDE E LATITUDE

No quadro apresentado na Figura 16 estao apresentados valores da aceleracao da
gravidade em funcao da altitude em metros e latitude em graus. Como esta pesquisa foi
realizada em Monteiro-PB, cuja altitude é de 599 m e latitude de 07° 53’ 20"S, os dados do
parametro da aceleracao da gravidade selecionados em vermelho no quadro apresentado
na Figura 16 sao aqueles que mais se aproximam para altitude e latitude do local de
realizacdo do experimento, e, dessa forma, foram comparados ao valor da aceleragao da

gravidade obtido nesta pesquisa.

Figura 16 — Valores da aceleracao da gravidade, em funcao da latitude e altitude.

Altitude Latitude em graus
z (m) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

0 9,7803 9,7807 9,7819 9,7838 9,7864 97896 9,7933 9,7974 9,8017 9,8062
50 9,7801 9,7805 9,7817 9,7836 9,7862 09,7894 97931 9,7972 9,8016 9,8061
100 | 9,7800 9,7804 09,7816 9,7835 9,7861 09,7892 9,7929 9,7970 9,8014 9,8059
150 | 9,7798 09,7802 9,7814 9,7833 9,7859 9,7891 9,7928 9,7969 9,8013 9,8058
200 | 99,7797 19,7801 97812 9,7832 9,7857 9,7889 9,7926 9,7967 9,8011 9,8056
250 | 9,7795 19,7799 97811 9,7830 9,7856 9,7888 9,7925 9,7966 9,8009 9,8054
300 | 9,7794 97798 9,7809 9,7829 97854 97886 9,7923 9,7964 9,8008 9,8053
350 | 9,7792 9,779 9,7808 9,7827 9,7853 9,7885 9,7922 9,7963 9,8006 9,8051
400 | 9,7791 97795 97806 9,7825 9,7851 9,7883 9,7920 9,7961 9,8005 9,8050
450 | 9,7789 97793 97805 9,7824 97850 9,7882 9,7919 9,7960 9,8003 9,8048
500 | 9,7788 97792 97803 9,7822 97848 97880 9,7917 9,7958 9,8002 9,8047

550 |9,7786 9,790 97802 9,7821 97847 9,7879 97916 9,7957 9,8000 9,8045
600 | 9,7785 [9,7789 9,7800]9,7619 9,7845 9,7877 9,7914 9,7955 9,7999 9,8044
650 | 9,7783 97787 9,7799 9,7818 9,7844 9,7876 9,7913 9,7954 9,7997 9,8042
700 | 97782 97785 97797 97816 97842 97874 97911 9,7952 9,7996 9,8041
750 | 97780 97784 97796 97815 97841 97873 97910 9,7950 9,7994 9,8039
800 | 97778 97782 97794 9,7813 9,7839 9,7871 9,7908 9,7949 9,7993 98038
850 | 9,7777 97781 97793 9,7812 9,7838 9,7869 9,7906 9,7947 9,7991 98036
200 | 9,7775 97779 97791 9,7810 9,7836 9,7868 9,7905 9,7946 9,7989 9,8034
950 | 97774 97778 97789 97809 97834 9,7866 9,7903 9,7944 9,7988 9,8033
1000 | 97772 97776 97788 9,7807 9,7833 9,7865 9,7902 9,7943 9,7986 98031

1050 | 9,7771 97775 9,7786 9,7805 9,7831 9,7863 9,7900 9,7941 9,7985 9,8030
1100 | 9,7769 97773 98,7785 9,7804 9,7830 9,7862 9,7899 9,7940 9,7983 9,8028
1150 | 9,7768 97772 9,7783 9,7802 9,7828 9,7860 9,7897 9,7938 9,7982 98027
1200 | 9,7766 97770 9,7782 9,7801 9,7827 9,7859 9,7896 9,7937 9,7980 9,8025
1250 | 9,7765 97769 9,7780 9,7799 97825 97857 9,7894 9,7935 9,7979 9,8024
1300 | 9,7763 97767 9,7779 9,7798 97824 9,7856 9,7893 9,7934 9,7977 9,8022
1350 | 9,7762 97765 97777 97796 9,7822 9,7854 9,7891 9,7932 9,7976 9,8021
1400 | 9,7760 97764 97776 9,7795 97821 9,7853 9,7890 9,7930 9,7974 9,8019
1450 | 9,7758 97762 97774 9,7793 9,7819 9,7851 9,7888 9,7929 9,7973 9,8018
1500 | 9,7757 97761 97773 9,7792 9,7818 9,7849 9,7886 9,7927 9,7971 9,8016

Fonte: Lopes (2008, p.567).

No trabalho de Lopes (2008) os valores apresentados na Figura 16 foram determi-

nados utilizando a seguinte relacao:
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2z
Irz & Go (1 + Bsenz)\) (1 — R> , (B.1)
em que R = 6,371.10° m ¢ o raio da Terra, z ¢ a altitude, gy = 9, 7803 m/s* é um valor
aproximado para a aceleracao da gravidade no equador e ao nivel do mar obtido com a

relagao:

g(\) = 9,78032677 (1 + 0,0052790414sen?X + 0,0000232718sen’ A ) , (B.2)

em que A ¢ a latitude medida em graus. O pardmetro 8 = 5,300.1072 é um fator numérico
que leva em conta a rotacao da Terra em torno do seu eixo e o achatamento polar devido
a rotacao (COOK, 1969 apud LOPES, 2008, p. 563).
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APENDICE C - OBTENCAO DAS MEDIAS E
VARIANCIA DOS ESTIMADORES

Conforme Bussab e Morettin (2010), pode-se escrever 5 de um modo mais apropri-

ado:

De Equacao 3.16 tem-se:

B _ Yxy; — nTY
Sa? — nx?

(C.2)

Mas,

= Zmzyz —NTY — NTY + NTY = inyi — nTry.

De modo similar,

Z(% - 7)? = Zﬁ — nT’

Definindo-se:

S = S - D -7 e 8= AN - @)

Agora, tem-se que B é:

B _ i (g — T)(Y; — ?> _ i (v — 7)Y — ?Z?:1(xi — )
imi(ri — 7)? i (g — T)?
(v — D)V, (v — )

- _T)QZZn

?:1(932‘ i=1 i:l(xi — T)?

=1

usa-se Y (maitscula) e x (mindscula) para diferenciar o fato de que a primeira esté

aleatéria e a segunda, fixa; e,
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= Z (xl — $))2($z - f) = 1.

oOXii(n -

Propriedades da esperanca e variancia de somas de variaveis aleatorias.

e E(X +Y) = EX) + EY)

E(XY) = E(X)E(Y);

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y);

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cou(X,Y);

Cov(XY) = E(XY) - E(X)E(Y).

Usando as propriedades podemos escrever:

n

= Zwi(a + Bx;) = aiwi + an:wixi = b,
i=1 i=1

=1

com isso, pode-se ver o estimador é nao-viesado. ! Para a varidncia tem-se:

A

Var(f) = Var(zn:in}) = zn:w?VaT(Yi),

i=1

como as observagoes sao nao-correlacionadas, tem-se:

A

Var(p) = z": w?o? = azzn:

i==1 =1

e o resultado segue.

Para o estimador &, sdo necessarios os seguintes resultados:

L Quer dizer que o estimar ndo ¢ viciado, ndo tendencioso.
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Provar que Cov(Y, B ) = 0. a/ Inicialmente provar que, se X e Y sao independentes,
U =aX + Y eV = mX + nY,entao

Cov(U,V) = amVar(z) + nVar(Y).

Pela propriedade temos Cov(U,V) = E(UV) — EU)E(V),

E(U) = aE(X) + bE(Y),
E(V) = mE(X) + nE(Y),
E(UV) = E[(aX +bY)(mX +nY)] = amE(X?) +anE(XY) +bnmE(XY) +bnE(Y?).

Substituindo na expressao da covariancia, temos:

Cov(U,V) = amBE(X?) + E(Y?) + (an + am)E(XY)
— [amE*(X)] + nE*(Y) + (an + dm)E(X)E(Y)]
= am[E(X?) — E*(X)] + n[E(Y?) — E*(Y)]
+ (an + )[E(XY) — E(X)E(Y)] = amVar(X) + nVar(Y),

como as variaveis sao independentes, o ultimo termo desaparece. A expressao pode ser

generalizada quando X, X, ..., X,, sdo independentes, com

U = Clle -+ CLQXQ + ...+ aan = ZaiXi,
entdo, Cov(U,V) = Y a;b;Var(X;). Quando Var(X;) = o2, temos:

COU(U,V) = J2Za2~b¢.
b/ Cov(Y, ) = 0. Sabemos que:

Y = ﬁzyl = ZﬁY} = ZaiYi,comai = -

r, — T

B = Zin;,com w; = m,

entao,

Cou(Y,B) = Cov(d_a;Y, Y wY;) = > auwVar(Y)
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= JSZaiwi = 0,
pois, Y a;w; = (%)sz‘ = 0.
Portanto:
Cov(@,@) = 0,
Y(x — 2 = > 2} — nx’
=1 =1
Como,

n

12 1
Yy = *Z?Ji = *Z(Of + Bz + )
ni N
_ 1 &
=a + T + =) e,
iz
tem-se:

_ _ 1 & _
E@) = a + BT + EZE(Q%’) = a + A7,

i=1
com x supostamente fixo e ndo uma v.a. Também,

N

1 & o
Var(y) = ?ZV(M‘(@-) =
=1

Dai tem-se, que

Var(&) = Var(y — BT) = Var(y) + Var(BT) — 2Cou(y, Bf)

= Var(y) + #Var(B) — 22Cou(y, B).

Substituindo os resultados obtidos obtém-se na Equacao 3.22 obtendo assim a
variancia de a.



75

~

ANEXO A - TABELA DE DISTRIBUICAO T

Figura 17 — Tabela de distribuicao t.
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Fonte: Bussab e Morettin (2010, p.513).



Figura 18 — Tabela da distribuicao Normal

ANEXO B - TABELA DA DISTRIBUICAO NORMAL

Tabela Il — Distribuicéio Normal Padréio
Z~N(0,1)
Corpo da tabela dé a probabilidade p, tal que p=P(0 <2< 2)

0 2z z
parte in- Segunda decimal do Z parte in-
foira @ toira @
primaira primaira

imal decimal
de Z 0 1 2 3 4 5 é 7 8 9 deZ
p=0
0,0 00000 00399 00798 01197 01505 01994 02392 02790 03188 03586 0,0
Q1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 Q1
02 07926 08317 0B706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 02
0,3 1791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 0,3
04 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 04
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 0,5
06 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 06
a7 25804 260115 26424 26730 27035 27337 27637 7935 28230 28524 a7
08 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 3137 08
09 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 09
10 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35093 36214 10
11 36433 36650 36864 37076 37286 37493 376%8 37900 38100 38298 11
1.2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 1.2
1,3 40320 40490 40658  40B24  A09BB 41149 41309 41486 41621 41774 1,3
14 41924 42073 42220 42364  A2507 @ 42647  A27B6 42922 43056 43189 14
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 1,5
1.6 44520 44630 44738 A4B4A5 44950 45053 45154 45254 45352 A5449 1.6
1.7 45543 A5637 AS728  ASB1EB  AS90V 45994 46080 46164 46246 46327 1.7
1.8 46407 46485 46562 46638 46712 AGTB4 46856 46926 46995 47062 1.8
19 A7128 47193 47257 47320  A73B1  A7441 47500 47558 47615 47670 1.9
20 47725 47778 ATB3) 4A7BB2 47932  A79B2  4B030  4BO77 48124 48169 20
2, 48214 4B257  AB300 48341 48382  AB422  4B46]  4B500 48537  4B574 2,
22 4B610  4B645  4B679  4B713 48745  ABV7B 48809 48840  4BBF0 48899 22
23 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158 23
24 49180 49202 49224 49245 49266  492B6 49305 49324 49343 49361 24
25 49379 49396 49413 49430  A9446  AD4A6)  ADATT 49492 49506 49520 25
2,6 49534 49547  AD560  A9573  A9585  AD5P8 49609 49621 49632 49643 2,6
27 49653 AP664  APGTA ADG6BI  ADG93 49702 49711 A9720 AD7IB 49736 27
28 49744 49752 A9760 49767  A9774 49781 49788 49795 49801 49807 28
29 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846  49B5] 49856 49861 29
30 49865 49869  4ADB74  A9B78  A9BB2 49886 49889 49893 49897 49900 30
31 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49924 49926 49929 31
32 49931 49934 49936  A9938  A9940 49942 49944 49946  A994B 49950 32
33 49952 49953  4D955 49057 49958 49960 49961 49962 49964 49965 33
3.4 49966  A996B 49969 49970 49971 AQ972  AQ973  AD974  AQ99FS 49976 3.4
35 A9977  A9TB  AP97B 49979  A9980 49981 49981 49982 49983 49983 35
36 49984 49985 49085 49086 49986  4AD9B7 49087 49988 49088 49989 3.6
37 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992 37
38 49993 49993 AP993 49904 49904 49994 49994 49995 4PPP5 49995 38
39 A9995  A9995  AD996 49996 49996 49996 49996 49996 49907 49907 39
40 A9997  AQQ997  AQ9Q7 49907  A9997  A9997 49998 49098 49908 49908 40
4,5 49999 50000 50000 50000 50000  S0000 50000 50000 50000 50000 4,5

Fonte: Bussab e Morettin (2010, p.511).
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