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Resumo

Atualmente, existem indmeros métodos de resolu¢do de equagdes diferenciais, dentre
eles, destacamos os métodos variacionais que consiste basicamente em associar o problema a
um funcional diferencidvel apropriado, de modo que os pontos criticos desse funcional sejam
as solugdes procuradas. A proposta deste trabalho consiste em estudar um teorema classico
da teoria dos pontos criticos, conhecido como Teorema do Passo da Montanha, devido a Am-
brosetti e Rabinowitz. O estudo do Teorema foi abordado tendo como base o livro intitulado
Minimax Methods in Critical Point Theory with Applications to Diferential Equations do
autor Rabinowitz P. H. e a aplicacdo referente aos resultados de existéncia de solu¢do para
problemas elipticos foi abordado tendo como base o livro intitulado Minimax Theorems do
autor Michel Willem. No decorrer do trabalho, estivemos frequentemente utilizando contet-
dos de Andlise Funcional, que € um pré-requisito para o nosso estudo, e abordamos também

os Espacos de Soboleyv, pois toda a nossa discussdo acontece em espagos deste tipo.

Palavras Chaves: Teorema do Passo da Montanha. Equagdes Diferenciais Parciais. Espagos
de Sobolev.



Abstract

Currently, there are numerous methods of solving different equations, among them,
we highlight the variational methods that consists basically in associating the problem with
an appropriate differentiable functional so that the critical points of this functional are the
solutions sought. The purpose of this work consisitng of to study a classical theorem of the
critical point theory, known as the Mountain Pass Theorem, due to Ambrosetti and Rabi-
nowitz. The study of the Mountain Pass Theorem, were approached based the book titled
Minimax Methods in Critical Point Theory with Applications to Differential Equations from
the author Rabinowitz PH. andas the application concerning the results of the existence of
a solution to elliptical problems were approached based the book titled Minimax Theorems
from the author Michlel Willem. In the course of the work, we have often been using Functi-
onal Analysis content, which is a prerequisite for our study and, we approached also Sobolev

Spaces, because all our discussion happens in spaces of this type.

Keywords: Theorem of the Step Mountain. Partial Differential Equations. Sobolev Spaces.
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Introducao

A Matemadtica carrega em sua histdria os fatos e acontecimentos que ao longo dos
tempos, a comecar da antiguidade até os dias de hoje, levaram ao seu tdo amplo desenvol-
vimento, chegando atualmente a ser um imenso sistema de variadas e extensas dreas. Fatos
estes muitas vezes ocasionados por necessidades da vida cotidiana. Hoje, a Matematica de-
sempenha um papel fundamental em solucionar problemas necessarios ao desenvolvimento
cientifico e tecnoldgico da sociedade. Assim sendo, o conhecimento matematico € fruto de
um processo de que fazem parte a imaginagdo, os contras-exemplos, as conjecturas, as criti-
cas, os erros e os acertos, desta forma deve ser encarada como uma ciéncia viva, importante
e em constante desenvolvimento.

Por outro lado, a Matemdtica se caracteriza por ser um campo de conceitos abstratos
inter-relacionados, munida de precisdo, rigor 16gico e cardter irrefutdvel de suas conclusdes,
haja vista os teoremas matematicos serem demonstrados rigorosamente através do raciocinio
l6gico que os tornam incontestaveis. Além de ter, também, um extenso campo de aplicacdes
em indmeros aspectos praticos da vida cotidiana, bem como nas diversas ciéncias, com des-
taque para a Fisica e suas correlatas, ndo excluindo as Ciéncias Humanas.

A Matematica ja evoluiu bastante e na atualidade, possui vérias ramificagdes nas dreas
de Matematica Pura, Matemadtica Aplicada e Educacdo Matematica. Na denominada Ma-
temdtica Pura se destacam trés grandes dreas: Andlise, Geometria Diferencial e Algebra
Abstrata. Na perspectiva da Anélise, temos um campo de estudo rico em aplicacdes, as
Equacdes Diferenciais Parciais. Embora a Matematica Pura seja muitas vezes encarada com
certo medo, preconceito, até mesmo incompreensio, ela deve sua importancia na influéncia
miutua que tem com a Matematica Aplicada.

Um grande desafio de varios matematicos € encontrar solugdes para Equacdes Dife-
renciais Parciais, equagdes estas que aparecem com bastante frequéncia em modelos fisicos,
quimicos, dentre outros, daf o grau de sua importancia. Atualmente, existem inimeros méto-
dos de resolucdo de equacgdes diferencias, dentre eles, destacamos os Métodos Variacionais,
que consistem em associar o problema a um funcional diferencidvel apropriado de modo que
os pontos criticos desse funcional sejam as solu¢des procuradas.

A proposta deste trabalho consiste em estudar um teorema cléssico da Teoria dos Pon-
tos Criticos que, nas ultimas décadas, tem sido uma importante ferramenta na abordagem de
diversos tipos de problemas em Equacdes Diferenciais Parciais, conhecido como Teorema do
Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz. Esse Teorema garante a existéncia
de um ponto critico do tipo minimax para o funcional diferencidvel definido em um espaco
de Banach, satisfazendo certas condigdes.

Para isto é necessario fazer algum uso da Teoria da Integracio e da Medida, ver alguns

resultados de Andlise Funcional, em especial os que tratam de convergéncia, e trabalhar com
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os espacos de Sobolev. O trabalho estd organizado da seguinte forma:

No primeiro capitulo veremos os espagos vetoriais normados mais importantes na te-
oria estudada, que sdo os espagos de Lebesgue L,,1 < p < oo, € 0s espagos de Sobolev. Es-
tudaremos ainda alguns resultados de convergéncia, distribui¢des, espagos de funcdes teste,
e por fim, as imersdes nos espacos de Sobolev que sdo usadas com bastante frequéncia em
aplicacdes.

No segundo capitulo serd demonstrado o Teorema mais importante do trabalho, que se
trata do Teorema do Passo da Montanha, antecedendo a este o teorema de deformacao, que
serve como lema para o mesmo, e inicialmente falaremos de campos pseudo-gradiente.

No terceiro e ultimo capitulo apresentaremos uma aplicacdo do teorema do passo da
montanha, que consistird no problema de Dirichlet semilinear:

—Au+Au = |ulP~2u,
u>0,u€ H}(Q),

onde demonstraremos que este problema possui solu¢do ndo trivial.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo sdo apresentados conceitos e resultados prévios, imprescindiveis para
os capitulos posteriores. E feito um estudo introdutério sobre os Espacos Vetoriais Norma-
dos Ly, com 1 < p < oo, espagos estes, bastante importantes em Andlise Funcional e em
Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs). Em seguida sdo apresentados conceitos relaciona-
dos aos Espacgos de Sobolev, espagos estes onde moram as solu¢des das EDPs elipticas que
estudamos, e resultados envolvendo as imersdes nestes, tdo uteis em aplicacdes. As defini-
¢oes e resultados deste capitulo se encontram nas referéncias [2] e [11]. Alguns conceitos e

resultados da Teoria da Integracdo e da Medida podem ser consultados no Apéndice B.

1.1 Os espacos de Lebesgue L,,1 < p <o

1.1.1 O espaco L

Definicdo 1.1 Seja (X,x,u) (ver apéndice B) um espaco de medida. Se f pertence a
L(X,x,1), definimos

Nu()= [ I1f1an.

Serd mostrado que Ny, é uma semi-norma no espago L(X, X, 1L).
Lema 1.1 O espaco L(X, ), L) é um Espago Vetorial sob as operagdes definidas por

(f+e)(x) =f(x)+elx) e (af)(x)=af(x), xeX, acR,

e Ny é uma semi-norma em L(X,x, ). Além disso, Ny(f) = 0 se, e somente se, f(x) =0
para u-q.t.p. em X ( ver apéndice B).

Demonstraciio. E ficil ver que L(X,x,u) é um espago vetorial com as operagdes indicadas.

12



E claro que Ny, (f) > 0 para f € L, e que

Nulaf) = [ lafidn
— | [ \fldu

= |a|NI~1 (f)7
ou seja,
Ny(af) = |a|Nu(f).
Além disso, segue da desigualdade triangular e da linearidade da integral que
N(f+g) = [If+sldu
< [Ur1+1ghan

= [Ifldu+ [ Igldu

= Nu(f)+Nu(g),
ou seja,
Nu(f+8) :Nu(f) +Nu(8)-

Dai Ny é uma semi-norma em L(X,x, 1), e Ny(f) = 0 se, e somente se, f(x) =0
U—q.t.p (ver [2]).

A fim de tornar L(X, x, 1) em um espago vetorial normado, devemos identificar duas
fungdes que sdo iguais em quase todo ponto; isto €, usamos classes de equivaléncia de fun-

coes em vez de fungdes.

Definicdo 1.2 Duas funcoes em L = L(X, ), L) sdo ditas serem L-equivalentes se elas sdo

iguais [L-q.t.p.

A classe de equivaléncia determinada por f em L é algumas vezes denotada por [f]
e consiste do conjunto de todas fun¢des em L que sdo u-equivalentes a f. O espaco de
Lebesgue L = Li(X,x, 1) consiste de todas as classes de p-equivaléncia em L. Se [f]

pertence a L1, definimos a norma por

1111 = [ 1fdu. (11)
Teorema 1.2 O espago de Lebesgue Ly (X, x, L) é um Espago Vetorial Normado.
Demonstraciao. Entende-se, claro, que as operagdes vetoriais em L; sao definidas por

alfl=lef], [f1+[e]=[f+egl,
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e que o vetor zero de L é [0]. Devemos checar somente que a equagdo (2.1) € uma norma
em L;. Claramente || [f]|]; > 0e [|[0]||]1 = 0. Além disso, se || [f]||1 = 0 entdo

[ 171an=o.

logo, f(x) =0em u —gq.t.p. Dai [f] = [0]. Finalmente, ¢ facil ver que as propriedades (iii)
e (iv) da Defini¢do 2.1 sdo satisfeitas. Portanto, || . ||; € uma norma em L;.

Deve sempre ser lembrado que os elementos de L; sdo na realidade classes de equi-
valéncia de func¢des em L. Contudo, € conveniente e costumeiro considerar esses elementos
como sendo funcdes e subsequentemente faremos isso. Assim, vamos fazer referéncia a clas-

ses de equivaléncia [f] referindo-se a "o elemento f de L;", e vamos escrever || f||; em lugar

de [| [/

1.1.2 Osespacos Ly, 1 < p < oo

Vamos considerar uma familia de espagos vetoriais normados relacionados a classes

de equivaléncia de fungdes mensurdveis.

Definicdo 1.3 Se 1 < p < oo, 0 espago L, = L,(X, x, L) consiste de todas as classes de |1-
equivaléncia de funcdes )-mensurdveis a valores reais f para qual |f|P tem uma integral

finita com repeito a |1 sobre X. Definimos

il ={ [ e} 12)

Se p =1, isso se reduz a norma introduzida previamente no espago L; de classes de
equivaléncia de fungdes integraveis. Vamos mostrar subsequentemente que se 1 < p < oo,
entdo L, é um espago vetorial normado com a norma dada em (2.2), e é completo sob esta
norma; assim L, ¢ um Espa¢o de Banach. Entende-se que a operagdo vetorial entre classes de
equivaléncia em L, sdo definidas pontualmente: a soma das classes de equivaléncia contendo
f e g é aclasse de equivaléncia contendo f + g e semelhantemente para o produto cf.

A fim de estabelecer que (2.2) ¢ uma norma em L, vamos precisar da seguinte desi-

gualdade bésica.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder) Sejam f € L, e g € Ly, onde p,q > 1 e 117+é =L
Entdo, fge Ly el|feglli <||flIpllellq-

Demonstracao. Seja o¢ um numero real satisfazendo 0 < o < 1, e considere a funcdo ¢
definida para t > O por
o(t) = ar —t%.

Verifica-se que @ (1) < Opara0 <t < 1l e ¢ (t) > 0 paras > 1. Segue do Teorema do Valor
Médio do Cdlculo que ¢(r) > ¢(1) e que ¢(r) = @(1) se, e somente se, t = 1. Assim, temos

ot —t*>a—1,
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o que implica
t*<at+(1—a), t>0.
Se a,b sdo ndo negativos, b # 0, e se tomarmos ¢ = 7 e multiplicarmos por b, obtemos a

desigualdade
a®b'%* < aa+ (1 — )b,

e a igualdade ocorre se, e somente se, t = 1, ou seja, a = b.

Agora sejam p e g satisfazendo 1 < p < e 117 + % =1etome o = % Segue que se
A, B sdo quaisquer nimeros reais nao negativos, entdo fazendo a = A” e b = B4, temos
1 -1 1 1
(A7)P (B! 7 < AP 4 (1 - )Y,
p p
de onde segue
AP B
AB< — + —, (1.3)
2
e a igualdade ocorre se, e somente se, t = 2—5 =1, isto é, se A? = BY.

Suponha f € L,, g € Ly, ||f||, # 0 e ||g|lg # 0. O produto fg é mensurdvel (ver
apéndice B) e (2.3) com A /Wl o p— Ll implica em

- I1£1lp llgllg
fe@)| _ [f@P g
qllgllg

1A 11pllglly — PILfI

Ja que ambos os termos a direita sdo integraveis, segue que fg € integravel. Além disso, na

+

integracdo obtemos

I 1
el 1,
Al lslls = p " g

ou seja,
&l < [If1pllgllg:

que € a desigualdade de Holder como queriamos demonstrar.

A desigualdade de Holder garante que o produto de uma fung¢éo em L, e uma fungdo
em L, € integravel quando p > 1 e g satisfaz a relacdo % +é = 1 ou, equivalentemente,
quando p 4+ g = pq. Dois niimeros satisfazendo esta relacdo sdo ditos serem indices conju-
gados. Observa-se que p =2 € o tnico indice proprio conjungado. Assim, o produto de
duas funcdes em L, € integravel.

Corolario 1.4 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz) Se f e g pertencem a Ly,

entdo fg é integrdvel e

[ redn| < [17eian <11kl

Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski) Se f e h pertencem a L,, p > 1, entdo f+h

pertence a Ly e

f Al < 11F1p + 1Rl (1.4)

15



Demonstracdo. Se A = ||f+h||, =0, entdo a equacdo (2.4) é trivial, portanto, vamos supor
A #0. O caso p =1 ja foi tratado, entdo supomos p > 1. A soma f + h é evidentemente

mensuravel. Dai

|f +hl?

IN

(1 |A[)?
2sup{|£],Ih|}]"
< 2%{|f1P +hl"},

IN

e como f,h € Ly, segue que f+h € L,. Além disso
FhlP = 1f 4RI+~ < AL+ (Rl + A (15)

Como f+h € Ly, entdo |f +h|P € Ly; desde que p = (p — 1)g segue que |f +h|P~! € L,.
Dai, podemos aplicar a desigualdade de Holder para inferir que

J171f 4+ ap < ( / |f|"du)p ( / |f+h|(”‘”qdu)q,

(&
Jitrsie-tan < ( firan)” ([ir+ne voan)’
Isto é, ,
J 1817+ hl= < V£l 1L+ 3
€

p
[l < |1+ Al

Somando as duas desigualdades acima e combinando com (2.5) temos

P
1 +Rllp < 11+l (11 + 11All),

dividindo esta desigualdade por Al , segue

p—*)

W +allp < (Al +11Alp),

desde p — £ = 1, obtemos
f Rl < (1A +[171]p),

que € a desigualdade de Minkowski como queriamos demonstrar.

Mostra-se que o espago L, é um espago vetorial e que a féormula (2.2) define uma
norma em L,,. A tnica coisa ndo trivial para ser checada aqui € a desigualdade (iv) da Defi-
ni¢do 2.1 e esta € a desigualdade de Minkowski. Vamos agora observar que L, € completo

sob esta norma no seguinte sentido
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Definicio 1.4 Uma sequéncia (f,) em L, é uma sequéncia de Cauchy se, para cada niimero
positivo &€, existe um M(€) tal que, se m,n > M(€), entdo || fm — ful|p < €. Uma sequéncia
(fn) em Ly, converge para f em L, se, para cada niimero positivo € existe um N(€) tal que se
n>N(g), entdo ||f — ful|p < €. Um espago vetorial normado é completo se toda sequéncia

de Cauchy converge para algum elemento do espago.
Lema 1.6 Se a sequéncia (f,) converge para f em L), entdo é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Dado € >0, se m,n > N(5), entdo

F=fullo <50 IF=sllp <5

Dai temos
[ fn = fullp <N = fllp +f = fullp <&,

como queriamos demonstrar.
O proximo resultado diz que toda sequéncia de Cauchy em L, converge em L. Este

resultado € também chamado de Teorema de Riesz-Fischer.

Teorema 1.7 (Teorema da Completude) Se 1 < p < oo, entdo o espago L, é um espaco

vetorial completo sob a norma

o= { fvan”

Demonstracdo. Ver referéncia [1].
Um Espaco Vetorial normado completo é usualmente chamado de Espaco de Banach.
Assim, o precedente Teorema poderia ser formulado: o Espago L, ¢ um Espago de Banach

sob a norma dada em (2.2).

1.1.3 O espaco L

Definicio 1.5 O espaco Lo = Lo(X, ), L) consiste de todas as classes de equivaléncia de
fungoes ) -mensurdveis a valores reais que sdo limitadas em quase todo ponto. Se f € Lo e
Q € x com u(Q) = 0, definimos

§(Q) = sup{|f(x)] : x ¢ Q}

[1f1lee = inf{S(Q) : Q € x, u(Q) = 0}. (1.6)

Um elemento de L.. é chamado de funcdo essencialmente limitada.
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Segue que se f € Lo, entdo | f(x)| < || f]|. para quase todo x. Além disso, se A < || f]|s
entdo existe um conjunto E, com medida positiva tal que | f(x)| > A parax € E. Note também

que a norma em (2.6) estd bem definida! em L...

Teorema 1.8 O espaco L. é um Espago Vetorial Normado completo sob a norma dada pela
formula (2.6).

Demonstracdo. Ver referéncia [1].

Defini¢fio 1.6 Sendo Q C R" um conjunto aberto, denota-se por L] (Q),1 < p < oo, 0 es-

loc

paco localmente convexo das funcoes numéricas u, mensurdveis em S, equipado com a

familia de semi-normas

{po; Osubconjunto aberto limitado de Q} ,

pot)= ([, |u<x>\pdx)’17

1.2 Alguns resultados de convergéncia

em que

Nesta secdo apresentamos alguns resultados referentes a convergéncia de funcgdes in-

tegraveis.

Teorema 1.9 (da convergéncia mondétona) Se (f,,) € uma sequéncia mondtona crescente de

fungdes em M (X, x) que converge para f, entdo

/ fdu = lim / fadpt. (1.7)

Demonstracao. A funcio f € mensurdvel. Como f, < f,+1 < f, segue que

[ fdu < [ frrdn < | ran.

para todo n € N. Portanto, temos

tim [ fudy < [ fap.

Para estabelecer a desigualdade oposta, seja o um numero real satisfazendo 0 < o < 1 e seja

¢ uma fun¢do mensuravel simples satisfazendo 0 < ¢ < f. Seja

Ap={xeX: fu(x) > ap()}

IComo S(Q) > 0,VQ € x,u(Q) = 0, entdo existe, pelo postulado de Dedekind, o infimo sobre
{8(Q): Q€ 2, u(Q) =0}
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portanto A, € ¥, A, CA,+1, e X =|JA,. Dai, segue que

/ agd < / < [ fun (1.8)

Uma vez que a sequéncia (A,) é monétona crescente e tem unido X, entéo

/(pdu = lim/A odu.
Portanto, tomando o limite em (2.8) com respeito a n, obtemos
a/(pdu < lim/fndu.
Como isso vale para todo & com 0 < o < 1, inferimos que
/(Pdu < lim/fndu-
e como ¢ é uma funcdo arbitréria simples em M satisfazendo 0 < ¢ < f, concluimos que
[ rau=supy [ odu <tim [ fudn.

Se combinarmos isso com a desigualdade oposta, obtemos (2.7) como queriamos demons-
trar.

Lema 1.10 (de Fatou) Se (f,,) pertence a M™ (X, ), entdo

/(lim inffy)du < lim inf/fndu. (1.9)

Demonstracdo. Seja g, = inf {fim, fm+1,---} assim g,, < f,, sempre que m < n. Portanto,

/gmdus/fndu, m<n,

[andu <timing [ f.an.
Como a sequéncia (g, ) é crescente e convergente para lim inf f,, o Teorema da Convergéncia
Monétona implica que
/(lim inff,)du = lim/gmdu < lim inf/fndu,

como queriamos demonstrar.

Teorema 1.11 (da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja ( f,,) uma sequéncia de fun-
¢oes integrdveis em L1 (X) que convergem em quase todo ponto para uma fun¢do mensurdvel
a valores reais f. Se existe uma funcdo integrdvel g tal que |f,| < g para todo n, entdo f é

integrdvel e

/fdu :lim/fndu. (1.10)
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Demonstracao. Redefinindo as fungdes f,;, f em um conjunto de medida nula, podemos
assumir que a convergéncia ocorre em todos os pontos de X. Segue que f é integravel.”

Como g+ f, > 0, podemos aplicar o Lema de Fatou para obter

/gdu+/fdu z/(g+f)du < lim inf/(g+fn)du.

Além disso,

/gd,u—l—/fdu - liminf(/gdu-l—/fndu)
. /gd,LL+lim inf/fnd/,t.

Portanto, segue que
/fduglim inf/fndu. (1.11)

Como g — f,, > 0, outra aplicacdo do Lema de Fatou produz
/gdu—/fdu = /(g—f)du
< timinf [ (g~ fi)du
= /gdu —lim sup/fndu,
da qual segue que
lim sup/fn < /fdu (1.12)
Combinando (2.11) e (2.12) podemos inferir que
[ fan=tim [ fuan,

como queriamos demonstrar.

1.3 Introducao aos Espacos de Sobolev

Nesta secao serdo fixadas terminologia, a notacdo e certos resultados sobre integracao
e teoria das distribuigdes. Em seguida serdo apresentados os resultados bésicos para apli-
cacdo as Equacdes Diferenciais Parciais, incluindo a nog¢do de Espaco de Sobolev, certas

propriedades, bem como os teoremas de imersdo, incluindo as imersdes compactas.

’Da Teoria da Integragio e da Medida tem-se: se f é mensuravel, g é integrdvel, e |f| < |g|, entdo f é
integravel, e como por hipétese temos | f,| < g, sendo f o limite de (f;), entdo |f| < g, donde se conclui que f

é integravel.
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1.3.1 Alguns resultados sobre distribuicoes

Representaremos por K, o corpo dos nimeros reais ou o corpo dos nimeros comple-
xos. Por N representaremos o conjunto dos nimeros naturais e por Z o anel dos inteiros.
Dado (o, 00,...,0,) € N* =N x N X ... x N (n-vezes), define-se

D) laj=a+o+...+a;
i) a!l=o!...0!

iii) Se B, « e N*, B = (B1,....,08:) e « = (aq,...,04,), entdo B < a <— i< oy, i=

1,..n.

Por D%, representa-se o operador de derivacdo de ordem o definido por

ol

D* =
8“1x1.80‘2x2...80‘nxn

7

No que segue Q C R” é um conjunto aberto. Assim, se u = u(xy,...,x,), u: Q C R" — R,
entao

o
ololy 0

- - = . _ b . o! 8 a—B
T ¥ T T

D%u
Exemplo 1.1 Seja n =3, a = (1,2,4), e considere a fungcdo u: Q C R3 — R, isto é,

u = u(xy,x3,x3). Assim, temos por definicdo:

du

D% = .
81x1.82x2.84x3

Definicao 1.7 (Suporte de fungées) Seja u : Q — R uma fungcdo mensurdvel e (O;)icr a
familia de todos os abertos O; C Q tais que u =0 q.t.p. em O;. Defina

o0=|Jo;
icl
e observe que O C Q é o maior aberto tal que u =0 q.t.p. O suporte de u, denotado por
suppu, é definido como sendo

suppu = Q— 0.

Note que suppu é um fechado relativo em Q.
Se u: Q — R é uma funcdo continua, definimos o suporte de u, como sendo o seguinte

conjunto:

supp(u) = {x € Q; u(x) # 0}.
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Definiciio 1.8 (Fungdo Translagdo) Fixada uma fungdo u : R" — R, denotamos por, 6, (u)

a fungdo translagdo de u por y, dada da seguinte forma
Cy(u) :R" — R
x s () () = u(x— ).
Mostra-se que supp(€y(u)) Cy+supp(u).

Definicao 1.9 (Convolucdo de Fungédes) Sejam u,v : R" — R, a convolugdo de u e v de-

notada por uxv, é a funcdo definida da seguinte forma
uxv:R'"— R
x— (uxv)(x) = / u(z)v(x —z)dz.

E possivel mostrar que supp(uxv) C supp(u) +supp(v).

1.3.2 Espaco das funcoes teste

Seja Q um subconjunto aberto do R". Por C7(Q) representa-se o espago vetorial
de todas as fun¢des numéricas, com suporte compacto em £, possuindo derivadas parciais
continuas de todas as ordens. Os elementos de C7(€2) sdo denominados fungdes testes.
Resumindo:

C*(Q)={u:Q—R:D% e C(Q),Va}

Co(Q)={uecC”(Q):supp(u) CC Q},
em que CC significa compacto e contido.

Observacio 1.1 Cy(Q) C C5(R") no sentido de que se ¢ € Cy(L2), entdo

Y _ ¢(X), XEQ,
(])(x)—{ 0, x¢Q.

pertence a Cy (R").

Em C7(Q) usamos a seguinte nogdo de convergéncia: Dizemos que {®,} C C7(Q)

converge para 0 se:

i) Existe um compacto K, com K C Q tal que supp®, C K,Vn € N;

ii) Paracada o € NV, D*®, — 0 uniformemente em Q quando n — co.

Dizemos que {®,} C CJ(Q) converge para ¢ € C;'(Q) se a sequéncia { P, — @} con-
verge para 0.

Definiciio 1.10 No que segue, Cy'(Q2) com a nogdo de convergéncia anterior serd chamado

o0 espaco das fungaes testes, sendo denotado por D(Q).
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1.3.3 Distribuicées sobre D(Q)

Uma distribui¢do em D(Q) é uma transformacao linear 7 : D(Q) — R que é continua
com a nog¢do de convergéncia dada em D(Q), ou seja, satisfaz:

D) (T, P+Ay) =(T,P)+A(T,y), VO, y € D(Q),A € R.
ii) @, — @ em D(Q) implicar em
(T, Dy) — (T, P) em R.
Vamos denotar o conjunto de todas as distribui¢des em D(Q) por D'(Q), ou seja

D'(Q)={T; T:D(Q) — R é uma distribui¢io} .
Exemplo 1.2 Dado u € L} (Q), a fungdo
T,:D(Q) — R
D +— (T, D) :/Qud)dx:/ﬂu(x)d)(x)dx

é um distribui¢do. De fato, primeiro notemos que T, estd bem definida, ou seja, (T, P) € R,
V@ € D(Q). Temos,

/u@dx = / uddx
Q supp®
= /u(Ddx
K
< [ lull@lax
K
< 19l [ Juldr < .
K
Isto é,
(Ty, D) = /u@Ddx < oo,
Q

Logo, T, é bem definida. Agora, usando a linearidade da integral, é fdcil ver que T, é linear.
Sejam A € R e @,y € D(Q), entdo

(T AD+y) — /u(m+w)dx
Q
= l/u@dx—i—/uwdx
Q Q
= M7, @) +(T, v).

Por fim, resta-nos ver que T, é continua. De fato, seja {®,} C D(Q) com &, — P.

Assim, temos

|<Tu7 ¢n> - <Tu7 qb>| =

/u(@n—qb)dx

Q

< /|u||€b,,—<15|dx.
Q
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Considere K um compacto tal que supp(P, — P) C K, entdo
(T ) = (T @) < | Julld,— Dl

< 1@, |l [ Julds
< c||®y — P||lo — 0,
portanto
(T, Dp) — (T, D).
Sendo T, linear e continua, segue que T, é uma distribuicdo.

Observacao 1.2 Para cada u € L}O (Q), tem-se T, univocamente determinada por u sobre

1
loc

(Q), entdo T, =T, em D'(Q), implica que

Q, quase sempre, no seguinte sentido: se u,v € L (Q) entdoT,, =T, se, e somente se, u =v

1
loc

W —gq.t.p. em Q. De fato, sejamuev € L
(T,, @) =(T,,P), VP eDQ),

de onde segue
(T,—T,,®) =0, VPeDQ),

ou seja
/(u—v)GD —0, VoeDQ),
portanto’
u—v=0 gqt.p.,
logo

u=v q.t.p.
Por esta razao, identifica-se u com a distribuicao 7, e diz-se a distribui¢do u ao invés de dizer

a distribui¢do 7.

1.3.4 Convergéncia em D'(Q)

Defini¢iio 1.11 Dizemos que uma sequéncia de distribui¢oes {T,} C D'(Q) converge para
a distribuicdo 0 em D' (Q) se

(T,,®) — 0, Y e D(Q).

No caso geral, uma sequéncia de distribuicoes {T,} C D'(Q) converge para uma distribui-

¢cao T € D'(Q) se a distribuicdao T, — T converge para a distribui¢cdo 0 em D' (Q).

Esta implicagdo decorre do Lema de Du-Bois Raymond. Para mais detalhes ver [11].
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Exemplo 1.3 (Distribuicdo delta de Dirac). Para cada p € Q, definimos
0,:D(Q) — R
D +— P(p).
Vamos mostrar que &, € D'(€). De fato, sejam @,y € D(Q) e A € R, temos

(Op, AP +y) = (AP+y)(p)
= A®(p)+vy(p)
= A6p(P)+6p(y).

Usando o fato de que a convergéncia uniforme implica na convergéncia pontual, mostra-se
que 9, ¢ continua. De fato, seja {®P,} C D(Q) com ¢, — P em D(Q), entdo

<5P>(pn> = (pn(p) — q,')(p) = <6P’ (D>

Observacao 1.3 Vimos que se u € L}O (Q), entdo T, é uma distribui¢do, mas é oportuno
observar que existem distribuicoes ndo definidas por fungcoes de Lllo (), como é o caso da
distribuigdo Op.

Mostra-se que a distribui¢do 8, ndo é definida por uma fungdo u de Lllo (Q), isto ¢,

ndo existe u € L}, (Q), tal que
/ u(x)®@(x)dx = ®(p), para toda P € D(Q).
Q

Isto é, tal que
(u, @) = 0,(P), para toda ® € D(Q).

1.3.5 A derivada de uma distribuicao

Defini¢ao 1.12 Considere T : D(Q) — R uma distribui¢do e oo € NV, Definimos a deri-

vada D*T como sendo a seguinte distribuigéo
DT :D(Q) — R
@ — (DOT, ®) = (—1)1%(T, D*®).

De fato, D*T ¢ linear, pois se A € Re @, y € D(Q), entdo usando as conhecidas regras

de derivacdo e o fato de T ser linear, temos:

(—=DI*(T, D* (A D+ w))
(=DIN(T, AD*® + D%y)
= (=D)/(T, D) + (—1)*(T,D%y)
A (DT, @) + (DT, y).

(DT, AP +vy) =
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Agora, seja (P,) C D(Q) tal que ¥, — @ em D(Q). Entdo, D*T € continua. De fato,
usando a linearidade e continuidade de T respectivamente, e o fato de que toda transformacao
linear leva vetor nulo em vetor nulo, temos

(DT, ®,) — (DT, ®)| = |(~1)/*||(T,D“®,) - (T,D*®)|
= |T,D%®D,—D*P)| — (T,0) =0.

De fato, como @, — @ em D(Q), entdo existe K C Q compacto, tal que
D%®, — D*®P uniformemente em K Vo € NV,
ou seja,
D*®, — D*P — 0.

Da continuidade de T, segue
(T,D*®, —D*P) — 0.
Logo, D*T ¢ uma distribuig@o.

Observacao 1.4 Nem sempre podemos afirmar que u € Lllo (), entdo D%u € Lllo (Q). De

fato, considere a funcdo de Heaviside

1, se x>0,

H:R— R, H(x):{o w <0

Note que H € L}, .(R).

Afirmacao 1.1 A derivada de H, no sentido das distribuicoes é igual a funcdo delta de
Dirac &y. De fato, resolvendo a integral imprdpria e usando o fato que @ se anula fora de

seu suporte compacto, segue

(D'H,®) = (H &)
= (~1)(H,P')
= /HCD dx

= —/ @' (x)dx
0

b
= — lim [ &'(x)dx
b—ro0 JO
b
— — lim ®(x)

b—>oo

0
= — lim(®(b) — D(0))

b—oo

= @(0) = (o, D).
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Portanto,
(D'H, @) = (8, ®), VP € D(Q), onde QCR.

Logo,
D'H =& ¢ Lj,.(R).

Observacio 1.5 Lembre que ndo existe u € L}, .(Q) tal que (5,, ®) = [udPdx, VP € C3(Q)

ou seja, ndo existe u € L}, .(Q) tal que 8, = u. Portanto, escrevemos que 8, ¢ L} _(Q).

loc

Definiciio 1.13 Dado um aberto Q C R", uma funcdo u € L (Q) e um multi-indice a,

loc

dizemos que v € Ll oc € uma ot—ésima derivada fraca de u se

/Qu(x)Da (x)dx = (— |a|/ P(x)dx, VP eCy(Q).

Para cada u € L} _(Q), sabemos que existem as distribuigdes T, e D*T,, (que pode ndo per-

tencer a L} _(Q)) e denotaremos por D*T;, = vy.

Observacao 1.6 Toda derivada fraca é uma derivada no sentido das distribuicoes. Porém a
reciproca ndo é verdadeira, uma vez que a funcdo de Heaviside tem derivada no sentido das
distribuicoes H' = 8 ¢ L}, (R) e ndo tem derivada fraca.

1.4 Espacos de Sobolev

Para o leitor interessado em aprofundar seus conhecimentos, recomendamos as refe-
réncias [4] e [11].

Sejam p € [1,00) e Q C RN um aberto. Definimos o espago W!”(Q) como sendo
1 du .
WP (Q)=<suecl?, 3 =V eLr(Q), i=1,2,...N,
Xi

cuja norma

[lullp = lullp

p
Para p = oo, temos W1**(Q) dado por

Wl’“(Q):{ueL‘”(Q), g;‘l — v EeL” (Q)}

du
o=l + X 5

Param € Ne p € [1,00) definimos

WP (Q) = {u € LP(Q); D*u:=vq € LF, Voo € NVcom |a| <m}
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munido da norma

|u

1
p
. ( ) /Q|D°‘u|1’dx> . (1.13)
\(X\Sm

A expressdo dada em (2.13) define uma norma. A demonstragio deste fato serd omi-
tida, mas pode ser encontrada em [11].

De modo andlogo, definimos

Wh=(Q) = {u € L*(Q); D%u:=vq cL”, Yo e NV com |a <k}

ullkoo = lfaalloo+ . [[D%ul|o

1<|ar|<k

Teorema 1.12 O espago (W™P(Q),|| - |[m,p) é de Banach, para 1 < p < oo

Demonstracdo. Ver referéncia [11].
Para o caso p = 2, o espaco de Sobolev W"-2(Q) é denotado por H™(Q), o qual é um
espaco de Hilbert munido do produto interno

(u,v)gm = Z (D%u,D%V)5,

la|<m

onde (.,.); é o produto interno usual em L?(Q) dado por
(u,v), = / |w.v|dx,Yu,v € L*(Q).
Q

Observagdo 1.7 Para Q C RY aberto, temos C3(Q) C W™P(Q), mais do que isso, D(Q) é
denso em W™P(Q) (ver [11]).

Defini¢iio 1.14 Definimos o espago Wy"' (Q) por

m oo—Wm, (Q)
Wy (Q) =Cg(Q) ™.

Assim, u € Wy"" (Q) se, e somente se, existe {@,} C Cy(Q) tal que ||@, — u|;mp, — 0.
Seguem algumas consequéncias da Defini¢do 2.15 (para mais detalhes ver [11]):
i) Wy"" () é um subespaco fechado de W™-?(Q);
ii) Para p=2,W,""(Q) = HJ'(Q);
iii) Wy"" (L) é um espago de Banach ;

iv) Em geral W(;” P(Q) é um subespago préprio de WP (Q). Para Q = RV, temos a igual-
dade Wy"?(RN) = wmP(RN).
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Teorema 1.13 O espaco WP (Q) é reflexivo® para 1 < p < o e, é separdvel’ para 1 < p <

oo, Além disso, W™*(Q) ndo é separdvel e nem reflexivo.

Demonstracdo. Ver referéncia [4].

1.4.1 O dual de W™P(Q)

Para 1 < p < oo, considere g € R, tal que

11
—-=1.

JZ]
Denotamos por W™"-4(Q) o espago dual de W, "’ (Q), ou seja

Wom(Q) = (Wy""(Q))".

Quando p = 2, denotamos
H™"(Q) = (Hy'(Q))".

Entdo, f € W™4(Q) significa que f é um funcional linear continuo
fW"P(Q) — R,
no seguinte sentido

¢ — @ em W"'(Q),

entao

(fs@n) — (f,@) em R.

1.5 Imersoes nos espacos de Sobolev

Nesta sec¢do apresentamos o conceito de imersdo continua e compacta, bem como 0s

conhecidos teoremas de imersdo de Soboleyv, tdo usados em aplicagdes.

1.5.1 Imersao continua

Diremos que (X, || - ||x) estd imerso continuamente em (Y, || - ||y ), quando:
i) X € subespaco vetorial de Y;

4Seja X um espago de Banach e J : X — X** a injegdo candnica de X em X**. Diremos que X é reflexivo

se J(X) = X** (para mais detalhes ver [10]).
SDiremos que um espago métrico (X.d) é separdvel se X possuir um subconjunto enumeravel e denso (para

mais detalhes ver [10]).
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ii) A identidade i : (X, || ||x) — (Y,]| - ||r) € continua, ou seja, existe M > 0, tal que

i(x)|ly < M||x||x,Vx € X

isto &, |||y < M||x||x,Vx € X.
Denotamos este fato por X — Y.

1.5.2 Imersao compacta
Dizemos que (X, ||-||x) estd imerso compactamente em (Y, ||-||y) quando:

i) X é subespaco vetorial de Y;
ii) A identidade i: (X,||-||x) — (Y,||-||)y é linear compacta,
ou seja, se {x,} ¢ limitada em (X, || ||x), isto &, existe M > O tal que ||x,|| <M, Vn €N,

entdo existem {x,,} C {x,} ez €Y tais que
||‘xf’lj _ZHY —0 quando nj—>oo

ou seja, Xp; — zem Y.
Exemplo 1.4 Seja Q C RY um dominio limitado, entdo LP (Q) — L(Q), se p > q. De fato,
se f € LP(Q), entdo

fireae= [ virears ([ \1|de); (/, <\frq>‘q’dx)g,

Y = 1. Na desigualdade acima usamos

P o s 1
= 1sto e, =
q’ b /)/—'_

<

onde Yy é o expoente conjugado de

Holder. Logo,
1 P 1
< e ([ rrax ) = sy <

Assim f € L1(Q). Isto mostra que LP (Q) é um subespago de L1(Q). Da iiltima desigualdade,

obtemos 1
([, rax)" < @l
o que implica
1flles < 1471111
Desse modo, o operador linear i : (LP(Q),]-||,) (L1(), |- ||¢) € continuo.

<=

Exemplo 1.5 (WP ||-||;n.p) <= LP(Q). De fato, seja
lullmp=( Y [[D%ull})

|a[<m
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Lembrando que o = 0 => D% = u, tem-se

lullhp = lully+ X [[D%ull} = []ull},
0<|at|<m

de onde segue que

[[etllm,p = [[ul -

1.5.3 Teorema da imersao de Sobolev

Seja Q C RY um dominio regular, isto &, dQ é uma superficie de classe C*, m € N e

1 < p < . Entdo, para qualquer j € N as imersdes abaixo sdo continuas:

(i) sem < ¥ Witmr(Q) s Wii(Q), p<q<
(ii) se m = %V Witmpr(Q) «s Wi4(Q), p<q< oo
(i) sem > %, WML (Q) < CJ(Q);

(iv) sem—1< %’ <m, W/HtmP(Q) < C/%(Q), 0< o <m— %, onde Cg(Q) ¢ o subespago
de C(Q) formado pelas fun¢des que, juntamente com as suas derivadas até a ordem j
sdo limitadas em €. Neste espaco usamos a norma

. — 04
lulle ) = oé‘ﬁiéji‘é}’é") u(x)|-

Observacao 1.8 Se Q ¢ limitado nas imersoes (i) e (ii) podemos assumir, respectivamente

N,
I<g<sgloel<g<e

1.5.4 Teorema da imersao compacta de Rellich-Kondrachov

Seja Q um dominio regular limitado, j € N, m € Ne 1 < p < c. Entdo, as imersoes
abaixo sdo compactas:

(i) sem <X WitmP(Q) — Wii(Q), 1 < g < Np_.

(i) sem="DW/HmP(Q) = Wi(Q), 1 < g < oo
(ifi) sem >N Witmp(Q) < CFH(Q) e WITMP(Q)  WI(Q), 1 < g < oo}
(iv) sem > %’, Witmp(Q) — C/(Q);

(v) sem—1< %’ <m, W/HmP(Q) — C/*(Q), 0 < o < m— %’.
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Exemplo 1.6 a) Se p <N, j =0, m =1 entdo por (i), segue

WP (Q) — L1(Q) =W2(Q), onde p<q< NN_p
-p

b) Se p=2, j =0, m=1, entdo por (i), segue
WhH(Q) = L2(Q) = W™ (Q),
onde Q C RN ¢é limitado.

Definicao 1.15 O niimero ]\i\lTpp’ fazendo m = 1, é chamado de expoente critico de Sobolev

sendo denotado por p*, ou seja, p* = NN—_pp.

Teorema 1.14 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C R" um dominio limitado. Entdo, existe

uma constante ¢ > 0, tal que
/Q|u|pdx§ C/Q|Vu|pdx, Yu e Wol"p(Q), 1 <p<eo.

Demonstracdo. Ver referéncia [6].

32



Capitulo 2
Teorema do passo da montanha

Neste capitulo iremos demonstrar algumas versdes do Teorema de Deformagdo, uma
delas servird como ferramenta fundamental na demonstragdo do resultado mais importante
deste trabalho, que se trata do Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz
[1]. Alguns resultados da teoria da existéncia e unicidade de soluc@o para Equagdes Diferen-

ciais Ordindrias utilizadas aqui podem ser encontrados na referéncia [6].

2.1 Teorema de Deformacao

2.1.1 Campo pseudo-gradiente

Definicdo 2.1 Seja X um espaco de Banach. Um campo pseudo-gradiente para ¢ € C' (X ,R)

€ uma aplicagdo localmente Lipschitziana 'V : Y — X, que verifica

IV (@)llx < all¢(w)]]x

(6" (u), V() = B9 (u)l[%
comO<fB<ae

Y={ueX;¢'(u) #£0}.

Lema 2.1 Assumindo as condicoes da Definicdo 3.1, existe um campo pseudo-gradiente

para ¢ emY.

Demonstracdo. Por simplicidade, denotaremos as normas em X,Y e X’ por || -||. Seja

i €Y,entdo ¢'(ii) # 0. Sendo ¢'(#) um funcional linear continuo, temos

19" (@)= sup  (9'(a),w).

weX,[lwl|=1
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Uma vez que 0 < 8 < &, obtemos

0@ g0l (pois 225 <)
Por propriedade de sup, existe (w,) C X com |lw,||=1¢
(9" (@), wn) — [|0"(@)l.
Assim, existe w = w, para n suficientemente grande, tal que
o 2p
(97 (i), w) > (a+/3)||¢( i) |- (2.1)
Agora, definido a fun¢do
v:Vy —X
i (@) = CP gt @
temos OC-I—ﬁ
V(@] = =——1¢"(@][|wl],
o que implica
@) =26 @) < allo' @)
ou seja,
V(@) < al|¢’(@)]]-
Além disso,
(@'(@).v(@) = (0@, “ P g/ @ ),

o que implica

(0'(@) v(ay) = TP

19" (@)][{@" (@), w)

De (3.1), obtemos

2

(9 (), v(a)) > (a+B)

(@)

(@)|

(x+B)
2

logo,
~ ~ ~\ (12
(0'(a),v(a@)) > Bll¢"(@)]]".
Sendo ¢’ : X — X’ continua, existe uma vizinhanca aberta de i € Y, que denotaremos por

Vi, tal que para cada u € Vj,

v(@)]| < ol|9'(w)||, VueVy (2.2)

(0" (u),v(@)) > Bll9’ (W), Vue Vs (2.3)
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Observe que a familia {V;;u € Y} é uma cobertura para Y. Além disso, Y C X é metri-
zével! e portanto paracompacto®. Logo, existe um refinamento localmente finito {Vi: }ier-
Assim, existe uma parti¢do da unidade continua e localmente Lipschitiziana {¢;},., subor-
dinada a {Vj;},.; com 0 < ¢; < 1 e suporte em V;;, com Y ;c;¢; = lem Y.

Considerando V (u) = Y;c; ¢i(u)vi; vi = v(ii;),Yu € Y, para cada u € Y, existe J C [
finito, tal que

x) = Zq),'(x)v,-, Vx € Bs(u).

icl
Para fixar a ideia, vamos supor J = {1,2,...,n0}, no = no(u) e & = &(u). Assim,
110
V() =Y ¢, VxeBs(u),
i=1
em particular

= ; ¢i(”)Vt

Note que, V é localmente Lipschitziana, pois V é uma soma finita de fun¢des ¢;(u)v; local-
mente Lipschitziana. Além disso,

1V (u H—HZ@ vzH<Z¢z )vill-

Assim, usando (3.2),
h4¢ H<Z¢z Ja |’ (u)|],

o que implica

IV (@)l < all¢’ ()| i%(u) = ol |9 ()] Y 9i(u),

icl
isto é,
V@)l < ll9"(w)]]- (2.4)
Note agora, que )
(90, V(@) = (9'0), L 00,
segue "

(0'(1).V (1)) = ﬁ¢i<u><¢’<u>,vi>.

1Um espaco topolégico X é metriz4vel se existe uma métrica em X que define a topologia de X.
2Um espaco métrico M chama-se paracompacto quando toda cobertura aberta de M pode ser refinada por

uma cobertura aberta localmente finita.
3Uma familia C = (Cy);,¢,, de subconjuntos de um espago métrico M é localmente finita se, e somente

se, para cada x € M existem A;,...,A, € L e uma vizinhanga V que contém x tais que VNC) #0 = A €

(Ao ).
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Por (3.3), obtemos
(¢’ ) > Z 9i(uw)Bllo" (w)lP?,
o que implica

(0" (w),V () > Bll9"(u IZZ@

portanto
(¢ (), V() > B9’ (u)]|*. (2.5)
De (3.4) e (3.5) segue que V é um campo pseudo-gradiente para ¢.

Definicdo 2.2 Seja X um espaco de Banach e ¢ € C'(X,R). Dizemos que c € R é um valor
critico de ¢ se existe u € X com ¢'(u) =0e ¢(u) =

O conjunto de todos os pontos criticos no "nivel"c serd designado por
Ke={ueX; ¢'(u)y=0e ¢(u)=c}
e denotaremos por ¢¢ o conjunto de todos os pontos em nivel menores ou iguais a c, isto €,
0 ={uecX; ¢(u)<c}.

Definicao 2.3 Dado um subconjunto S C X e o > 0, designamos por Sy, a vizinhanga fe-
chada de S definida por
Se ={ueX; du,S) <a},

sendo d(u,S) = inf {|lu—v||; veS}.

Teorema 2.2 (de Deformacdo): Seja X um espaco de Banach e ¢ € C'(X,R). Suponha que
SCX,ceR, 4B > e e, 0 >0 sdo tais que

10wl > 2 e o ([c—ze (%—1),c+2£<%—1)})ﬂ$25.

Entdo, existe N € C([0,1] x X, X) tal que, Vu e X et € [0, 1], tem-se:
(i) n(0,u) = u;
(ii) n(t,u) =useud ¢! ([ 28< 85 _ ) ,c+2¢ (%— 1)]) NSys;

(iii) N (1,¢"+8<4£1> ms) C 9 ENSs;

(iv) n(1,.) : X — X é um homeomorfismo.
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Demonstracido. Sejam A = (1)_1 ([c—Ze <4ﬁ ) c+2¢ <4ﬁ >]) NSss,

e (B ) ()]s

Y = {uEX o' (u 7£0}

Assim, note que B C A C Y*. Considere V : ¥ — X um campo pseudo-gradiente para ¢ e

uma fun¢do localmente lipschitiziana p : X — R definida por

d(u,X—A)
d(u,X—A)+d(u,B)’

p(u) =

de onde segue que 0 < p < 1,p(u)=1seucBep(u)=0seu € X —A. Considere ainda a

seguinte aplicacao localmente lipschitiziana f : X — X definida por:

() Y
Fuy=4 P se ueA,
0, se u¢A.

Seu ¢ A, entdo f(u) =0, dai, || f(u)]| < 1.

Se u € A, entio || (u)]| = |p(w)| {41 < 1, ou seja, || f(w)]| <1, Yu€X.

Segue que o problema de Cauchy
{ W) = Fu(0),

w(0) = u

tem para cada u € X, uma solugio® definida para todo ¢ € R, a qual denotaremos por w(t, u).
Sejan : [0,1] x X — X definida por

n(t,u) = w(ot,u).
Entiio,
(i) 1(0,u) = w(0,u) = u;
Gi) n(,u)=useud o ([C—ZS (%— 1) 426 (%— 1)]) NS,s.
De fato, considerando wy (¢) = u, V¢ € R, tem-se
wi(t) =0=f(wi(1)) = f(u), se ugA,

logo

w(t) = flwl(t)), se ugA,
WI(O) = u.

4B C A é imediato, e A C Y, pois por hipétese, Yu € A, ||¢'(u)|| > 48 ,assim ¢'(u) #Oeu€cy.
>Teorema de Existéncia e Unicidade em EDO, quando f é hpsch1t21ana (para mais detalhes ver [6]).
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Assim, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugdes, se u ¢ A
w(t) =wi(t) =u, Vt€R,

portanto 1 (¢,u) = w(0t,u) =u, Vt €[0,1];
c+£<ﬁ71> _
(G)yn(1,¢ * /NS ) CoTENSs.

De fato, note que paratodor > 0 e u € S, temos

w(t, 1) — w(0, 1) = /O " Fw(t,u))d,
o que implica z t
(e, =l < [l70o(ew)llar < [ dz=t.

De modo que, sendo Ss = {v € X; d(v,S) < 8}, sendo d(v,S) =inf{||[v—u||; u€ S}, ob-
temos que V¢ € [0, §]
[lw(t,u) —u|| <t <39,

de onde segue
dw(t,u),S) <6, Vues,

o que implica
w(t,u) € Sg, Yu e s,

ou seja,
w(t,S) C Sg, Vt€[0,6]

logo,
n(,S) C Ss, Ve €]0,1]. (2.6)

Note também que, para cada u € X fixado, a fun¢do ¢ (w(z,u)) é ndo crescente, pois

d / /
S0 0w(r,)) = ¢/ (w(e.0)w (1),

e do problema de Cauchy,

d /
S0 w(t,u) = ¢°(w(t,u)) f(w(t,u)).
Da defini¢ao de f, tem-se %(p(w(t, u)) =0 se w(t,u) ¢ A e caso contrario,

V(w(,u))

d / NP
E(])(w(t,u)) =—p(w(t,u))¢ (w(t,u)) Vw(t,u)||

Assim, de (3.3), 19" (wiz,u))|?

WV w(e.)] &7

— 0 (w(t,u)) < —=Bp(w(t,u))
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ou seja,
d
Eq)(w(t,u)) <0, VteR,

donde concluimos que ¢ (w(t,u)) é ndo-crescente.

4B _
Seu e (PHS( « ]> NS, note que:
a) Se ¢(w(f,u)) < c— ¢, paraalgum7 € [0, §), entdo

¢(n(17u)) = ¢(W<67u)) < ¢(W(fvu)) <c—E.

Portanto, de (3.6),
77(17“) € q)c*ng&

b) Observe que para todo 7 € [0, §), temos

00w(0.1)) < 00w(0.0) = p(w) < e (1))

consequentemente
4
o(w(t,u)) <c+e (?ﬁ - 1) :

Dessa forma, supondo que

w(t,u) eB=¢ ! ([c—s (%—1) c+e€ (%—1)]) NSs, Vte[0,8],

usando (3.4) e o fato que p = 1 em B, obtemos
6 d
Ow(B.0) = 0+ [ Sowlrw)dr

)
< 0~ [Cllotwte.)ar,

o(w(d,u)) <c+e (%—1) _baes <c+e (%—1) —%48,

logo

o 0
mostrando que

d(w(d,u)) <c—e.
Portanto, em qualquer um dos casos (a) ou (b)

c+€<%—l>

N(Lu)=w(d,u) €9 NS5, se uc¢ ns;

(iv) n(1,.) : X — X é um homeomorfismo. De fato, devemos mostrar que 7 é conti-
nua e que possui inversa continua.

Assim, considere as seguintes funcoes
g: X —X
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u— g(u) =w(dt,u)

h:X —X
u— h(u) = w(—08t,u).
Dessa forma, tem-se
(goh)(u) = w(dt,h(u)),
de onde segue
(goh)(u) =w(dt,w(—5t,u)).

Usando a propriedade de fluxo®, obtemos
(goh)(u) =w(dt—6t,u) =w(0,u) = u,

ou seja,
(goh)(u) =u.
De modo andlogo, temos
(hog)(u) =u.
Logo, 1(t,u) = w(8t,u) possui inversa, dada por ! (t,u) = w(—5¢,u). Note ainda
que 7 (t,.) é continua pela dependéncia continua com relagdo aos dados iniciais para w(dt, u).

Da mesma forma, temos 1! (., ) também continua, donde concluimos que 1 (1,.) : X — X

¢ um homeomorfismo.

Definiciio 2.4 Seja ¢ € C'(X,R). Dizemos que ¢ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale-(PS),
se qualquer sequéncia (uy) tal que ¢ (uy) é limitada e ¢'(u,) — 0, quando n — oo, possui

uma subsequéncia convergente.

Como consequéncia do Teorema 3.2, considerando @ =2 e § = 1, obtemos os seguin-

tes teoremas:

Teorema 2.3 Seja X um espaco de Banach e ¢ € C'(X,R). Suponha que ¢ satisfaz a con-
di¢cdo (PS). Se ¢ € R ndo é um valor critico de ¢. Entdo, para todo € > 0 suficientemente
pequeno, existe N € C([0,1] x X, X) tal que, Yu € X et € [0, 1], tem-se:

(i) n(0,u) =u;

6Seja T um grupo topoldgico e X um espaco métrico. Um fluxo em X é uma aplicagio 7w : X x T — X que

satisfaz as condigdes:
(i) (propriedade da identidade) m(x,0) = x, para x € X;
(ii) (propriedade de grupo) m(m(x,t),s) = mw(x,t+s), paraxe X et,s € T;

(iii) 7 € continua.
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(ii) N(t,u) =useud ¢~ ([c—2¢,c+2¢));
(iii) 1 (1,97¢) C 9%
(iv) n(1,.): X — X é um homeomorfismo.

Demonstracio. Devem existir constantes 8,7 > 0 tais que, se u € ¢! ([c —26,c+286)]),
temos ||¢’(u)|| > 7, pois, caso contrrio, ¥0,y>0 3uc ¢ '([c—20,c+20]) tal que

19"l < 7.

Tome 0 = 3, y=1, Vn,c— L < @(uy) <c+1e|[d'(un)|| <1 istoé, existe uma sequéncia
(1) com
o(u,) —c e ¢'(u,) — 0, quando n— oo. (2.8)

Por hipétese, ¢ satisfaz a condigdo (PS), logo existe uma subsequéncia (i, ) C (un)
tal que u,, — uem X. Sendo ¢ € C'(X,R), segue-se

¢ () — () (2.9)

O (tn,) — 0’ (). (2.10)

De (3.8) a (3.10), e da unicidade do limite, tem-se

donde concluimos que ¢ € um valor critico de ¢, contrariando a hipdtese, logo mostramos
que existem constantes 6,y > 0 tais que, se u € ¢ ' ([c —20,c+28]), temos ||¢’(u)|| > v.

Assim, considerando S = X, € € (0,0] fixadoe § = 478, ou seja, Y= %8, pelo Teorema
3.2, segue o resultado.

Observacao 2.1 Na demonstragdo acima, observe que o Teorema 3.3 é vdlido sob a se-

guinte condigdo mais fraca de compacidade introduzida por Brézis-Coron-Nirenberg:

Condicdo (PS).: Se uma sequéncia (u,) é tal que ¢(u,) — ¢ e ¢'(u,) — 0, quando
n —» oo, entdo ¢ € um valor critico de ¢.

Teorema 2.4 Seja X um espaco de Banach e ¢ € C'(X,R). Suponha que ¢ satisfaz a con-
dicdo de Palais-Smale - (PS). Se U é uma vizinhanca aberta de K., com ¢ € R, entdo para
todo € > 0 suficientemente pequeno, existe 1 € C([0,1] x X,X) tal que Vu € X e t € [0,1],
tem-se:

(i) n(0,u) = u;
(ii) n(t,u) =useud ¢~ ([c —2¢,c+2¢]);
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(iii) n(1,¢°T¢(U)) C 5
(iv) n(1,.) : X — X € um homeomorfismo.

Demonstracdo. Seja S = X — U. Entdo, existem constantes €,6 > 0 tais que, se u €
0! ([c—2¢,c+2¢€]) N S,5, temos ||¢ (u)]| > %8, pois, caso contrdrio, para cada € = 5- €
— 1 istiri
o= 5,/ com 7 € N, existiria
_ 1 1 4./n
Uy € 9 <{c—;,c+;1) NS, com ||¢'(un)|| < \n/_’

7

ou seja,

1 1 4
‘P(”n)E{c—ﬁ,c—Fﬁ] e uneS%, com H(P/(Mn)HS%.

Assim, terfamos uma sequéncia (u,) C S_1_ com
NG

O(u)) —c e ¢'(u,) — 0, quando n— oo (2.11)

Por hipétese, ¢ satisfaz a condi¢do (PS), logo existiria uma subsequéncia (u,, ) C (u,) tal
que u,, — uemX. Sendo ¢ € C'(X,R), segue-se

¢ () — @ (u) (2.12)

¢’ (un,) — ¢'(u) (2.13)
De (3.11) a (3.13), e da unicidade do limite, tem-se

donde concluimos que u € K.

Por outro lado, u, € S\%’ o que implica d(u,,S) < \/Lﬁ Além disso, sendo d uma
fungdo continua, obtemos d (u,nS ) = 0. Dessa forma, uma vez que S = X — U é um conjunto
fechado, segue-se u € S.

Portanto, u € SN K., o que € uma contradi¢do, pois SNU = ¢, logo mostramos que
existem constantes €, 8 > 0 tais que, se u € ¢ 1 ([c — 2¢&,c +2€]) N S,5, temos | |9’ (u)|| > %‘9.

Assim, considerando S = X — U, pelo Teorema 3.2, segue o resultado.

2.1.2 Teorema do Passo da Montanha

Teorema 2.5 Seja E um espaco de Banach real e I € C'(E,R) um funcional satisfazendo
a condi¢do Palais-Smale - (PS). Suponha que 1(0) = 0 e que as seguintes condi¢cdes sejam

satisfeitas:

(1) existem constantes o, p > 0 tais que I|yp, > @, e
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(L) existe um e € E \ By tal que 1(e) < 0.
Entdo, I possui um valor critico c > , com

c=inf max [I(u)
8€lueg([0,1])

sendoT'={g € C([0,1],E); g(0)=0 e g(1)=e¢}.

Demonstracdo. Seja ¢ = inf max [I(u), ou seja, ¢ = inf max I(g(z)). Afirmamos que
2T ucg([0,1]) gelre(0,1]

¢ estd bem definido. De fato, pois sendo I € C'(E,R) e g € C([0,1],E), segue que [og €
C([0,1],R) é uma fungdo continua e como [0, 1] um conjunto compacto, temos que /o g

possui mdximo em [0, 1].

Afirmacio 2.1 rr%ax}l(g(t)) >a, Vgel.
tef0,1
De fato, seja g € I' e defina
h:[0,1] —R

t— h(1) = [lg(0)l|e-

Observe que h € uma composi¢ao de fungdes continuas, logo i € continua. Além disso,
sendoe € E\B, (por L), temos

h(0) =1lg(O)[[ =[l0][=0<p

h(1) = llg(D)l| = llel| > p, (e ¢ Bp)
ou seja, h(0) < p < h(1). Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe 7y € (0, 1) tal
que h(ty) = ||g(f0)|| = p, de onde segue pela condigdo (1;) que g(fy) € IByp, dai I(g(t)) > o,
logo

max I(g(r)) > a,Vg €T, (2.14)
t€[0,1]

mostrando assim a Afirmacao 3.1.

Definido H = {m[ax]l (g(1); g€ F}, segue da Afirmacio 3.1, que H ¢ limitado
r€l0,1

inferiormente em R. Assim pelo Postulado de Dedekind, existe o infimo de H em R, isto &,

inf max /(g(¢)) estd bem definido.
g€l'rel0,1]

De (3.14), o é uma cota inferior para H, consequentemente pela definicdo de ¢, segue
que c > Q.

Resta provar que ¢ € um valor critico para /.

Suponha, por contradicdo que ¢ ndo € um valor critico. Entdo pelo Teorema de De-
formacdo 3.4, dado 0 < &£ < 5%, existe n € C([0,1] X E,E) tal que
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Q) n(t,u)=useug I ([c—2¢e,c+2¢]) et €0,1];
() n(1,I¢8) Cc 1€,
Além disso, pela defini¢do de c, existe g € I tal que

max I(g(t)) <c+¢€ (2.15)
t€[0,1]

Considere h(t) = n(1,g(t)). Note que i € C([0,1],E). De fato, h = n,0g € C([0,1],E).

Uma vez que I(e) < o < c—2¢, tem-se I(e) ¢ [c — 2¢,c +2€], 0 que implicae ¢ I~ ! ([c — 2¢,c + 2¢]).
Da mesma forma, sendo /(0) =0 < a < ¢ —2¢, tem-se 1(0) ¢ [c —2¢&,c+2¢€], ou seja,

0¢ I '(Jc—2¢&,c+2¢]). Assim, de (i),

h(0) =n(1,8(0)) =n(1,0)=0

h(1)=n(1,g(1)) =n(l,e)=e

donde concluimos, que & € . Por (3.15), obtemos

I(g(1)) < tgl[g}]l(g(t)) <cte

o que implica
g(t) €I, vt e0,1].

De (ii)
h() = n(1,g() € 1°7¢, Ve [o,1],
ou seja,
I(h(t)) <c—e, Vtel0,1],
logo

I(h(1)) < c—
max (h(r)) <c—e,

e sendo, ¢ = inf max I(g(t)), temos
gel'rel0,1]

c<max I(h(t)) <c—¢

+€[0,1]

visto que 2 € T'. Assim
c<c—Eg,

o que € um absurdo. Portanto, concluimos que ¢ € um valor critico para /, finalizando assim
a demonstracao do Teorema 3.5.
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Capitulo 3
Problema de Dirichlet semilinear

Neste capitulo, consideramos o problema:

_ — |y|P—2
{ Au+ Au = |ulP~*u, G.1)

u>0, ueH}(Q),
sendo Q é um dominio de R", com n > 3. O principal resultado € o seguinte:

Teorema 3.1 Assuma que |Q| < o0 e 2 < p <2*. Entdo, o problema (4.1) tem uma solugdo
ndo trivial se, e somente, se A > —A1(Q), onde 11 (Q) := inf ||Vl 3.

uEH&(Q), lulo=1
Demonstracdo. (Condi¢@o necesséaria) Suponha que u é uma solug¢@o ndo trivial de (4.1).

Seja e € HJ () uma fungdo prépria’ de —A correspondendo a A; = 4;(Q) com 1 > 0 em

l/um :/(upl—i—Au)e] >/Auel :—M/uel,
Q Q Q Q

na tltima igualdade estamos usando a segunda identidade de Green?, que garante Jo Auey =
JouAer = —Ay [oue; e assim A > —A.
(Condi¢ao suficiente) Suponha A > —A;, de modo que c; := 1 + min(0, %1) > 0. Em

Q. Temos

H; (Q) temos, pela Desigualdade de Poincaré,
2 2 2
[IVullz + Allul[z = e [Vallz.
De fato, vamos separar a demonstragdo deste fato em dois casos:

HDA>0 (C=1)
Va3 Alful[3 > ||Vul[3 = Ci[[Vul 5. (3.2)

i) A<0 (C=1+%)

sso significa que —Ae; = Aje;.
2Férmula de Green: [ Auv — [quAv = [5¢ vg—;‘)dG) - fa u%d@.
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Como A < [V 2||2,pois M= inf HVMH% inf ||Vu Hz,temos
" weH (@), =1 weHuzo ]2

Hquz

[l <

o que implica

A
Allull3 > ZIWMH%-

Logo,
2 2 ) A 2
[[Vull3+Alull; > \\Vu\\z+71\\Vu\\z
A 2
= (1+=—=)||V
(1 5 IIVul
= G||Vulf3.
Isto é,
[Vul[5+ Allul|5 > Cof[Vulf3. (3.3)

Assim, de (4.2) e (4.3), e tomando ¢; como na defini¢do acima, temos

2 2 2
[IVullz +Allul[z < 1 [Vul]2.

Agora, em H} (Q) escolhemos a norma ||u|| := \/|\Vu|\%+7t|]u\|% Vamos definir f(u) :=
(u)P~le F(u) := @. O funcional

®(u) :_/Q {”Vg”z +/1 (u)}

é de classe C? (H&,]R). Vamos verificar as hip6teses do Teorema do Passo da Montanha. A
condi¢do (PS). segue do Lema 4.2. Pelo Teorema das Imersdes de Sobolev, existe ¢; > 0 tal
que, em H} (Q),

< el

Portanto, obtemos
1 , 1 » 1 2 c’z’ »
D(u) 2 Slall” = —llul [ = S lul[” = =] Jul]
p p

e como p > 2, existe r > 0, tal que

b:= inf ®(u)>0=P(0).

ul|=r

Sejau € HOI(Q) com u > 0 em Q. Temos, parat > 0,

2

t P
D(tu) = E(IIWII%MHMH%) - ;Hullﬁ
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Desde que p > 2, existe e := fu (com ¢ suficientemente grande) tal que ||e|| > re ®(e) < 0.
Pelo Teorema do Passo da Montanha, ¢ tem um valor critico e o problema

—Au+Au = f(u),
u€ HH(Q),

tem uma solugdo nio trivial u. Multiplicando a equacdo por u~ e integrando sobre €2, obte-
mos
—Auu” +Auu~ = (u")P ",

e integrando vem
—/ Aun™ + A~ = ()P,
Q

Usando o fato que u = u™ +u~ temos,

/Auu /Auu—l—?t/uu—i—/l/uu—/ pl*

Agora, faga S1 ={x € Q; u(x) <0}eS;={x€Q; u(x) > Q}esabendoque o f= [ [+
fSZf, vem

— | Autu — Au+u_—/Au_u_+7L/ utu” +A u+u_+l/ u_u_z/(u+)p_1u_.
S $2 Q N} Ss Q Q

Por fim, anulando os termos em que aparecem u" € u~ simultaneamente por causa da propria

defini¢do dessas fungdes, segue
—/ Au_u_—i—l/ u u =0,
Q Q

0= [|Vu~ |3+ Al |5 = ||u”|*.

isto é,

Consequentemente #~ = 0 e u ¢ uma solugdo de (4.1) como queriamos demonstrar.

Lema 3.2 Seja p sob as condi¢des do Teorema (4.1), se L > — A qualquer sequéncia (u,) C
H;(Q), tal que
d:=supP(u,) <o e ®(u,) —0
n

contém uma subsequéncia convergente.
Demonstracao. 1) Para n suficientemente grande, temos

d+1+||ual| > D(un) = p~ (P (tn), 11n)

1
- <§—p) (1721 B+ 2l 1)

- (3- p)u .



Vamos justificar a primeira desigualdade acima:

=P () tn) < | = p~ (@' (tn) )| = P~ (D (un), ) |-

Agora, como p > 2, isto &, p_1 < 1, e usando que @’ (1) € um operador linear continuo,
vem:
-1
P (D (un), )| < || D () |[] |1t

Como @'(u,) —» 0, para n suficientemente grande, podemos considerar ||®’(u,)|| < 1,
donde
12" (atn) 1]t ]| < [foan]|-

Resumindo,
_P_l(GD/(”n)’”n) < H”nH
Como por definicio d +1 > ®(uy,), e ||un|| > —p~ (P (un),u,), segue
d+1+||up|| > P (un) _P_l((p/(un)a”n)-
Portanto,

1 1
a1+l 2 (5= 2 )l

¢é limitado.

Assim, segue que ||u,
De fato, supondo por absurdo ||u,|| — e quando n — o, temos

1 1
(5 ) lonlP = 1l

1 1 1
= ||”n||2 = — —— 17— | — % quando n— oo,
2 p |l

d+1

v

o que é uma contradi¢do. Portanto ||uy,|| é limitado.

2) Sendo Hd (Q) um espago reflexivo, levando a uma subsequéncia, se necessario,
podemos assumir que u,, — u fracamente’ em H(% (Q). Pelo Teorema de Relich, u, — u em
LP(Q). O teorema B.1 implica que f(u,) — f(u) em L9(Q) onde g := ﬁ. Observe que
Vv € H}(Q), a derivada a Fréchet* de & em u é dada por

@'y = |[Vuv| 3+ Alw|3 = [ w

3Dizemos que u, — u fracamente em HJ (Q), se para toda f € H} (Q)* implicar f(u,) — f(u).
4Sejam U um aberto de um espago de Banach X e ¥ : U — R um funcional. O funcional ¥ tem derivada
de Fréchet f € X* em u se

1
fim [W(u+h)—®u)—(f,h)] =0, VheX.

Neste caso, denotamos ¥’ = f, que chamamos de derivada de Fréchet de .
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donde segue
=P = (1) = ')ty — )+ [ (Ft) — f ()t~ ).
E claro que
(@' (uy) — D' (u),uy — ) — 0, n — oo,

pois u, — u fracamente e &’ é um funcional linear continuo, donde ®’(u,) —> @'(u), isto
é, D' (u,) — ®'(u) — 0.
Segue da Desigualdade de Holder que

/Q(f(un)—f(u))(un—u) < |Lf (un) = f @) lgl|tn = ullp — 0, 7 — oo,

Assim, provamos que ||u, — u|| —> 0, n — oo como queriamos demonstrar.
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Capitulo 4
Conclusoes

Este trabalho originou-se da nossa participagdo em dois projetos de iniciacao cientifica.
O primeiro projeto intitulado Espacos Métricos e Topologia Geral: teoria e aplicacdes a
Andlise Funcional e o segundo Teoria do Pontos Criticos: Um estudo sobre o Teorema do
Passo da Montanha com Aplicagcdo a uma Classe de Porblemas Elipticos.

Os elementos da Topologia Geral, em especial, dos Espagcos Métricos, configuram uma
teoria fundamental, pois servem de pré-requisito basico em vdrios ramos da matematica, a
exemplo de Andlise Funcional, Geometria Diferencial, Equacdes Diferenciais e Algebra.

Com respeito ao segundo projeto, o estudo das equagdes diferenciais é de fundamental
importancia para o profissional da drea de matematica, pois além de ser um campo de es-
tudos rico em aplicagdes em diversas areas do conhecimento, possui uma vasta teoria abor-
dada, tanto na graduacdo como nos cursos de pds-graduacdo na drea de Matemadtica Pura
e Aplicada. O estudo das equacdes diferenciais atraiu a aten¢do dos maiores matematicos
do mundo durante os trés ultimos séculos e ainda continua sendo uma area de pesquisa di-
namica, com muitas questoes interessantes em aberto. A Teoria dos Pontos Criticos retne
técnicas e resultados que auxiliam na determinacdo de pontos criticos, sejam eles, minimos,
méximos ou do tipo minimax, para funcionais diferencidveis definidos em espacos vetoriais
apropriados, por isso a importancia de se estudar essa teoria quando se busca encontrar so-
lucdes para algumas equacdes diferenciais parciais que cumprem certas condi¢des, 0 que na
pratica, ou seja, nas aplicagdes, € o que realmente importa. O estudo de alguns conceitos e
resultados bdsicos da teoria dos pontos criticos, nos permitiu compreender a demonstracao
do Teorema do Passo da Montanha e, consequentemente, estivemos prontos para estudar um
resultado de existéncia de solucdo para uma classe de problemas elipticos.

Por fim, destacamos a importincia deste estudo para a minha formac¢ao académica,
servindo como principal motivador para a escolha pela drea da Matematica Pura, em especial,
do ramo da Andlise, na qual pretendo aprofundar meus estudos numa pds-graduacdo em

breve.
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Apéndice A
Primeiro Apéndice

Neste Apéndice serdo apresentados as defini¢cdes de norma e Espacos Normados, in-

cluindo alguns exemplos.

Definicao A.1 SeV é um Espaco Vetorial sobre R, entdo uma funcdo a valor real N : V — R

é dita ser uma norma em 'V caso satisfaca:
(i) N(v) >0, para todov € V;
(ii) N(v) =0 se, e somente se, v = 0;
(iii) N(av) = |a|N(v), paratodov €V e o € R;

(iv) N(u+v) <N(u)+N(v), para todo u,v € V.

Se a condigdo (ii) ndo se verificar, a fungdo N € dita ser uma semi-norma ou uma pseudo-
norma em V. Um Espaco Vetorial Normado € um Espago Vetorial V com uma norma em
V.

Exemplo A.1 (a) A fungdo que a cada x € R associa ao valor absoluto |x| é uma norma no
conjunto dos niimeros reais.
(b) O espaco vetorial R" de n-uplas de niimeros reais pode ser normado, definindo,

por exemplo, as seguintes fungoes:
i) Ny(ugy...;utn) = |ur| + ... + |unl,
i) Np(ur,ooytn) = (J11 P + oo |un?) P, p > 1,
iii) Noo(tty,...,un) = sup{|uy|,..., ||},

para (uy,...,u,) € R". Nota-se que Ny e Nu sdo normas e que N, satisfaz (i), (ii), (iii). E

uma consequéncia da Desigualdade de Minkowski, que N, satisfaz (iv).
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(c) O Espago Vetorial 1y de todas as sequéncias de niimeros reais u = (uy) tal que
Ni(u) = Y |up| < oo, é um espago vetorial normado com a norma N\. Semelhantemente, se
1 < p < oo, acolegio 1, de todas as sequéncias tal que N, (u) = (¥, |un|p)% < oo é um Espago
Normado com a norma N),.

(d) A colegcdo B(X) de todas as fungdes a valores reais limitadas no conjunto X é um

espaco vetorial normado com a norma definida por

N(f) = sup{|f(x)| : x € X}.

Em particular, o espago vetorial das fungcdes continuas em X = |a,b] é normado, com a

norma acima.

Todos os exemplos precedentes t€ém sido normas proprias em um espacgo vetorial. A

seguir sdo apresentados alguns exemplos de semi-normas.
Exemplo A.2 (a) No espaco R", a fungdo
No(uy,...,uy) = sup{|uz|, ..., |us|}, Y(u1,...,u,) € R"

é uma semi-norma.

Aqui, No(uy,...,u,) = 0 se, e somente se, uy = ... = u, = 0, mas nada se conclui a
respeito de u.

(b) No Espago Vetorial C|0,1] das funcées continuas de [0,1] em R, defina a semi-

norma

Mol =sup {7l 03 < 3 .

Neste caso No(f) = 0 se, e somente se, f(x) se anula em 0 < x < %
(¢) No Espago Vetorial das fungées de [a,b] em R que tem derivadas continuas, consi-

dere a semi-norma
No(f) = sup {|f'(¥)| :a <x < b}.

Aqui, No(f) = 0 se, e somente se, f é constante em |a,b] .

53



Apéndice B
Segundo Apéndice

Neste Apéndice serdo apresentados algumas definicdes da Teoria da Integracdo e da

Medida e resultados que foram mencionadas ao longo deste trabalho.

Definicao B.1 Uma familia } de subconjuntos de um conjunto X é dita ser uma G-dlgebra

(ou um G-campo) quando satisfaz:
1. 0,X pertencema X.
2. Se A pertence a X, entdo o complementar C(A) = X — A pertence a J.

Um par ordenado (X)) consistindo de um conjunto X e uma c-dlgebra ) de subconjuntos
de X é chamado um espaco mensurdvel. Qualquer conjunto em ) é chamado um conjunto

X - mensurdvel.

Definicao B.2 Uma funcdo f de X em R é dita ser y-mensurdvel (ou simplesmente mensu-

ravel) se para cada niimero real o o conjunto
{xeX: f(x)>a}
pertence a .

Definicao B.3 A colecdo de todas as funcdes de valor real estendido x-mensurdveis de X é
denotada por M(X, x), e a colecdo de todas as fungdes ) -mensurdveis ndo-negativas de X
em R por M (X, %), onde R é o conjunto dos reais estendido: R U {0, —oo},

Definicao B.4 Uma medida é um funcdo de valor real estendido | definido numa c-dlgebra
X de subconjuntos de X tal que:

2. u(E)>O0paratodoE € y;
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3. W éaditivo contdvel no sentido que se (E,) é qualquer sequéncia disjunta de conjuntos

em X, entdo
n=1 n=1

Definiciao B.5 Um espaco de medida é uma tripla (X, ), L) consistindo de um conjunto X,

uma G-dlgebra ) de subconjuntos de X, e uma medida | definida em J.

Definicdo B.6 Dizemos que certa propriedade vale em |L-quase todo ponto (L —q.t.p.), se

existe um subconjunto N € x com W(N) = 0 tal que a propriedade vale no complementar de
N.

Definicio B.7 A colecdo L= L(X,x, ) de fungcdes integrdveis consiste de todas as funcoes
X -mensurdveis a valores reais f definidas em X, tal que ambas as partes positivas e negati-
vas [T, f~ de f tém integrais finitas com respeito a L, isto é, [y fTdu <ee [y f~dp < oco.

Teorema B.1 Assuma que |Q| < oo, 1 <, r < oo, fEC(QAXR) e
)] < (1 [u]).
Entdo, para cada u € LP(Q), f(.,u) € L"(Q) e o operador
A:LP(Q)— L"(Q) :ur— f(x,u)

é continuo.
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