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Resumo

O presente trabalho surge na perspectiva de investigar modelos matematicos que pos-
sam descrever fenomenos reais, sejam eles de ordem natural ou humana. Neste sentido,
aplicam-se conceitos estudados na area da Matematica Aplicada, e especialmente neste
caso, as teorias do crescimento populacional. Em particular, aplicamos o Modelo Malthu-
siano para o crescimento populacional com o objetivo de fazer a comparacao dos resultados
obtidos pelo modelo, com os dados obtidos no laboratério de Biologia da Universidade Es-
tadual da Paraiba (UEPB), no periodo de 2019.2, no més de outubro. Com os resultados
obtidos através da aplicacao de um Modelo adequado, para o crescimento populacional,
tem-se a comprovagao do modelo e consequentemente a validagao da teoria de Malthus,

e mais fortemente as contribuicoes da matematica para esta area da ciéncia.

Palavras-chave: Equacao Diferencial; Matematica Aplicada; Modelo Malthusiano; Cres-

cimento populacional.



Abstract

The present work comes from the perspective of investigating mathematical models
that can describe real phenomena, whether natural or human. In this sense, applied
concepts studied in the area of Applied Mathematics, and especially in this case, the
theories of population growth. Like this, The Malthusian Model for population growth
will be applied to to compare the results obtained by the model, with the statistical data
obtained in the biology laboratory of the State University of Paraiba (UEPB), in the
period 2019.2, especially in the month of October. With the results obtained through the
application of a Appropriate modeling for population growth shows the model validation
and consequently the validation of Malthus theory, and more strongly the contributions

of math for this area of science.

Keywords: Differential Equation; Aplicated Math; Malthusian Model; Population Growth.
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Capitulo 1

Introducao

Uma Equacao Algébrica é uma equacao em que as incdgnitas sao nimeros, enquanto
que uma Equagao Diferencial - ED é uma equacao em que as incégnitas sao fungoes e, em
lugar de poténcias numéricas, os elementos da equacao envolvem derivadas das fungoes
procuradas.

As Equagoes Diferenciais, em geral, s@o classificadas como Ordinérias (quando as deri-
vadas que aparecem sao ordindrias, ou seja, de uma varidvel apenas) ou Parciais (quando
aparecem derivadas parciais envolvendo fungao de mais de uma varidvel na equagao).
Além disso, as ED’s podem ser classificadas quanto a ordem, que corresponde a ordem da
maior derivada que aparece na equacao.

O Estudo das Equagoes Diferenciais comecou no século XVII com o estudo do Célculo
por Isaac Newton ! e Gottfried Leibniz 2. As primeiras aplicacoes desse estudo foram
feitas na Fisica, mas posteriormente apareceram varias aplicacoes em outras areas.

Segundo Meira et al (2014), o estudo de fenémenos naturais e biol6gicos é um dos
grandes ramos da matematica aplicada atualmente, e a modelagem deste fenomenos ¢é a

estratégia mais utilizada ao desenvolver este processo. Conceitualmente, a modelagem

matematica® pode ser concebida como tendéncia que desenvolve uma forma de “transcre-

saac Newton (1643-1727) foi um fisico, astrénomo e matemdtico inglés. Seus trabalhos sobre a
formulagao das trés leis do movimento levou a lei da gravitacao universal, a composi¢ao da luz branca
conduziram a moderna fisica éptica, na matematica ele lancou os fundamentos do cédlculo infinitesimal.

2Gottfried Leibniz (1646-1716) foi um filésofo e matemdtico alemao. Estudioso do calculo integral e do
calculo binario, que seria futuramente importante para o estabelecimento dos programas de computadores.
Criador da teoria das Moénadas - unidades primérias do universo que compdem todos os corpos.

3A modelagem Matemdtica consiste na arte (ou tentativa) de descrever matematicamente um feno-
meno, ou seja, a modelagem matematica, de uma forma simples, resume-se & criagao de um modelo
matemdtico (um padrao ou férmula matemédtica) para explicagdo ou compreensao de um fenémeno na-
tural. Esse fenomeno pode ser de qualquer area do conhecimento.
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ver” fenomenos, para que estes possam ser estudados e possivelmente explicados.

No presente trabalho, apresentaremos uma aplicagao de uma Equacao Diferencial de
Primeira Ordem, com base na teoria Malthusiana, que descreve um modelo apropriado
para definir o crescimento populacional. De inicio, foi realizado durante 21 dias o acompa-
nhamento do crescimento da espécie conhecida como Cylindrospermopsis, no Laboraté-
rio de Biologia da Universidade Estadual da Paraiba(UEPB); posteriormente, simulamos
o fendomeno com a aplicacao do modelo, nos dados coletados, para comparacao, e assim,
constatar se esse modelo poderia ser utilizado para estimar essa populacao especifica.
Além disso, a ideia principal desse processo de investigacao é compreender a contribuicao
da Matematica na Sociedade.

Dito isto, o modelo que apresentaremos deve estimar uma populacao em um determi-
nado instante de tempo, ou seja, a populacao estd em funcao do tempo, além disso, para a
plicagao desse modelo, desconsidera-se os fatores limitantes, que influenciam diretamente
no crescimento da populacao, como por exemplo: temperatura e ambiente.

Esse trabalho estd organizado da seguinte maneira: No Capitulo 1, apresentaremos
um pouco da histéria das Equagoes Diferencias; No Capitulo 2, apresentaremos conceitos
e resultados que nos ajudarao a compreender as aplicagoes. No Capitulo 3 e tultimo,
apresentaremos os resultados graficos e reais obtidos na nossa pesquisa no laboratorio de

Biologia da Universidade Estadual da Paraiba(UEPB).



11

Capitulo 2

Equacoes Diferenciais: Um Breve

Historico

A teoria das Equacoes Diferenciais foi aplicada primeiramente a Fisica e, posterior-
mente, a outras atividades humanas desde a engenharia e a biologia até a medicina, entre
outras areas. Uma Equagao Diferencial associa uma funcao incégnita a uma ou mais de
suas derivadas. Resolveé-las significa encontrar todas as suas solucoes, isto é, todas as fun-
¢oes que satisfazem a equagao. Com o surgimento do Célculo no final do século XVII por
Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716), indmeros problemas puderam ser entao mo-
delados matematicamente na forma de Equacoes Diferenciais. Durante esta época, varios
desses problemas foram resolvidos explicitamente ' por mateméticos como os da familia
Bernoulli 2. Nesse perfodo de desenvolvimento inicial, alguns matematicos tiveram uma
maior contribuicao para o desenvolvimento e o sucesso do Célculo, dentre eles podemos
citar, Jakob Bernoulli ?, Johann Bernoulli 4, Cauchy ®, entre outros. Newton foi quem
forneceu a base para a aplicagao das equagoes diferenciais no século XVIII, através do de-

senvolvimento do Calculo e explicacoes dos principios basicos da mecanica. Ele classificou

De maneira explicita; demonstrado de forma clara, objetiva; de modo preciso.

2A famflia Bernoulli destacou-se devido ao facto de ter dado ao mundo, durante um século, oito
notaveis cientistas na area da matematica e da fisica.

3Jakob Bernoulli, foi primeiro matemético a desenvolver o cdlculo infinitesimal para além do que fora
feito por Newton e Leibniz, aplicando-o a novos problemas.

4Johann Bernoulli foi um matemaético suico, desenvolveu trabalhos que precediam em muito o célculo
de Gottfried Leibniz

5 Augustin-Louis Cauchy foi um matematico francés o primeiro avanco na matematica moderna por
ele produzido foi a introducao do rigor na anélise matematica
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as equagoes diferenciais de primeira ordem de acordo com as formas

dy

d d
d_i:f(a:);£=f(y)€%:f(xﬂy>

e expandiu um método para resolver a ultima equagao na qual f(z,y) é um polinémio em
x e y, usando séries infinitas. Leibniz autodidata em matematica chegou aos resultados
fundamentais do Calculo independentemente, pouco depois de Newton, mas, foi ele o pri-
meiro a publicar seus estudos, no ano 1684, diferente de Newton que considerava variaveis
mudando com o tempo, Leibniz estudava as variaveis x e y variando sobre sequéncias
de valores infinitamente préximos, ele introduziu a notacao dz e dy como as diferencas
entre os valores sucessivos dessas sequéncias. Leibniz tinha nogao da importancia de uma
boa representacao matematica e por isso estabeleceu a notacao de derivada dy dz, assim
como o sinal de integral [. Em 1691 descobriu o método de separagao de varidveis °
Leibniz mantinha uma relagao préxima, por cartas, com outros matematicos, e foi por
esse meio de comunicacao, que foram resolvidos muitos problemas em equacoes diferen-
ciais, os quais contribuiram significativamente com o desenvolvimento de métodos para
resolucao de equacoes diferenciais e expansao no campo de suas aplicagoes. O avanco
do Calculo proporcionou a resolucao de inumeros problemas, os quais puderam ser mo-
delados matematicamente na forma de equagoes diferenciais, e varios desses problemas
foram resolvidos explicitamente por grandes matematicos, mas, com o passar do tempo,
eles perceberam que nao seria possivel obter procedimentos gerais de resolucao explicita
para algumas equacoes diferenciais, e no século XVII, pesquisadores desta ciéncia come-
garam a procurar outros métodos de estudo destas equacoes diferenciais. Leonhard Euler
(1707 - 1783), o maior matemético do século XVIII, foi um matemadtico muito produtivo,
chegando, suas obras, a acumular mais de 70 volumes grossos, e seus interesses incluiam
todas as areas da matematica e muitos campos de aplicagao, esse matematico, mesmo
apos ter perdido a visao, continuou seus trabalhos em ritmo acelerado até o dia de sua
morte. Joseph-Louis Lagrange 7 (1736 - 1813) veio a suceder Euler na cadeira de Matema4-

tica na Academia de Berlim em 1766, contribuiu com as relagoes diferenciais elementares,

5Este método sers apresentado nos capitulos que se seguem.
"Joseph Louis Lagrange, foi um Matemético italiano, aos dezesseis anos tornou-se Professor de Mate-
matica na Escola Real de Artilharia de Turim.
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mostrando que a solacao geral de uma Equacao Linear Homogénea & de ordem n é uma
combinagao linear de n solugoes independentes. Destacou-se também por seu trabalho
fundamental em Equagoes Diferenciais Parciais. No final do século XVIII, ja haviam sido
descobertos diversos métodos elementares para solucionar Equacoes Diferenciais Ordina-
rias. As solugoes de determinadas equacoes diferenciais ainda continua como objeto de
pesquisa, com problemas importantes ainda nao resolvidos. Para muitos matematicos,
conhecer seus resultados e aplicacoes de Equagoes Diferenciais é de extrema importancia

para quem pretende prosseguir seus estudos nessa area da Matemadtica. Fonte [2].

8Uma equacao linear homogénea é uma equacao que possui os termos independentes iguais a zero, por
exemplo, 2z + by — z = 0.
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Capitulo 3

Topicos de Equacoes Diferenciais

Nosso trabalho apresenta as comparacoes entre o crescimento de uma populacao dada
pela Modelagem através de uma EDO. Para estuda-los, precisamos de resultados e defi-

nigoes sobre Equacoes Diferenciais que sao introduzidas neste capitulo.

3.1 Equacao Diferencial

Definicao 3.1. Uma Equacao Diferencial é uma equacdo em que as incognitas sao fun-
coes e, em lugar de poténcias numéricas, os elementos da equacao envolvem derivadas
das fungoes procuradas.
Exemplo 3.1. A equagao

Y+ 2zy = €” (3.1)

é um exemplo de equagao diferencial. Enquanto que a equacgao
r+2=0 (3.2)

nao é uma equacao diferencial.
Observagao 3.1. Na equagao diferencial (2.1), estamos em busca de uma fun¢ao y, que
depende de uma outra varidvel x, ou seja, y = y(x) cuja derivada sequnda, somada com
ela mesma, vezes 2x € igual a €.

Por outro lado, na equagdo nao diferencial (2.2), estamos em busca de um ndmero,
que somado com 2, resulte 0, ou seja, estamos em busca de um niumero e nao de uma

funcao.
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3.1.1 Classificacao das Equacoes Diferenciais

Uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma igualdade que contém uma
variavel independente, z, uma variavel dependente, y, e algumas das suas derivadas,

v,y Lyt

Exemplo 3.2. As equacoes

zy + 3y = 62° (3.3)

y'+y=0 (3.4)

sao Equagoes Diferenciais Ordindrias.
Uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) é uma igualdade que contém mais de
uma variavel independente.

Exemplo 3.3. A equacao
0%u 0?

sy + 8—xz(x,y) —0. (3.5)

é uma Equacao Diferencial Parcial.

3.1.2 Classificacao das Solugoes

Definicao 3.2. Uma solugcao de uma Equacdo Diferencial na funcao incognita y e na
varidvel independente x € uma funcao y(z) que satisfaz identicamente a equagdo, ou seja,
a func¢ao que substituida na equacdao dada, transforma-a em uma identidade.

Definigao 3.3 (Solugao Geral). Chama-se solugdo geral de uma Equagao Diferencial uma
solucdo que figurem n constantes arbitrdrias.

Exemplo 3.4. A equacao Diferencial
Y (z) =32% —dx + 1 (3.6)
tem a seguinte solucao geral
y(z) =2 - 22 +x+¢, z,cER. (3.7)

Defini¢ao 3.4 (Solucao Particular). Chama-se solug¢ao particular toda solug¢do de uma
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FEquagao Diferencial que se obtém atribuindo valores as constantes arbitrdrias que figuram
na solucao geral.
Exemplo 3.5. Considerando a solucao geral do Exemplo 3.7 acima, entao a solucao

particular, quando y(—1) =3 é
y(x) =2 20 + 2+ 7 (3.8)

uma vez que

3=—-1—-2—-14+c=c=1"1.

3.1.3 Equacoes Diferencias a Variaveis Separaveis

Nesta secao vamos estudar as equacoes diferencias a varidveis separaveis, as quais sao
importantes para o nosso trabalho. Para isso, vamos fazer uso das definicoes e resulta-
dos presentes no livro Equacoes Diferenciais Ordinarias de Reginaldo Santos conforme a
referéncia [4].

Definigao 3.5 (Equacoes a Variaveis Separaveis). Quando uma equagao diferencial possui

a forma
dy _ M(x)

Ir WJV(?J) # 0. (3.9)

diz-se que as varidveis sao separdveis, em que M e N sao funcoes integrdveis, de uma
varidvel apenas, definidas em intervalos I, e I,, respectivamente.

Considerando a equagao diferencial (3.9), define-se

hy) = / " N(©)de,

em que a € I, com isso, tem-se, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

dh

d—y(y) = N(y), Yy € 1.

Substituindo a expressao acima em (3.9), obtém-se

dh . dy
d—y(y)%(x) = M(z),Vx € I,y € I,
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isto é,
d(};; Y (2) = M(z).¥x € L.

Integrando ambos os membros, obtém-se , pelo Teorema Fundamental do Calculo
h(y)(z) = /M(:L‘)dx +c,Vrel, comceR

ou seja,

/N(y)dy = /M(x)dm +c,ceR. (3.10)

Exemplo 3.6. Para encontrar a solucao geral da equagao

dy
— =0 3.11

podemos separar as variaveis da seguinte forma
ydy = —xdzx. (3.12)

Dai, integrando os dois membros da equacao, temos:

/ydy— —/xdac.

Logo,
2 2
y: o oxt
R
c € R, Portanto,
y? + 2% = 2c,
e a solucao geral é dada, implicitamente, por
v (z) + 2% =c1,01 €R. (3.13)

Exemplo 3.7. Procurando a solugao geral da equacao

dy  senx

de 2y’

(3.14)

temos:
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2ydy = — sin xdzx. (3.15)

Agora, integrando os dois membros da equacao, tem-se:

/dey = /—sinxdx, (3.16)

e, a solucao geral é dada, implicitamente, por

y* —cosx = c,c € R. (3.17)

Além disso, dando-se uma condigao inicial, obtém-se uma solucao particular.

Exemplo 3.8. Considerando a Equagao (3.17), aplicando a condigao y(%) = 0, tem-se

(0)* = cos(g) + ¢. Logo, ¢ =0, (3.18)

e, portanto, a solucao particular, com essas condigoes iniciais, é

y*(x) = cosz. (3.19)
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Capitulo 4

Aplicacao ao Crescimento

Populacional

O que vimos até o presente momento teve como objetivo nos dar base para compre-
ender melhor este capitulo que se inicia. Vamos apresentar os conceitos bésicos acerca de
Crescimento Populacional e de sua relacao com EDO, através do Modelo de Malthus. O
que introduzimos aqui, segue com base no artigo intitulado Modelo Malthusiano Aplicado
ao Crescimento Populacional conforme a referéncia [2].

Compreender os fenomenos da natureza e suas leis tem sido uma busca constante da
humanidade, com intuito de favorecer a vida em sociedade do homem. Neste sentido, a
busca por alternativas que possam melhorar o desenvolvimento populacional e social tem
sido uma questao de grande importancia. Historicamente, estas questoes foram tratadas
principalmente no ramo das ciéncias humanas, no que tange a estudos geograficos. Entre-
tanto, a partir do século XVIII, o estatistico e economista Thomas Malthus desenvolveu
um modelo matematico para estudar o crescimento populacional mundial, sendo ele um
dos precursores da demografia, ciéncia que estuda a dinamica de populagoes. Em seu mo-
delo, Malthus propoe uma equacao diferencial, que pode ser resolvida através do método
de separacao de varidveis. Assim, podem-se desenvolver estimativas importantes para o
contexto histérico em que a teoria foi desenvolvida. Apds Malthus, outras teorias mate-
maticas sobre os estudos demograficos foram desenvolvidas, mas esta continua sendo uma
das alternativas mais simples quando se deseja estudar pequenos grupos e populacoes sem
limitantes naturais. Neste sentido, surge esta proposta, que visa modelar, através do mo-

delo Malthusiano, o crescimento populacional da espécie Cylindrospermopsis estudada
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no laboratério de Biologia da universidade Estadual da Paraiba(UEPB) no municipio de
Campina Grande-PB. Para esta proposta, foram utilizados dados do ano de 2019 do meés
de outubro. Apds aplicar a teoria, partiu-se para a comparacao dos dados e a avaliacao,
ou seja, se o modelo de crescimento populacional de Malthus poderia ser utilizado como
uma ferramenta matematica para prever o crescimento da espécie em questao para os

proximos dias.

4.1 Populacao Estudada - Cylindrospermopsis

A populagao a qual nosso estudo é feito é chamada de Cylindrospermopsis. De
acordo com Nishimura, pesquisadora do Departamento de Ecologia da Universidade de
Sao Paulo - USP, a Cylindrospermopsis é uma cianobactéria (Ordem Nostocales) forma-
dora de floracoes com alto potencial toxico que vem recebendo atencao da comunidade
cientifica devido ao seu comportamento invasivo em diversos ambientes limnicos do mundo.
Esta cianobactéria foi descrita originalmente para regiao tropical. Nos ultimos 10 anos a
frequéncia de floragoes aumentou nos tréopicos. Mais recentemente, a espécie tem sido ob-
servada em regioes subtropicais e temperadas, e sua distribuicao alcanga regioes ao norte
da Europa (Alemanha), Nova Zelandia, Africa do Sul e América do Norte. Na América do
Sul, ela é muito conhecida nas aguas tropicais brasileiras e subtropicais uruguaias, sendo
que na Argentina, foi encontrada apenas como nao dominante.

Na década de 80, passou-se a verificar a ocorréncia desta cianobactéria em outras
regioes brasileiras. A partir da década de 90, observou-se grande expansao na distribuicao,
devido ao aumento da eutrofizacao dos sistemas aquaticos nas mais diversas regioes do

pais. Informagdes mais detalhadas sobre a espécie podem ser encontradas em [3].
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4.1.1 Imagens

Figura 4.1: Células em formagao
(Visao Microscépica) Figura 4.2: Habitat Natural

A Figura 3.1 retrata a espécie Cylindrospermopsis sendo visualizada no Microsco-
pio, enquanto que a figura 3.2 mostra sua floragao natural, ou seja, como ela aparece no
seu Habitat. Note que ela apresenta uma floracao verde, isso significa que esta presente
uma grande quantidade de Células.

Além disso, essa espécie tem ganhado uma maior atengao pelos Pesquisadores, segundo
os pesquisadores do Laboratorio de Biologia da UEPB, devido seu grande potencial ofen-
sivo para a populacao que compartilha do mesmo Habitat. Assim como mostram as figuras

3.3 e 3.4, abaixo.

Figura 4.3: Poder Ofensivo Figura 4.4: Poder Téxico

A seguir, apresentamos como a Cylindrospermopsis é conservada no Laboratério,
para estudos, e consequentemente, como é feito o acompanhamento do seu crescimento.

Observe as imagens abaixo.
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Figura 4.5: Luz Especial Figura 4.6: Simulador de Ambiente

A figura 3.5 mostra a espécie submetida a uma luz adequada para conservagao dos
seus nutrientes. Ja a figura 3.6 mostra um simulador de Ambiente Natural, ou seja, é um
tipo de Freezer com luz especial e monitoramento de temperatura automatica, modelo:
Lojanetlab, como mostra a figura 3.6, dai, a noite, por exemplo, ela muda de temperatura,

simulando o Habitat Natural da espécie em questao.

Figura 4.7: Observando o Crescimento Figura 4.8: Contagem Via Software

A figura 3.7 mostra o processo de observacao do crescimento da espécie, a qual é
fotografada pelo Microscépio e enviada para o computador, e, via software, é feita a

contagem.
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4.2 Modelo de Malthus

Uma maneira comum de modelar uma populacao é por meio de uma funcao derivavel
P que aumenta a uma taxa proporcional ao tamanho da populacao em um momento
observado. Um modelo desse tipo de Crescimento Populacional é o advindo de Thomas
Malthus, esse modelo é baseado em dois Postulados: *

e O alimento é necessério a subsisténcia do homem;

e A paixao entre os sexos é necessaria e deverd permanecer aproximadamente em seu

estado permanente.

Supondo, entao, que tais Postulados estao garantidos, Malthus afirma que a capaci-
dade de reproducao do homem ¢é superior a capacidade da terra produzir meios para a
sua subsisténcia e, a inibicao do Crescimento Populacional é devida a disponibilidade de
alimentos. Portanto, Malthus propoe um Crescimento Populacional de vida otimizado,
sem guerra, fome, epidemia ou qualquer catastrofe, onde todos os individuos sao idénti-
cos, com o mesmo comportamento. Dal, a ideia de Malthus é de que a taxa na qual uma

populagao cresce é proporcional ao seu tamanho, conforme [5].

4.2.1 Thomas Malthus

Thomas Malthus (1766-1834) foi um economista, sociélogo e clérigo anglicano inglés,
cujo pensamento social e economico girava em torno de sua teoria sobre o crescimento
da populagao, que segundo ele, enquanto os meios de subsisténcia crescem em progressao
aritmética, a populacao cresce em progressao geométrica, havendo necessidade de um
controle da natalidade.

Thomas Malthus nasceu em Dorbing, Inglaterra, no dia 13 de fevereiro de 1766. Filho
de um rico proprietario rural, amigo do filésofo David Hume, e seguidor fiel da filosofia de
Jean-Jacques Rousseau. Inicialmente, Malthus foi educado em casa, e s6 em 1784, com
18 anos, ingressou no Jesus College de Cambridge, onde se graduou em 1788. Em 1791
obteve a licenciatura em Matemética. Em 1797 ordenou-se sacerdote da Igreja Anglicana.

Teoria de Thomas Malthus Em 1798, Thomas Malthus publicou, de forma ano-
nima, a primeira edi¢ao de “Ensaios Sobre o Principio da Populac¢ao”. O livro nasceu como

resultado das discursoes de Malthus com seu pai, que influenciado pelo filésofo William

1O que se considera como fato reconhecido e ponto de partida, implicito ou explicito, de uma argu-
mentagao; premissa. Ou ainda, uma afirmagao ou fato admitido sem necessidade de demonstracgao.
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Gowin, afirmava que a miséria era consequéncia do mau desempenho das instituicoes e que
a terra so poderia alimentar a todos os seres humanos se houvesse melhoras na assisténcia
publica a populacao pobre, para se conseguir uma maior igualdade social.

Malthus diferia radicalmente dessa teoria, pois acreditava que o crescimento demo-
grafico era maior do que os meios de subsisténcia, pois enquanto a populacao cresce em
progressao geométrica, a produgao de alimentos se da em progressao aritmética. Malthus
percebeu que o crescimento populacional havia dobrado entre os anos de 1785 e 1790,
em consequéncia da grande producao de alimentos, das melhores condi¢oes sanitarias e
do aperfeicoamento no combate as doencas, resultado da Revolucao Industrial ocorrida
nessa época.

Malthus acreditava que o aumento ilimitado da populacao poderia encontrar dois obs-
taculos, um repressivo que seriam: as epidemias, guerras e a miséria, e os preventivos que
seriam: A sujeicao moral de retardar o casamento, a abstencao de relagoes sexuais antes
do casamento ou no préprio matrimonio, e ter somente o numero de filhos que pudesse
sustentar.

Em 1803, a obra foi reeditada com importantes modificagoes, amenizando algumas
teses mais radicais da primeira edicao. Numerosos autores provaram a incompatibilidade
das duas progressoes, principalmente depois que os adeptos do “Malthusianismo” exagera-
ram seus principios. Com o tempo, sua teoria foi incorporada a teoria economica, atuando
como freio para teses mais otimistas.

Em 1805, Thomas Malthus passou a lecionar Histéria e Economia Politica na Est
Company’ College de Heileybury. Em 1819 foi eleito membro da Royal Society. Em 1811,
conheceu o ja importante economista David Ricardo, com quem manteve grande amizade,
apesar de suas diferengas teéricas. Publicou: “Principales of Political Economy” (1820) e
“Definitions in Political Economy” (1827), entre outros.

Thomas Malthus faleceu em Saint Catherine, Somerset, Inglaterra, no dia 23 de de-
zembro de 1834.

O modelo de Malthus é baseado na ideia de que a taxa de variacao de uma populacao
é proporcional a popula¢do num determinado instante de tempo. Assim, se P(t) é a
populacao no instante ¢, e entendendo que a taxa de variacao é representada pela derivada,

o modelo em forma de Equacoes Diferenciais é
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%(t) = KP(t),t > 0. (4.1)
em que K é a Constante de crescimento obtido, em geral, por meio de observagoes.
Observa-se que este ¢ uma Equagao Diferencial a varidveis separaveis.

Para chegar a uma funcao que defina a populagao em funcao de um tempo, isto é, um

valor de P precisamos resolver esta equagao. Dali, podemos reescrever a Equagao (4.1),

da forma

— = K.dt 4.2
. (12)

Integrando ambos os lados da igualdade, tem-se

/ % _ / K.dt. (4.3)

Resolvendo as integrais em (4.3), tem-se

InP=Kt+ec (4.4)

Como ¢é de importancia deixarmos P isolado, uma vez que essa é a funcao que des-
creve a populacao que desejamos encontrar, entao aplicando a exponencial em ambos os

membros, tem-se

elnP — eKt—l—c’
ou seja,
P=ef"t>0eceR. (4.5)
Por conseguinte,
P =l (4.6)

Assim, no instante inicial t=0, tem-se

_ KO _c ¢
0= =€ :
Py=e"Ve"— Fy=c¢ (4.7)

Substituindo as constantes obtidas em (4.7) na equagao (4.6), tem-se
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P(t) = Pye™', t >0, (4.8)

em que P(t) é a populagdo que depende do tempo ¢, Py é a populagao inicial, e K é a
constante de crescimento.

Percebe-se que esse modelo conduz a um crescimento exponencial, porém como ja ci-
tado anteriormente, ele foi introduzido para populacoes pequenas onde se tem poucos, ou
nenhum, limitantes naturais para o crescimento desta populagao. Nosso objetivo aqui é
comparar o modelo de Malthus para a espécie Cylindrospermopsis, estudada no labo-
ratorio de Biologia da UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA. Para isso, devemos
observar a taxa de crescimento diario a que a populacao cresce. Isto é feito com base nos
dados apresentados na Tabela 3.1, a baixo, a qual mostra os dados coletados durante o

acompanhamento do crescimento da espécie ja mencionada, no Laboratorio de Biologia.

Dias Populacao (Células)
Dados do Laboratorio de Biologia
0 43
1 85
3 253
4 612
5 1220
7 4969
9 19.523
11 76.168
13 296.870
15 1.156.800
17 4.507.190
19 17.561.100
21 68.421.583

Tabela 4.1: Fonte: Laboratério de Biologia-UEPB

Aplicando o modelo de Malthus para calcular o crescimento populacional desta espécie,
analisamos os resultados obtidos, observando se sao coerentes com o modelo seguido. De
acordo com a tabela tem-se Py = 43 e K = 0,68. O valor de K, isto é, a constante de
proporcionalidade, é obtida através dos dados da pesquisa, e nesse caso, tomamos como

referéncia os dados do 1° dia. Do modelo, tem-se

P(1) = Pyt (4.9)



ou seja,
85 = 43¢’
logo,
85
K e
ST
e, portanto,

85
K=In(>)=068
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

Uma vez conhecida a taxa de proporcionalidade a qual essa espécie cresce, encontra-

remos qual é a populacao estimada para cada dia, de acordo com o Modelo de Malthus,

e assim, podemos compara-las com os dados obtidos na pesquisa.

Por conseguinte, para t = 3 tem-se,

logo,

consequentemente,

P(3) ~ 330.

(4.13)

(4.14)

Percebemos entao que no terceiro dia a populacao calculada através do modelo de

Malthus nao é tao proxima aos dados reais. Calcularemos entao uma aproximacao para

o quarto dia.

Assim,

P(4) = 43 - % = 43 . 084 — 43 (15, 18)

logo,

P(4) ~ 652.

(4.15)
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Assim, percebemos entao que no quarto dia a populacao calculada através do modelo de
Malthus mostra-se proxima aos dados reais.

Vejamos para o quinto dia:

P(5) = 43 - /% = 43 . ¢85 — 43. (29, 96).

Donde
P(5) ~ 1288. (4.16)

Por fim, calcularemos para o vigésimo primeiro dia.

P(21) = 43 - " =43 . 00921 — 43 1428 — 43 (1.591.201);

donde,

P(21) ~ 68.421.667. (4.17)

Logo, o resultado mostra-se, também, proximo da realidade.

Portanto, podemos concluir que para esta populagao o modelo Malthusiano pode ser
considerado para estimar a populacao dessa espécie. Assim, podemos fazer estimativa
enquanto os fatores naturais nao se tornarem limitantes para o crescimento dessa popula-
cao. Nao serao apresentados os calculos para todos os dias da tabela 3.1, pois seria apenas
repeticao de calculos. Por esse motivo, a estimativa da populacao, para os demais dias,
estard disposta na tabela de comparagao 3.2.

Apresentaremos na tabela 3.2, abaixo, a comparacao dos dados observados no Labo-

ratorio com os dados obtidos apds a aplicacao do Modelo.
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Dias Populagao (Células) Populacao apéds a aplicacao do Modelo
Dados do Laboratorio de Biologia de Malthus
0 43 -
1 85 84
3 253 330
4 612 652
5 1220 1288
7 4939 5020
9 19.523 19.559
11 76.168 76.206
13 296.870 296.914
15 1.156.800 1.156.837
17 4.506.190 4.507.260
19 17.561.100 17.561.158
21 68.421.583 68.421.667

Tabela 4.2: Comparacao

4.3 Comparacao Grafica dos Dados da Pesquisa com
os Dados da Aplicao do Modelo de Malthus
REPRESENTACAO GRAFICA EM BARRAS DE CRESCIMENTO
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Figura 4.9: Barras
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Podemos observar no Grafico de Barras, figura 3.9, acima, que os valores do Modelo
encontram-se equiparados aos valores reais observados no Laboratoério.

Por outro lado, observa-se no Grafico de Dispersao, abaixo, uma pequena dispersao
no terceiro dia. Esse fato pode ter ocorrido, segundo os pesquisadores do Laboratério,
devido algum fator limitante que pode ter influenciado diretamente no crescimento dessas

células, por exemplo: um aumento de temperatura.
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Figura 4.10: Dispersao
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Consideracoes Finais

Introduzida em 1798, a teoria de Malthus foi a primeira teoria demografica de grande
repercussao nos meios académicos, politicos e economicos. O modelo Malthusiano é re-
comendado para fazer estimativas para uma pequena populacao, desde que essa tenha
poucos ou nenhum limitante natural. No caso observado, o Modelo se mostrou eficiente,
uma vez que os valores obtidos no modelo sao proximos dos valores obtidos via observacao
Laboratorial.

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma andlise de como a modelagem
matematica pode contribuir de forma significativa para a sociedade, visto que, mostrando-
se eficiente, os modelos podem auxiliar na prevencao de problemas como o crescimento
de uma populagao de bactérias, por exemplo.

Além disso, pessoalmente, pude perceber, através da pratica, o quanto o Célculo Di-
ferencial e a Modelagem Matematica estao presentes no nosso dia dia, pois tive uma
compreensao mais detalhada sobre os fenomenos que nos rodeiam, mas nao tinha ideia
que poderiam ser modelados, por exemplo: ao jogar uma pedra em um lago, forma-se
alguns fenomenos, os quais podem ser Modelados por Equacoes Diferenciais, em especial,
neste caso, uma Equacao Diferencial Parcial - EDP. Portanto, este trabalho me possibili-
tou enxergar com mais detalhes o quanto seria importante que todo aluno de Matematica
(Licenciatura ou bacharelado) tivessem a oportunidade de realizar um experimento pra-
tico com a Modelagem Matematica, em especial, uma aplicagao real com as Equagoes

diferenciais.
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