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Resumo

Neste trabalho abordamos os resultados referentes a Problemas de Valor Inicial (PVI)
de Equacoes Diferenciais Ordindrias, no tocante a existéncia de solugoes e dependéncia
continua dos dados iniciais. Estudaremos também a existéncia e singularidade das solu-
¢oes, suas dependéncias das condigoes iniciais e o comportamento nos pontos extremos da
existéncia do intervalo méaximo. Além disso, mostramos como as solucoes de uma equagao
autonoma podem dar origem a um fluxo. Para tanto, foi estudado o Teorema de Exis-
téncia e Unicidade (Teorema de Picard-Lindelof) quando a fungao f na equacao principal
for lipschiziana. Ainda, referente a este problema, foi abordado a dependéncia continua
dos dados iniciais. Quando a funcao f no for continua, foi estudado o Teorema de Peano.
Para a prova do Teorema de Picard-Lindelof foi utilizado o Principio da Contracao, para
a dependéncia continua dos dados a desigualdade Gronwall e para o Teorema de Peano
foi utilizado o Teorema de Arzela-Ascoli. Por fim, apresentamos uma aplicacao sobre
Deflexao de Vigas e Cabos Suspensos.

Palavras-chave: Equacao Diferencial Ordinaria.Teoria Qualitativa. Aplicagoes.



Abstract

In this work we study results related to Initial Value Problems (PVI) of Ordinary
Differential Equations, regarding the existence of solutions and continuous dependence
of initial data. We also study existence and uniqueness of solutions, their dependence
on the initial conditions and the behavior of them extreme points of the existence of the
maximum interval. In addition, we show how the solutions of an autonomous equation
can give rise to a flow. For this, the Theorem of Existence and Uniqueness (Picard-
Lindel6f Theorem) was studied when the function f in the main equation is lipschiziana.
Furthermore, referring to this problem, the continuous dependence of the initial data was
addressed. When the function f in the is continuous, Peano’s theorem was studied. The
Principle of Contraction was used for the proof of the Picard-Lindelof theorem and fot
the continuous dependence of the data we used Gronwall inequality. Moreover, for the
proof of Peano’s Theorem it was used Arzela-Ascoli Theorem. Finally, we present an
application on the Deflection of beams and suspended cables.

Keywords: Ordinary Differential Equation. Qualitative Theory. Applications.
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Introducao

No presente trabalho buscamos apresentar os resultados de um estudo bibliografico
introdutério da Teoria Qualitativa de Equacoes Diferenciais Ordinarias utilizando como
aporte as referéncias [1], [7] e [2]. No transcorrer do mesmo notamos que o desenvolvimento
historico das Equacoes Diferenciais Ordindrias deu-se de forma simultanea ao Célculo
Diferencial e Integral devido as dificuldades para descobrir as solugoes das equacgoes. Mais
especificamente, no final do século XVII, por obras de Sir Isaac Newton (1647 - 1727) e
Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716) intimeros problemas puderam ser modelados
matematicamente na forma de Equacoes Diferenciais Ordindrias.

Ao decorrer do século XVIII, contribui¢oes importantes vieram suceder o desenvolvi-
mento das equacgoes diferenciais, no entanto, a consolidacao e generalizacao dos métodos
para grandes familias de equagoes vieram por parte de Leonhard Euler (1707 - 1783) e
sua percepcao da funcao e suas estruturas, o que fizeram desse matematico o protagonista
da evolucao do estudo das EDQO’s. Diversos matematicos refinaram a teoria de Euler a
medida que estudavam determinadas areas do conhecimento. Devido a isto, e também por
possibilitar o instrumento para descrever os fenomenos evolutivos, a aplicabilidade e con-
tribuicoes das EDO’s estendem-se a termodinamica, astronomia, magnetismo, mecanica,
elasticidade, biologia, etc.

Apesar de todo esse aporte de conhecimento, ao decorrer das décadas, ainda era pe-
quena a quantidade de EDO’s que se conhecia as solugoes, uma vez que elas eram procu-
radas de forma explicita. Com isso, no final do século XIX iniciou-se o estudo no plano
tedrico, o qual teve grande colaboragao de Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1831 - 1904)
e Henri Poicaré (1854 - 1912), em que desenvolveu-se teoremas de existéncia para solu-
¢oes das equacoes e a unificacao da teoria através da area de Analise e da Topologia, isto,
consequentemente, trouxe o aprimoramento da percepc¢ao e entendimento das leis gerais

do comportamento das solugoes.
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Assim, com o intuito de fazer uma introducao a esses resultados e também apresentar
algumas aplica¢oes do mesmo, o presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

Primeiro capitulo: traz uma apresentacao de nocoes basicas da teoria das Equacoes
Diferenciais Ordinarias, incluindo a concepg¢ao de solugao e de problema de valor inicial
(PVI) e, além disso, abordou-se a relagao entre solugoes de equagoes autonomas e fluxos. E
ainda, apresentamos o Teorema de Existéncia e Unicidade (Picard - Lindofd) e o Teorema
de Existéncia para Campos Continuos (Peano).

Segqundo capitulo: abordagem sobre a modelagem matematica através de EDO e, os
conceitos fisicos necessarios para o entedimento das aplicagoes desenvolvidas nesse traba-
lho.

Terceiro capitulo: aplicacao de EDO através de situacao com wigas simplesmente apoi-
adas ou biapoiadas, vigas em balanco e cabos flexiveis. Os referidos exemplos foram ex-

traidos de [5].



CAPITULO 1. SOLUCOES E PROBLEMA DE VALOR INICIAL 14

Capitulo 1

Solucoes e Problema de Valor Inicial

Neste capitulo serao explorados conceitos preliminares e introdutérios a Teoria Quali-
tativa das EDQO’s, bem como a demonstracao dos principais resultados. Para tanto, foram

utilizadas as reféncias [1], [2], [6] e [7].

1.1 Conceitos Preliminares

Nesta se¢ao apresentamos os conceitos e resultados basicos a prova dos Teoremas
de Existéncia de solucoes para uma EDO. Apés a formulagao dos resultados, fazemos
uma breve discussao sobre o material auxiliar que é usado nas provas destes e de outros
resultados do trabalho.

Definigao 1.1 (Ponto Interior). Sejam A C R™ e zy € A. Se existe 6 > 0 tal que
B(zg;0) C A, dizemos que z é ponto interior de A. O conjunto dos pontos interiores de
A ¢é denotado por int(A).

Definicao 1.2 (Conjunto aberto). Um subconjunto A C R" é dito aberto se int(A) = A,
isto é, todos os pontos de A sao interiores. Quando 0A C A, dizemos que A é fechado.
Defini¢ao 1.3 (Conjunto Fechado). Um subconjunto F C R" é dito fechado se R™ \ F é
aberto.

Observagao 1.1. Seja K C R™ um subconjunto. Uma familia { Ay },cr! de subconjuntos

A, C R™ é dita cobertura de K se:
Kc A

A€L
A cobertura {Ay},ecr € dita finita se L é um conjunto finito. A cobertura {A)}\er € dita

LTAqui, L é um conjunto de indices arbitrario.
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aberta se todo A, é um conjunto aberto.

Se {Ax}aer e {Bu}uem sdo ambas coberturas de K e {B,}uem C {Ax}rer, dizemos
que {B,} enm é relativamente a {A)} e, uma subcobertura de K.
Definigao 1.4 (Conjunto Compacto). Um conjunto K C R™ é dito compacto se, dada
uma cobertura aberta de (Uy,)aer de K, existe uma subcobertura finita, isto é, existe
N eNe ay,...,ay € I tais que Uf\;l Us, D K.
Definigao 1.5 (Denso). Diz-se que um subconjunto S de X é denso em X se, qualquer
vizinhanga de qualquer ponto de X, contém um elemento de S.
Definig¢ao 1.6 (Localmente Lipschitz). Uma fungao f : D — R", definida em um conjunto
aberto D C RxR", é dita localmente Lipschitz em x € D se, para cada conjunto compacto

K C D, existe L = L(K) > 0 tal que

1f(tx) = f(Ey)ll < Lz =yl (1.1)

para todo (¢, ), (t,y) € K.
Definigao 1.7 (Fungao Continua). Sejam f : D C R™ — R" uma fungao e zy € D.

Dizemos que f é continua em xq se, dado € > 0, existe § = (e, x¢) > 0 satisfazendo
r €D e |lx—zol| <d=||f(x) — flzo)|| < e (1.2)

Ademais, f é dita continua se for continua em todos os pontos de D.
Definigao 1.8 (Funcgoes de Classe C'). Sejam A C R™ um abertoe f: A C R™ — R"
uma fungao. Se as derivadas parciais D; f;(z), com 1 < i < m, 1 < j < n, das fungoes
componentes de f existem e sao continuas, a funcao f é dita continuamente diferencidvel
ou de classe C! sobre A.

Dada uma funcao continua f : D — R"™ em um conjunto aberto D C R x R", considere

a equacao diferencial na forma reduzida

¥ = f(t,z). (1.3)

A incégnita da equagao é a fungado x = z(t).
Definicao 1.9 (Solugao de EDO). Dizemos que uma fungao z : (a,b) — R", de classe

C!, (com a > —oo e b < +00) é uma Solucao da Equacao Diferencial (1.3) em (a,b), se
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a) (t,z(t)) € D para cada t € (a,b);
b) 2/(t) = f(t,x(t)) para cada t € (a,b).

Figura 1.1: Uma solugao x = z(t) da equagao =’ = f(¢,x)

A D

\

afi-—
H.V

o~
o

Fonte: Barreira, 2010

Exemplo 1.1. Considere a equacao

r=—x+t (1.4)

Supondo x = z(t) uma solugao de (1.4) em (a,b), entao x satisfaz (1.4) e multiplicando
por e', com t € (a,b), obtemos
(e'x) = e'w + e'a’ = €'t.
a primeira igualdade segue do fato de a primitiva de e’(¢ — 1) ser uma primitiva de e't.
Assim, integrando a equacgao acima em ¢, obtemos
elx(t) =€t —1)+c

em que ¢ € R é constante. Portanto, as solugoes da equagao (1.4), sdo dadas por

x(t)=t—1+ce',t€R, ceR (1.5)

Defini¢ao 1.10. Dado (ty,zo) € D, chamamos de Problema de Valor Inicial - PVI, um

problema da forma

' = f(t,x)

l‘(to) = 29

(1.6)

Considerar um PVI, consiste encontrar um intervalo (a, b) contendo ¢y, e uma solugao
z: (a,b) — R da equagao (1.3) com x(ty) = zo. A condigao z(ty) = x¢ é chamada de

condicao inicial.
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Exemplo 1.2. Considere o Problema de Valor Inicial (PVI)

¥ =—x+t

0o (1.7)

Fazendo t = 0 em (1.5), obtemos z(0) = —1+c e por (1.7) é o resultado quando ¢ = 1.

Dai, a solucao do PVI (1.7) é dada por
z(t)=t—1+e* teR

Teorema 1.1. Sejam f: D C R™ - R", g: U C R* — RP com f(D) C U. Se f é
continua em xo € D e g € continua em yo = f(xg) € U, entdo h = go f é continua em
.
Demonstracao: Para prova ver [6]. |
Proposicao 1.1. Seja f : D — R™ uma func¢ao continua em um conjunto aberto D C
R x R™. Dado (tg, o) € D, uma fungao continua x : (a,b) — R™ num intervalo aberto

(a,b) contendo ty € uma solugio do PVI (1.6) se, e somente se

x(t) = xo —|—/t f(s,z(s))ds, Vt € (a,b) (1.8)

Demonstragao: Primeiro, notamos que a funcao ¢t — f(¢, z(t)) é continua, porque é uma
composicao de fungoes continuas. Em particular, é também integravel em cada intervalo
limitado. Agora, vamos supor que x = z(t) é uma solugao do PVI (1.6). Para cada
t € (a,b), da 2* condicao de (1.6), temos

x(t) — xo = 0.
Como ¢ = x(ty), entao

x(t) — z(to).

E mais, o Teorema Fundamental do Célculo (T.F.C) nos diz que, dada f : [a,b] — R

continua, entao
d xX
= | rwa = s, (1.9)

Considerando o T .F.C, tem-se

Kﬁ@@:é%@dw@

x@—m:mnﬂm@:[y@@:[f@mwm

Dali,
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o que prova (1.8). Agora, supondo (1.8) valido, vamos mostrar que z é solu¢ao do PVI.

Derivando (1.6) com relacao a ¢, obtemos
Z'(t) = f(t,z(t)), Vt € (a,b). (1.10)

Sendo a funcio t — f(t,z(t)) continua, segue-se de (1.10) que x ¢é da classe C'. Como

z(ty) = xo resulta que x é uma solu¢ao do PVI (1.6). |

1.1.1 Solucgoes de Equacgoes Diferenciais e Fluxos

Nesta se¢ao consideramos o caso particular de EDO’s em que o segundo membro da
equacao nao depende explicitamente do tempo ¢ e mostraremos que naturalmente dao
origem a nogao de fluxo.

Defini¢ao 1.11. A equagao (1.3) é dita autéonoma se f nao depende explicitamente de ¢.
Em outras palavras, uma equacao autonoma tem a forma

a' = f(x),
onde f: D — R" é uma funcgao continua no conjunto aberto D C R™.
Observacao 1.2 (Ponto de Equilibrio). Um ponto ¢y € (a,b) é dito Ponto de Equilibrio
quando a primeira derivada de x em relacao a t se anula em tg, ou seja, ty € de equilibrio
se 2/(tp) =0 .

Definicao 1.12 (Fluxo). Uma familia de aplicagoes {¢; }er, em que ¢; : R* — R™ e

o = Id, (1.11)

Pr+s = @roypspara t,s €R, (1.12)

é chamado um fluxo

Exemplo 1.3. Dado y € R", a familia de transformacoes ¢; : R®™ — R"™ definida por
o) =z +ty, teRxzeR”

¢ um fluxo.

De fato, observe que, para r € R",
po(z) =z + 0y =z =1d,

portanto, ¢o = Id. Agora, parat,s € Re z € R",
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P10 ps(r) = @i(ps(x)) = pp(x + sy) = (T + sy) +ty =2+ (s + 1)y = Prs.

Logo, ¢iis = @s © s, para todo t, s € R e {¢; her é um fluxo.

A proposicao a seguir mostra que varias equagoes autonomas dao origem a um fluxo.
E ainda, para o que segue a solucao x do PVI, com condi¢ao inicial zq, serd denotada por
x(t, xg).

Proposicao 1.2. Seja f : R* — R™ uma fun¢do continua tal que, cada PVI

(1.13)

tem uma unica solugio x(t,xo) definida para t € R. Entao, a familia de aplicagoes,

o R* = R", t € R, definida por
(o) = z(t, zo) para xy € R" (1.14)

¢ um fluzxo.
Demonstracao: Dado s € R, considere a funcao y : R — R" definida por
y(t) = z(t + s, x0). (1.15)
Tem-se y(0) = x(s, xg) e, derivando (1.15) em relacdo a t, obtemos
Y (t) = a'(t+ s,30) = f(x(t + 5,20)) = f(y(t))
para t € R. Logo, y é uma solu¢ao do PVI 2’ = f(x) com x(0) = z(s,zo) . Por hipdtese,
cada PVI (1.13) tem uma tinica solugdo e, portanto
y(t) = x(t,y(0)) = =(t, 2(s, x0))
ou, equivalentemente,
x(t +s,20) = x(t,z(s,39)), Vt,s € R, g € R”
ou ainda,
Viys(xo) = (1 0 @s)(z0),Vt, s € Re xp € R
Portanto, ¢;1s = piops. Por outro lado, por (1.13) temos (o) = (0, z0) = z¢ = Id(xo).

Logo, ¢o = 1d e a familia de aplicagoes {¢; }ier ¢ um fluxo.
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1.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

As seguintes definigoes e resultados foram extraidos de [6].
Defini¢ao 1.13 (Matriz Jacobiana). Seja A C R™ um aberto e f: A C R™ — R" uma
funcao. Se as derivadas parciais das funcoes compontentes f; de f existem em a, entao

podemos formar uma matriz que tem %(a) como entradas, isto é,
J

0 0
L) - i (a)
()|
de@ ) =
Ofn Ofn
Lfa) o H2(a)

nxm

Essa matriz é chamada matriz jacobiana de f no ponto a.
Teorema 1.2 (Desigualdade do Valor Médio). Seja A C R™ um aberto e S um subcon-
junto convexo de A. Se a fungao f : A — R” é diferenciavel em todos os pontos de S e
||Df(z)|| é limitada para z € S, entao
I1£@) = S < sup DS e =ull, Yoy € S

Demonstracao: Para a prova, ver [6]. [ |
Proposicao 1.3. Se f : D — R", em um conjunto aberto D C R x R", ¢ de classe C!,
entao f € localmente Lipschitz.
Demonstracao: Observemos que é suficiente considerar a familia X de subconjuntos
compactos de D da forma K, = I x J C D, em que I = [a,b] C R é um intervalo
compacto e
J={a eR": o —p| <1}

para algum p € R" e r > 0.

De fato, seja K C D um conjunto compacto. Para cada (tp,p) € K, tome K, € K tal

que (to,p) € intK,. Assim, K C U( ci MK, é uma cobertura aberta para K e mais,

to,p)
sendo K compacto, existem N € N e py,....,py € K tais que, K C Ufil intK,,. Dai,
K C Uf\il K,, e, portanto, se o resultado é valido para cada K, entao pode ser estendido
para K.

Consideremos, entdo K, = I x J, como acima e definamos a funcao ¢ : [0,1] — D
dada por

9(s) = f(t,y + s(z —y)).

g ¢ de classe C!, porque é uma composicao de funcoes de classe Ct. Além disso, utilizando

Teorema Fundamental do Célculo (T.F.C), obtemos:
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) = ) = o) = 900) = [ g )is = [ Sty ste =)o - s,

onde % ¢ a matrix jacobiana. Assim,utilizando a Desigualdade do Valor Médio

0
i) = el < s |1y sl 119
s€f0,1] || OT
0
< sup|% )| -

pois, o segmento de reta entre x e y esta contido em J. Devido ao fato de f ser de classe
C!, a funcao
0
(t,a) = (|52t )l
é continua. Pelo Teorema de Weierstrass, toda fungao continua definida em conjunto

compacto assume maximo e minino e, portanto,

L = max
(t,q)elIxJ

%(t,(pH . (1.17)

Segue de (1.16) e de (1.17) que

£t z) — fE, 9| < Ll =yl
para todo (¢, ), (t,y) € I x J. Isso mostra que f é Localmente Lipschitz em x. [ |
Teorema 1.3. Se f : D — R" é uma funcgdio de classe C' em um conjunto aberto D C
R x R"™, entdo para cada (to,xo) € D, existe uma tunica solugio do PVI (1.6) em algum
intervalo aberto contendo tg.
Demonstracao: O resultado segue imediatamente da Proposi¢ao anterior, junto com o

teorema de de Picard - Lindel6f que veremos mais a frente nesse mesmo trabalho. [ |

1.2.1 Contracoes em Espacos Métricos

Definigao 1.14 (Distancia). Dado um conjunto X, uma fungao d : X x X — R{ é dito
ser uma distancia em X se as seguintes condigoes sao verificadas

a) d(z,y) = 0 se, e somente se x = y;

b) d(x,y) = d(y,x) para cada =,y € X;

¢) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) para cada z,y,z € X
Nessas condigoes, dizemos que o par (X,d) é um Espagco Métrico (X é um espago

métrico com métrica d).
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Por exemplo, pode-se definir uma distancia em R™ por:

d((x1, ooy n), (Y15 oy Yn)) = <Z(zz —yi)2> , para (T1, ..., Ty), (Y1, -, yn) € R™ (1.18)

i=1

ou,

A((1, ey 20), (Y1, s ) = maz {|zi — g 16 = 1,.cm), (1.19)

com (X1, ..., Tn), (Y1, ---, Yn) € R™, entre vérias outras possibilidades.
Definigao 1.15 (Bola Aberta e Fechada). Seja (X, d) um Espago Métrico. Dados z € X
e r > 0, definimos a bola aberta de raio r centrada em x por
B(z;r) ={y € X : d(y,z) <r}.
E a bola fechada de raio r centrada em x por
Bl(z;)) = {y € X - d(y,x) <7},
Uma classe particular de distancia é obtida a partir da nocao de norma. Recordemos
que
Definigao 1.16. Seja X um espaco vetorial (sobre R). A fungao || - || : X — R é dita
uma norma em X se:
a) ||z|| = 0 se, e somente se z = 0;
b) || Az]| = |A| - ||z|| para cada A € R e x € X;
¢) llz+y| < |lz| + |ly|| para cada z,y € X (desigualdade triangular).
O par (X, || -||) é dito Espago Normado.

Por exemplo, pode-se definir uma norma em R™ por
1
n 2
lz| = |(z1, ..., za)|| = (Zgﬁ) , V(.. 1) € R, (1.20)
i=1

ou

Joll = |21, s a)l| = maw {Jai] i = 1,.on}, V(ar,.owa) € R (1.21)

Proposigao 1.4. Se o par (X, ||-||) € um Espago Normado, entdao a fungdo d: X x X —
R{ definida por d(x,y) = ||z — y|| € uma distancia em X.

Demonstracao: Para tanto, basta provar que sao validas todas as condigoes de distancia
na definicao anterior.

Para o 1° axioma de distancia, é suficiente observar que
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dz,y) =0& |z —y[=0&2-y=0
em que usamos a primeira propriedade da definicdo de norma. Dai, d(x,y) = 0 se, e
somente se, x = y.
Para a 2% propriedade, notamos que
dz,y) =z =yl = =@ —2) =1=1-lly =zl = lly — 2| = d(y, z).
Dai, d(z,y) = d(y, ).

Finalmente, para a iltima propriedade observa-se que

dz,y) = llz—yl=l(z—-=2)+(z-y)l
<l =zl + 1z =yl
= d(z,2) +d(z,vy).
Portanto, a funcao d(z,y) = ||z — y||,z,y € X é uma métrica em X. [ |
Definigao 1.17. Seja (x,),en uma sequéncia num espago métrico (X, d). Dizemos que
a) (x,), é uma sequéncia convergente se existe z € X, tal que
d(xy,x) — 0 quando n — o0;
b) (z,), é uma sequéncia de Cauchy se dado € > 0, existe p € N, tal que
d(x,,x,) < € para cada n,m > p.
Observacao 1.3. Mostra-se que qualquer sequéncia convergente ¢ uma sequéncia de
Cauchy. Para a prova ver [6].
Defini¢ao 1.18 (Espago Métrico Completo). Um espago métrico (X, d) é dito completo
se qualquer sequéncia de Cauchy em X é convergente.
Proposicao 1.5. O conjunto X = C(I) de todas as fungoes limitadas continuas x : [ —

R", em um conjunto I C R¥ compacto, é um espaco métrico completo com a distancia

d(z,y) = sup{z(t) —y(®)[| - ¢ € I}. (1.22)

Demonstracao: Notamos que (1.22) é realmente uma distancia, pois cumpre todas as
condigoes da Definigao (1.14). A fim de mostrar que X é um espago métrico completo,

seja (2, )peny uma sequéncia de Cauchy em X. Para cada t € I, temos

2p(t) — 24 (D] < d(zp, 24). (1.23)

e, assim, (z,(t)), é uma sequéncia de Cauchy em R". Dai, é convergente (porque toda

sequéncia de Cauchy em R" é convergente) e existe o limite
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z(t) = lim x,(t). (1.24)

p—o0

Isto produz uma funcao = : I — R™. Para cada t,s € I, pela desigualdade triangular,

temos

|2(8) = 2(s)[] < [[e(t) = 2p (O] + [l2p(t) = 2p(3)]] + [l2p(s) — 2(s)]]. (1.25)

Em outras palavras, por (1.23) (e o fato que (z,), ser uma sequéncia de Cauchy) dado

e > 0, existe r € N tal que

|zp(t) —x(t)|| <&, Viel, p=>r. (1.26)

Dai, por (1.25) (considerando p = r)

lz(t) — x(s)|] <2+ ||z, (t) — z.(5)], Vt,s € 1. (1.27)

Desde que a funcao z, é continua, dado t € I, existe § > 0, tal que
|z (t) — z,(s)|| < e quando ||t — s|| < 0.
Dai, seguindo por (1.27) tem-se
|z(t) — z(s)|| < 3¢ quando ||t — s|| < o.
e a fungao z ¢é continua. Além disso, por (1.26) dado € > 0, existe r € N para cada p > r,

tal que,

lz@N < lzp(t) = 2@ + 2 (D]

< e+sup{|lz,(t)|| : t € I} <e+e,

e dal z € X. Além disso, também por (1.26)
Ay, ) = sup{lla,(t) — 2 (O)]| : t € I} < ¢
para todo p > r, e assim d(x,,x) — 0 quando p — oo. Isto mostra que X é um espago
métrico completo. [ |
Defini¢ao 1.19. Uma funcao z : I — R" em um conjunto / C R* ¢ dita ser Lipschitz se
existe L > 0, tal que
() = 2(s)[| < L|t — s (1.28)

para todo t,s € I.
Definicao 1.20 (Contragao). Uma aplicacao T : X — X em um espago métrico (X, d) é

dito ser uma contracao se existe A € (0, 1), tal que
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d(T'(x), T(y)) < Ad(z,y).
para todo z,y € X.
Exemplo 1.4. Seja A uma matriz n X n e seja T': R” — R" a aplicagao linear definida

como T'(x) = Az. Considere a distancia d em (1.18), obtida com a norma

n 3
1@y )| = (Zm —y»?) para z € R

=1

Temos,
d(T(x),T(y)) = |Az— Ayl =[|A(z —y)||
< Al d(z,y),
em que,
) = sup 1221
20 7]

Em particular, se ||A|| < 1, entao a transformagao T é uma contragao.
Defini¢ao 1.21 (Ponto Fixo). Um elemento zy € X ¢ dito ponto fixo de uma aplicagao
T:X — X se T(xg) = xo.

As contragoes satisfazem o Teorema do Ponto Fixo, visto a seguir, em que 7" é definida
recursivamente por 7"+t = T o T™ para todo n € N.
Teorema 1.4 (Ponto Fixo de Banach). Se T': X — X € uma contra¢do em um espago
métrico completo (X, d), entdo T tem um unico ponto fizo. Além disso, para cada x € X
a sequéncia (T"(x)), converge para o unico ponto fixo de T.

Demonstragao: Dado x € X, considere a sequéncia

x, =T"(x), Vn € N. (1.29)

Pela Desigualdade Triangular, considere m = n+pcom p € 1,....k, k € N, temos (usando

a definigao de contragao)

IN

d(Tpsp, Tn) Ad(Tpip, Tn) + A Tngp_1, Tno1) + .. + d(Tps1, Tp)

< (AT AL AMYA(T (), x) (1.30)

NN+ NP+ 1)d(T(2), 7)
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Observe que (AP + AP~ + ...+ 1) é uma soma de P.G finita, com a razao dada por r = A

eSn:ﬁ, dai

Assim,

n

1—A

A(Tpgp, Tn) < d(T(z),x) (1.31)

n

Como 0 < A\ < 1, temos lim A" = 0. E, portanto, lim

com ¢ > 0. Logo, quando n —» oo, por (1.31), resulta que (z,) e uma sequéncia de

= 0. Dal, d(zpip, Tn) < €,

Cauchy e, consequentemente, (x,) é convergente e existe

xo = lim w,. (1.32)

n—o0

Assim, de (1.29) e (1.32), tem- se
o = lim z, = lim T"(x).

Ainda,
d(T (o), T™(x)) < Md(zo, T" () = d(z0, Tr_1) — 0,

portanto, T"(x) — T'(xg), pela unicidade do limite, temos
T(ZL'()) = Xyp-

Unicidade Vamos supor que existe yg € X que também é ponto fixo,logo,

d(xo,yo0) = d(T(x0), T (v0)) < Ad(z0,Y0)- (1.33)

Dai,

d(zo,yo) — Ad(zo,y0) < 0= d(zo,v0) - (1 =) <0.
Como (1 — A) > 0, pois 0 < A < 1, resulta que d(zg,y0) < 0, por d ser métrica, entao
d > 0 e portanto, d(zg,yo) =0 (d < 0 é um absurdo). Resta d = 0,

d(zo,y0) = 0 & |[xo — wol| = 0 = 20 = yo.

Assim, xq é unico. |
Observacao 1.4. Decorre do Teorema anterior que, se xg € X é o Unico ponto fixo da
contracao T : X — X, entao

d(T" (), 20) = £5d(T(z), )
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para todoz € X en € N.

Defini¢ao 1.22 (Ponto Atrator). Um ponto fixo zy € X de uma aplicagdo T': X — X é
dito ser atrator, se para cada z € X temos T"(z) — o quando n — 0.

Observagao 1.5 (Fibra). Sejam espagos métricos X e Y (nao necessariamente comple-

tos). Considere uma aplicagao S: X x Y — X x Y de forma

S(,y) = (T(x), Az, y)). (1.34)

ondeT: X - XeA: XxY — Y. Cada conjunto {z} x Y é chamado de fibra de X x Y.
Definigao 1.23. A aplicagdo S em (1.34) é dito ser uma contragao nas fibras se existir
A€ (0,1), tal que

dy(Alz,y), A(2, 7)) < Ady(y,9), Ve € X ey, gy €Y. (1.35)

Teorema 1.5 (Contragao nas Fibras). Para uma contragio nas fibras continua S, se
g € X € um ponto fixo atrator de T e yy € Y é um ponto fixo de y — A(xo,y), entdo
(x0,%0) € um ponto fixo atrator de S.
Demonstracao: Seja d, e d,, respectivamente, as distancias em X e Y. Definimos uma
distancia d em X X Y por

d((7,y), (%,9)) = du(,T) + dy(y, 7).

Resulta da desigualdade triangular que:

d(S™(x,y), (x0, yo)) < d(S"(x,y), 5" (%, 90)) + d(S™ (2, 40), (0, o)) (1.36)

Queremos mostrar que ambos os lados de (1.36) tende para zero quando n — co. Dado

x € X, defina uma transformacao A, : Y — T por A,(y) = A(z,y). Por (1.34), temos

S(z,y) = (T(x), Az(y))-

Além disso, para cada n € N, teremos:

S™(x,y) = (T"(x), Axn(y))- (1.37)

onde

Apn = Apn-1(x) 00 Appzy 0 Ay
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Para o primeiro termo em (1.36), decorre de (1.35) e (1.37) que

d(S™(x,y), 5" (x,90)) = dy (Aen(y), Aen(¥0)) < N'dy (y,50) — 0 (1.38)

quando n — oco. Para o segundo termo, notamos que

d(S™(x,y0), (xo,y0)) < dx(T"(x),x0) + dy (Asn(yo), yo)- (1.39)

Desde que zy é um ponto fixo atrator de 7' (hipdtese), temos d,(T"(x),xo) — 0 quando
n — oo. Vamos mostrar que o segundo termo do lado direito de (1.39) tende a zero

quando n — oo. De fato, usando a definicao de contragao nas fibras, temos

n—1
dy(AJ:,n(yO)a yo) < Z dY(ATnfl(x) ©---0 ATZ‘(@)(CUO); (ATnfl(x) ©---0 ATi+1(x))(yo)
i=0

n—1
< Z Ny (Ariay (%0), 90),
i=0
onde Agn-1(z) 00 Apiti(y) = Id para i = n — 1. Como que yo ¢ um ponto fixo de A,
(hipétese), temos
G = dY(ATl(z) (y0)7 yO) = dY(A(TZ('T)a y0)a A(,To, ?Jo)) (140)

Em outras palavras, a aplicagdo A é continua (porque S é continua) e xy é um ponto
fixo atrator de T', decorrendo de (1.40) que a sequéncia ¢; converge para zero quando
i — oo. Em particular, existe ¢ > 0 tal que 0 < ¢; < ¢ para todo ¢ € N. Assim, dado

k€ Nen >k, temos

n k—1

Z )\"_lci = Z )\”_lcz- + Z /\"_lci (141)
i=0 i=0 i=k
k—1 n
< CZ)\"*l + sup ¢; Z)\"’lci
i—0 izk g
)\nfk+1 1
< U
< c 1= + ?;Ik) Cjo— \

Portanto, aplicando limite em (1.41) e utilizando (1.40),obtemos

- 1
lim su AN le, <supe;—— — 0
n—00 P ZZ(; jzlk) Jl - A
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quando k — oo. Isto mostra que

dy (Azn(Y0), y0) = 0 quando n — o0

E, por (1.36), (1.38) e (1.39) que (zo, yo) ¢ um ponto fixo atrator de S. [
Teorema 1.6 (Picard-Lindelof). Se f : D — R"™ € uma fun¢do continua e localmente
lipschitziana em x num conjunto aberto D C R x R™, entdo para cada (to,zo) € D eziste
uma e s6 uma solugao do PVI (1.6) em algum intervalo aberto contendo t.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.3, o PVI (1.6) consiste encontrar uma solugao para

x € C(a,b) em um intervalo aberto (a,b) contendo ¢y, tal que

z(t) = xo +/t f(s,z(s))ds. (1.42)

para todo t € (a,b), em que C(a,b) é o conjunto de todas as fungoes continuas y : (a,b) —
R"™. Considere x como ponto fixo de uma contracao. Tome constantes a <ty < be 3> 0,
tais que

K = [a,b] x B(zo, B) C D, (1.43)

em que,

B(zo, 8) ={y € R" : [ly — xol| < B}
Além disso, seja X C C(a,b) o conjunto das fungdes continuas z : (a,b) — R™ tais que
|x(t) — xo|| < 5 para t € (a,b).

Primeiro vamos mostrar que X é um espag¢o métrico completo com a distancia em (1.22).
Dado uma sequéncia de Cauchy (x,), em X. Pela Proposicao 1.5 sabemos que x,, converge,
digamos para uma funcao = € C'(a,b). A fim de mostrar que x € X, notamos que (o limite

estd bem definido, pois a sequéncia é de Cauchy)

la(t) = aol] = Jim [J,(1) — wol| < B para t € (a.D)

Como ||z, (t) —xo|| < f parat € (a,b) e p € N. Além disso, nao ha perda de generalidade

na procura de pontos fixos em X e nao em C(a,b). Na verdade, se z : (a,b) — R" é uma
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funcao continua satisfazendo (1.42), entao, utilizando o Teo. do Valor Médio

[z(t) — zol| < /fs z(s))ds
< Jt—t|M < (b—a)M,
em que,
M = maz{||f(t, )l : (t,x) € K}. (1.44)

Porque f é continua e K é compacto e qualquer funcao continua com valores em R,
tal que (¢,x) — ||f(¢,2)||, tem um mdximo em cada conjunto compacto e também como
a funcio (t,z) — ||f(t,z)|| é continua e o conjunto [a,b] x B(zo, ) compacto, resulta
do Teorema de Weiestrass que M é finito. Isto mostra que se z € C(a,b) satisfaz (1.42),
entao ele pertence a X para algum f.

Agora, considere a aplicagao T" definida por

T(x)(t) = xo —l—/t f(s,x(s))ds, Vo € X.

Note que t — T'(x)(t) é continua, por ser uma composicao de fungdes continuas, e

[ et

Para (b— a) suficientemente pequeno, temos (b—a)M < [ e, portanto, T(X) C X. Além

1T (2)(t) — @ol| < < (b—a)M.

disso, dado x,y € X, utilizando a Proposicao 1.3 e a Definicao 1.6, temos

/ F(s,2(s)) — £(s,y(s))lds

to

IT@)() - T < 1

IN

/ Llla(s) — y(s)lds

to

< (b—a)Ld(x,y),

onde L é a constante de (1.1) para o conjunto compacto K em (1.43) e d é a distancia de

(1.22) para I = (a,b). Dai, obtemos

d(T(z), T(y)) < (b—a)Lld(z,y), Y,y € X.

para todo z,y € X. Para (b — a) suficientemente pequeno, temos (b — a)L < 1 além de
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(b—a)M < B, e T é uma contragao no espac¢o métrico completo X. Pelo Teorema 1.4,
conclui-se que 7" tem um tnico ponto fixo z € X. Esta é a tinica func¢éo contiua em (a, b)

satisfazendo (1.42). |

1.2.2 Dependéncia de Lipschitz nas Condicoes Iniciais

Estudaremos algumas propriedades adicionais das Solugoes de uma Equacao Diferen-
cial Ordinaria.
Proposicao 1.6 (Lema de Gronwall). Sejam u,v : [a,b] — R fun¢ées continuas com
v>0eceR. Se

u(t) < c+/ u(s)v(s)ds (1.45)

para todo t € |a,bl], entdo
t

u(t) < cexp </ v(s)ds) , Vt € a,b]
Demonstracgao: Considere as funcoes

¢ ¢

R(t) = / u(s)v(s)ds e V(t) = / v(s)ds, Vt € |a, b].
Note que R(a) = 0, derivando R e usando (1.45), obtemos
R'(t) = u(t)v(t) < (c+ R(t))v(t), (1.46)

portanto,

R'(t) —v(t)R(t) < cv(t),Vt € (a,b). (1.47)
Multiplicando (1.47) por e~V usando a derivada do produto e (1.46), obtemos

S(eVORE) = e VOR() - v(HR() (1.48)

< cv(t)e VO,
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Integrando (1.48) de a a t e usando o fato que R(a) = 0, obtemos

e_V(t)R(t) < /t cv(T)e_V(T)d(T)

Dai,

R(t) < ceV® — . (1.49)
A partir de (1.49), da defini¢cao de R(a) e por (1.41), obtemos

u(t) < c+ R(t) < e’ Vt € [a,b].

1.3 Intervalo Maximal de Existéncia

Nesta se¢ao estudaremos o intervalo maximal de existéncia do PVI (1.6). No que segue
o intervalo de existéncia da solu¢ado do PVI (1.6) serd todo por I,

Teorema 1.7. Se a funcao f : D — R™ € continua e localmente Lipschitz em um conjunto
aberto D C RxR", entao para cada (ty,xo) € D, existe uma unica solugao ¢ : (a,b) — R"
do PVI (1.6), tal que para qualquer solug¢io x : I, — R™ do mesmo problema, temos
I, C (a,b) ex(t) =(t) parat € I,.

Demonstracao: Notamos que J = |, I, é um intervalo aberto, porque a uniao de uma
familia de conjuntos abertos, ainda é um conjunto aberto e, J é intervalo pois todo I,
tem, a0 menos, um ponto em comum, &g.

Considere a fungao ¢ : J — R" tal que, para cada t € I, tem-se ¢(t) = z(t).
Mostraremos que a funcao ¢ estd bem definida, isto é, ¢ nao depende da funcao x. Sendo
x: 1, - R"ey: I, — R" solugdes do PVI (1.6) e sendo I o maior intervalo contendo t,
satisfazendo x = y em I. Queremos mostrar que I = I, () I,.

De outra forma, existiria uma extremidade de I, () I,. Pela continuidade de = e y no
intervalo I, (1) I,, terfamos

p:=limz(t) = limy(t).

t—s t—s
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Em outras palavras, pelo Teorema 1.6 com (tg, ) substituindo por (s, p), além disso,
existiria um intervalo aberto (s—a, s+a) C I, ()1, quando z = y. Desde (s—a, s+a)\I #
(), isto contraria o fato que I ser o maior intervalo, pois algum intervalo que ultrapassaria
1.

Portanto, I = I,(\1, e x = y em I,()1,. Com isso, a fungao ¢ : J — R” é uma

solugao do PVI (1.6) (a garantia da existéncia vem por Picard). |

1.3.1 Existéncia de solucao para campos continuos

Para a funcao continua f o PVI (1.6) sempre tem solugdo. No entanto, essas nao
necessariamente sao unicas.
Proposicao 1.7 (Arzeld-Ascoli). Seja ¢r : (a,b) — R™ uma sequéncia de funcgoes e
suponha

a) Eziste ¢ > 0 tal que

sup{|lex(®)|l : t € (a,b)} < ¢ para todo k € N.

b) Dado e > 0, existe 6 > 0 tal que ||ox(t)—pr(s)|| < e para todo k€ Net,s € (a,b)
com |t — s| <.

Entao, existe uma subsequéncia de (py)g convergindo uniformente para uma fung¢do
continua em (a,b).
Demonstracao: Considere uma sequéncia (t,,), C [a,b] densa nesse intervalo. Desde
que (¢r(t1))x é limitada, existe uma subsequéncia convergente (@pllc (t1)). Da mesma forma,
desde (¢, (t2))x € limitada, logo existe uma subsequéncia convergente (¢ (t2))r. Conti-
nuando sempre desde forma, depois de m passos obtemos uma subsequéncia (gop;gn (tm))k
da sequéncia limitada (g,m-1(tm))x-

Agora, definimos 1) : (a,b) — R"™ para k € N por

Uk(t) = @pi (1)-

Notamos que a sequéncia (¢ (t,,))x é convergente para cada m € N, porque, com a excegao

dos m primeiros termos, é uma subsequéncia da sequéncia convergente (@ym (ty))r. Em
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outras palavras, por hipétese, para cada € > 0 existe § > 0, tal que
r(t) = ()l = llepr(t) — epr(s)l| <&, VE € Net, s € (a,b) com [t —s| <d. (1.50)

Dados t,t,, € (a,b) com |t —t,| < § e p,q € N, pela desigualdade triangular e por
(1.50), obtemos

[9p(t) = gD < ¥p(t) = Pp(tm)l] + [[¥p(tm) = Vg (tm)l] + [[1g(tm) — 1q(2)[[1.51)
< 2+ [[p(tm) = Yg(tm)]]

Uma vez que a sequéncia (¢ (t,))r é convergente, existe p,, € N, tal que

|y (tm) — Vy(tm)]| < e, para cada p,q > py,. (1.52)

Além disso, uma vez que o intervalo (a, b) pode ser coberto por um nimero finito N de in-
tervalos de comprimento 20 e, sem perda de generalidade, centrada nos pontos tq, to, ..., ty,

por (1.52) e (1.52), obtemos

|p(t) — q(t)|| < 3e, para cada t € (a,b) e p,q > max{pi,...,pn}.

Isto mostra que (1,), ¢ uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico completo C(a, b) com
a distancia (1.22). Assim, a sequéncia converge uniformemente para uma fun¢ao continua
em (a,b). |
Exemplo 1.5. Sejam ¢y, : (a,b) = R, com ¢y (t) = sen(f), Vk € Ne t € (a,b), tem - se:
a) lee()] = [sen(1)| <1 ¢ sup{lgp()] : ¢ € (a,b)} < d, Vk € N;
b) Lor(t) — or(s)| = [sen() — sen(3)| < |£ — 2| < M —s| < |t —s| < = 5.
Se |t — s| < ¢ entao |px(t) — r(s)| < |t —s| =ecom d = >0, Vi, s € (a,b).
Teorema 1.8 (Peano). Se f: D — R"™ é uma fun¢ao continua em um conjunto fechado
D C R x R", entao para cada (ty,xo) € D eziste pelo menos uma solu¢iao do PVI (1.6)
em algum intervalo aberto contendo ty.
Demonstracao: Consideremos novamente o problema (1.42), e tomando a < ¢ty < b e

B > 0 tal que a condigdo (1.43) e (b —a)M < 3, onde M ¢é uma constante em (1.44).
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Dado a > 0, definimos recursivamente uma fungao continua x, : (a,b) — R™ por

;

to+a
so= [ flovmals +a))ds, 1€ (ato—a)
t

Ta(t) = To, t€lto—a,ty+al, (1.53)
¢
To + f(s,za(s —a))ds, t € [to+ a,b).

\ to+a

Por exemplo,

t t
To(t) = o + / f(s,20(s — a))ds = g +/ f(s,x0)ds
t

o+a t0+a

para t € [ty + a, by + 2], e

To(t) = xo — / o f(s,za(s +a))ds = xo + / f(s,x0)ds

para t € [ty — 2a,tg — . Somando as integrais e tomando o médulo, tem-se

za(t) - zol] < / 1£(5. (s F a))lds| < (b— a)M < B

ota

e, assim somando e subtraindo e, também pela desigualdade triangular, temos
20 (t)]| < 2ol + 5
Além disso,

|za(t) — zals)| < / |1 (u, xa (2 F @))|du| < M|t — s|. (1.54)

Isto mostra que as duas condi¢oes em Proposicao 1.7 sao satisfeitas para toda a sequéncia
de fungoes (x4, )m, onde (ay, ), C RT é uma sequéncia arbitréria, tal que «,, tende a zero
pela esquerda quando m — oco. Portanto, existe uma subsequéncia (8,,)m de (Qp)m, tal
que (xg,,)m converge uniformemente para uma fungao continua z : (a,b) - R™. z é uma

solugdo do PVI (1.6) Por (1.54), temos

|25, (s = Bm) —2(s)Il < Nlws, (s = Bm) — 23l + |25, (s) — z(s)]]

< M|l + l2p, — x(s)ll-
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E assim, a sequéncia de funcoes s — zg,,(s — f5,) converge uniformemente para x.
Pode-se mostrar de forma semelhante que a sequéncia de fungoes s — g, (54 5y,) também

converge uniformemente para x. Em outras palavras, seguindo por (1.53) tem-se

x%w=%+/ £, (5 — Bun))ds.

t0+ﬁm

para t € [tg,b), e fazendo m — oo, obtemos

z(t) = xo +/ f(s,z(s))ds, (1.55)

to

para t € [ty,b). E por (1.53) temos que

to—Bm
wﬁﬂz%—/ F(5,25,, (5, +Fu)) ds

para t € (a,to], e fazendo m — 0o, obtemos a identidade (1.55) para t € (a, to]. Por fim,

pela Proposigao 1.1 resulta que z é uma solugao para o PVI (1.6). |



Capitulo 2

Alguns Conceitos de Fisica

No capitulo anterior pudemos observar uma parte introdutoéria sobre EDO e a ga-
rantia de existéncia de sua solucao. Devido sua vasta aplicabilidade, faz-se necessario o
conhecimento basico da area em questao que ira utilizd-la. No caso deste trabalho, iremos
analisar a equagao para vigas e cabos suspensos, para tanto, sera exposto alguns conceitos
sobre Fisica, mais especificamente, mecanica dos materiais para compreender, em seguida,
as aplicagoes.

No entanto, do que trata essa parte da Fisica? Quando algum material sofre deforma-
¢ao, deslocamento ou tensao devido uma carga exercida sobre ele é essa parte da mecanica
aplicada que estuda o comportamento dessas estruturas de acordo com suas propriedades
fisicas.

O desenvolvimento dessa area teve diversas contribuigoes para determinar, por exem-
plo, a resisténcia de fios, barras e vigas e até mesmo a teoria matematica para colunas,em
que podemos citar Leonando Da Vinci (1452 - 1519), Galileu Galilei (1564 - 1642) e

Leonhard Euler. Os conceitos apresentados a seguir foram retirados de [4] e [3].

2.1 Tensao Normal e Deformacao

Definigao 2.1 (Barra Prismatica). Membro estrutural reto tendo a mesma seccao trans-
versal ao longo de seu comprimento.
Definicao 2.2 (Forga Axial). Carga direcionada ao longo do eixo do membro, resultando
em tracao ou comprensao da barra.

Definigao 2.3 (Tensdo). Intensidade da for¢a por unidade de area. Denotada por o.

37
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Pode ser de treés tipos:
a) tensao de tragao: a barra é esticada pelas forcas P;
b) tensao de comprensao: quando as forgas sao reversas em diregao fazendo com
que a barra seja comprimida;
¢) tensao normal: tensoes que agem em diregao perpendicular a superficie de corte.
Considerando que as tensoes sejam uniformemente distribuidas (P agir através do
centréide da drea da segao transversal) podemos obter a seguinte equagao para magnitude

das tensoes:

p
774

em que P =forca axial e A = area da secao transversal.

Observacao 2.1. Convencao de sinais: se necessario, as tensoes de tracoes podem ser
consideradas como positivas e as de comprensao como negativas, ou seja, dependera de
como deformam o material.

Definigao 2.4. [Deformacao] O alongamento/deformacao (§) por unidade de compri-

mento (L) é denotado por €. E pode ser calculado com a seguinte férmula

0
€ = Z

Por ser uma razao entre dois comprimentos, a deformacao nao tem unidade, ou seja,
¢ uma quantidade adimensional.

Resultante de Tensoes: Tensoes distribuidas sobre a secao transversal. Podemos
incluir nessa resultante o: momento fletor M, que é perpendicular ao plano da viga ao
parsarmos uma sec¢ao transversal, em que provocara esforcos internos para manter uma
condicao de equilibrio. Ou seja, é provocado pelas cargas externas que tendem a fletir o
corpo em relagao ao eixo localizado no plano da area; forga de cisalhamento V', ocorre
quando as cargas externas tendem a provocar deslizamento das duas partes do corpo, uma

sobre a outra e esta localizado no plano da area.

2.2 Elasticidade Linear e Lei de Hooke

Elasticidade: propriedade ao qual o material retorna as suas dimensées originais (faz

o mesmo caminho de volta a origem O) durante o descarregamento. O material que tem
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essa propriedade é conhecido como eldstico.

Figura 2.1: Diagrama de Tensao-Deformacao: Comportamento Elastico

o

ELASTICO PLASTICO

Fonte: Gere, 2003.

Deformagao Residual: Deformacao permanente no material devido a um longo
carregamento, com isso, o material testado fica com tamanho mais longo, ou seja, nem

toda deformacao é recuperada.

Figura 2.2: Diagrama de Tensao-Deformacao: Comportamento Parcialmente Elastico
o

o C D
et
— D 3

DEFORMACAO RESIDUAL RECUPERACAO ELASTICA

Fonte: Gere, 2003.
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Limite Elastico: Limite superior da tensao elastica como, por exemplo, o ponto E
Elastico Linear: O material comporta-se elasticamente e também exibe uma relagao
linear entre tensao e deformagao. Esta relacdo para uma barra/viga em deformacao ou

comprensao pode ser representada por
o = Ee. (2.1)

Em que F é a constante de proporcionalidade ou médulo de elasticidade.

Defini¢ao 2.5 (Mdédulo de Elasticidade). Inclinagao do diagrama de tensao-deformagao
na regiao elastica linear.

A equacao 2.1 também é conhecida como Lei de Hooke em homenagem ao cientista
inglés Robert Hooke (1635 - 1703), o qual foi o pioneiro na investigagao cientifica das
propriedades elasticas dos materiais estabelecendo a relagao linear das cargas aplicadas e
o alongamento resultante.

Por razao semelhante, o médulo de elasticidade (£) também é conhecido como Mé-
dulo de Young também em homenangem ao inglés Thomas Young (1773 - 1829) que em
meio a investigacao de compresao e tragao de barras prismaticas utilizou tal constante.
Vale salientar, que para materiais mais rigidos este médulo tem valores elevados.
Definigao 2.6 (Rigidez de flexdo). Medida de resisténcia da viga ao momento. Quanto
maior for a rigidez de flexao, menor serd a curvatura para um dado momento fletor. E

denotada por E1.

2.3 Equacao diferencial para a curva de deflexao

Definigao 2.7 (Deflexao). A deflexao v de uma viga em qualquer ponto ao longo de seu
eixo é o deslocamento desse ponto em relacao a sua posicao original, medida na direcao
de y.

Para descobrir sua equacao é necessario expressa-la como funcao da coordenada x.

A deflexao no ponto my é v 4+ dv, en que dv é o incremento na deflexdo. Quando a
viga € flexionada também gera uma rotagao a qual é o angulo 6 e o angulo de rotacao em

my é 0 4+ df. E mais, o centro de curvatura dessas normais ¢ O'. Dai,

pdf = ds (2.2)
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Figura 2.3: Curva de Deflexao de uma Viga

X dx X dx

Fonte: Gere, 2003.

E, a curvatura k é dada por

1 df
k = — = — 2.3
> s (2.3)
Observe que,
d@%sen@zﬁﬁlzd—e.
pp ds

A curvatura de deflexdo é dada por Z—Z de (2.3), ou seja, ¢é igual a tangente do angulo

de rotacao 6. Assim,
dv

dv
= = = —. 24
o tg 0 e 0 =arctg o (2.4)

De modo similar, obtemos também

dx dv
cos ) = 7 ¢ senf) = T (2.5)

Considere o angulo de rotacao # tao pequeno quanto se queira, dai
ds =~ dx.

Com isso, (2.3) pode ser escrita na forma

1 0
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Seja tg 0 ~ 6 quando # é pequeno, entao

_dv

0~tg0=—-
g dz

(2.7)

Sendo as rotagoes da viga pequenas, podemos aassumir que o angulo de rotacao e a

d
inclinacao d_v como iguais. Tomando a derivada de 6 com relagdo a « em (2.7), tem - se
x

do  d*v
&~ d (28)
De (2.3) e (2.7), obtemos
1 d*

Cumprindo a condi¢ao que as rotagoes sejam pequenas, a equagao (2.9) é vélida para
viga de qualquer material. Caso o material seja elastico linear, entao segue a Lei de Hooke

e a curvatura (2.9) é

M
== 2.1
h p EI (2.10)
De (2.9) e (2.10, tem-se
v M
- . 2.11
dz? FEI (2.11)

Caso, o momento fletor (M) e a rigidez de flexao (ET) sejam conhecido, entao podemos
dv

integrar para encontrar na primeira integragao a inclinacao v = — e na segunda a

dx

deflexao v.



Capitulo 3
Aplicacoes

No primeiro capitulo vimos a parte tedrica que garante a existéncia de Solucao de uma
EDO e, em alguns casos, também sua unicidade no R" dada uma condicao inicial. Pode-
mos aplicar tal teoria em diversas situagoes e em varias dimensoes, ja que os resultados
sao garantidos para o R", logo, no presente capitulo, iremos observar e modelar em R?
a deflexao de vigas sendo ela biapoiada ou em balanco e, também cabos suspensos. Tais
aplicagoes foram extraidas de [5].

Vale salientar, que os conceitos fisicos necessarios para compreensao foram apresen-
tados no capitulo anterior e que no presente, iremos modelar determinadas situacoes em
busca da equagao que represente a deformagcao das vigas estando sujeitas ao préprio peso

(equagdo da curva eldstica) e dos cabos suspensos quando estao sustentando algo.

3.1 A Deflexao de Vigas

Nas duas préoximas aplicagoes trabalharemos com vigas, mas o que seriam necessaria-
mente elas? De acordo com Hibbeler (2006, p.199) sdo “Elementos estreitos que suportam
cargas aplicadas perpedicularmente a seu eixo longitudinal. [...] sdo barras compridas e re-
tas com area da se¢ao transversal constante”. Estas sao classificadas de acordo com o tipo
de apoio que tem sendo simplesmente apoiada, em balanco ou apoiada com extremidade

em balancgo.

43
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3.1.1 Viga Simplesmente Apoiada

Vamos considerar o modelo de viga em questao como sendo constituida de material
homogéneo com eixo de simetria AB ao longo de seu comprimento, em que todo plano
perpendicular a esse eixo terda a mesma secao reta. E mais, ainda suponhamos que a esse

eixo exista um plano vertical.

Figura 3.1: Viga com eixo de simetria

Fonte: Leighton, 1970.

Vamos dizer que essa viga seja um pedaco de tdbua que quando levantada pelas suas
extremidades ird curva-se e, dependendo de quanto é suspensa e do seu peso, a deflexdao
podera chegar ao seu maximo até partir a viga. Observe na figura a seguir que o eixo de

simetria (linha pontilhada) é onde encontra-se a equagao que procuramos

Figura 3.2: Viga suspensa nas extremidades

Fonte: Leighton, 1970.

Para encontrarmos a equacao desejada, colaremos em um sistema de coordenadas
tendo a origem em A e o eixo de simetria da viga sendo o do x

Note que na figura acima foi marcado um ponto x (0 < z < b) sobre OB e o corres-
pondente P(x,y), isto possibilita calcular os momentos em rela¢ao a esquerda de z. Para
tanto, seja k o comprimento unitério da viga (lembrando que a mesma foi considerada
uniforme) e b o comprimento total.

Como ela esta suspensa nos dois extremos, com toda razao ha uma forca de 5 no
kb

sentido positivo do eixo do y em O e em B. E ainda, em O temos um momento =%

x
como ¢é notével pela fig. (3.3) o peso de Ox é kx e o seu momento é k:x§ Somando os
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Figura 3.3: Sistema de viga suspensa nas extremidades

Y

kb/2 kb/2

Fonte: Leighton, 1970.

momentos, obtemos:
M(z) = - 22 (3.1)

Os momentos dirigidos para baixo tem sinal positivo e os para cima com sinal negativo,
isto porque o movimento e a forga realizado para cima estao retirando a viga de seu estado
natural.

Um dos resultados da teoria da resisténcia dos materiais estabelece
M(z) = Ely". (3.2)

Substituindo (3.1) em (3.2), temos

kx?  kbx
Bl =2 T .
Y 5 5 (3.3)

Nosso objetivo agora é encontrar uma solugao y(x) para a equagao (3.3), a qual sabe-
mos que existe através do teorema de Picard-Lindelof, pois a funcao F/(z) = %ﬁ—%
é continua (devido ser um polinémio) e tomando como condigao inicial y(0) = y(b) = 0
garantimos ainda a unicidade da mesma.

De fato, de (3.3) isolando 3" e colando os termos em comum em evidéncia ficamos com

y'(z) = i(xQ — bx). (3.4)

Para encontrar a solugao iremos integrar duas vezes e para tanto, considere o intervalo
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[0,t] € R qualquer

t k t
/0 y'(z) doe = 55T ), (2% — bx) da . (3.5)

Aplicando o Teorema Fudamental do Calculo

V0 -0 = 5 |2 -] - 57 20

Repetindo o procedimento anterior agora considderando o intervalo [0, z],z € R, ob-

temos
v ko[t bt? v
, _ v o /
/0 y'(t)dt 557 J, {3 5 } dx +/0 y'(0)dz. (3.7)
Logo,
ko [zt ba? ,
y(2) —y(0) = 557 {E - 7} +2y'(0).
Pela condicao inicial, y(0) = 0, entao
ko[t ba? ,
o) = g7 By~ o | + ) (35)

Fazendo x = b (j& que x foi escolhido de forma arbitrario para o intervalo).

y(b)

Eo[ot o
12 6

/
=—|=-— 0) .
SE] ] +2y'(0)
Como, por hipé6tese da condicao inicial y(b) = 0 e fazendo manipulagoes algébricas, entao

kb
24FE1

L {E _ %] ay/(0) = y/(0) =

Substituindo o valor de 3/(0) em (3.8), obtemos a solucao y de (3.3), a qual é dada por:

12 6

(z* — 2b2® + b’7). (3.9)

y(w) = 924EI  24E1

Eo[x*  ba? b3z k
2F T

Ou seja,
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k
/ _ / _ 3

y"(0) =0, y'(b)=0

A deflexao maxima da viga ocorre quando x = 37 pois seria o maximo suportado pela

viga antes de partir ao meio.

bk
Y\2) = 2uErI

5kb*
384E1

ko (b* — 4b* + 8!
= 1
24E1< 16 ) (3.10)

3.1.2 Viga em Balanco

Nessa parte iremos trabalhar com a viga a qual tem somente uma das extremidades
suspensa/apoiada. Levaremos em consideragao todas as caracteristicas trabalhadas na

aplicagao anterior.

Figura 3.4: Viga em balango

Fonte: Leighton, 1970.

Colocando em um sistema de coordenadas de modo que o eixo do x coincida com o
eixo de simetria ficamos com a seguinte figura

Assim como na viga simplesmente apoiada, consideremos um ponto z(0 < z < b) e
calculemos seu momento a direita de z. Na presente situacao o peso da viga serd k(b—x),
devido esta apoiada somente em um dos extremos, e seu momento para baixo

(b—2)
2

k(b — ) (3.11)
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Figura 3.5: Sistema de viga em balanco

X B(b, 0)
© \V\ x’
P, y)

Fonte: Leighton, 1970.

Substituindo (3.11) em (3.3), obtemos

Ely" = g(b — )2

48

(3.12)

Pelo mesmo motivo da aplicacao anterior, garantimos que existe solugao para a equagao

(3.12). Para tanto, considere como condigao inicial

y(0) = ¢'(0) = 0.

Vamos integrar (3.12) para encontrar sua solugao de acordo com a condigao inicial. Pri-

meiro organizando-a, temos

E ainda,

t k t k' t
/ y"(x) dx (b —2)*dx (b? — 2bx + %) du.
0

o que implica,

(3.13)

(3.14)
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Integrando novamente, tem-se:

T ]{7 T t3
! = b2+ — . 3.15
/0 y(t) dt 25T J, {bt bt® + 3} dt ( )

A partir de (3.15), temos

(=) —b(= —
0 0 0

Usando novamente a hipdtese da condigao inicial de y(0) = 0, obtemos:

B R

T 2EI| 2 3 12

k

y(x) = 24EI(x4 — 4bx® + 6b%2?). (3.16)

Ou seja,
y(0) =0, ¥(0)=0ey"(0)=cl2b.

y(b) = cb*, 3/ (b) = c4b® e y"(b) = 0.

Ao fazer z = b na extremidade livre obtemos que a deflexao é dada por:

bt
S8EI
Exemplo 3.1 (Viga em Balan¢o com Peso Desprezivel). Considere uma viga com um
extremo fixo e outro livre, de peso desprezivel. Suponha um peso de w quilogramas
pendurado no extremo livre.
De fato, como o peso da viga ¢ considerado desprezivel, entao podemos desconsiderar
o peso da viga em balango (k(b — z)), com isso, ficamos somente com o momento para

baixo e o peso w, logo

M(z)=w 5 (3.17)
Substituindo (3.17) em (3.3), teremos a seguinte equacao da curva eldstica
b—
Ery —w 0=, (3.18)

2

Para encontrar a solucao, considere como condicao inicial
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Vamos encontrar a solucao para este PVI (o procedimento é exatamente o mesmo utilizado

até o momento nas aplica¢oes anteriores). Integrando (3.18), tem-se

t w t
"z) de = — b—x) dx. 1
| v e =gz [0-a) as (319

A partir de (3.15), obtemos

E ainda,

Pela condicao inicial, tem-se

()_ﬂ b_xz_x_g
IO =551\ 2 "6 )

w
Por manipulagao algébrica e fazendo 3= wy, obtemos

(30 — ). (3.20)

Ou seja,
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y(0) =0, ¥(0) =0,

1w
y'(b) = §E—1[bg, y"(b) = 0.

A deflexao do extremo livre da viga ocorrerd quando z = b, a qual é dada por:

wb?

3EI
Exemplo 3.2. Considere agora que a viga pese k quilogrmas por unidade de comprimento.
Nesse caso, a equacao na extremidade livre serd a soma da curva com peso desprezivel e
com k quilogramas, ou seja,

(b—2) + g(b — )7,

Ely =w

Como ja fizemos a solugao de cada equacao de forma separada anteriormente, entao a

solugao sera

2
y(z) = ‘gg[ (8b— 1) + 5y (o — 4be® + 60%2%). (3.21)
E a deflexao ocorre quando x = b,
wb® kbt
3EI  8EI

3.1.3 Cabos Suspensos

Nesta aplicacao continuamos a considerar um material flexivel, homogéneo e suspenso
por suas extreminadades as quais chamaremos de A e B, a principal diferenca em compa-
racao com as vigas é que esses extremos nao estao necessariamente no mesmo nivel e que
os cabos sao inextensiveis. Observe a seguir

Na curva AB, temos o ponto de minimo V' e um ponto genérico P(z,y) de modo a
deixar o arco (VP) em equilibrio (esta sujeito a forga de tragao de 7" em P, de H em
V' e a carga vertical W sobre (V P). A tracdo P e a forga horizontal H atuam ao longo
das tangentes a curva P e V, respectivamente. Em toda essa situagao, o W se comporta
como a carga vertical em (V' P) devido ao peso do cabo além de outros pesos suportados

pelo mesmo. Nosso interesse é justamente encontrar a equacao da curva AB de modo a
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Figura 3.6: Cabo suspenso em ambas extremidades

Fonte: Leighton, 1970.

depender de W.
Seja §(z) a taxa de carregamento, entdo a taxa W serd (sendo a taxa de carregamento

dada por derivada devido ser variagao)
W= / 5(t) dt. (3.22)
0

A soma das forcas horizontais e verticais sobre V P é igual a zero, pois o mesmo por

hipdtese estda em equilibrio. Logo, podemos escrever

Tcost — H =0,

Tsent — W = 0.

Ou ainda, eliminando o 7" e usando as forcas horizontais e verticais

w
tg 0 =—
TV
d
Sendo tg 6 = —y, dai
dx
dy W
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que é justamente a equacao da curva AB no ponto C, como H é constante e W é em
fungao de z ainda podemos diferenciar ambos os lados de (3.23), obtendo

d?y _1dw

-9 _ -7 24
dz? H dx (3.24)

O seguinte exemplo é uma situacao bastante comum quando pretendesse determinar
a forma de um cabo para suspender pontes, principalmente quando os pesos do cabo e
suportes verticais sao pequenos.
Exemplo 3.3 (Cabo com Peso Desprezivel). Considere um cabo suspenso, de peso des-

prezivel, suportando uma estrada uniforme como indicado na fig. (3.7).

Figura 3.7: Estrada suspensa por cabos

B

o
¥y

Fonte: Leighton, 1970.

Como a estrada é uniforme, entao d(x) é uma constante 9, pois o peso por unidade de

comprimento é constante. Dai, (3.22) se resume a

aw
%—6.

E a equagao (3.24):

B
m— ° 92
V=g (3.25)



CAPITULO 3. APLICACOES 54

Considere as coordenadas de V' como (0, ¢) e como condi¢ao inicial

Integrando (3.25), tem-se

¢ ! té ! / 6
/Oy (:U)dx:/o ﬁdxéy(t)—y(()):ﬁt.

Utilizando a condicgao inicial e integrando novamente o resultado, tem-se

x/ 5 x (5%2
/0 y(t)dt—ﬁ/() tdt:>y(w)—y(0)—ﬁ?-

Ou ainda, usando novamente a hipétese da condicao inicial, temos

)
y(x) = ﬁxQ + c. (3.26)

Logo, chegamos que a equacao buscada é justamente (3.26), mas e se (3.7) tivesse

valores para as coordenadas? Vamos supor que sejam os seguintes valores:

Figura 3.8: Estrada suspensas com valores

yA
A B(b. k)
M e
T -
[ V(0.0)_-

T T ‘ [ o
om k=50pés
30 pés e =30 e

L] ‘ ‘
- Se X
' 100 pes b =100 pés

Fonte: Leighton, 1970.

Observamos pela figura que quando x = 0,y = 30 e quando x = 100,y = 50, nisso a

equagao (3.26) fica com

y = 0,002z + 30.
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Exemplo 3.4 (Cabo Suspenso). Suponhamos a se¢ao reta do cabo em (3.6) uniforme e
que a unica carga sobre ele é seu préprio peso. Neste caso, a variagao de peso por unidade

de arco é constante, isto é
aw

— =k. 2
i (3.27)

Assim como nas vigas, k é o peso por unidade de comprimento.

Sendo
dW dW dzx
& dr ds (3.28)

dw
De (3.27) e (3.28) resulta (isola ~, com isso fica fracao de fragao)
T

dW ds
— k. 2
dx dx (3.29)

Observando o triangulo da fig. (3.6), podemos notar que

d 1
& _ = sec . (3.30)

dr  cosb

Das relagoes trigonométricas (sec)?0 = 1 + (tg)%0 = sec =+/1 + tg2. Dai, substituindo
(3.30) em (3.29) resulta que

C;—W =k+/1+tg%
T

d
Usando o fato de tg 0 = %, temos
Wi (%)
de dr )~

y = —\/1+y2 (3.31)

Fazendo p = ¢/, tem-se

P =—=+1+p> (3.32)
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k

Separando a equacao para que as variaveis iguais fiquem no mesmo lado e fazendo m = I

temos

=m dz. (3.33)

Integrando, ficamos com

d
/\/%:/m dr = In(p +/1+p?) =mx +c;. (3.34)
+p
Fazendo y = c e p =4/ quando x = 0 assim ¢; = 0 e aplicando exponencial, tem-se

p+y/1+p?=em".

Passando o quadrado em ambos os lados e organizando a equacao, obtemos
1 +p2 _ (6m:c _p)Z — €2m:c o 2p€mz +p2

o que implica

2mx 1 esz 1 1
IpemE — 2171:1:_1:> — — - — _(pmz —mx
pe =¢ P= e ~gew gew 3¢ )
Logo,
1 _
p= 5(6’” —e M. (3.35)

dy 5 .
Como anteriormente fizemos p = —= para encontrar a solu¢ao em y integramos uma vez

dx
(3.35), dai

y:

L(e““’ ™) <c - i) : (3.36)

2m m

Se escolhermos o eixo dos x de modo que

entao, ficamos com
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1 k
Y= %(em +e M) (m = E) . (3.37)
. 0 : - e’ +e "
Ou ainda, utilizando o cosseno hiperboélico (cosh(x) = 5 ), podemos escrever

(3.37) na forma

y = — coshmz.
m

A equacao de (3.37) é conhecida como catendria e tem bastante utilizagdo nas enge-
nharias em geral, pois tem grande resisténcia a ventos fortes e sao muito leves e estaveis

devido conseguir o equilibrio das tensoes internas com seu proprio peso.
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Consideracoes Finais

Diante de tudo que foi exposto, notamos que o estudo de Equagoes Diferenciais Ordi-
narias teve sua consolidagao na parte tedrica ao analisar e formular os fenomenos naturais
e situacoes reais. Com isso, ao decorrer dos séculos os resultados tiveram mais enfo-
que na garantia de existéncia de solugoes e, em alguns casos, sua unicidade. Pois, em
determinadas circunstancias ¢ inviavel a resolucao explicita das EDO’s.

A Fisica destaca-se dentre as varias areas que utilizam das equacgoes diferenciais para
descrever e/ou modelar determinadas situagoes. Para tanto, é necessario um conhecimento
basico de alguns conceitos dessa area. E, em relagao a este trabalho, os principais conceitos
foram em torno das tranformacoes ocorridas em material homogéneo quando expostos a
cargas em suas extremidades.

A depender da intensidade da carga, os materiais podem retornar ou nao a seus es-
tados iniciais, podendo em algumas situacoes permanecerem com residuo do processo
sofrido e, consequentemente, ficam com a deformacao permanente. De acordo com a ten-
sao da carga o material sofre tracao ou comprensao, ou seja, comprime-se ou alonga-se,
respectivamente.

A verificacao para as solugoes das referidas aplicacoes foi garantida através do Teorema
de Existéncia e Unicidade 1.6, devido as equagoes serem com fungoes continuas. Ou seja,

antes mesmo da solucao explicita ja tinhamos a garantia de sua existéncia.
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