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RESUMO

As Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDOs) modelam intimeros fen6menos do cotidiano,
sendo uma das areas da Matematica que possui relagoes com as demais ciéncias. Ciente
disso aborda-se nesse trabalho definicoes, classificagoes, bem como os métodos de solugoes
de uma EDO, seguido de uma aplicacao desta: Campos Centrais de Forca, sendo este o
objetivo principal deste trabalho. Inicialmente é demonstrado o Teorema Fundamental
do Célculo, seguido de uma explanacao quanto as EDOs de primeira ordem, Problemas
de Valor Inicial (PVI), Equagbes Separaveis, conceitos e resultados da Mecanica Cléssica,
que sao responsaveis pela modelagem da referida aplicacao. Fora utilizado um levanta-
mento bibliografico em fontes eletronicas, mas em especial, fontes impressas. Dito isso, é
observado a importancia das EDOs para o desenvolvimento do conhecimento quanto ao

movimento de particulas, ou em outras palavras, érbita de particulas.

PALAVRAS-CHAVE: Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs); Campos Centrais de

Forca; Teorema Fundamental do Célculo; Orbita de Particulas.



ABSTRACT

Ordinary Differential Equations (ODE’s) models everyday phenomenons, being one of
the areas of Mathematics that has relations with other sciences. Knowing that, in this
work are approached definitions, classifications as well as the solution methods of an
ODE, followed by an application of this: Central Force Fields, which is the main goal
of this work. Initially the Fundamental Theorem of Calculus is demonstrated, followed
by an explanation about the first order of ODE’s, Initial Value Problems, Separable
Equations, concepts and results of Mechanical Physics who is responsible for the modeling
of the mentioned application. A bibliographic survey was used, employing electronic
sources, especially, printed ones. That said, it is observed the importance of ODE’s for
the development of knowledge regarding the movement of particles, or in other words,

particle orbit.

PALAVRAS-CHAVE: Ordinary Differential Equations (ODE’s); Central Force Fields;

Fundamental Theorem of Calculus; Particle Orbit.
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1 INTRODUCAO

A Matematica surge na Antiguidade mediante as necessidades do dia a dia, tais
como, contar, medir, representar, associar, organizar o espaco e as formas. Diante de ex-
periéncias diarias, a Matematica, em meio a erros e acertos, contraexemplos, especulagoes,
criticas e conflitos, evoluiu, e se adaptou, conforme a prépria maturagao do conhecimento
da humanidade. Atualmente, com o irromper de novas necessidades, que em sua maioria
sao distintas das necessidades dos nossos antepassados, surgem diversas areas na Ma-
tematica, entre elas, destaca-se a Algebra, a Geometria Espacial, a Geometria Algébrica,
a Algebra Linear, a Geometria Diferencial e a Analise Matematica; afim de solucionar,
satisfazer, ou aperfeicoar, as necessidades, os problemas e os questionamentos.

Como exemplo de uma situagao, pergunta-se: por que uma corda enrolada em
um poste, tanto horizontal quanto vertical, sustenta um barco. Este é um problema
matematico e fisico. Todavia, por que isso acontece? Por que o barco simplesmente nao
é levado pela maré depois de um tempo, ou no instante em que a corda é colocada? E
mais, quantas voltas sobre o poste serao suficientes para que o barco nao seja levado pelo
mar? De fato, talvez a nocao de que o barco sera sustentado por esta corda seja mais
facil do que responder a essas perguntas. A drea Andlise Matemadtica, em particular, as
Equagoes Diferenciais (EDs) estudam problemas desse tipo.

Motivados, em um primeiro momento, em resolugoes, e/ou modelagens, de pro-
blemas fisicos, Newton e Leibniz, que criaram o Célculo, nao de maneira conjunta, mas
independente, deram inicio ao estudo das equacoes diferenciais, ainda no século XVII.
Posteriormente, esta subarea da Matematica teve um largo desenvolvimento com as con-
tribuicoes de Cauchy e Poincaré, entre outros, encontrando, agora, aplicacoes nao apenas
na Fisica, mas em outras dreas do conhecimento, como, Quimica, Biologia e Economia.
Podendo ser citadas algumas destas aplicagoes: a taxa de variagao da temperatura de
um corpo, o movimento de um foguete, dinamica populacional, propagagao de um virus,
equacao da onda e reagoes quimicas. Isso é importante, haja vista que é possivel ver a
inter-relagao com as demais ciéncias.

Uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO), equagao que envolve derivadas de uma
funcao, com apenas uma variavel, responde essas perguntas, relacionadas ao problema da
corda que sustenta o barco (descrita anteriormente), e outras semelhantes, bem como
existem outras EDOs que modelam fenomenos das areas, citadas no paragrafo anterior,
entre outras.

O curso de Licenciatura em Matematica, no Campus I, na Universidade Estadual
da Paraiba (UEPB), fornece um componente, pelo qual é estudado as EDOs e algumas
de suas aplicagoes. Porém, um aprofundamento da aplicabilidade das EDOs, bem como

das suas principais proposicoes, teoremas e resultados s6 foi possivel de serem contempla-
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das, para este que vos escreve, através do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao
Cientifica (PIBIC). E por isso, justificando do ponto de vista pessoal, este trabalho visa
rever alguns conceitos essenciais das EDOs e apresentar uma aplicacao deste, a saber,
Campo Central de Forca.

Destaca-se a importancia deste estudo para aqueles, no Campus I da UEPB, bem
como para todos que sobrepujam afinidade e/ou interesse no estudo das EDOs, que nao
tém oportunidade de debrugarem-se no estudo dessa subarea da Matematica.

Isto posto, o presente trabalho consistird em uma apresentacao das EDOs: seus
tipos, suas ordens, linearidade e seus métodos de solugao. Em seguida, desenvolve-se uma
das muitas aplicacoes destas equacoes diferenciais, aplicacao esta ja citada. Em resumo,
estudar-se-4 sobre as EDOs e uma aplicacao desta.

Assumindo como conhecido as propriedades e resultados dos Vetores, tais como
Produto Escalar e Produto Vetorial, Matrizes e métodos de resolugao de Integrais; utilizar-
se-a, predominantemente, o livro Equacoes Diferenciais Aplicadas, dos autores Djairo
Figueiredo e Aloisio Neves, publicado pelo Instituto Nacional de Mateméatica Pura e
Aplicada (IMPA). Outras fontes impressas, como livros disponibilizados na biblioteca
desta instituicao; e fontes digitais, como TCCs; serao também utilizados.

Dito isso, encerra-se este introdutério parecer, apresentando a estrutura desse tra-
balho: 1. Introdugao, 2. Defini¢oes e conceitos necessérios, 3. Aplicacao: Campos centrais

de forca, e, 4. Consideracoes finais.
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2  DEFINICOES E CONCEITOS BASICOS

Nesta secao, serao apresentadas as defini¢oes, propriedades e resultados basilares
para a devida compreensao do presente texto. Ademais, quando necessario, para melhorar

o entendimento, sao apresentados exemplos ou aplicacoes.
2.1 Teorema Fundamental do Céalculo

De acordo com Sterwart (2006, p. 393), o célculo diferencial e o cdlculo integral,
mediante este importante teorema, é unido. Dessa forma, nada mais coerente do que,
inicialmente, enunciar e demonstrar o Teorema Fundamental do Cdlculo (TFC).

Para a demonstracao da parte 1 do Teorema Fundamental do Célculo utiliza-se o

seguinte resultado:

Lema 2.1 (Valor Extremo). Se f : [a,b] — R for continua em [a,b], entdo f assume

um valor maximo absoluto f(¢) e um valor minimo absoluto f(d) em algum ntmero ¢ e

d em [a,b].
Prova. Para ver a prova deste lema ver STEWART, 2006, p. 281.

Teorema 2.2 (Teorema Fundamental do Calculo, Parte 1). Seja f : [a,b] — R uma

fungao continua, entdo, a funcao g : [a,b] — R, definida por

9@)= [ rwya, (21)

onde x € [a,b], é diferencidvel, e g(x) = f(z),Vz € (a,b), onde g é a derivada da fungao g.

Demonstracao. Inicialmente, verifique que usando a definicao da funcao g, se z,x + h €

[a,b], entdo

ooy -gr) = [ gy [ gy

_ (famf(t)dmfxmf(t)dt)—faxf(t)dt

fx Myt

Por outro lado,

glz+h)—g(x) [T f)dt
h

h
_ %/:mf(t), dt (2.2)

para h > 0.
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Considerando r, s € [z, z + h], tais que

fry=m e [(s)=n,

onde m é o minimo absoluto e n é o maximo absoluto de f no intervalo dado. Dessa
maneira, munido do resultado anterior (2.1)), se t € [z, z + h], entdo, f(r) < f(t) < f(s).
Sera necessario enunciar uma propriedade das integrais, para prosseguir com a

demonstragao: se C' < f(x) < D, para a < x < b, entao,

C(b-a) < /abf(x)dx < D(b-a). (2.3)
Assim, \
m(x+h—x)§fm f@)ydt < n(z+h-z)=

portanto,
z+h
mh < f F()dt < nh (2.4)

dividindo (2.4)) por h, pois, h > 0, tem-se

m S%Lw+hf(t)dt <n
isto é, ,
f(r)g%[;+ FH)dt < £(s). (2.5)

Fez-se esse desenvolvimento para h > 0, porém a desigualdade (2.5)) pode ser pro-
vada para h < 0, para isso, é necessario inverter as desigualdades de ([2.5)) e fazer as devidas
adaptacoes.

Fazendo h — 0, r,; s — x, pois, r,s € [x,z + h]. Por conseguinte,
li £(r) = lm f(r) = f2) e lim f(s) = lmn /() = f(2)

por causa da continuidade de f em x. E, dessa forma,

fo) < tim L =9 ey (2.6)

h—0 h

Conclui-se, munido do Teorema do Confronto e da desigualdade de ({2.6]),

}g% g(:L‘-I— h})L_g(x) — f(ZE)

isto é,
g(z+h) - g(z)

(o) = lim LR ), (27)
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como desejado.
m

Esse Teorema garante que a integral definida é a operacao inversa da derivada. A
funcao g é chamada de antiderivada, ou primitiva de f. A notacao a seguir é usada por

Leibniz, ;
= [Trwa= ). (2.8)

A seguir enuncia-se e demonstra-se a parte 2 do Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental do Célculo, Parte 2). Sejam f : [a,b] — R uma

funcao continua e F' uma de suas antiderivadas, entao

fa " bz dz = F(b) - F(a). (2.9)

Demonstragao. Seja g(x) = [ f(t)dt. Do Teorema anterior, sabe-se que g é uma an-
tiderivada de f, e, portanto g(x) = f(x),Vz. Considere F' como sendo qualquer outra
antiderivada de f no intervalo dado. Dessa forma, as fungoes F' e g diferem apenas por

uma constante C, ou seja,

F(x)=g(z)+C. (2.10)

De fato, como F(z) = f(z) = g(z), vem

F(z)-g(z)=0 < F(z)-g(z)=C
< F(z)=g(x)+C.

Note, para x = a e x = b, respectivamente, tém-se
F(a)=g(a)+C e F(b)=g(b)+C. (2.11)
E mais, para z = a em g(x),
g@)= [ f@at o

Agora, subtraindo as duas equagoes de ([2.11]), obtém-se

F(b)-F(a) = (g(b) +C)-(g(a) +O)
= g(b)+C-g(a)-C
= g(b) - g(a)
= g(b)

_ fabf(t)dt
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Portanto, ,
F(b) - F(a) = [ £(1) dt. (2.12)
]

Este teorema estabelece que se F' é uma primitiva de f, entao pode-se calcular a

/abf(w)da:

apenas subtraindo os valores de F' nos limites superiores e inferiores da integral.

integral

“Assim, o problema do calculo de uma area se reduz ao problema de calcular a
solugdo de uma equacao diferencial.” (FIGUEIREDO; NEVES, 2007, p. 5).

2.2 Equagoes Diferenciais Ordinarias

Uma Equacao Diferencial é uma equacao cuja incognita é uma funcao e envolve

varias derivadas.

Definigao 2.1 (Equag¢ao Diferencial Ordindria). Define-se FEquacgdo Diferencial Ordindria
(EDO) como sendo uma equagao que envolve derivadas de uma ou mais varidveis depen-

dentes de uma fungao com apenas uma variavel nao dependente.

Observacao. Se a funcao incognita possuir mais de uma variavel, entao chama-se esta

equacao de Equagao Diferencial Parcial (EDP)

Veja a seguir alguns exemplos de EDOs.
Exemplo 2.1. Estas sao algumas equagoes diferenciais:

a) Note que a equagao diferencial a seguir

2 3
o 219
é uma EDO, pois a variavel u é dependente e a funcao y é independente.
b) E, a equacao diferencial abaixo,
u? = v + (@)2 -3z (2.14)
du?  \du

¢ uma EDO, posto que as variaveis x e y sao dependentes e a fungao u é indepen-

dente.

As equagoes diferenciais acima podem ser escritas da seguinte forma:

a) y = u(y) —i(y) +u;
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b) u? =%+ (9)% - 3x.

Definigao 2.2 (Ordem de uma ED). A ordem de uma Equacao Diferencial é dada pela
mais alta ordem da derivada que nela aparece. Por exemplo, a equagao diferencial a seguir

é uma EDO de ordem n
f(a™ =D (=2 @) g i oxy) = 0. (2.15)

Dessa forma, as equacoes diferenciais (2.13) e (2.14]) sao de 3* ordem e 2* ordem,

respectivamente.

Defini¢ao 2.3 (Linearidade). Uma EDO é Linear se a fungao é linear. Por exemplo, a
equagcao diferencial (2.15]) é linear se f ¢ linear.

Observagao. Caso contrario, isto é, a fungao f nao seja linear, entao, neste caso, a EDO

é Nao-linear.

De modo geral, uma EDO linear de ordem n, tem a seguinte forma:

an (DY ™ + @y (DY + L agy ()i + ar (g + ao(t)y = g(2). (2.16)

Os exemplos a seguir, explicam a definicao anterior.
Exemplo 2.2. Observe as seguintes EDOs:

a) A equagao diferencial Z + x =0 é linear, pois esta escrita como em ([2.16)). De fato,
z+0z+x=0.

Note que todos os termos envolvendo = tem poténcia 1 e seus coeficientes sao cons-

tantes.

b) A equagao diferencial uv®) — w24 + 12u? = 5v também ¢é linear, podendo ser escrita
da mesma forma que ([2.16). Note que os coeficientes ndo sao mais constantes, mas

funcoes.
c) A equagao diferencial y®) + 2§ + yy = T* nao é linear, pois o termo yy nao é linear.

d) E, a equacao diferencial y®) —In(y) = 4 nao é linear, por causa da nao linearidade

do terno In(y).

Definicao 2.4. Diz-se que uma funcao f, definida em um intervalo I é solugao de uma

EDO, quando ela satisfaz a expressao dada.

Os dois exemplos a seguir tem por objetivo esclarecer a definicao acima.
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Exemplo 2.3. As fungoes yi(t) = cost e yo(t) = sen(t) sdo solugbes para a equagao
diferencial ¢ +y = 0.
De fato, para y;(t) = cost, obtém-se y1(t) = —sent = 4;(t) = — cost.

Agora, substituindo 1, e as devidas derivadas na equacao diferencial dada, tem-se
y+y=0 = —cost+cost=0.

Logo, y1(t) = cost é solugao. E, para ys(t) = sen (t), vem ys(t) = cost = 9a(t) =
—-sent. Dai,

J+y=0= —sent+sen(t)=0
¢ solucao.

Exemplo 2.4. A funcio y,(t) = et” - fot e~5" ds + e’ é uma solucio da equacio diferencial
-2ty =1.

De fato, calculando a primeira derivada de y;, tem-se

t t
i (t) = 2te” [ e ds + el e +2tel” = 2te” f e ds +2te!” + 1.
0 0

Assim, substituindo na equacao diferencial,

t t
otet” / e ds + e’ +1 -2t (et2 [ e ds + etQ) = 1=
0 0

t t
= 2tel” f e ds + 2el” +1 — 2tel” / e ds—2et” = 1=
0 0

t t
— 2tel” / e ds — 2tel” f e ds + 2tel” —2el” = 1=
0 0
=1=1

como desejado. Logo, y; é solucao da equacao diferencial gy — 2ty = 1.

2.2.1 Equacao Diferencial Ordindria Linear de 12 Ordem

Defini¢ao 2.5. Uma EDO linear e de 1* ordem ¢é escrita da forma

y+p(t)y = g(t). (2.17)

Exemplo 2.5. Sao exemplos de EDO linear de 1? ordem:

a) y— 4ty = 3.

b) ty+ 2y = sent, pois, dividindo por ¢, vem:
- 2 sent
AL
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Uma das formas de resolucao das EDOs lineares de 1# ordem é o Método do Fator
Integrante. Visto a seguir.
Considere a EDO linear de 1 ordem (2.17)). Multiplicando esta equagao diferencial

por uma fungao u, que serd chamada de fator integrante, tem-se

p(t)y + p(t)p(t)y = p(t)g(t). (2.18)

Suponha que o lado esquerdo desta igualdade seja igual a derivada de uy, isto é

d

S Lu®y) = p(0g + pOpy.

Dai, desenvolvendo a equacao diferencial acima, segue

)y +p(t)y = )y +p)p(t)y = wt)y = w(t)pt)y
= a(t) = pu(t)p(t)

= W o)
= % = p(t)dt

- [ % = [ ptyar
= Inlu(t)] = [ p(t)dt

o el 2 o p(dt

= pu(t) =el PO (2.19)
Agora, substituindo p(t) em ([2.18)):

d
e POty T HOUp(1)y = f HOg(t) = T (PO y) = o KOy (1)

¢
d
- fa(efp(ﬂdt-y) dt = [(efp(odtg(t))dt

= Wity o [(efp(t)dtg(t))dt+c

1
1=z ([ (P 0%m)arc).

Sabendo que pu(t) = e/ Pt entdo
1
v= ([ wwaaec). (220)

é a solugao geral da equacao diferencial ([2.17]).
Portanto, para obter a solucao de (2.17)), basta, encontrar p(t) e substituir em
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@-20).

2.2.2 Problema de Valor Incial (PVI)

O Problema de Valor Inicial é um sistema da forma

{ g +p(t)y = g(t)

y(to) = yo (valor inicial) ’

onde ty ¢ um nimero fixado no mesmo intervalo onde a EDO esta definida e yo é um valor
numérico conhecido da fungao em t.

Para facilitar a compreensao do que fora anunciado anteriormente, quanto ao
método de solucao de uma EDO linear de 1* ordem e PVI, vé-se a seguir dois exem-

plos que englobam o que fora visto.

Exemplo 2.6. O seguinte PVI possui solugao.

t)+ 2y = At2
y(1) =2 (valor inicial) -

De fato, inicialmente observe que a equacao diferencial desse PVI pode ser escrita,

quando dividida por ¢, da seguinte forma,
.2
U+ 7Y = 4t. (2.21)

Agora, sabendo que p(t) = %, pode-se calcular o fato integrante, isto €,

u(t) = e/ P(M)dt _ of Fdt _ J2nt _ Jint? _ 42

ou seja,
u(t) = 2
Dai, substituindo o fator integrante e g(t) = 4t em ([2.20f), vem

1

y=t—z‘(f(%*”’dt)w):%'<t4+0):»y=t2+€ (2.22)

que é uma solugao da EDO deste PVI. Agora, aplicando a condi¢ao inicial, isto é, y(1) = 2,

encontra-se o valor desta constante:

C
y(l):2312+ﬁ:2:C=1.

Portanto,
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é a solucao do PVI.

Exemplo 2.7. O seguinte PVI possui solugao.

. 2 _ nt
{y+;y— =5

y (g) =1 (valor inicial) |

De fato, em primeiro lugar encontra-se o valor do fator integrante,
IU/(t) — ef%dt — elnt2 — t2.

Ao invés de substituir g em (2.20)), multiplica-se a EDO deste PVI por pu(t) = t2,
isto ¢

d
t2) + 2ty = tsent = E(tQ-y) = tsent.
Integrando esta equagao diferencial, vem
d o 2
E(t cy)dt = ftsentdt =1 -yz/tsentdt

Essa integral pode ser resolvida pelo método da substituigao. Considere u =t =

du=dt e dv=sentdt = v =—cost, portanto,

fudvzuv—fvdu

—tcost — f(—cost) dt

= —tcost—sent+C. (2.23)
Dali, .
t2.y = ~tcost—sent+C = y = t—Q'(—tcost—sent+C')

é a solucao da EDO deste PVI. Observe que essa forma de resolugao é idéntica a construgao
da solucao de uma EDO linear de 12 ordem ([2.20)).

Agora, usando o valor inicial dado, tem-se:

y(g) =1 < (;)2 '[—gcos(g)—sen(g)JrC] =1

4
i —2(—30—1+0)=1

T 2

4 4C
=1 —p-l‘F:l
< 4+4C = 72

2

s =11,

4
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Substituindo o valor de C' na solugao geral, obtém-se a solucao deste PVI, ou seja,

1 2
V=g (~tcost—sent + WZ -1)
2.2.3 Equacao Diferencial Ordinaria Separavel

Uma equacgao diferencial é dita separavel se é da forma
dy
M(z)+ N(y)—= =0, (2.24)
dx
ou, simplesmente,
M (x)dx + N(y)dy = 0.

O método de resolucao da EDO Separavel é chamado de integragao direta, porque
é isso que ¢ feito, para obter uma solucao desta equacao diferencial. A seguir é dado um

exemplo de resolugao.

Exemplo 2.8. O PVI,

dy _ 3z%+4z+2
dz —  2(y-1) .
{ y(0) = -1 (valor inicial)

possui uma unica solugao.

De fato, a equacao diferencial deste problema de valor inicial é separavel. Pois,

dy 3% +4x+2

— = ?+ 4z +2)dr = 2(y - 1)dy.
. 20D = (3z*+4x+2)dr = 2(y - 1)dy

Integrando em ambos os lados da igualdade, tem-se
f(3$2+4x+2)dx = [2(y—1)dy = 23 +22%+ 20+ C = y* -2y,

portanto,

23 +222+22+C = 42 -2y

é a solugao geral dada de forma implicita. Aplicando o valor inicial y(0) = -1,
0°+2-0°+2-0+C = y(0)*-2y(0) = C = -1*-2(-1) = C=3

= 23+2202+20+3 = y* -2y

é a solugao do PVL
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3 APLICACAO: CAMPOS CENTRAIS DE FORCA

Antes de prosseguir, assume-se o conhecimento prévio acerca de curvas diferenciaveis
e parametrizaveis.

Um campo vetorial trata-se de uma funcao que associa um vetor a cada ponto do
dominio, quer seja no plano, quer seja no espaco. Dessa forma, um campo vetorial no

espago, ou campo vetorial tridimensional, é dado da seguinte forma:
F(x,y,2) = A(z,y, 2)i+ B(x,y,2)j + C(x,y, 2)k, (3.1)
e quanto ao campo vetorial no plano, ou dito campo vetorial bidimensional,

F(z,y)=A(z,y)i+ B(x,y)j. (3.2)

No que se segue, denota-se por campo, apenas para facilitar a escrita, o campo

vetorial.

Defini¢ao 3.1. O campo F : R3 — R3 ¢ continuo se suas componentes sao continuas.

E, diz-se que F é diferenciavel, se suas componentes sao diferenciaveis.

Dessa forma, a equagao (3.1f), por exemplo, é continua e derivavel se as componen-

tes A, B e C sao continuas e diferenciaveis.
3.1 Campo Gradiente

Definigao 3.2. Seja f : 2 ¢ R3 — R uma fungao real, onde Q é uma regiao conexa
aberta. Define-se o Campo Gradiente desta fungdo f de classe C1(§2), como sendo o

campo de vetores gradiente,

= 8—fi+8—f

vi= ox (9y'] ’ 0z

a—fk—(af of af). (3.3)

“\oz dy’ 9z

Exemplo 3.1. Seja f = 223 + 3y + 22 uma funcao de classe C1(€2). O campo gradiente
desta funcao é,
Vf =62% +3j+2zk = (62%,3,22).

Exemplo 3.2. Seja T" dada por,
T = zyz? + 2y — 3y22,

com T de classe C!(Q).
Assim,
VT = yz%i + 4yj - 6yzk
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é o campo gradiente da funcao T

3.2 Campo Conservativo

Precisa-se enunciar a definicao de integral de linha de campo vetorial, para definir
campo conservativo e um importante resultado, advindo desta definicao, ambos para o
desenvolvimento do presente trabalho.

A principio, apresenta-se a definicao da integral de linha e, em seguida, a defini¢ao
desta no campo vetorial. Se F': 2 ¢ R3 — R3, onde 2 é uma regido conexa aberta, esta
definida em uma curva C' c R3, cuja parametrizagao é dada por r(t) = g(t)i+h(t)j+1(t)k,
onde a <t < b, entdao a integral de linha ao longo da curva C' é expressada da seguinte

forma ,
f Fds = f F(r(0)i(8)] dt. (3.4)
C a
Definigao 3.3 (Integral de Linha de Campo Vetorial). Seja F' : ) € R3 — R3, onde )

é uma regiao conexa aberta, um campo continuo definido em uma curva C, de intervalo
[a,b], parametrizada por r(t) = g(t)i+ h(t)j+1(t)k, com a <t <b. Dessa forma, define-se

a integral de linha de F' sobre a curva C, como sendo,

ch-Tds:[C(F-%)ds:LFdr:LbF(r(t))-%dt, (3.5)

onde T é o vetor tangente que substitui |r(t)].

Defini¢ao 3.4 (Campo Conservativo). Sejam F : ) ¢ R3 — R3 um campo, onde Q2 é
uma regiao conexa aberta no R3, e; C; e Cy duas curvas em R3, cujo ponto inicial e final,

sao A e B, respectivamente. F é dito conservativo em R? se

Fds= | Fds. (3.6)
o Co

Em outras palavras, F' é conservativo quando o valor de sua integral se mantém o
mesmo independente do caminho escolhido, contanto que o ponto inicial e o ponto final

sejam oS mesmos. E dito, apenas, que a integral de linha de F' independe do caminho.

Defini¢ao 3.5 (Func¢ao Potencial). Se F: Q€ R3 — R3 é um campo vetorial, onde 2 é

uma regiao conexa aberta. f é dita funcao potencial de F', se
F=vVf, (3.7)

onde f é uma funcao escalar em ().

Observacao. No secao 2 deste trabalho, onde demonstra-se o Teorema Fundamental do
Calculo, é visto que esta fungao f é a primitiva do campo vetorial F', que também faz as

vezes de uma funcao.
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A seguir enuncia-se o Teorema Fundamental das Integrais de Linha.

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental das Integrais de Linha). Sejam F : ) c R3 — R3,
onde €2 é uma regiao conexa aberta, um campo e C' uma curva lisa, definida no intervalo
[a,b], de parametrizagao r(t), com a <t <b. Se f é uma funcdo potencial de F isto é,
F =vVf, entao

fCFds - £(b) - f(a). (3.8)

Proposig¢ao 3.1. O campo continuo F' : 2 ¢ R? — R3, onde 2 é uma regiao conexa
aberta, é conservativo se, e somente se, F' for o campo gradiente Vf de uma funcao

escalar f, ou seja,
F=vVf. (3.9)

Observagao. F' é um campo conservativo se, e somente se, existir um potencial f para F,
ou, em outras palavras, a funcao f é a antiderivada, ou primitiva, da funcao F.

A demonstracao do Teorema [3.1] e a prova da Proposicao |3.1] encontram-se em
THOMAS, George B. et al, 2012, p. 383-85.
3.3 Campos Centrais de Forgas

Definigao 3.6. Sejam F': ) ¢ R? — R3, onde €2 é uma regiao conexa aberta, um campo
de forgas e X € Q, tal que X = (x,y,2). F é um campo central de forgas neste ponto
arbitrario dado, se aponta para um ponto fixo. Esse ponto fixo chama-se de centro do
movimento. Pode-se escrever um campo central de forcas, cujo centro do movimento ¢é a
origem, como sendo

F(X) = (X)X, (3.10)
onde f é uma funcao escalar definida no mesmo dominio do campo F'.

Inicialmente nesta segao, fora enunciado alguns resultados de campos conserva-
tivos, os quais possuem conexoes com os campos centrais de forcas, conexoes estas que

serao abordadas a seguir.

Proposigao 3.2. Sejam F': Q € R3 — R3, onde 2 é uma regiao conexa aberta, um campo
conservativo, e V| definida em €2, um potencial de F. Entao, dado X = (z,y,2) € Q, F(X)

é um campo central de forcas se e, somente se, V' depende apenas de

| X| =22 +y?+ 22 (3.11)

E neste caso, existe uma fungao real de variavel real g, tal que

F(X) = g(IX])X. (3.12)
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Demonstragao. Inicialmente, observe que | X| pode ser considerado como o raio da esfera

de centro na origem, ou o comprimento do vetor posicao da particula X.

(=) Suponha que F' é central, ou seja,
P(X) = f(X)X,

onde f é uma funcao escalar definida em 2. Deve-se provar que o potencial de F', V
depende apenas de | X|, ou seja, deve-se provar que V' é constante sobre |X| = rq. Para
isso, seja a(t) um caminho, que vai da origem da esfera até sua superficie; logo |a(t)| =
ro, Vt € 2. Entao,

(VV(a(®)),a(t))

(F(a(t)), ()

{(f(a(t)) a(t),a(t))

= fla@®)){a(t),a(d)), (3.13)

d
SV (a®)

pois, f(a(t)) é uma funcao escalar.

Por outro lado,

%(a(t), a(t)) = (&), a(t)) + {alt), a(t))
{

a(t), at)) + {a(t), e(t))

= 2a(t),&(t)), (3.14)
ou seja,
2a(t). 4(1) = Ha(t) a(1).
portanto,
(a(1), 4(1)) = 5 5 oD (315)

Portanto, das equagoes diferenciais (3.13)) e (3.15]), tem-se

d 1 d 2
EV(0(t)) = L f(a(0) T (P, (3,16

que ¢ igual a zero, isto é,

d
—V(a() =0 (3.17)

pois |a(t)| = ro. Logo, V(X) é constante, como desejado. Isso quer dizer que a fungao



potencial V' depende apenas de

X =

VaZ+y?+ 22

(<) Agora, supondo que V depende apenas de | X| =r, ou seja,

| X| =22 +y2+22 =7

basta exibir que V(X) é um potencial de F(X), isto é,

calcula-se as derivadas parciais de V(X), isto é,

ov _av or
dr  dr Oz
oV _dv or
dy  dr Oy

e?
oV _av or
dz  dr 0z

Portanto,

vV =

av 1

dr 2\/a2? +y2 + 22

2x

dv 1

dr o\/x2 +y2 + 22

2y

av 1

dr /22 + 2 + 22

(dV x dV oy dV =z
dr v’ dr v dr r

1
| X]

V(X)X
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F(X) = vV(X). Para isso,

ﬂ
dr

ﬂ
dr

av

—

=8

REES

S W

Dessa forma pode-se exibir a funcao real g da seguinte forma,

para que a equacao em (3.12)) seja satisfeita e, portanto, tem-se o desejado.

g(IX]) = =V (IX])

| X]

]

Proposigao 3.3. Seja F': Q2 € R? — R3, onde €2 é uma regiao conexa aberta, um campo

central de forcas continuo, com F dependendo apenas de |X]|, isto é,

Entao, F' é conservativo.

F(X) =g(IX)X.

(3.18)

Demonstragao. Foi visto anteriormente na Proposicao que exibindo um potencial V'

para F', isto é,
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F=vV

garante-se a conservatividade de F'. Portanto, utiliza-se esse caminho para demonstrar
esta proposi¢ao.

Ciente disto, seja G(|X]) uma primitiva da funcao | X|g(|X]), ou seja,

[ 1X190X1) dt = G(X),
onde | X| = /22 +y? + 22

Note,
V(X) =G(1X])
¢ um potencial de F', visto que
v 9|X]
L COE~
= X1g(XD) (5 2+ 2 22 20)
xz
= X R ——
X190XD 5
= g(|X]) =,
av 9|X|
= I X|a(lx]) 22!
e Ok >
1 1
= X190 (5 @+ o+ 2) b 2y)
- Y
= g(IX]y
€
v 91X
= IXIg(X)
= IX1g(XD) (5 @2 4+ 22 2)
z
= |X|g(le)‘X—|
= g(|X]) =

donde,
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A%

g(|1 XN (2, y, 2)
g(1X)X
- F

Assim, F' é conservativa, ja que V' é um potencial de F', e tem-se o desejado.
m

Logo, consegue-se garantir que um campo F', que depende apenas de X, é conser-
vativo.
Agora, restringe-se para o plano o estudo do movimento de particulas sob a acao

de campos centrais de forga, como serd visto a seguir.

Definicao 3.7 ((jrbita). Chama-se de drbita a trajetoria de uma particula X sob a acao

de um campo central de forga.

Esta particula X, designa o vetor posicao no R?, no instante ¢,

X(#) = (x(1), (1)), (3.19)

X(#) = (x(8), y(1), 2(1)) (3.20)

no R3.
O vetor velocidade, que é a derivada do vetor posicao, também no instante t e

definido no R2, pode ser expresso da seguinte forma,

X (1) = (@(),5(1)) (3.21)

e, no R3,
X(t) = (£(),9(1), (1)) (3.22)

O vetor aceleracao no instante ¢ também definido no R? é dado como sendo a

segunda derivada do vetor posicao, isto é,

X(t) = (@(1),§(1)) (3.23)

e, quando este estd definido no R3,

X(t) = (@(1), (1), £(2)). (3.24)

Da 2% lei de Newton, sabe-se que a massa m vezes a aceleracao a é igual a forca
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resultante. Desta forma substituindo a aceleragao usual pelo vetor aceleracao, segue
ma=F = mX = F(X). (3.25)

Proposigao 3.4. Sejam F : Q ¢ R? — R3, onde € é uma regidao conexa aberta, um
campo central de forcas e X uma particula de massa m. Se esta particula esta sob a acao

do campo F, entao sua orbita esta contida num plano.

Demonstracao. Seja X € Q, tal que, X = (z(t),y(t),2(t)). Da 2% lei de Newton (3.25)),
tem-se
mX =F.

Como F' é um campo central de forgas, segue
m¥ = F(X)X,

onde f é uma funcao escalar definida em 2. Tomando o produto vetorial dessa equacao

diferencial por X, vem
m(X x X) = f(X)(X x X).

Mas, por outro lado,

[

k
XxX=|=z 2| =(yz-y2)i+ (xz—z2)j+ (zy—2y)k = 0,
x

@ @ e
N

que é uma consequéncia do produto vetorial.
Dai,
m(X x X) =0. (3.26)

Como m # 0, pois a massa da particula nunca sera nula, entao de (3.26[), vem

XxX=0. (3.27)

Observe,
%o{xm:(XXX)+(XXX):(XXX).

Assim a equagao diferencial (3.27)) pode ser reescrita da seguinte forma,

d .
—(XxX)=0.
(X xX)=0
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Integrando, em ambos os lados da igualdade, tem-se
d , . )
f%(XxX)dt :det:XxX:C, (3.28)

onde C' = (¢1,¢9,¢3) é um vetor constante.
Calculando o produto vetorial em ([3.28)), obtém-se

=0

k
2| = (yz-9z,2z —xi,xy - Ty).

XxX =|x
T

@ @
N

Agora, tomando o produto interno de (3.28) e X, tem-se
(X, X xX)=(X,0) (3.29)
onde,

(X, X xX) = a(yz-9z)+y(iz-x2)+z(xy - iy)
= XYI-—TYZ+ITYZ - TYZ+ TYZ — TYZ2
= XY —-TYZ—-TYZ+TYZ + TYZ — TYZ2

0.

pois, vale a comutatividade e a associatividade.
Dai,
(X,0)=0= crx(t)+cay(t) +e32(t) =0 (3.30)

que é uma equagao do plano. Logo, X (t) estd num plano passando pela a origem. Observe
também a perpendicularidade entre os vetores X e C, uma vez que seu produto interno
é nulo, caso C' 0.

Agora, faz-se para C' = 0. Mostra-se a seguir que para este caso, X (t) também esta
sobre uma reta.

Para isso, calcula-se a derivada do vetor X normalizado, isto é,

d (X
1(x) -

com |X| #0.

Fazendo r = | X|, note .
d (X) _ Xr-Xr

7 5 (3.32)
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Por outro lado,

r=|X = r? |X|2

= r? =22 +yt+2?
= 7% = (X, X)
X, X
= 7"=—< - ) (3.33)
r

E, derivando a equagao r2 = (X, X) em ambos os lados da igualdade, vem

%ﬁ = %(X,X) = 27 = (X, X) + (X, X)
= 27 = (X, X) + (X, X)
= 27 = 2(X, X)
= rr = (X,X)
(X, X)

r

Assim, substituindo em ({3.32)) os resultados obtidos para r e 7 em (3.33)) e (3.34)),

respectivamente, tem-se

d(X) Xr— X7

dt\'r

Usando a identidade vetorial

(PR)Q-(Q,R) P =(PxQ)xR,

segue _
d (X)_ (X xX)xX
dt -

mas, X x X = C, como visto em 1} logo,

Y

r r3

d(X) (XxX)xX COxX
_ e = = :O’
dt\r r3 r3
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pois, C' = 0. Voltando para a incégnita original, tem-se

%(%) =0 (3.35)

Logo, % é um vetor constante, ou seja, X (t) esta sobre uma reta, como desejado.
Portanto, a érbita da particula X (¢) estd contida num plano.
m

Definicao 3.8. Seja uma particula X de massa m, cujo o vetor posicao é dado por
X(t) = (x(t),y(t)), no instante t. A 6rbita de X estd contida num plano (x,y). Define-se
o momento angular, denotado por 75, (ou momento da quantidade de movimento) com
relacao a origem pela expressao

o= m(xy - yi). (3.36)

Proposicao 3.5 (Lei da Conservagio do Momento Angular no Movimento Central).
Sejam F': ) ¢ R? «— R? e a érbita de uma particula X que estd sob a acao de F' = (f1, f2).

Entao, o momento angular h é constante se e s6 se o campo for central.

Demonstragao. Derivando o momento angular em relacao a ¢, vem

D

m(xij - yi)

= mzy - myx.

E mais, como visto em 1} F = mX, pois F é um campo central de forgas;

entao,
h= rfo-yfi

Ora, observe que a expressao acima ¢ igual a zero se, e somente se, o vetor F' for
paralelo ao vetor posicao X, ou seja, se, e somente se, F' for um campo central de forcas.

Desta forma, como h = 0, entao o momento angular ] é constante em um campo
central de forca, e a reciproca vale.

]

Observacao. Uma consequéncia imediata de se ter um campo de forca central é que este
aponta na mesma dire¢ao, mas em sentido oposto, do vetor posicao. Em outras palavras,
o produto vetorial entre eles sera nulo, uma vez que o angulo entre eles serd 180° e o
sen 180° = 0.

Agora, introduz-se as coordenadas polares, no estudo dos movimentos centrais, isto

x=rcosf e y=rsend. (3.37)
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Dessa forma, a 6rbita de uma particula outrora determinada por (z(t),y(t)) passa
a ser determinada por (r(t),0(t)). Derivando as coordenadas polares ([3.37)), vem

i=7cosh—rOsend, e y=rsend+rbcosh. (3.38)

Fazendo v? = 22 + 2 e somando a quadratura de z e 7, tem-se

2+y2

vt o= T
= (cosf—rfsend)?® + (7send +rf cosh)?
= 72cos? 6 — 276 cos O sen 0 + 126 sen® 0
+ 72sen? 0 + 2710 cos O sen 6 + r262 cos?
= 2(sen®0 + cos? ) + r20%(sen? 0 + cos® 0)

= 7241262, (3.39)

Calculando a segunda derivada das coordenadas polares, obtém-se

i = icosf—rsend — (r0senf +rfsend + rh? cos )
= icosf - 2fsend — r@senf — 162 cos b (3.40)
e
i = ¥senf+76cos+ 70 cosb+1r6cosd —ro?send
= isenf + 2 cos O + 10 cos 0 — 1% sen 6. (3.41)

As expressoes (3.37)) e (3.38]) dao a seguinte forma para o momento angular:

b= m(zg-yi)
= m[rcos@(fsen0+récosﬁ)—rsenH(’fcos@—r@sen@)]
= m [rf cos Osen 0 + 1260 cos® 0 — 7 cos O sen 0 + 1260 sen? (9]
= mr?0(sen? 0 + cos® 0)

= mr26. (3.42)
Logo, da Proposicao ([3.5)), tem-se,
20 = constante = h. (3.43)

Observagao. Na expressao em (3.43)), 72 sempre serd positivo, portanto o sinal do produto
20 serd definido por 6, que, caso h # 0, é uma fungao estritamente monotonica ao longo

da drbita, isto é, crescente, decrescente, estritamente crescente, estritamente decrescente
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ou constante, ao longo desta orbita.

Observagao. Se h =0, entao 6(t) nao serd estritamente monotonica, e, por conseguinte, a

orbita da particula seria ao longo de uma reta passando pelo o centro do movimento.

Este trabalho se detém no caso em que o momento angular é diferente de zero.

Proposicao 3.6 (Segunda Lei de Kepler). Se F': Q2 ¢ R? «— R2, onde 2 é uma regiao
conexa aberta, é um campo central de forcas, entao os raios vetores ligando o centro do

movimento a particula varrem areas iguais em tempos iguais.

Demonstracao. Para demonstrar essa proposicao pega-se dois pontos arbitrarios do campo
central de forca F': Q ¢ R? — R2, onde ) é uma regido conexa aberta, e mostra-se que
a area obtida é sempre constante entre eles.

Para isso, considere a area entre a curva e dois raios r partindo da origem para o
ponto inicial Xo = (r(to),0(to)) e o ponto final X = (r(t),0(t)),

X

0(to)

Figura 3.1: Area entre a curva e dois raios.

A(t) nada mais é que a drea de um setor circular, que por defini¢ao, é dada por

N

A(t) = -7 (3.44)
Dai,
1 6(t) 1 1 6(t)
At) = 520 - 0tt)) = [ orde = o [ s, 3.45
(0 = 5O -0(0) = [ Sr2do = 502 [ (3.45)
Derivando A(t) com relagao a t tem-se
. 1,
A(t) = 57 9, (3.46)

como 720 é constante (3.43), entdo A(t) = k, onde k é uma constante. Dessa forma,

tem-se o desejado.
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3.3.1 Férmula de Binet

Considere o campo central de forca F': Q ¢ R? — R2, onde 2 é uma regiao conexa
aberta, tal que F\(X) = f(X)X, com X € Q. F pode ser escrito em coordenadas polares,
da seguinte forma:

F(X)=f(X)(rcosf,rsend).

Por outro lado, F = mX. Portanto,

mX

F(X)(rcosf,rsend)
f(X)(rcos,rsend). (3.47)

m(%, i)
Decorre da equacao diferencial ,
mi = f(X)rcos® e mi=f(X)rsend, (3.48)
pois, f é uma funcao escalar. Na Proposicao foi visto que |X| = r; dali,
mi = f(X)|X|cosf e mij=f(X)|X]|sen6, (3.49)
E mais, fazendo P = P(X) = f(X)|X]|, obtém-se
mi =Pcos® e mij=Psend. (3.50)

As equagdes diferenciais em (3.50|) sdo as equagdes do movimento de uma particula
de massa m em um campo central de forcas F'.
Multiplicando as equagoes diferenciais (3.40)) e (3.41]) por cosf e sen @, respectiva-

mente, vem

i cos @ = it cos® § — 20 cos B sen O — 70 cos O sen § — 1762 cos? § (3.51)

jsen = i*sen? @ + 270 cos O sen @ + 16 cos O sen f — 6% sen? 6. (3.52)
Somando as equacoes diferenciais (3.51)) e (3.52)), tém-se,
i cos® 0 + i*sen® 0 — 162 cos® 0 — r6? sen?f

7*(cos® 0 + sen?6) — r0%(cos? 0 + sen’ 0)

i —r6?. (3.53)

Zcosf +isenf
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Agora, multiplicando as equagoes diferenciais ([3.40) e (3.41)) por senf e cosb,

respectivamente, vem,

isen @ =i cos O sen § — 270 sen®  — rf sen’ 6 — 16> cos f sen 0 (3.54)

jjcos = i cos O sen 0 + 276 cos? 0 + rf cos® 0 — 0% cos O sen 6. (3.55)

Subtraindo as equagdes diferenciais (3.54)) e (3.55)),

270 sen? 0 — 270 cos? 0 — rfsen? 0 — rf cos? §
~270(cos 0 +sen?0) — r(cos? 0 + sen® 0)

= 270 -rf. (3.56)

Zsenf —jjcost

Multiplicando as duas equagoes diferenciais de (3.50]) por cosf e sen @, respectiva-

mente, obtém-se:

P
mi cosf) = Pcos® = Fcosf) = — cos? 0 (3.57)
m
‘ P
mijsenf = Psen? = jjsenf = — sen?. (3.58)
m
Somando as equagoes diferenciais (3.57)) e (3.58)), vem,
P P
Fcosh+isend = —cos?f+—sen?d
m m
P
= —(cos®f +sen?0)
m
P
= —
Portanto, de (3.53)), segue
o P
i—rf?=—. (3.59)
m

De modo semelhante, multiplica-se as equagoes diferenciais de (3.50]) por senf e

cos #, respectivamente,

P
misenf = Pcosfsenf = Zsenf = — cosfsend (3.60)
m

P
mycost) = Psenfcosf = gcos = —cosfsenf. (3.61)
m
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Subtraindo as equagoes diferenciais (3.60)) e (3.61)), obtém-se:

P P
Zsenf —jjcost) = —cosfsenf — —cosfsent = 0,
m m

logo,
— 2% -16=0= 210 +70=0

(3.62)

As equagoes diferenciais (3.59)) e (3.62)), que s@o as equagbes do movimento em

coordenadas polares, sao equivalentes as equacoes de ([3.50)).

O fato de 6(t) ser estritamente monotonica implica que pode-se obter t como

fungao de 6, consequentemente r como funcao de 6. Dessa forma, r = r(6), ou seja,

r(t(0)). Observe que t(f) é a fungao inversa de 6(t); portanto o seguinte resultando vale:

t. 9 = =,
0) =7 O
uma vez que, 1

R Ty=TY

Portanto, pode-se calcular as seguintes derivadas,

d (1) _ @) i1 F
a\r) 2 7"26'(15)_ h

e, sabendo que h é uma constante ([3.43)), entao

& (1)
do? \ r

(%)
(

SEE RS

|
>3
~——

Qb| &
~
.
p—

=3:
.

<. =S

-5
Encontrando o valor de # em ([3.65)), isto é,

(3.63)

(3.64)

(3.65)
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e substituindo na equagao diferencial (3.59)), obtém-se:

ood? (1 . P . d? (1 1 P
e S L0
" do? \r " m - do? \r +7“ m

2

d? ( 1 ) 1 P P 72
ey -1+ —=- - = — — . —

ae> \r) r  mr202  mr262 r?

d? (1 1 Pr?

i el I — 3.66
= dh? (7“) " r mh? ( )

A equagao diferencial de segunda ordem acima é conhecida como férmula de Binet,
que é a equacao diferencial de todas as dérbitas r = r(#) de uma particula X de massa m
num campo central de forcas F' = (P(r)cosf, P(r)senf).

Sejam t = 0 e os seguintes valores iniciais em ¢ = 0

r(0)=ro#0, 6(0)=0,, 70)=v, e 6(0)=uvy/ro.

Figura 3.2: Grafico dos valores iniciais.

Calcula-se o momento angular h:

h = 1§0(0) = r§- ? = VgTo- (3.67)
0

E, os valores iniciais de 1/r como funcao de 6,

1 1 d (1 v
= — — = lozg, = —. 3.68
r(6o) 7o © @ (ro) lo=01 VoTo ( )
Os valores iniciais acima e a equagao de Binet (3.66|) determinam a equagao da
orbita.

Obtém-se a seguir uma equacao diferencial de primeira ordem “quase equivalente”a

(5-60)).
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Defini¢ao 3.9 (Energia Cinética). Seja F : Q € R? — R?2 um campo de forca, onde 2 é
um aberto. Uma particula de massa m esta sob movimento deste campo F', cujo o vetor

posicao, no instante ¢t é X (t). A Energia Cinética desta particula é dada por
L
E. = 5 mv, (3.69)

onde v é a velocidade escalar.

Defini¢ao 3.10 (Energia Total). A Energia Total Er(t) de uma particula de massa m,

definida da mesma forma da definigao anterior ¢ dada por

onde U(X(t)) é a energia potencial (ja vista no comego desta se¢ao).

Lema 3.2 (Principio da Conserva¢ao de Energia). Sejam F : Q ¢ R2 — R2, onde 2
¢ uma regiao conexa aberta, um campo de for¢a e uma particula de massa m. Se F' ¢é

conservativo, entao, a energia total é constante.

Demonstracao. De fato, derivando a equagao (3.69) com relagao a t e sabendo que a

velocidade v fora definida como sendo igual a X , tem-se,

E. = % [%m(:i:2 + y2)]
- %Tn-(Qij—FQQy)
= mIT +myjy
= ha+fay
= (X,F), (3.71)

pOiS) X = ($ay) e b= (flaf?)‘
Integrando a equagao obtida em ([3.71) também com relacao a t, vem

t1 . t1 .
E.dt f (X, F)dt
to to

L Bt - Bulty) = [totl(X,F)dt.

Mas, como F' é conservativo, entao supondo que V' é um potencial de F', dessa
forma, F' = VV, obtém-se

E.(1)) - E.u(t) ft X vV dt

V(X(t)) - V(X())-
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Dai, fazendo U(X) = -V (X)),

E.(t1) - Ec(to) ~U(X(t1)) + U(X(%0))
= Ec(t1) + U(X(t1)) E.(to) + U(X (%))
= Ep(t1) = Er(ty) (3.72)

Logo, como t ¢é arbitrario, a energia total é constante em um campo conservativo

para qualquer instante ¢, como desejado.

0
Seja V' um potencial de I’ dado da seguinte forma
v--w= [ Py
com U =-(-W) = U =W. Logo, de (3.70)), obtém-se,
L5
E = gmu” + W. (3.73)
Mas, v2 = 72 + 1262, veja 1' dai,
By - %m(f2+r292) W = 2AEp—W) = m(2 +r26?).
Multiplicando ambos os membros por 1/(mi462), vem
2(Er-W) 1 B 1 .9 9p9
mh? g2 2Abr-W) = mrif? )
R
_ (L)2 L
IR VEY: r2
- [4 (1)]2 L1
- Lag \r r2’
logo,
d (I\? 1 2(Ep-W)

As equagoes diferenciais ([3.66)) e (3.74) sao quase equivalentes, garantindo:

i. Toda solucao r(t) de ([3.66]) é solucao de ([3.74)), por conta do principio da conservagao

de energia;

ii. Se r(t) for uma solu¢ao nao constante de (3.74)), entao ela é solucao de ([3.66)).
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Para provar o item ii deriva-se (3.74)) com relacao a 6, isto é,

S0 50 - Bl

d (1 d? (1 2r 2 d
2. (). =—(=)- 2 = 2. (B, -
de(r) d02(r) =5 e g W)
T T 27 2 . 7
2' -]\ )" = —" —W My
- ( h) ( h9) 30 mh? ( ) 9)
SN I L-(P-f.).
Ohz 30 mh? 0
(3.75)
Como h = r26; entdo,
LA
Ohz rh mOh?
f( i 1) P
= -+ - = -
h\ 6h r mbh? '
V| Pr %4
->-——-—+- = - - - —
Oh T mOh? T
71 Pr2
= —% + ; = __mh2 . (376)

Observe que esta expressao implica se r(t) nao for constante, uma vez que
se r(t) for contante nao faz sentindo calcular sua derivada como foi feito.

Dessa forma, obtém-se uma equacao diferencial de 1* ordem, quase equivalente a
férmula de Binet, que é uma equacao diferencial de 2% ordem. Portanto, a equacao (3.74))

é uma equacao diferencial de todas as orbitas.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo teve como forca motriz o desejo de ver a aplicabilidade das
Equacgoes Diferenciais Ordinarias nas demais ciéncias, como mencionado na introdugao
deste. Em especifico, fora aqui apresentado apenas uma de muitas aplicacoes das Equagoes
Diferenciais, aplicacao esta que € vista na Fisica, mais especificamente na subarea Mecanica
Classica.

Fora revisado nas secoes 2 e 3 alguns conceitos e defini¢oes necessarios para o
desenvolvimento deste trabalho, enunciado alguns resultados, bem como demonstrado
alguns outros, com o intuito de viabilizar para o leitor a aplicagao desenvolvida na se¢ao
3: Campos Centrais de Forca.

O objetivo deste trabalho nao foi conseguir uma solugao para , mas apenas
apresentar um modelo, cuja solucao pode ser obtida com menor esforco do que a solucao da
formula de Binet, haja vista que ¢ uma equacao diferencial de 1* ordem e a férmula
de Binet é uma equacao diferencial de 22 ordem, para descrever as érbitas r = r(0).

A partir do que fora visto, pode-se encontrar uma solucao para a equacao diferencial
e mostrar que ela é inica, e/ou apresentar uma solugao para a férmula de Binet. Ha
também outras possibilidades de aplicagoes, como, por exemplo, o dpside de uma Orbita,
que é ponto de méximo ou minimo de r(0), as Leis de Kepler, e, a Lei da Gravitagao
Uniwversal, bem como suas relacoes. Mas, tais aplicacoes ficam para outro momento.

Espera-se a contribuicao para o corpo académico da UEPB e, demais instituicoes,
bem como, apresentar ao leitor a aplicabilidade das Equagoes Diferenciais Ordinarias,

mostrando que ela nao é uma teoria isolada.
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