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TERMODINAMICA DO BURACO NEGRO DE SCHWARZSCHILD
Mave Rick de Oliveira Alves !

RESUMO

No ano de 1916, logo apds a publicagao da Teoria da Relatividade Geral (TRG), Karl
Schwarzschild (1916) resolveu as equagoes de campo para o caso mais simples, que é o
de uma distribuicao de massa esfericamente simétrica e estatica e, assim, determinou
a métrica do espago-tempo exterior ao corpo, no vacuo. Essa solucao é de grande
importancia para relatividade geral, pois, além de fundamentar os seus trés testes classicos:
o deslocamento das linhas espectrais pela presenca do campo gravitacional; o desvio de
um feixe de luz ao passar préximo de uma estrela e a precessao do periélio dos planetas, ele
prevé a existéncia de buracos negros. De fato, essa solucao, assim como qualquer solugao
do tipo buraco negro é caracterizada pela existéncia de um horizonte de eventos, que é
uma fronteira tedrica ao redor da distribuicao a partir da qual nada, nem mesmo a luz,
pode sair. Consequentemente, se o raio do corpo for menor do que o horizonte de eventos,
a referida solucao descreverd o espago-tempo de um buraco negro. Este trabalho tem
como o objetivo, utilizar a métrica e as caracteristicas do buraco negro de Schwarzschild
para determinar quantidades que nos informam sobre a termodinamica desse buraco negro

como a temperatura e a entropia.

PALAVRAS-CHAVE: Buraco Negro. Termodinamica. Schwarzschild.
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SCHWARZSCHILD BLACK HOLE THERMODYNAMICS

Mave Rick de Oliveira Alves !

ABSTRACT

In 1916, right after the publication of the General Theory of Relativity (GRT),
Karl Schwarzschild (1916) solved the field equations for the simplest case, which is a
spherically symmetrical and static mass distribution and, thus, determined the metric
of space-time outside the body, in a vacuum. This solution is of great importance for
general relativity, because, in addition to fundamentalizing its three classic tests: the
displacement of spectral lines by the presence of the gravitational field; the deviation
of a beam of light when passing near a star and the precession of the perihelion of the
planets, it predicts the existence of black holes. In fact, this solution, like any black
hole solution, is characterized by the existence of an event horizon, which is a theoretical
boundary around the distribution from which nothing, not even light, can come out.
Consequently, if the body’s radius stops smaller than the event horizon, the solution app
will describe the space-time of a black hole. This work aims to use a metric and the
characteristics of Schwarzschild’s black hole to determine the quantities that inform us

about the thermodynamics of this black hole such as temperature and an entropy.

KEYWORDS: Black Hole. Thermodynamics. Schwarzschild.

Undergraduate Degree in Physics from the State University of Parafba
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1 Introducao

Durante boa parte da nossa historia, a propriedade que os objetos tém de cairem,
quando soltos de uma certa altura a partir do solo, e o movimento dos corpos celestes eram
considerados naturais, sem que houvesse a necessidade de um agente causador. Foi apenas
no século XVII que Isaac Newton formulou uma teoria capaz de explicar a causa desses
movimentos e descreve-los com exatidao. Em sua obra Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica, publicada em 1687, Newton descreveu a gravitacao universal como uma
forca fundamental de atragao que age entre todos os objetos por causa de suas massas,
isto é, a quantidade de matéria de que sao constituidos. Segundo ele, é a gravitagao que
faz com que os planetas permanecam em suas oérbitas e que os objetos, sobre a Terra,
sejam atraidos em sua diregao (HALLIDAY, 2002).

A interacao gravitacional ocorre mesmo quando os corpos estao afastados por uma
certa distancia. Logo, para justificarmos este aspecto, dizemos que um determinado corpo
massivo cria um campo gravitacional vetorial, g, no espaco ao seu redor e que, quando
colocamos um segundo corpo nessa regiao, eles interagem através do campo gravitacional
existente. Naturalmente, como g, é conservativo, podemos escrevé-lo como g = —ﬁCI),
onde ® é uma fungao escalar solucao da equagao de Poisson (SYMON, 1996; MARION,
2003).

Embora seja bastante precisa para a maioria dos propdsitos praticos, a formulacao
Newtoniana apresenta alguns problemas que s6 foram sanados com o advento da teoria
da relatividade geral (TRG), proposta por Einstein em 1915. Por exemplo, a teoria de
Newton assume que alteragoes na forca gravitacional sao transmitidas instantaneamente
quando a posicao dos corpos gravitantes muda, contradizendo o fato que existe uma
velocidade limite a que podem ser transmitidos os sinais (velocidade da luz no vécuo).
Além do mais, nessa formulagao ha um pressuposto que o espaco e tempo sao absolutos,
o que estd em desacordo com a teoria da relatividade restrita (TRR) de Einstein.

O campo gravitacional possui a propriedade basica de que todas as particulas inseridas



nele se movem da mesma maneira, independentemente de sua massa ou carga, desde
que as condicoes iniciais sejam as mesmas. Tal propriedade nos permite estabelecer
que, localmente, as caracteristicas do movimento de uma particula num referencial nao-
inercial sao as mesmas de um corpo que se movimenta num sistema inercial sob a acao
de um campo gravitacional. Assim, localmente, um sistema de referéncia nao-inercial
equivale a um campo gravitacional. Isto é o que denominamos Principio da equivaléncia.
Assim, entendendo que esse aspecto também é valido para particulas com velocidades
relativisticas, Einstein propos a chamada teoria da relatividade geral (TRG), na qual
a gravitacao é vista como um desvio na métrica do espago-tempo plano (métrica de
Minkowski).

Formalmente, na relatividade geral, toda informagao geométrica do espaco-tempo esta
contida em um objeto matematico chamado de tensor métrico, g,,, o qual é solucao
das equagoes de campo de Einstein (LANDAU e LIFCHITZ, 1974; BERGMANN, 1975;
CARMELI, 1982; D’ INVERNO, 1998; FERRARO, 2007).

No ano de 1916, logo apés a publicagao da TRG, Karl Schwarzschild (1916) resolveu as
equagoes de campo para o caso mais simples, o de uma distribuicao de massa esfericamente
simétrica e estatica e, assim, determinou a métrica do espago-tempo exterior ao corpo,
ou seja, no vacuo. Essa solugao é de grande importancia para relatividade geral, pois,
além de fundamentar os seus trés testes classicos: o deslocamento das linhas espectrais
pela presenca do campo gravitacional; o desvio de um feixe de luz ao passar préximo de
uma estrela e a precessao do periélio dos planetas, prevé a existéncia de buracos negros.
De fato, a solugao de Schwarzschild, assim como qualquer solu¢ao do tipo buraco negro
(NORDSTROM (1916); REISSNER (1916); KERR, 1963), ¢ caracterizada pela existéncia
de um horizonte de eventos, que é uma fronteira teérica ao redor da distribuicao a partir
da qual nada, nem mesmo a luz, pode sair. Consequentemente, se o raio do corpo for

menor do que o horizonte de eventos, a referida solucao descreverda o espago-tempo de

um buraco negro (WEINBERG, 1972; LANDAU e LIFCHITZ, 1974; CARMELI, 1982;



CARROII, 1997).

Algumas décadas depois, Jacob D. Bekenstein (1972) sugeriu que a area do horizonte
de eventos de um buraco negro fosse a medida da entropia desse corpo celeste. Contudo,
James A. Bardeen, Brandon Carter e Hawking (1973) mostraram que, se um buraco
negro tivesse entropia, deveria, entao, possuir também temperatura e, conseqiientemente,
pelas Leis da Termodinamica, deveria irradiar, o que contradizia o préprio conceito desse
objeto césmico. No ano seguinte Hawking (1974) conseguiu assegurar a sugestao de
Bekenstein (1972), ao apresentar a ideia de que os buracos negros poderiam criar e emitir
particulas, tais como neutrinos ou fétons, em uma temperatura T, em graus Kelvin (K),
conhecida como temperatura Hawking. Essa ideia da emissao de particulas por parte de
um buraco negro, hoje denominada radiacao Hawking, ainda foi completada por Hawking
(1975), em um trabalho no qual deduziu a férmula para a entropia de um buraco negro
esfericamente simétrico, conhecida como a férmula de Bekenstein-Hawking. Essa equacao
expressa claramente que a entropia por unidade massa é proporcional a massa do buraco
negro, confirmando o que Hawking havia proposto em 1974, ou seja, que um buraco negro
poderia irradiar.

A nossa proposta é analisar a termodinamica do buraco negro de Schwarzschild.
Particularmente, pretendemos calcular a temperatura Hawking e a entropia.

Neste trabalho, utilizaremos o sistema natural de unidades, no qual A = ¢ = G =

kg = 1.
2 Buracos Negros

Ao longo de toda a histéria, a fisica tenta solucionar as mais variadas situagoes da
natureza, sejam elas terrenas ou até mesmo espaciais. O Cosmos sempre foi motivo de
grande admiragao desde a antiguidade com as observacoes dos mais diversos cientistas.

Quando o conceito de gravidade entao surgiu, as observagoes tomaram uma nova forma

e questionamentos foram realizados: “sera que existe uma velocidade a qual arremessamos
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um pedra para ela nao retornar?”. Hoje, sabemos que existe a chamada velocidade de
escape que diz que existe uma velocidade que independe da massa de um corpo onde
o mesmo caminha para o infinito (RESNICK, HALLIDAY; 2016). Isso levou o inglés
John MichellL em 1978 acreditar no fato de existirem corpos celestes tao densos que
suas velocidades de escape fossem mais altas que a velocidade da luz, fazendo com que
nao fossem vistos a longa distancia. Alguns anos mais tarde, Pierre Laplace nomeia
esses corpos de Estrelas Escuras em uma obra intitulada Exposicao do sistema do mundo
(CASTINEIROAS, CRISPINO, MARTAS E VANZELLA; 2006).

John Michell, que postula que “uma estrela com massa suficientemente compacta
poderia ter um campo gravitacional tao forte que a luz nao poderia escapar. Qualquer
luz emitida pela superficie da estrela seria puxada de volta por uma atracao gravitacional,
obedecendo a teoria newtoniana, antes que conseguisse se afastar”. Michell ainda afirma
h& um grande ntimero de estrelas nessa situacao, mesmo que nao fosse possivel vé-las, pois,
sua luz nao atingiria os olhos humanos. Quando Ole Roemer, um astronomo dinamarques,
descobre que a luz se propaga em velocidade finita, implica em uma nova teoria para a
ideia de Michell. Foi apenas em 1915 que Karl Schwarzschild um meés apés a publicagao
da Teoria da Relatividade Geral de Einstein, encontra a primeira solugao exata para as
equacoes de campo de Einstein, solucao esta que prevé um objeto de caracteristicas tinicas
(serd abordado com mais detalhes essa solugao e suas implicancias na segao 3 ).

Em maio de 1919 a relatividade geral de Albert Einstein foi provada com a observacao
do desvio quase imperceptivel da luz solar. Um fato interessante se a massa do Sol fosse
concentrada numa regiao com pouco maior do de 3 km de raio, o efeito desse desvio seria
muito mais perceptivel, levando a conclusao da existéncia de uma regiao extremamente
compacta onde nenhum raio de luz conseguiria escapar classicamente. Em 1969 John
Wheeler nomeia essa regiao de Buraco Negro (CASTINEIROAS, CRISPINO, MARTAS
E VANZELLA; 2006).
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2.1 Formacao e Tipos de Buracos Negros

De propriedades peculiares e de intensos questionamentos, hoje é verificado que os
buracos negros sao criados naturalmente pelo cosmos. Porém, dependendo da maneira
como sao formados, os buracos negros sao classificados como estelares, supermassivos ou

gravitacionais e primordiais. A seguir, faremos uma abordagem sobre cada um deles.
e Buracos Negros Supermassivos ou Gravitacionais

Em 1938, os fisicos Hans Bethe e Charles Critchfield perceberam que as estrelas sao
gigantescas fornalhas, onde os nicleos atomicos se fundem, originando elementos mais
pesados e liberando enormes quantidades de energia, onde uma boa parte na forma de
fotons.

As estrelas possuem um ciclo de vida com processos bem definidos e com estagios
finais diferentes, dependendo de sua massa solar. Os buracos negros sao resultantes de
um tipo de estrelas denominadas Super Gigantes. De maneira geral, em apenas algumas
centenas de milhoes de anos, esses corpos consomem todo o seu combustivel (hidrogénio)
até aumentarem de tamanho até se tornarem as chamadas Gigantes Vermelhas, e entram
no chamado colapso gravitacional (CARROLL, 2004) que é um desequilibrio entre a
forca hidrostatica produzidas pelas reacoes nuclares de seu interior e a forga gravitacional
produzida por sua massividade. Com o passar do tempo, a forca gravitacional a matéria
da estrela para o centro, mantendo-a em equilibrio por até bilhdes de anos. Quando
a estrela estd proximo de sua morte, ela passa a ser rica em ferro e outros elementos
pesados que sao estaveis devido a queima total de combustivel, e como consequéncia as
reacoes de fusao nao sao mais suficientes para gerar a pressao capaz de evitar que ela
colapse, explodindo e se transformando em supernovas, um aglomerado de energia em
meio ao espago. Devido a intensidade elevada da prépria forga gravitacional, a supernova
se compactaria em uma regiao do espaco de com alta densidade, como mostrado na

figura 1. Dependendo da massa do nicleo de ferro (resultante da queima do combustivel)
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ocorrerd o surgimento de um objeto diferente: até 10 massas solares ha a formagao de
Anas Brancas com cerca de 1,4 massa solar; com 10 a 25 massas solares, ha a formacao
de Estrelas de Néutrons de até 3 massas solares (CARROIL; OASTILE 2007). Em 1939,
Julius Oppenheimer e Hartland Snyder concluiram que Buracos Negros entre 5 e 13 massas
solares seriam formados a partir do nucleo de ferro de até 25 massas solares. Tal fato
exemplifica ainda mais a alta massividade desses objetos. (CASTINEIRAS, CRISPINO,

MARTAS E VANZELLA; 2006).

Figura 1: Ciclo de vida estelar
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Fonte: https://hypescience.com/wp-content /uploads/2012/08/ciclo-de-vida-estelar2.jpg

e Buracos Negros Supermassivos ou Gravitacionais

Encontrados no centro de galdxias, possuem massas que variam de milhoes a bilhoes
de massas solares. Podem ter sido originados do colapso gravitacional de imensas nuvens
de gas ou de aglomerados de milhoes de estrelas no centro das galaxias, que se formaram

quando o universo era mais jovem e bem mais denso.
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e Buracos Negros Primordiais

Sao buracos negros podem ter se formado nos primoérdios do universo quando, devido
a um ambiente favoravel com pressoes e temperaturas extremamente altas, flutuagoes
na densidade da matéria teriam dando origem a regioes de densidades extremas, onde
esses buracos negros poderiam ter se formado. E possivel que devido a expansao do
universo essas regioes tenham se dispersado, mas algumas podem ter se mantido estaveis
dando origem a buracos negros que durem até hoje. Esse tipo de buraco negro poderia
ter qualquer massa. Assim, podem ter surgido o que os pesquisadores chamam de mini
buracos negros, que teriam tamanhos micrométricos. Também se considera a possibilidade
da formagao de buracos negros primordiais maiores, que através de sua evaporagao (esse

assunto sera explicitado na se¢ao 4) poderiam também dar origem a mini buracos negros.

2.2 Deteccao e a primeira imagem

No ano de 2016, a colaboragao do LIGO (em inglés, Scientific Collaboration ou LSC)
anunciou a primeira deteccao de ondas gravitacionais, feito que também representou a
primeira observagdo de um choque de buracos negros (ABBOTT, et al. 2016). Em 10
de abril de 2019, a primeira imagem direta de um buraco negro e sua vizinhanca foi
publicada, apds observacoes feitas pelo Event Horizon Telescope em 2017 do buraco negro
supermassivo no centro galdctico de Messier 87 (The Astrophysical Journal Letters, 2019,
véarios autores).

Em 10 de abril de 2019, o mundo recebe a noticia que de que os astronomos obtiveram,
pela primeira vez, a imagem de um buraco negro, através de entrevistas coletivas dadas
em Washington, Bruxelas, Santiago, Xangai, Taipé e Téquio. A colaboracao cientifica
internacional EHT(Event Horizon Telescope) ou Telescépio Horizonte de Eventos, foi
iniciada em 2009 contando com 347 astronomos, fisicos, matematicos e engenheiros de
60 instituicoes de 20 paises. A imagem foi captada por meio de um telescépio virtual do

tamanho da Terra, que é formado por 8 radiotelescopios.
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Figura 2: Buraco Negro da galaxia M&7

Fonte: https://www.eso.org/public/images/eso1907a/

A imagem (2) mostrou movimento de uma nuvem de gis de alta energia pasando
pelo o disco de acrecao do buraco negro supermassivo, cuja massa € equivalente a de 6,5
bilhoes de sdis no centro da galdxia M87(Messier 87) localizada a 53,5 milhoes anos luz

de distancia na constelagdo de Virgem. (MATSUURA, 2020).

3 Buraco Negro de Schwarzschild

Nas subsecoes a seguir, traremos breves informagoes sobre Karl Schwarzschild, sua
vida e motivagoes, além de apresentar as equacoes de campo de Einstein que serao de
grande importancia na deducao da métrica de Schwarzschild e suas implicagoes para a

previsao tedrica do buraco negro.

3.1 Uma breve historia de Karl Schwarzschild

Nascido em uma familia judaica em 9 de outubro de 1873 na Alemanha, mais
precisamente em Frankfurt, Karl Schwarzschild foi um estudante talentoso para
matematica e as ciéncias naturais. Antes dos 17 anos publica seus primeiros trabalhos na

area da mecanica celeste. Com uma formagao em astronomia interrompida para ser da
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artilharia do exército alemao. Somente em 1896 ele consegue seu doutorado sob algumas
teorias de Poincaré aplicando-as na origem do sistema solar. Os mistérios do Universo
sempre foram fascinantes para esse fisico. Com o passar dos anos se torna professor de
astronomia até ter sua carreira interrompida pela Primeira Guerra Mundial. Mesmo sendo
dispensado, decide se unir fileiras militares, trabalhando ativamente primeiro como oficial
de meteorologia e, posteriormente, de artilharia (ALBERTO, 2016).

Documentos indicam que no verao de 1915, mesmo na frente militar, desenvolve
trabalhos sobre uma distribuicao esférica e homogénea de matéria. No mesmo ano,
Einstein publica seus trabalhos sobre relatividade geral. Em 1916, Schwarzschild publica
sobre sua solucao para as equacoes de campo de Einstein, que corresponderia ao campo
gravitacional de uma massa puntual. O proprio Albert reconhece e cita os estudos
de Karl como vélidos. Schwarzschild veio a sucumbir a doenga de pele pénfigo, uma
doenga autoimune caracterizada pela producao de bolhas dolorosas. Na época, nao havia
tratamento para a doenca. Assim, Schwarzschild foi liberado do servigo militar e internado
em casa, em marco de 1916. Morreu dois meses depois, em 11 de maio de 1916, ao 42

anos. Seu corpo foi sepultado no Stadtfriedhof de Géttingen (ALBERTO, 2016).

3.2 Equacoes de Campo de Einstein

Nesta se¢ao, deduziremos a chamada solugao de Schwarzschild e discutiremos algumas
de suas caracteristicas. Antes, porém, apresentaremos as equagoes de campo de Einstein.

Conforme argumentamos na introducao, diferentemente da teoria newtoniana da
gravitacao, a qual utiliza apenas o potencial ® () para decrever o campo gravitacional, a
TRG faz essa descricao assumindo a existéncia de dez potenciais, os quais sao identificados
com as dez componentes do tensor métrico g,,(x) do espaco curvo riemaniano. Assim,
deve haver dez equacoes diferenciais parciais para a métrica g,,(r) que, em um certo

limite, tende para a Equacao de Poisson

V2®(7) = 4np(7) , (1)
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em que p(7) é a densidade de massa que gera o campo.

Uma vez que a equacao de Poisson é uma equacao diferencial de segunda ordem, as
equagoes de campo da Relatividade Geral devem conter derivadas de segunda ordem do
tensor métrico. Por outro lado, como a componente 00 do tensor energia-momento 7},
é proporcional a densidade de massa p, este tensor deve assumir o papel de fonte nessas
equacoes. Levando isso em conta e com o intuito de assegurar a conservagao da energia,
isto ¢, V,, " = 0, Einstein chegou a conclusao que as equagoes de campo da TRG sao:

1
R,uz/ - §guvR - kT,uz/ . (2>

Nessas equacoes, o tensor de Ricci, IR, e o escalar de Ricci, R, sao definidos por

_ory, ory,

R, = p py + FZVFZU — szfﬁg (3)
e
R =g¢""R,, , (4)
onde
1 ag)\u ag)\a agya
T — — gt — 5)
va = 59 (89&0‘ T T o ) (5)

sao os simbolos de Christoffel (FERRARO, 2007).

A constante k é obtida quando impomos que, no limite de campo fraco, as equacoes
da TRG devem concordar com as da teoria classica. Especificamente, as equagoes
geodésicas e de Einstein devem recair na segunda lei de Newton e na equagao de Poisson,

respectivamente. Seguindo este procedimento, encontraremos k = 8.

3.3 A métrica de Schwarzschild

Nesta se¢ao, resolveremos as equacoes de Einstein e obteremos a métrica que descreve a
regiao exterior a um corpo de massa M , esfericamente simétrico e estatico. Naturalmente,
com o intuito de simplificar a solucoes dessas equacoes, partiremos de um elemento de

linha condizente com a simetria da distribuicao de massa, isto é, com simetria esférica.
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Dizer que hé uma simetria esférica a ser analisada, significa que a distancia entre dois
pontos deve ser a mesma para todos os pontos que estao localizados na distancia r do
centro da matéria que produz o campo, que no nosso caso, ¢ de carater gravitacional.
Sendo assim, considerando que o centro da distribuicao de simetria esférica coincide com
a origem do referencial, essa distancia, em coordenadas esféricas, z# = (t,1,0, ¢), deve ser

dada por:
ds® = e’dt* — e Ndr® — r2(d#* + senAd¢?) | (6)

onde os novos termos adicionados a equacao sao funcoes arbitrarias das coordenadas r
e t. Neste caso, as componentes covariantes e contravariantes do tensor métrico sao,

respectivamente,
gap = diag (e”, et r?, 7’2861120) e ¢ = diag (e‘”, e 1/r%, 1/7’2sen29) . (7

Levando isso em conta e assumindo que, na regiao exterior, o tensor energia-momento

é nulo, as componentes 00, 01 e 11 das equagoes de Einstein nos levam a:

IO
Ze M2 = 9
- 9
e
/
[V 1 1
_ 4 — =90 10
€ (r+r2>+r2 ’ (10)

¢

onde a “linha” e o “ponto” representam derivadas com respeito a r e t, respectivamente.

Subtraindo a Equacao (9) da Equagao (8), chegamos a:
VAN =0, (11)

Logo, temos:

v+A=f(2") . (12)
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Podemos, agora, efetuar uma transformacao de coordenadas de maneira que o elemento
de linha nao mude de forma. Essa transformacao ¢ feita da seguinte forma: z° = h (2°)

e 2% = 2’ (CARMELLI, 1982). Consequentemente,

Joo = gi:) %gaﬁ = (%)2900 = h2900 . (13)
Logo, escolhendo h (z'°) de modo que:
h=e )2 (14)
obtemos:
gho =)o . (15)

Para que o elemento de linha ds nao se altere, devemos tomar f(2°) = 0. Entao,

usando este resultado na equagao (12) encontramos:
v+A=0. (16)

Além de estabelecer uma relacao simples entre v e A, esta escolha nos permite afirmar
que a soma v + A depende apenas de r. Por outro lado, a Equagdo (9) garante
que A é funcao apenas de r. Entao, diante disso, concluimos que v e A dependem
unicamente da coordenada r. Isso mostra que a dependéncia temporal da métrica, de uma
distribuicao esfericamente simétrica, pode ser eliminada por meio de uma transformacao
de coordenadas apropriada, que é o conhecido Teorema de Birkhoff.

Uma vez que A = \(r), segue da equagao (8) que
— (TG_)\) —1=0. (17)
Assim, integrando esta equagao e utilizando (16), chegamos a:
v —A
= =1-— 18
e =e = (18)

em que ry ¢ uma constante de integracgao.
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Para determinarmos a constante acima devemos lembrar que, para grandes distancias
da distibuicao esférica, isto é, na situacao em que o campo gravitacional gerado por tal
configuragao é fraco, a componente temporal do tensor métrico é dada por goo =~ 1 + 29,
onde ® = — M /r é o potencial newtoniano produzido pela massa M. De fato, comparando
esta condi¢ao com a equagao (18), concluimos que a constante ry, a qual possui dimensao
de comprimento e é denominada raio de Schwarzschild, é dada por rg = 2M. Sendo
assim, temos que a métrica exterior a uma distribuicao esfericamente simétrica de massa

M é:

IM oM\ !
ds® = (1 - T) - (1 N 7) dr® — r*(d6” + sen*0d¢?) (19)

a qual é conhecida como a solucao de Schwarzschild.

3.4 Singularidade e Horizonte de eventos

Todo buraco negro possui uma “fronteira”, ou seja seus limites. Na década de 50, essa
fronteira foi denominada de horizonte de eventos pelo fisico anglo-americano de origem
austriaca Wolfgang Rindler. Imagine que da mesma forma que marinheiros nao podem ver
o que se passa além do horizonte do mar, se houver astronautas externos ao buraco negro,
entao eles nao podem observar o que se passa dentro dele. Isso acontece pelo motivo
de que raios de luz emitidos a partir do interior do buraco negro sao inevitavelmente
“engolidos” para as regioes cada vez mais internas, mesmo que tenham sido direcionados
inicialmente para a parte externa do objeto césmico. O mesmo tende a acontecer em
estruturas providas de massa, que sao comprimidas de maneira indefinida no centro do
buraco negro, em uma regiao conhecida como singularidade, de volume e densidade
de energia altissima (CASTINEIROAS, CRISPINO, MARTAS E VANZELLA; 2006). A
figura 3 traz uma esquematizacao sobre singularidade e horizonte de eventos.

Isso mostra que a presenca de uma massa ird deformar o espago-tempo de tal maneira
que os todos caminhos percorridos pelas particulas irao se inclinar em direcao a massa.

Quando essas particulas se encontram no horizonte de eventos de um buraco negro, devido
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Figura 3: Esquematizagao do Horizonte de Eventos e da Singularidade de um BN
~  Horizonte de

Curva gravitacional
Representagdo de um
buraco negro

Singularidade - o ponto exato
onde localiza-se a estrela

Fonte: https://hypescience.com/wp-content /uploads/2012/08/ciclo-de-vida-estelar2.jpg

a alta acao gravitacional e distorcao do espago tempos, essas particulas sao “engolidas”
pelo buraco negro (CARROLL, 2004).

Uma outra forma de observar esse fenomeno é da seguinte maneira: para um
observador distante da regiao, os relégios que estao perto de um buraco negro parecem
ter os ponteiros se movimentando mais lentamente do que os que estao mais distantes do
mesmo. Devido a esse efeito, conhecido como dilatacao do tempo gravitacional, um objeto
que cai em um buraco negro parece diminuir a medida que se aproxima do horizonte de
eventos, levando um tempo infinito para alcanga-lo (CARROLL, 2004).

Entao, conhecida a métrica que descreve o comportamento do sistema que estamos
propostos a analisar, iremos analisar as caracteristicas do chamado Buraco Negro, que
resumidamente é um objeto de raios menores do que 2M. Com isso vamos considerar, em

nossa métrica ja vista, 6 =0 e ¢ = 0:

2M oM\ ! oM\ !
d52=0:(1—7>dt2—<1——) FE BN <1——) : (20)

Se imaginarmos cones de luz, a expressao acima nos mostra que a medida que nos
aproximamos no raio r = 2M, os cones se fechariam, assim o raio de luz nunca chegaria em
r. Numa analise mais geral, dizemos que se ggo for nulo em r = 2M é uma singularidade

na simetria analisada (CARROLL, 1997).
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Por causa da estrutura do espago-tempo de Schwarzschild, qualquer particula (até
mesmo a luz), que se encontre dentro da regido em que r < ry caird inevitavelmente na
singularidade fisica, ou seja, quando » = 0. Se temos um observador que se encontre na
regiao r > ry, esta regiao, dentro desse raio, é dito como sendo negra, porque nada, nem
mesmo a luz pode ir através do raio de Schwarzschild. Assim também temos a superficie,
definida pelo raio rg, chamada horizonte de eventos, uma vez que os acontecimentos

estao por tras dela.!

4 Termodinamica

O estudo de uma termodinamica relacionada com os objetos desse trabalho eclodiu
quando Sthephen Hawking teoriza que buracos negros emitem um tipo de radiagao, teoria
essa que deixou grande parte dos cientistas de sua época surpresos. Porém, o primeiro
indicio de que pode haver uma ligacao entre os buracos negros e a termodinamica veio
em 1970, com a descoberta matematica que a area da superficie do horizonte de eventos,
o limite de um buraco negro, tem a propriedade de sempre aumentar quando matéria
adicional ou radiacao cai no buraco negro. Além disso, se dois buracos negros colidem e
se fundem para formar um tnico buraco negro, a area do horizonte de eventos em torno
do buraco negro resultante é maior do que a soma das areas do evento horizontes ao redor

do buraco negro original.

4.1 Variaveis termodinamicas

A ligacao entre as propriedades de buracos negros e as leis da termodinamica foi
acrescentada por James M. Bardeen, Brandon Carter e Hawking (1973). A primeira lei da
termodinamica estabelece que uma pequena mudanca na entropia de um sistema é sempre
acompanhada de uma variacao proporcional na energia do sistema, onde a temperatura

do sistema é um fator de proporcionalidade. Foi Bekenstein (1973) o primeiro a notar

1O horizonte de eventos do buraco negro da galdxia MS87 fotografado em 2019 é de 20 bilhdes km.
Levando isso em consideragao, o tamanho angular do horizonte de eventos é de apenas 16 milionésimos
de 1”7, mostrando ser um objeto realmente compacto. (MATSUURA, 2020.)
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que o buraco negro “trabalha” com uma lei similar no que diz respeito a variacao de sua
massa para uma variacao da area do horizonte de eventos, que seria analogo a entropia.
Nesse caso, o fator de proporcionalidade é a chamada Gravidade de Superficie, denotada
por k, que nada mais é do que uma medida da forca do campo gravitacional no horizonte
de eventos. A semelhanca é reforcada pelo fato de a gravidade de superficie ser a mesma
em todos os pontos do horizonte de eventos, da mesma maneira que a temperatura seja
a mesma em todos os lugares em um corpo em equilibrio térmico. As caracteristicas da
massa M, area A e o momento angular J de um buraco negro estao relacionadas pela

expressao:?

oM = imSA +QoJ . (21)
&

E interessante notar que a Equagao (21) se assemelha com a primeira lei da
termodinamica, que relaciona as quantidades de energia E e entropia .S, além das variaveis

que estao interagindo entre si, em equilibrio térmico®:

dE = TdS — pdV . (22)

Olhando pelo lado da relatividade geral classica, a analogia relatada é extremamente
coerente. Cada lei da termodinamica possui uma lei correspondente na mecanica de um
buraco negro. Um sistema que atinge o equilibrio térmico em um estado estacionario
corresponde a um buraco negro em estado estacionario. Para a lei zero é a gravidade de
superficie no horizonte de eventos. Para a segunda lei, a area do horizonte de eventos
nunca diminui semelhante a entropia dos processos irreversiveis.

A afirmacao usual da terceira lei é que é impossivel atingir T = 0 em qualquer processo
fisico, ou que a entropia deve ir a zero quando a temperatura vai a zero. Para buracos
negros, isso nao funciona; acontece que k = 0 corresponde a buracos negros extremos,
que nao tém necessariamente uma area de desaparecimento. Mas a terceira lei da

termodinamica também nao funciona, no sentido de que existem sistemas fisicos comuns

2No caso do buraco negro Schwarzschild, tema deste trabalho, a expressdo se reduz a M = %H(SA,
devido ser uma métrica de cardter estaciondria.
3Na Equacao (22), o termo pdV pode ser entendido como apenas um termo de trabalho.
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que a violam; a terceira lei se aplica a algumas situacoes, mas nao é verdadeiramente
fundamental. Com isso, temos: £ — M, T — ax S — A/8ma.

Sthepen Hawking revolucionou a ideia sobre termodinamica de buracos negros quando
comecgou a pesquisar que buracos negros poderiam se comportar de acordo com a mecanica

quantica, emitindo particulas a uma taxa constante. Em seu artigo, Hawking afirma que:

“[...] O que finalmente me convenceu foi que um processo fisico
real era que as particulas que safam tinham um espectro que
era precisamente térmico: o buraco negro cria e emite particulas
e radiagdo como se ele fosse um corpo quente normal com
uma temperatura que é proporcional a superficie gravidade e

inversamente proporcional para a massa.” (Hawking, 1975).

Hawking também mostrou que os campos quanticos em um buraco negro permitem

que particulas sejam emitidas irrandiando a uma temperatura:

Ty = 2. (23)

Através disso podemos interpretar a entropia real de um buraco negro como sendo

A/4. Bekeinstein propos uma lei generalizada como sendo

(s+4) 50, o

Essa lei generalizada pode ser comprovada se associarmos a entropia de um sistema
com logaritmo do ntimero de estados quanticos possiveis.

Em seu livto A Brief History of Time, Hawking (1988) nos leva a imaginar um par
particula-antiparticula virtual (o adjetivo virtual indica que essas entidades nao podem
ser observadas), criado préximo ao horizonte de eventos de um buraco negro, tal que
um de seus elementos é absorvido pelo buraco negro (e, portanto, estd confinado ao seu
interior) enquanto o outro escapa da atragao gravitacional e é detectado por um observador
distante. O par virtual deve ser composto por um elemento de energia positiva e um de
energia negativa, mas ¢ importante salientar que o elemento de energia negativa nao

necessariamente ¢ uma antiparticula (e vice-versa). Uma vez que os elementos do par sao
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separados, eles tornam-se particulas e anti-particulas reais, isto é, entidades observaveis, e
o elemento que escapa da atragao do buraco negro pode ser detectado por um observador
distante.

Para que ocorra a “evaporacao” do buraco negro, as particulas absorvidas devem
possuir energia negativa (vide o argumento de conservagao de energia apresentado
anteriormente), enquanto as particulas que escapam do buraco negro devem ser de energia
positiva (como qualquer particula real em regides de baixa gravidade). Como um buraco
negro emite particulas sua massa e tamanho diminuem de forma uniforme, isto torna mais
facil a saida de particulas por tunelamento quantico, e assim a emissao continuard a um
ritmo cada vez maior até que, eventualmente, o buraco negro irradia-se para fora de sua
existéncia, como mostra a figura 4 (HAWKING, 1975).
awking.

Radiacao
Hawking

Figura 4: Exemplificacao da Radiagao H

BURACO £

NEGRO / :
Horizonte
de eventos

Fonte: https://bit.ly/2Sejy8w (ADAPTADO)

4.2 Calculo das Variaveis Termodinamicas

Nesta secao determinaremos a temperatura e entropia do buraco negro de
Schwarzschild. Em outras palavras, calcularemos essas quantidades associadas a métrica

dada pela Equagao (19).
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4.2.1 Temperatura

De acordo com Wald (1998), no caso em que a geometria do espago-tempo é produzida

por uma distribuicao esfericamente em rotacao, a gravidade de superficie é dada por:

1
@ == V| (25)

r=rH

ou ainda,

, (26)

1 ox® ox”
2_ - uB a . p YA v o
R = 29V04g (axu + FupX ) (axﬁ + Fﬁo’X >

onde x* = (1,0,0,Q) é o vetor de Killing, sendo = — (go3/933)|,—,,, a velocidade angular

r=rp

no horizonte de eventos.
Obviamente, como o espago-tempo de Schwarzschild é gerado por um objeto com
simetria esférica e estatico, essa velocidade angular é nula. Entao, levando isso em conta

e usando o fato que, nessa geometria, as conexoes de Christoffel nao-nulas sao

/

1 _10 _10 _ o 1 _ A 1 _ - 1 20—\,
FOO_F01—F10_57 F11_57 [y = —re™”, T35 = —sen“fe

Y

2, =r3 = %, 2, = —senfcost), Ti,=T3%, = % e I3, =T3, =cotgd, (27)

chegamos a:
1

K:m.

(28)

Finalmente, substituindo o resultado da Equacdo (28) em (23), encontramos a

temperatura do buraco negro de Schwarzschild:

1

Ty = .
B=srMm

(29)

A Equacao (29) nos permite afirmar que os grandes buracos negros emitem menos
radiacao do que os pequenos. A partir da equacao da temperatura?, também podemos
concluir que um buraco negro estelar de 1 massa solar tem uma temperatura Hawking de

62 nanokelvins, o que é muito menor do que os 2,7 kelvins da temperatura da radiacao

4Neste trabalho estamos utilizando o sistema natural de unidades. Porém, se assim néo fosse, terfamos
encontrado a expressio Ty = hc®/87GkpM, a qual nos permitiria estimar o valor da temperatura para
uma dado buraco negro.
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césmica de fundo de microondas. Vale salientar que buracos negros de massa estelar
ou maior recebem mais massa do fundo césmico de microondas do que emitem pela
radiacao Hawking e, portanto, crescerao em vez de encolher, o que é mostrado na figura
5, onde existe uma diminui¢ao da emissao da temperatura a medida que a massa do objeto

aumenta com o tempo.

Figura 5: Grafico da temperatura em fungao da massa do BN de Schwarzschild.

=
o
.
ka2 o
=
[
.

Fonte: Prépria

4.2.2 Entropia

Como dito na secao anterior, as leis termodinamicas para um buraco negro possuem
analogias com as relagoes de massa e energia. Assim, a entropia S pode ser determinada

pela integral:

s [ -

Logo, usando a Equagao (29), obtemos:
S:/SWMdM:>S:47TM2, (31)

ou ainda,

: (32)
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Figura 6: Entropia do BN de Schwarzschild
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0 1 2
M

]

Fonte: Prépria

onde A é a drea da superficie que define o horizonte de eventos. Este resultado mostra
que quanto maior o buraco negro, maior sera a entropia. Além disso, a expressao acima
estd de acordo com a relacao entre entropia e area, obtida a partir da equivaléncia entre
as leis da termodinamica e as de um buraco negro.

De fato, é notavel pela figura 6 o comportamento da entropia de um buraco negro em
acordo com a Equacdo (32), onde a mesma cresce de maneira exponencialmente onde,
a medida que a massa M aumenta, também aumentara a area do horizonte de eventos
e como consequéncia também a entropia, em concordancia com a andlise realizada na

subsecao 4.1.

5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, vimos que existem diversas solucoes das equagoes do campo
gravitacional de Einstein de dificeis solugoes por serem solugoes exatas. Mas, uma das
solugoes mais simples, além de ser uma das primeiras, realizada em 1916 que ocasiona
numa interpretacao fisica mais simples é a de Shwarszshild, que considera uma métrica que

é obtida através de uma distribuicao esfericamente simétrica da matéria. Realizamos todo
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o caminho para se obter essa solugao com sucesso. Através dessa solugao encontramos o
Raio de Schwarszshild, onde a partir disso pudemos definir os conceitos de singularidade
e horizontes de eventos.

Depois te ter conhecido como buracos negros se formam e os conceitos de singularidade
e horizonte de eventos, notamos que tem caracteristicas que relacionam a termodinamica
classica com a temperatura de um buraco negro, onde a variacao da area do horizonte de
eventos e sua massa seria andloga a entropia e a temperatura teria uma analogia com um
fator de proporcionalidade juntamente com a gravidade de superficie. Essa ideia persistiu
até quando Hawking verificou a possiblidade do fenémeno do tunelamento quantico em
um buraco negro, onde particulas passariam pelo buraco negro em pares e ap6s um longo
tempo o buraco negro “evaporaria”’ para o espaco por causa desse efeito. Essa evaporagao
¢ a chamada radiacao Hawking.

Finalmente, usando a expressao da temperatura, proposta por Hawking, vimos que
a temperatura do BN de Schwarzschild é inversamente proporcional a massa, mostrando
que quanto menor for o BN, maior serd a radiacao emitida. Além disso, no céalculo da

entropia, verificamos que tal quantidade cresce como quadrado da massa.
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