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RESUMO

Otimizacao é uma forma de se encontrar as melhores alternativas para se chegar aos
objetivos desejados. Neste trabalho, aborda-se ao que chamamos de Problemas de Oti-
mizacao. Inicialmente, apresenta-se um pouco da histéria a respeito da origem dessa classe
de problemas e, em seguida, alguns problemas classicos da geometria. Posteriormente,
apresenta-se alguns problemas envolvendo desigualdades aritméticas e o embasamento
tedrico acerca do Calculo Diferencial necessario para o uso do Método dos Multiplicado-
res de Lagrange que ¢é usado para determinar pontos de maximos e minimos de fungoes
sujeitas a algumas restricoes. Esse método nos fornece um roteiro que permite resolver
uma gama de problemas em varias areas de conhecimentos, problemas estes que a Ma-

tematica nao dava conta de resolver até entao.

Palavras-chave: Problemas de Otimizacao. Multiplicadores de Lagrange. Calculo Dife-

rencial.



ABSTRACT

Optimization is a way to find the best alternatives to reach the desired goals. In this
work, we approach what we call Optimization Problems. Initially, a little history of
the origin of this class of problems is presented, followed by some classical geometry
problems. Subsequently, it presents some problems involving arithmetic inequalities and
the theoretical foundation about the Differential Calculus necessary for the use of the
Lagrange Multiplier Method, which is used to determine maximum and minimum points
of functions subject to some restrictions. This method provides us with a roadmap that
allows us to solve a range of problems in various areas of knowledge, problems that

Mathematics was not able to solve until then.

Keywords: Optimization problems. Lagrange multipliers. differential calculus.
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1 INTRODUCAO

Na atualidade, cada vez mais esta se intensificando a busca pelo aumento da eficiéncia
dos processos e a diminuicao dos custos empregados neles. Assim, estamos sempre bus-
cando encurtar distancias com intuito de otimizar o tempo ou economizar recursos fi-
nanceiros. Agindo dessa forma, buscamos maneiras de melhorar a aplicagao de recursos,
melhorando dessa forma, a receita obtida.

A matemadtica mostra ser uma ferramenta que auxilia no processo de tomada de de-
cisoes criando métodos que possibilitam encontrar solugoes 6timas para os problemas.
Podemos inferir que a esséncia da otimizagao é obter dentre um conjunto de alternativas
disponiveis, a op¢ao que melhor se adeque as nossas necessidades, ou seja, resolver um
problema de otimizagao, nada mais é, do que determinar uma solu¢ao ou um conjunto de
solugoes 6timas para uma determinada funcao ou conjunto de fungoes.

A Otimizacao trata-se de uma area de estudo que possui abundante aplicabilidade,
tendo uma importancia fundamental nas mais diversas areas de estudos, ao passo que a
dificuldade de se encontrar as melhores solugoes aumenta surge a necessidade de se criar
técnicas matematicas e computacionais que melhorem o processo de tomada de decisao.

O objetivo do trabalho é estudar os problemas de otimizacao com o intuito de encontrar
solugoes 6timas para questoes envolvendo conceitos de geometria, desigualdades algébrias
e Célculo Diferencial. Com o propdsito de alcancar os objetivos propostos, o trabalho
esta dividido da seguinte maneira:

No Capitulo 1, aborda-se um pouco da histéria dos problemas de otimizacao, desde os
primeiros problemas de que se tém registro até os tempos atuais. Para isso, apontamos,
de forma cronoldgica, os principais matematicos que contribuiram para o desenvolvimento
dessa linha de pesquisa.

No Capitulo 2, apresenta-se alguns problemas classicos que surgem de forma usual em
nosso cotidiano e esttao presentes no ambito da Geometria, apresentando suas solucoes
através de argumentos geométricos.

No Capitulo 3, descreve-se alguns problemas que versam acerca dos maximos e minimos
na aritmética, apresentando algumas desigualdades, suas demonstracoes e algumas aplicagoes
em problemas reias.

No Capitulo 4, enuncia-se as defini¢oes acerca das funcoes de varias variaveis, presentes
no Caculo Diferencial, que sao pré-requisitos para a solug¢ao dos problemas de otimizagao
por meio do uso do Método dos Multiplicadores de Lagrange. Esse método consiste
em resolver problemas de otimizagao que estao sujeitos a uma ou mais restrigoes nos

permitindo analisar situagoes mais gerais.
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2 UM POUCO DE HISTORIA ACERCA DOS PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO

2.1 A origem dos problemas de otimizacgao

Segundo Galeév (1991) o problema mais antigo de que se tem relato, que trata da
determinacao de maximos e minimos, ¢ o chamado Problema Isoperimétrico: “De-
terminar dentre todas as curvas fechadas de um dado comprimento, aquela que possui a
maior area”. Esse problema, que é contado na Eneida de Virgilio (70 a.C. - 19 a.C.), teve
origem na Grécia Antiga, em meados do século IX a.C., e é conhecido como A Lenda de
Dido.

De acordo com a lenda, Dido (ou Elisa) era uma princesa fenicia, irma do rei Pigmaleao
e casada com Sicarbas. Ao descobrir que seu irmao foi o mandante da morte de seu marido
com intensao de se apossar de suas riquezas, Elisa ficou aterrorizada e resolveu fugir. Em
segredo carregou os barcos com seu tesouro e fugiu juntamente com outros cidadaos que
viviam insatisfeitos com o reinado de Pigmaleao.

Ela seguiu em direcao ao norte da Africa, e atracou na cidade de Cartago, atual
Tunisia. Elisa e seus seguidores foram muito bem recepcionados pelos nativos da regiao,
e apos ser acolhida, solicitou ao rei que lhe vendesse algumas quantidades de terra para
que se estabelecesse juntamente com seus seguidores. Entao o rei local lhe disse que ela
poderia se apossar de toda terra que pudesse carregar em uma bolsa feita da pele de um
unico animal.

Elisa nao tinha outra opgao que nao fosse aceitar tal proposta, entao ela, ou algum
conselheiro seu, teve a brilhante ideia de cortar a pele do animal que lhe foi cedido em
tiras muito finas, juntou todas as tiras umas nas outras e cercou uma porcao de terra a
beira-mar formando um semicirculo se aproveitando do mar para servir de extremo, dessa
forma tomou a maior quantidade de terra que era possivel.

Certamente a solugao encontrada por Elisa para esse problema foi por pura intuicao,
afinal, a solucao formal desse problema é bastante complexa e s6 foi demonstrada mais
de um milénio depois. Nao se sabe o quanto desta historia é verdade e o quanto é lenda,
o que fica bem evidente é que nessa época ja se demonstrava interesse por essa area do
conhecimento, e ja se apresentavam alguns resultados bastante plausiveis.

Tempos depois outros povos também utilizaram a mesma técnica como forma de
protecao, haja vista que naquela época haviam muitas guerras e tentativas de invasao, as
cidades possuiam muros de contencao em volta delas. Como os muros custavam muito
tempo e dinheiro para serem construidos, tentavam construi-los da forma menos extensa

possivel, como mostram as figuras a seguir:
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Figura 1 — Cidades de Paris (Franca) e Colonia (Alemanha)

oA ik

Fonte: wikipédia

2.2 O primeiro Problema de Otimizacao registrado em uma obra matematica

Embora se tenha relatos de que desde a época mencionada anteriormente ja se demons-
trava interesse por buscar solugoes 6timas para alguns problemas, o primeiro problema
registrado de fato em uma obra matematica, estd presente na famosa obra de Euclides:
Os FElementos, que é datada do século IV a.C., aparece nos livros III e VI. Sao problemas
que versam acerca da geometria no plano (GONZALEZ, 2013).

Euclides ¢é considerado um dos maiores mateméaticos da Grécia Classica e também
de toda histéria da matematica. Viveu entre os anos de 330 a.C. e 260 a.C. Apesar de
boa parte de sua obra ter se perdido ao longo do tempo, ainda restaram alguns trabalhos
escritos por ele, entre eles os treze livros que fazem parte dos Elementos. Os problemas
sobre méximos e minimos encontram-se no livro III: proposicoes 7, 8, 15 e 16 e sao sobre
circunferéncias. Encontramos também a proposigao 27 do livro VI que fala sobre figuras

planas.
2.3 Outras contribuicoes importantes

No decorrer da histéria, varios matematicos se dedicaram a estudar os problemas
extremais, e deixaram em suas obras, escritos que contribuiram posteriormente para o
desenvolvimento desse ramo de estudo da Matematica. Entre eles podemos destacar o
trabalho de Apolénio (262 a.C - 190 a.C) com sua obra As Cdnicas, que possuiam
oito volumes, tendo dedicado o quinto livro de sua cole¢ao ao estudo de segmentos de
comprimento maximo e minimo tragados em relagdo a uma conica, conforme (FEITOSA,
2015).

Outro matematico que contribuiu no estudo dos problemas de otimizacao segundo
Aratjo Junior (2018) foi Zenodorus (200 a.C. - 140 a.C.), matemadtico da Grécia antiga,
foi pioneiro no estudo de figuras isoperimétricas e estudou a area de uma figura tendo o

valor de seu perimetro fixado e o volume de um sélido tendo o valor da superficie fixada,
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e provou que o triangulo equilatero é dentre todos os triangulos de perimetro fixo aquele
que possui a maior area.

Um dos problemas sobre méximos e minimos mais conhecidos na geometria é o da
lei da reflexdo da luz estudado pelo matemaético grego Heron da Alexandria (10 - 70).
Heron ficou muito conhecido pela férmula que leva seu nome, e é usada para encontrar
a area de um triangulo através da medida dos seus lados. A respeito do problema da

refracao da luz e os resultados alcancados por Heron, Boyer menciona que:

Heron se interessava por mensuracdo de todas as formas [...] foi Heron
quem mostrou, por um argumento geométrico simples, numa obra chamada
Catoptrica (ou reflexao), que a igualdade dos dngulos de incidéncia e reflexao é
uma, consequéncia do principio aristotélico que diz que a natureza nada faz do
modo mais dificil, isto é, se a luz deve ir de uma fonte S a um espelho MM’ e
entdo ao olho E de um observador, o caminho mais curto possivel SPE e EPM’
é aquele em que os angulos SPM e EPM’ sdo iguais (BOYER, 1996).

Embora muito se tenha estudado a respeito e se tenha chegado a muitas conclusoes
plausiveis, mesmo que sem demonstragoes formais elaboradas, até meados do século XVII
nao foi determinado nenhum método geral que permitisse se chegar a repostas exatas dos
problemas sobre otimizacao.

De acordo com Feitosa (2015), o primeiro procedimento de cardter geral com intuito
de encontrar maximos e minimos foi descrito pelo matematico francés Pierre de Fermat
(1601 - 1665) no ano de 1630. O método criado por Fermat é encontrado na maioria dos
livros de cédlculo da atualidade, o teorema que recebe seu nome afirma que uma condigao
necessaria para a existéncia de um extremo em um ponto num intervalo do dominio de
uma funcao, é que a derivada nesse ponto seja nula. Esse resultado foi obtido por Fermat
somente vélido para polinémios e generalizado por Isaac Newton (1643 - 1727) algum
tempo depois.

Posteriormente, no século XVIII, os matematicos Joseph-Louis Lagrange (1736 -
1813) e Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) foram responsaveis por criar procedimentos
para resolugao de problemas sobre maximos e minimos de fungoes de varias variaveis,
restritas e irrestritas. As contribui¢oes dadas por Euler e Lagrange possibilitaram a
solugao de problemas em que o elemento a ser otimizado nao é um ntmero real e nem um
vetor n dimensional, mas sim uma func¢ao. Dessa forma foi possivel chegar a solucao de
problemas como o conhecido Problema da Braquistocrona, que busca encontrar a trajetoria
de uma particula sujeita a um campo gravitacional constante, sem atrito e com velocidade
inicial igual a zero, que se desloca entre dois pontos no menor intervalo de tempo possivel.

Tais resultados deram origem ao Calculo Variacional, que generaliza os métodos de

determinacao de extremos de funcgoes reais de uma variavel real do Célculo Diferencial.
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2.4 Os problemas de otimizagao na atualidade

O estudo de maximizacao e minimizacao de funcgoes teve inicio através de métodos
classicos, e a necessidade de resolver tais problemas contribuiu para o surgimento do
Célculo Diferencial e do Calculo de Variagoes. Apesar das contribuigoes valiosas dos ma-
temadticos, ja citados anteriormente, terem tido fundamental importancia nesse processo,
com o desenvolvimento desenfreado da humanidade em todos os seus ambitos, essas con-
tribuigoes se tornaram pequenas para o avango nas técnicas de otimizagao e muito pouco
progresso foi obtido até mais ou menos a metade do século XX. Na atualidade, devido
ao aumento da complexidade dos problemas, os recursos computacionais tém se tornado
importantes instrumentos nas simulacoes e na busca de melhores solucoes para os proble-
mas de Otimizacao. Quando os computadores digitais comegaram a ganhar velocidade,
houve um grande avanco nos procedimentos de otimizacao, com o desenvolvimento de
novas técnicas. Para mais detalhes, indicamos (CORREA, 2016).

Uma das areas mais importantes atualmente no estudo de otimizacao é a Programacao
Linear, tal ramo consiste em otimizar fungoes lineares sujeitas a restrigoes lineares. O ma-
tematico russo Leonid Vitaliyevich Kantorovich (1912 - 1986), motivado pelos pro-
blemas de uma empresa de producao de madeira onde foi convidado a prestar consultoria
desenvolveu esse ramo para soluciona-los. O ramo da Programacao Linear passou pelo seu
apice na década de 1940 quando o americano George Dantzig (1914 - 2005) formulou
o conhecido problema do transporte, e criou o algoritmo que solucionava o problema, o
Método do Simplex. Tal algoritmo permite resolver qualquer problema de Programacao
Linear. Esse fato foi muito importante para o desenvolvimento desta linha de pesquisa

pois possibilitava a aplicagao em intmeras areas.
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3 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO NA GEOMETRIA

Neste capitulo apresentamos alguns problemas de otimizagao bastantes conhecidos
na Geometria. A solucao dos problemas apresentados nesta se¢ao, na sua maioria, nao
requerem o uso do Caélculo Diferencial, o leitor percebera que quando tratamos acerca
dos problemas de otimizacao, muitas vezes é mais dificil modelar a fun¢ao que descreve o
problema do que resolvé-lo de fato. Sendo assim, esse tipo de problema requer uma certa

atencao com os dados que analisamos.
3.1 O Problema de Heron

Esse problema é bastante conhecido na geometria, e leva esse nome em homenagem
ao matemdtico grego Heron de Alexandria (10 d.C. - 70 d.C.). Tal problema ji era
conhecido por matematicos que o antecederam, mas foi Heron quem o demonstrou por
meio de argumentos geométricos simples, em sua obra chamada Catdptrica (ou Reflexao),
quando estudava acerca da Lei da Reflexao da Luz. Sua solugao é uma consequéncia
direta do principio de Aristételes, o qual afirma que a natureza nada faz do modo mais
dificil. Logo, se a luz precisa ir de uma fonte luminosa A a um espelho r e voltar a um

observador B, de certo, ela deve seguir o caminho que seja o mais curto possivel.

3.1.1 Solucao do Problema de Heron

Para seguirmos com a apresentacao do problema vamos enunciar a condi¢ao de existéncia

de um triangulo como um lema que serd usado a seguir.

Lema 3.1 (Condicao de Existéncia de Triangulos). Dados trés segmentos de reta distin-
tos, se a soma das medidas de dois deles € sempre maior que a medida do terceiro, entao,

eles podem formar um triangulo.
O problema de Heron ¢é descrito da seguinte forma:

Proposicao 3.1. Seja uma reta r e dois pontos A e B localizados no mesmo plano de r.
Determine uwm ponto P sobre a reta r de tal forma que a soma AP + PB seja a menor

Ppossivel.

Demonstracao: Sejam P, () e R pontos quaisquer sobre uma reta r, tal que P esteja
entre ) e R, e sejam também « e § as medidas dos angulos fomentados entre os segmentos
de reta AP e P() e os segmentos BP e PR, respectivamente.

Agora, se refletirmos os segmentos AP e BP em relacao a reta r obtemos respectivamente
A'P e B'P. Por conseguinte, segue que, o/ e 4’ sao as medidas dos angulos formados entre
os segmentos de reta A’P e P(@), e os segmentos B’P e PR respectivamente, conforme

ilustra a figura 2 (a esquerda):



16

Figura 1 — Solugao do Problema de Heron

Fonte: Elaborada pelo autor

Note que, AP+ BP = A’P + B'P, e perceba que a soma AP + B'P é minima quando
os pontos A, P e B’ sao colineares. Haja vista, que qualquer outra posicao que o ponto
P se encontre na reta r, implicaria na existéncia de um triangulo de vértices AB'P.

Mas pela condicao de existéncia de um triangulo, conforme lema anterior, segue que,

AB' < AP+ B'P, ¢ portanto, a soma AP + B'P é minima quando os pontos A, P e B’ sdo
colineares.

Analogamente, a soma BP + A’P é minima quando os pontos A’, P e B sdo colineares.
Todavia, os pontos A, P e B’ sao colineares ou A’, P e B sao colineares, exatamente
quando os angulos a+a’ e §+ (' sao opostos pelo vértice, conforme a figura 2 (a direita):

Dai, segue que, a+a’ =+ '. Mas a=a’ e = '. Entao 2a = 23, e portanto, a = 5.
Dessa forma, concluimos que a distancia AP + BP é minima quando o ponto P é tal que

AP, BP formam angulos congruentes com a reta r. ]
3.2 O Problema de Steiner

O problema de Steiner é bastante antigo e sempre despertou interesse na comunidade
cientifica. Segundo Fonseca (R), talvez Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), em 1836,
tenha sido o primeiro matematico a formular um problema dessa natureza. Mas Courant
e Robbins, em seu livro What is Mathematics? abordaram o problema dando reconhe-
cimento a Steiner, por ter tratado do caso p = 3, e deixando de lado as contribuigoes
de Fermat, Gauss, Jarnic e Kossler. Devido ao grande sucesso do livro o problema
acabou ficando conhecido como Problema de Steiner.

Vamos enunciar um lema que nos serd 1til na solugao desse problema.

Lema 3.2. Toda reta tangente a uma circunferéncia K € perpendicular ao raio no seu

ponto de tangéncia.
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3.2.1 Solucao do Problema de Steiner

O Problema de Steiner, é simples, mas bastante intuitivo, e pode ser enunciado da

seguinte forma:

Proposicao 3.2. Dados trés pontos A, B e C' em um plano, um quarto ponto P € procu-
rado, tal que, a soma a + b+ c seja minima, em que a,b,c representam, respectivamente,
as trés distancias de P a A, B, C.

Demonstracgao: Primeiro vamos analisar o caso trivial, em que os pontos A, B e C' sao
colineares e o B estd situado entre A e C. Para este caso, obviamente, o ponto P que

procuramos coincide com B, como mostra a figura 2:

Figura 2 — Pontos A, B, C' colineares

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, para o caso em que A, B e C sao nao colineares, consideremos o triangulo de
vértices ABC'. Dessa forma, temos duas situagoes para analisar, se P é um ponto interior
ou exterior ao triangulo ABC'. Note que, se P é um ponto exterior, entao existe um ponto
P’ sobre um lado do triangulo tal que P’A+ P'B+ P'C < PA+ PB + PC. Como mostra
a figura 3:

Figura 3 — Ponto P’ sobre o segmento BC'

Fonte: Elaborada pelo autor
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Assim, nos resta verificar o caso em que P é um ponto interior ao triangulo ABC.
Considere a circunferéncia K que tem como centro o vértice C' do triangulo e raio c.
Entao o ponto P que procuramos deve estar sobre a circunferéncia K de tal modo que
PA+ PB seja a menor distancia possivel. Se A e B estao fora de K, considere a reta r
que tangencia K no ponto P e é perpendicular ao segmento PC, entao, pelo Problema
de Heron, sabemos que PA + PB é minima quando os angulos formados entre PA e PB
com a reta r forem iguais, e consequentemente os angulos formados com o segmento PC'

forem iguais. (Veja a figura 4)

Figura 4 — Pontos A e B fora do circulo K

Fonte: Elaborada pelo autor

Aplicando o mesmo raciocinio para a circunferéncia de raio a e centro no ponto A
e para a circunferéncia de raio b e centro no ponto B, concluimos que os trés angulos
formados por PA, PB e PC' sao iguais e consequentemente iguais a 120°. Note que, a
partir dessa construcao, nenhum dos dois pontos A ou B poderia pertencer ao interior da
circunferéncia, pois nesse caso os angulos formados por PA, PB e PC nao seriam iguais
a 120°, uma vez que se A, por exemplo, estivesse no interior da circunferéncia, teriamos
CPA <90°, contrariando a hipdtese.

O matemadtico inglés Thomas Simpson (1710 - 1761) desenvolveu um esquema de
construcao geométrica que permite obter o ponto P. A construcao é bem simples e
consiste em criar trés triangulos equildteros a partir dos lados do triangulo formado pelos
pontos A, B e C. Simpson mostrou que o ponto P procurado é a intersecao das trés

circunferéncias circunscritas nos trés triangulos equildteros. (Veja a figura 5)
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Simpson mostrou também que o ponto P que procuramos pode ser encontrado criando
um segmento de reta unindo os vértices A, B e C' aos seus respectivos extremos A’, B’ e

C’. como na figura 5:

Figura 5 — Construcao de Simpson para obter o ponto P

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3 Desigualdade Isoperimétrica para Tridngulos
3.3.1 Solucao da Desigualdade Isoperimétrica para Triangulos

O problema pode ser descrito da seguinte forma:

Proposicao 3.3. Dentre todos os triangulos com apenas um perimetro P fixado, qual o

que possui maior drea !

Demonstracao: Considere um triangulo de lados a,b e , ao aplicarmos a férmula de

Heron para calcular drea de triangulos em funcao de seus lados, segue:

a+b+c

A=p(p-a)(p-b)(p-c), comp=—

Por outro lado, sabemos que a média geométrica e aritmética, por definicao, sao dadas

respectivamente por:
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ay+as+ ... +ay

mg(ar,as, ...,a,) = Yaras...a, € me(ay,az,...,a,) =

Agora, pelo teorema da desigualdade da médias, temos que, m, > m,. Assim podemos

n

afirmar que:

(p—a)+(p;b)+(p—c) > (p-a)p-b)(p-o).

somando os termos semelhantes, obtemos

e (R s

e como a+ b+ c=2p temos

L Y- - D0,

que implica

L2 Y- 0m-)m-o).

e elevando ambos os membros ao cubo, obtemos

L2 (- a)o- ) (o).

Multiplicando a desigualdade por p, concluimos que:

2 -a)-0-0) > Lo hi-ae-De-9 G
L Py (3.2)

3V3

Observe que em (2.2) ocorre a igualdade apenas quando os lados forem iguais, ou seja,
p-a=p-b=p-c<a-= [i: c. Logo, o triangulo sera equilatero, e consequentemente

possui lados congruentes a gp. [ ]

3.4 Desigualdade Isoperimétrica para Quadrilateros
3.4.1 Solucao do Problema Isoperimétrico para Quadrilateros

O problema isoperimétrico para quadrilateros pode ser descrito da seguinte forma:

Proposicao 3.4. Dentre todos os quadrildteros de perimetro fixado, o de maior drea € o

quadrado.

Para a demonstracao dessa proposicao vamos utilizar os seguintes lemas:
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Lema 3.3. Um quadrilditero ABCD ¢ inscritivel se, e somente se, seus angulos opostos

sao suplementares.

Sua solucao sera dividida em duas etapas. Inicialmente, vamos demonstrar o lema a

seguir:

Lema 3.4. Dentre todos os quadrildteros de perimetro fixado, o de maior drea € o ins-

critivel.

Demonstracao: Vamos utilizar a férmula de Bretschneider para o calculo da area de
quadrilateros em func¢ao de seus lados. A demonstracao dessa férmula pode ser encontrada
em (PEDROSO, 2003).

Sejam A, B,C, e D os vértices do quadrilatero convexo de lados
a=d(A,B), b=d(B,C), c=d(C,D) e d=d(D,A)

e angulos A, B,C e D, tais que, o angulo A é oposto ao angulo C e o angulo B é oposto

ao angulo D. Temos pela férmula de Bretschneider, que sua drea S é dada por:

S = \/(p—a)(p— b)(p-c)(p-d) - %abcd[l +cos(A+C)],

a+b+c+d
em que p = — Como o valor de S é dado por uma subtracao, quanto menor for o

valor de %abcd[l + COS(A\+ @)] maior serd o valor de S. Assim, para que o valor de S seja
maximo, basta minimizar 1 +COS(Z+ 5), e isso acontece quando COS(ZJr 5) = -1, ou seja,
A+C =7, que significa que o quadrildtero possui pares de angulos opostos suplementares.
Assim, pelo Lema 2.3, conclui-se que o quadrilatero de perimetro fixado com maior area
¢ o inscritivel. [

Agora, vamos provar que dentre os quadrilateros inscritiveis o que possui maior area

é o quadrado.
Proposicao 3.5. Dentre todos os quadrildteros inscritiveis, o de maior drea € o quadrado.

Demonstracgao: Sejam A, B,C, e D os vértices de um quadrilatero inscritivel, BD uma
diagonal desse quadrilatero, de lados a = d(A, B), b=d(B,C) e c=d(C,D)ed=d(D,A)
e angulos A, B,C e D, tais que os angulos A e C sao opostos e os angulos B e D também o
sao. Assim, sua area pode ser calculada em duas etapas, calculando as areas dos triangulos
(Veja figura 6) ABD e BC'D. Temos:

Alzad~sena;
2
A, = bc-sen 3

2 I
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Figura 6 — Quadrilatero de vértices A, B, C e D

Fonte: Elaborada pelo autor

e entao

ad-sena  bc-sen 3
AT = +
2 2

Dai, para que Ar seja maxima, é preciso que A; e A, tenham o maior valor possivel.
Perceba que isso acontece quando sen « e sen 3 possuem valor maximo, ou seja, quando « =

™ . . N ~ ~
B = 3 e isto nos diz que os triangulos ABD e BC'D sao retangulos, e consequentemente
o quadrildtero é um retangulo, ou seja, possui um par de angulos opostos suplementares,
portanto inscritivel.

Para encerrar a demonstracao, vamos verificar que o retangulo de maior area é um
quadrado. Assim, seja um retangulo de vértices A, B, C' e D de lados = e y. Logo, a

area e o perimetro sao dados respectivamente por
Ar=xz-y e p=2x+2y.

Agora, isolando y em p e substituindo na féormula da area, obtemos:

_ xp - 222
==

Dessa equagao do segundo grau, podemos determinar seu maximo, uma vez que seu

Ar
coeficiente lider é negativo, encontrando seu Vértice:

(b -A (P
V‘(za’zm) = V‘(4’4)‘

Portanto, x =y = g e, consequentemente, o quadrilatero é um quadrado. [
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4 DESIGUALDADES E PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

este capitulo apresentamos e demonstramos o caso geral de algumas desigualdades
conhecidas da Matematica. As desigualdades podem ser consideradas ferramentas que
podem auxiliar na resolugao de alguns problemas extremais, como exemplificaremos ao

final deste capitulo. Vejamos, a seguir, algumas desigualdades classicas da Matematica.
4.1 Desigualdade de Bernoulli

A desigualdade que apresentamos nesta secao recebe este nome por causa dos irmaos
Bernoulli (Jacob e Johann Bernoulli, matematicos suigos do século XVIII). Essa desi-
gualdade tem muitas aplicacoes em problemas de varios ramos da Matematica, pcomo
roblemas relacionados a Analise Combinatdria entre outros. E pode ser enunciada da

seguinte forma:

Proposicao 4.1. Dados n natural e x > -1 real, temos (1 +x)" > 1+ nx, sendo que a

1qualdade so ocorre para n > 1 se, e somente se, x = 0.
Demonstracao: Podemos provar esta desigualdade usando indugao matematica. Se
n =1, vale a igualdade, ja que

(1+z)=1+2 = (1+z)'=1+1-2.

Agora, suponha que (1+z)* > 1+kx seja verdade, com k € N; como 1+z > 0, multiplicando

ambos os lados da desigualdade por (1 + ), temos:

(I+x)Q1+2)*>Q+2)(1+kz) = (Q+z)*>(1+2)(1+k)

= (1+2)"1>1+(k+ 1)z +ka?

Como o termo kxz? > 0, segue que

(T+2)" >1+(k+ 1

Assim, como f(k) = f(k+ 1), segue, que o resultado vale para todo inteiro n > 0.
Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, (1+z)* =1+ kx e kx? = 0. Ou seja, a

igualdade ocorre se, e somente se, x = 0. [
4.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz é uma ferramenta que auxilia na prova de outras
desigualdades, além de servir como alternativa na determinacao de valores extremos de

funcoes sem a necessidade de recorrer ao uso do Calculo Diferencial. Ela leva esse nome em
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homenagem aos matematicos Augustin Cauchy e Hermann Amandus Schwarz, principais

nomes do seu estudo. Esse teorema é enunciado da seguinte forma:

Proposicao 4.2. Sejam x1,29, -, X, € Y1,Ya, -+, Yn T€0LS dados n > 1, entdo

Ty y1 + o+ TpYn| SN T2 e+ 22\ YR e+ 2

Além disso, teremos a igualdade se, e somente se os x; e os y; forem proporcionais, isto

¢, se, e somente se, existir um real positivo X tal que y; = \x; para todo 1.

Demonstragao: Vamos considerar a seguinte funcao f do segundo grau
F() = (et =y1)? + (ot —yo)* + -+ + (2t — yp)*
Desenvolvendo os binomios, segue
F() = (@7 + 25+ + 228 = 2(ryns + aga + - + Ty )+ (YT + 45+ + U3).

Agora, perceba que f(t) se trata de uma soma de quadrados, logo, temos f(t) > 0 para

todo t € R e, portanto, devemos ter A <0, o que implica
A(@rys + woyo + o+ Tay)® <A(] + 25+ + 20) (U1 + YT + )

Dividindo esta inequacao por 4 e extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, temos:

w1y + o+ Tyl SN 4+ 22N Y+ g2

como queriamos.

Por outro lado, se houver igualdade, teremos A =0, e o trindmio tera uma raiz real \ :
(I’l)\ - y1)2 + (],'2)\ — y2)2 + -+ (]}n/\ - yn)2 =0.

Mas para essa igualdade acontecer todos os binomios devem ser nulos, ou seja, y; = Az;
para todo 1 <7 <n. Logo, se houver a igualdade, os x; e y; devem ser proporcionais. E

logicamente, se eles forem proporcionais a igualdade ocorrera. [

Também podemos escrever esta desigualdade em uma composicao diferente, por meio
de uma forma alternativa que apresenta um formato caracteristico. Esse formato da
desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser vantajoso por possibilitar a sua associagao com
problemas geométricos, principalmente no que se refere a triangulos. Assim, veremos que

a desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser escrita como:
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(M + Mg + - +my)? < (% + % bt %) (muky +moks + -+ mpky,), com ky, k € RE.
1 2 n

Agora, observe que, se considerarmos o caso n = 3, segue a seguinte desigualdade:

myp Mg Mg
—_— + — (mlk‘l + mgk’g + mgk'g),

(m1+m2+m3)2s(k1 "

que ratifica a possibilidade de aplicacao direta em problemas de cunho geométrico, prin-
cipalmente para o caso de triangulos, uma vez que, observamos a existéncia da notacao
de semiperimetro, da razao entre lado e altura do triangulo e das areas dos triangulos m;
com alturas k; nessa desigualdade.

Vejamos, agora, como obter essa configuragao a partir da desigualdade de Cauuchy-

Schwarz. Inicialmente, considere as seguintes indentidades:

2 M o 1 2 _Mn
ay = y g = y oo A = )
kl k2 kn
além disso,
2 _ 2 _ 2 _
bl = mlkl, b2 = mgkg, R bn = mnkn.

Agora, observe que, ao calcularmos o produto entre as indentidads de indices correspon-

dentes, teremos:

a2b? =m?, a3b3 =m3, ... a’b? 2

Ademais, extraindo a raiz dessas indentidades, concluimos que:

albl =Mmq, agbg =Mma, ... anbn =my.

Por fim, basta observar que

[Ty + -+ Tnt| S V224 22\ 4 2

é equivalente a

(1ys + -+ Tpyn)® < (@7 + -+ 20) (YT + -+ y7)

e substituir as indentidades encontradas, que teremos
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mi mo m
— + --+—”) (myky + moky + -+ myk,),

(m1+m2+“'+mn)2g(k1+/€_2 S

como queriamos.
4.3 Desigualdade entre as Médias

O conceito de média é bastante importante na matematica, pois permite representar
uma sequéncia de nimeros por um numero que atende a uma determinada caracteristica.
Assim, dada uma sequéncia finita de ntimeros reais (x1,zs,...,%,) € uma operagao *
definida sobre os numeros dessa sequéncia, definimos uma Média dos elementos dessa

sequéncia com respeito a operagao * como sendo um numero real M tal que:

Ty *Xogx-rkxy =M+ M*---x M

n-termos

Vale a pena destacar uma propriedade importante de uma Média que diz que: min{z;} <
M <max{x;}, comi=1,2 ... n. Assim, logicamente se x1 = x5 =--+ = x,,, a média é igual
a estes numeros, conforme (MORGADO, 2001).

4.3.1 Meédias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica

Inicialmente, vamos definir o que sao médias, definigdes que foram extraidas de (CAR-
TAGENES, 2014).

Definicao 4.1. Dada a sequéncia de numeros reais xy,Ts,X3,...,Ty, 1> 1, chamamos

de média aritmética o numero real, que indicamos por T, tal que

T1+xo+2T3++Tp,=T+T+--+T=nX.

n termos
ou seja,
_ Ti+Tat+azt+eo+x, 1E
T = = — Z Z;.
n n i,
Definicao 4.2. Dada uma sequéncia de niumeros reais nao nulos ri,xs, T3, ..., T, COM

n>1 chamamos de média geométrica o nimero real T, associado a essa sequéncia, através

da operacao de multiplicacao, tal que

T1Tg... Ty =TTy .. T4 :f”;
————
n-termos

entao,
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Definicao 4.3. Dada uma sequéncia de nimeros reais x1,xs, 23, ..., T, comn >1 chama-
mos de média harmonica o numero real T) associado a essa sequéncia, através da operacao

adicao de seus inversos, tal que

1 1 1 n
—t =+t —=—+t—Ft—=—,
I T2 Tn Th Th T Th
n termos
1sto €,
— n n
Tp = = )
P11 TN |
— e — Y=
Ty T2 Tn 3
Definicao 4.4. Dada uma sequéncia de nimeros reais xi,xs, 23, ..., T, comn >1 chama-

mos de média quadratica o niumero real T, associado a essa sequéncia, através da operagao

adicao dos quadrados, tal que

T+ a5+ +xL =T, + T+ + T = DT,

n termos

em outras palavras,

202 02 2

_ Jritaptagte

Tq= =
n

4.3.2 Desigualdade entre as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica

As desigualdades das médias podem ser enunciadas da seguinte forma:

Teorema 4.1. Se x1, 2o, ..., x, sao numeros reais positivos e Q, A,G e H sdo suas médias
quadrdtica, aritmética, geométrica e harmonica, respectivamente, entdio Q > A>G > H.

Além disso, duas quaisquer dessas médias sao iguais se, e somente se, T1 = Tg =+ = T,.

Vamos demonstrar cada desigualdade do teorema anterior separadamente como a se-
guir:
Do Teorema 3.2 devemos ter M, > M,. Para demonstrar esta parte do teorema

faremos uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Vamos a demonstragao:

Demonstracao: (M, > M,) Fazendo y; = yo = --- = y,, = 1, pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz, obtemos

Ty + Ty + 4Ty S22+ 224+ 22/

ocorrendo a igualdade se, e somente se, existir um nimero real positivo A tal que z; = A

para todo 1 <i <n, ou seja, se, e somente se, 0s NUMeros x, To, -+, T, forem todos iguais.
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Dividindo ambos os membros da desigualdade por n, temos

2+ ad 4+ a2 ST Ty,

= Y

n n

ou seja, M, > M,, sendo a igualdade é verdadeira se, e somente se x1 = x9 = - = X,
[

Do Teorema 3.2 devemos ter M, > M,. Para demonstrar esta desigualdade faremos

uso do seguinte lema:

Lema 4.1. Dados ay,as,...a, nimeros reais positivos, se ai-as - ...-a, = 1, entdo a +

Qg+ 4 Ay 2N

Demonstracao: Vamos demonstrar este lema fazendo uso de indugao matemética. Para
o caso n = 1 é imediato que a; = 1, logo, 1 > 1. Agora, suponhamos verdade para n = k,
ou seja, se temos para aj - ag - ... g1 = 1, entao a; + ag + -+ ag > k.

Note que se a; = as = ... a, = a, = 1, a desigualdade esta provada. Mas, se nem todos

forem iguais a 1, devemos considerar duas situagoes:

12 Situacao: Nao pode ocorrer de todos os ntiimeros serem maiores que 1, pois o produto
de todos eles seria maior que 1. Dai, concluimos que pelo menos um destes niimeros nao

¢ maior que 1: admitamos, sem perda de generalidade, que a1 < 1;

22 Situacao: Nao pode ocorrer de todos os niimeros serem menores que 1, pois o produto
de todos eles seria menor que 1. Dali, concluimos que pelo menos um destes niimeros nao

é menor que 1: admitamos, sem perda de generalidade, que a > 1.

Assim, podemos afirmar que ap —1 >0 e 1 —ag,; > 0, e por conseguinte, o produto

(ar—1)- (1 -ags+1) 2 0. Logo, desenvolvendo esse produto, temos:
ak—ak-ak+1—1+ak+120:>ak+ak+1—ak-ak+121 (41)

Por outro lado, perceba que, se considerarmos o produto ay, - ap,; como sendo um tinico

nimero, o produto a; -as - ...-ag - ary1 = 1, terd k fatores e serd igual a 1:
a-ag - ... Qp-1 - (ak . ak+1) =1.
Dessa forma, considerando a hipétese de inducao, temos

ap+ag+ -+ ap-1 + (ag - age1) 2 k,
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Logo,

a1+ Qg+ +ap1>k—ap-ag.

Somando ay, + ax,1 a ambos os lados dessa desigualdade, segue que
A1+ Qg+ -+ Ay + A + A1 2k — Q- Qpyq + A + Qi (4.2)
Note que, por (3.1) e (3.2),

A + Qpy1 — A~ Ayl > 1 = Qg +Qpyp — Q- Qe k> 1+ k

= a1+a2+-~-+ak+12k+1
e segue o resultado. [

Agora, podemos concluir a demonstragao da desigualdade entre as médias aritmética

e geométrica.

Demonstragao: Sabemos que M, = {/ay-az- -~ -Gy, logo, (My)" =ai-ay-... ay, assim:
a;p Az Qp 1
M, M, M,

Note que, temos um produto de n parcelas igual a 1. Assim, pelo lema demonstrado

anteriormente, podemos escrever:

ay a2 Qn
— +—+ et —2n = a1 +ay+-+a,2n-M,
M, M, M, g
ap+as+--+a
= = > M,
n
= M,>M,,
o que conclui a demonstracao. ]

Do Teorema 3.2 devemos ter M, > M),. Essa desigualdade segue em decorréncia da
desigualdade entre as médias geométrica e aritméticas. Vamos a demonstracao.

Demonstracao: Aplicando a desigualdade M, > M, para os nimeros reais positivos

1 1 1 1
a17a27a37 7an7
obtemos:
1+1+1+ +1
ai_ay as an o /1 1 1 -1

)
n a; Qo as Ay,
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donde segue

11 1 1 n
—+—+— 4t — 2

ay az as an,  Yayazxaz--a,

e finalmente

n
Yarasas -y >
1203 n 1 1 1 1
_+_+_+..+_
ay az as Ay,

Note que a igualdade na s6 ocorre para a; = as = az = -+ = ay,. [ |
4.4 Desigualdade de Abel

Esta desigualdade que apresentaremos aqui é devida ao matematico noruegués do
século XIX Niels Henrik Abel (1802, 1829), que leva esse nome em sua homenagemn.

A Desigualdade de Abel pode ser enunciada do seguinte modo:

Proposicao 4.3. Sejam n > 1 natural e aq,as,...,a,,b1,ba, ..., b, nimeros reais dados,
com ay > as > -->a, >0. Se M e m denotam respectivamente os elementos mdrimo e

minimo do conjunto de somas {by,by +ba,... by +by+---+b,}, entdo
may < arby + asby +--- +ayb, < May.

Demonstragao: Vamos provar inicialmente a desigualdade da direita. A prova da
desigualdade da esquerda é andloga, como mostraremos. Seja sop=0e s; = by +---+b;, para

1 <i<n. Entao,

Z ai(si - 51’—1)

@,
g
kN
S
:
Il

IA
M=
=
=
£
|
£
+
+
N
+
=
S
s
[
=
2
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Analogamente,

NSE
S
=
I

NSE

az’(si - Si—l)

S
Il

—_
S
Il

—_

I
M=

n-1
a;S; — Z Ai+15;
i=0

S
I
—_

Il

S
I
—_

(@i = ais1)8; + ansy,

v

S
I
—_

m(a; — a;41) + ma, = ma.

|
4.5 Aplicacoes das Desigualdades na resolucao de Problemas de Otimizacao

Nesta secao apresentamos algumas aplicagoes das desigualdes supracitadas na re-
solucao de Problemas de Otimizacao. Os problemas apresentados a seguir envolvem di-

versas areas da Matematica basica.

Aplicagao 4.1. Se 1200cm? de material estiverem disponiveis para fazer uma caiza com
uma base quadrada e sem tampa, encontre o maior volume possivel da caiza e as dimensoes

para que 1SS0 0corra.

Solugao: Seja A a medida da area da superficie e V' a medida do volume da caixa. Se h

é a altura da caixa, temos

A=2?+4xh=1200 e V = 2%h.

Aplicando desigualdade M, > M, obtemos:

1200 22+ 2xh + 22h

2 3 > 12 2xh-2xh = V4V2,

Logo,

4V? < 400° ou V < 4000.

Esse resultado nos diz que o volume é menor ou igual a 4000cm3, e o volume sera
maximo se, e quando, a igualdade ocorrer. A igualdade acontece quando os termos forem

iguais, 2 = 2zh. Resolvendo sistema

2% =2xh
x2 +4xh = 1200
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Obtemos x = 20cm e h = 10cm e constata-se que, de fato, ocorre o valor maximo,

V =4000cm?, para esses valores. [

Aplicagao 4.2. Sejam a,b e ¢ niumeros reais positivos e suponha que ax?® + by? = c,

determine x ey reais positivos, tais que P = xy seja mdximo.

Solugao: Utilizando a desigualdade M, < M,, temos,

2 2
P\ab = /az?by? < w -

2
c c
Logo, o valor maximo para P ocorre quando ax? = by? = 3 ou seja quando x = % e
a
YTV

Aplicagao 4.3. Um fazendeiro deseja delimitar uma drea retangular utilizando 40 m de
cerca e aproveitando um muro (de mais de 40 m) que jd estd construido. Determine as

dimensoes do retangulo de maior drea que o fazendeiro conseque delimitar.
Figura 1 — Aplicacao 3.3
B T T T e e

.1 muro

cerca

Fonte: (COSTA DA FONTE, P. 54, 2013)

Solugao: Conforme indicado na figura temos 2z +y = 40. Pela desigualdade M, > M,

temos,

2
20 = x; Y5 \fory = V2A,

logo a area serd maxima, quando V2A = 20. Portanto, A = 200, e acontece quando

2z =y =20. [

Aplicagao 4.4. No problema anterior, qual o menor comprimento de cerca necessdario

para que o fazendeiro cerque uma drea de 162m? ¢

Solucao: Aplicando novamente a desigualdade M, > M, temos
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2
m; Y5 2wy =24 =/324 = 18.

o valor minimo para a cerca acontece quando a igualdade acima ocorrer, ou seja, 2z+y = 30,

com 2z =y = 18. [

Aplicagao 4.5. Qual o maior valor possivel para S = senx + cosx, com x € R ?

Solugao: Aplicando a desigualdade M, < M, temos,

SenT +cosT [ sen?x + cos®x 1
2 - 2 2

Logo o valor méximo para S é v/2 e ocorre quando senx = cosz = 5 ou seja, quando

x:£+2k57r,k:eZ. [

ol

Aplicagao 4.6. Suponha que x? +y? = R?, com R ; 0. Determine reais positivos x e y

tais que S = x +y seja mdzrimo.

Solucao: Aplicando a desigualdade M, < M,. Temos,

§_a:+y< /x2+y2_\/E_R_\/§

2 2 2 2 2
Ou seja, S serd maximo quando a igualdade ocorrer e isso s6 acontece quando = =y =
R\?2
2

Observacgao 4.1. O problema supracitado pode ser interpretado, através da Geometria
Analitica, da sequinte forma: “Quais as coordenadas (z, y) de um ponto sobre uma cir-

cunferéncia de centro na origem e raio R, de modo que a soma S = x + y seja mdxima
?77

Aplicagao 4.7. Encontre as dimensoes de um retangulo de drea mdxima, com lados

paralelos aos eixos coordenados,do Plano Cartesiano, que esteja inscrito em uma elipse
d A
€ equacao. ? + ﬁ =1.

Solucao: Como os vértices estao sobre a elipse, as coordenadas satisfazem a equagao
2 .2
T )

— + 55 = 1. Aplicando a desigualdade M, > M, aos termos Te¥ temos,
a? b2 a b
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Como a area do nosso retangulo é dada por A = (22)(2y) temos da desigualdade acima,

\/T xy A
RV Ry ey
2 ab 4ab

, s - . . . €
Logo, a area maxima acontece quando a igualdade acima ocorre, ou seja, quando — = %
a
av/?2 bv2
e é igual a A = 2ab. Nesse caso temos x = \2/_ eb= \2/_ [ ]

Aplicacgao 4.8. Determine o menor e o maior valor da expressao 2x+3y+62z para valores

de x,y,z que satisfacam a condi¢ao x> +y?> +22=1

Solugao: Perceba que condi¢ao imposta sobre x, ¥, z pode ser entendida geometricamente,
sendo que esses valores representam coordenadas de um ponto sobre a esfera de centro na

origem e raio 1. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, teremos:

(22 +3y+62)2<(2+3+6)} (z+y+2)% < (22 +3y +62)? < (49)(1),

e, por fim:

(22 + 3y + 62)? < (49).

Podemos concluir que a expressao E tem -7 e 7 como valores minimo e maximo.
Contudo, podemos empregar a condi¢ao de proporcionalidade para verificar quais x,y, z
determinam esses valores. Como os membros da desigualdade de Cauchy se tornam iguais

diante da existéncia de proporcionalidade entre seus termos, temos:
3x
ondeyz; e z=3z.

z
67

o 3x 3
Substituindo y = > e z=3x em 22+ 4%+ 22 =1 e resolvendo em funcao de x, obtemos as

solugoes:
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Assim, temos que a esfera de equacao x? + y? + 22 = 1 admite como valor minimo -7 e

como valor méximo 7. ]

Aplicagao 4.9. Considere um triangulo de vértices A, B,C. Seja P um ponto interior a
esse triangulo, com D, E, e F', sendo pés das perpendiculares aos lados BC,C A, e AB,
respectivamente, pelo ponto P. Encontre o ponto P que minimiza a exrpressao: % +
ca, AB
PE PF
Solucao: Fazendo BC = m;,CA = msy, ¢ AB = mg ¢ PD = ky,PE = ky, ¢ PF = kj,

conforme mostrado na figura 2.

Figura 2 — Triangulo do enunciado

>

Fonte: (BRITO, P. 23, 2016)

Podemos, ainda, destacar os triangulos BPC, CPA e APB, o que nos possibilitard
trabalhar suas areas em funcao de m, mo € mz que sao suas respectivas bases; e ki, ks e
ks suas respectivas alturas, como mostrado na figura 3.

Isto nos da que a area do triangulo ABC, Supc, sera:

mlkl 4 ka’Q mgk’g
2 2 2

Sapc =

Ou seja,

m1k1 + kaQ + m3k:3 = 2SABC’-
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Figura 3 — Triangulos BPC,CPA e APB

my D

Fonte: (BRITO, P. 23, 2016)

Ademais, ja temos o semiperimetro do triangulo ABC, que m; + mo + mg. Dal, aplicando
a versao alternativa da desigualdade de Cauchy para o caso n = 3, teremos:
mip My M3

(m1+m2+m3)2§(k—1 /{;_2+ k3

que apos feita as devidas substituigoes, obtemos:

) (mlk‘l + mgk’g + mgkg)

ma

P2( —@)25 .
k1+k2+k3 (2545c)

Isolando o fator (% + % + %) no primeiro membro dessa desigualdade, temos:
1 2 3
(m1 my Mg ) P2
— ) e
kl ]{72 ]Cg QSABC

Por outro lado, sabendo que r é o raio da circunferéncia inscrita, temos que Sspc = Pr.

Assim, chegamos que:

(m1 m2+m3)>m1+m2+m3_(m1 meo mg)
ki ky ks ) 2r \2r  2r  2r

em que, 2r = q,q real e nao nulo. Conforme o enunciado, obtivemos que:

BC CA AB (m1 Mo mg)
—+—+—,

PD PE PF q q q
BC CA AB S —
donde podemos concluir que a soma + + terd valor minimo de PD = PE =
PD PE PF

PF = q e essa indentidade s6 ocorre quando P é incentro, ja que tais congruéncias para o

triangulo dado impoem que AP, EP e DP sejam bissetrizes, conforme a figura 4.



Figura 4 — Incentro do Triangulo ABC'

|
g

¢ 7{| . .

Fonte: (BRITO, P. 23, 2016)
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5 CALCULO DIFERENCIAL E OS PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Neste capitulo apresentamos a fundamentacao tedérica que servirda de base para re-
solucao de problemas extremais através dos Multiplicadores de Lagrange. Citamos as
principais defini¢oes e conceitos preliminares acerca das fungoes de varias varidveis, as
quais podem ser vistas com maiores detalhes em STEWART (2016) , MUNEM (1992),
GONCALVES (2007) e em THOMAS (2008).

5.1 Defini¢oes Preliminares

Definigao 5.1 (Fungdes reais de Trés Varidveis). Uma fun¢ao com trés varidveis, f, €
uma regra que associa a cada tripla ordenada (x,y,z) em um dominio D c R® um wnico

nimero real denotado por f(xz,y,z).

Definigao 5.2 (Derivadas Parciais). Seja f uma fungdo de trés varidveis e (x,y,z) um
Of(z,y,2) 0f(z,y,2) 9If(x,y,%)
) e
Ox dy 0z

de f em (x,y,z) em relagdo a primeira, a seqgunda e a terceira varidvel da sequinte forma:

ponto no dominio de f, entdo as derivadas parciais

8f(x,y,z) = lim f(x+Ax,y,z)—f(a:,y,z)

Ox Az—0 Az
0f(:l?,y,z) - i f(a:,y+Ay,z)—f(:17,y,z)
——=" 2 = lim ,
dy Ay—0 Ay
8f(x,y,z) - i f(%?JaZJFAy)_f(l"a%Z)
——2277 = lim ,
0z Ay—0 Az

contanto que os limites existam.
O procedimento para calcular as derivadas parciais é denominado diferenciagao parcial.

Definigao 5.3 (Derivadas direcionais). A Derivada Direcional de f em (xo,yo,20) na

dire¢ao e sentido do vetor unitdario u = (a,b,c) €

h hb he) —
Dot (20, g0, 20) = lim 0+ 700 + b, 20 + he) = [ (o, yo. z0)
h—0 h
se esse limite existir.

Note que, se v =1 =(1,0,0), entao D;f = f,, se u=7=(0,1,0), entdo D;f = f, e se
u="k=1(0,0,1), entdo Dy f = f.. Ou seja, as derivadas parciais de f em relacdo a z,y e z

sao casos particulares da derivada direcional.

Teorema 5.1. Se f é uma funcao diferencidvel em x,y e z, entao [ tem derivada dire-

cional na direcao e sentido de qualquer vetor u = (a,b,c) e

38
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Demonstragao: Pode ser encontrada em STEWART (2016).

Analisando o Teorema 4.1 percebemos que a derivada direcional de uma funcao dife-

renciavel pode ser escrita como o produto escalar de dois vetores:

Duf(l',y,Z) = fw(l',y,Z)Cl‘f' fy(CE,y,Z)b+ fz(.I',y,Z)C
= (f:c(xayaZ)>fy($7yaz)afz($ay>z))'(avbvc)
(fx(x,y,z),fy(x,y,z),fz(x,y,z)) U

Perceba que o primeiro vetor do produto escalar é formado pelas derivadas parciais da

fungao f(z,y,z), ao qual, dé-se o nome Gradiente de f. Dali, vem a seguinte definigao:

Definigao 5.4 (Vetor gradiente). Se f € uma funcgdo de trés varidveis x,y e z, o gradiente
de [ € a funcao vetorial denotada por V f e definida por:
aof . of - of

Vf(x,y,z) = (fx(x7y72)7fy(xayaz)vfz(may7z)) = 8_xZ + 3_y &k

Agora vejamos a seguinte situacao: Seja f uma funcao de trés varidveis, considere
todas as derivadas direcionais possiveis de f em um ponto dado. Isso nos dara exatamente
a taxa de variacao de f em todas as direcoes possiveis. Para saber em qual direcao f

varia mais rapidamente e qual a taxa maxima de variagao, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2. Suponha que f seja uma fungao diferencidvel de trés variaveis. O wvalor

mdzimo da derivada direcional D, f(x) €|V f(z)| e ocorre quando u tem a mesma dire¢do

do vetor gradiente V f(z).

Demonstragao: Sabemos que o produto escalar entre dois vetores u = (x1,y1,21) €
v =(x2,y2,22) é dado por u-v = |u| - ||v] cos@ = (z122 + Y12 + 21 22) cos §. Portanto, temos
Dyf=vf-u=|Vf]-|u]-cost

Como u é unitario, segue
D,f=Vf-u=|Vf]-cost

Em que 0 é o angulo formado entre Vf e u. Dai, vem que o valor médximo desse produto

se da quando cosf =1 e isso ocorre quando € = 0, ou seja, quando u tem o mesmo sentido

que f. ]

5.2 Maximos e Minimos de funcoes de trés variaveis

Um dos usos mais importantes das derivadas ordinarias sao a determinacao dos valores

méximo e minimo (valores extremos). Uma fungao pode apresentar dois tipos de méximos
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e minimos: o maximo ou minimo local, ou seja, onde f(a,b,c) é maior que os valores
préoximos a uma vizinhanga de f(a,b,c), e mdximo ou minimo absoluto, ou seja, é onde
f(a,b,c) tem o maior ou menor valor dentre todos os pontos da fun¢ao f. Dai, vem as

seguintes definigoes:

s

Defini¢ao 5.5. Seja f uma fungdo de trés varidveis. Diz-se que (xg,yo,20) € D(f) €

ponto de mdximo absoluto ou global de f se,

v (l‘,y,Z) € D(f),f(a:,y,z) < f($07y0720)-

Diz-se ainda que f(xo,Yo,20) € 0 valor mdzimo de f.

s

Definigao 5.6. Seja f uma fungdo de trés varidveis. Diz-se que (xo,%0,20) € D(f) €
ponto de minimo absoluto ou global de f se, ¥V (x,y,z) € D(f), f(x,y,2) > f(xo, Y0, 20)-

Diz-se ainda que f(xq,yo,20) € 0 valor minimo de f.

Defini¢ao 5.7. Seja X c R3, chama-se Bola Aberta de centro no ponto a = (xg,yo, z0) €

raio r > 0, denotado por
B(a;r)
ao sequinte conjunto:
B(a;r)={re X ; d(a,x) <r}.

Definicao 5.8. Seja f uma funcdo de trés varidveis. Diz-se que:

(1) (x0,y0,20) € D(f) € ponto de mdzimo relativo ou local de f se existir um ponto aberto
B(($0,y0720)§7") | f(:E,y,Z) < f(l‘07y0720)7 v (J?,y7Z) €eBn D(f)7

(2) (20,90, 20) € D(f) € ponto de minimo relativo ou local de [ se existir um ponto aberto
B((m07y0720);r) | f(xmyaz) 2 f($0790720)7 v (.T,y,Z) €eBn D(f)

5.3 Ponto critico de uma funcgao de trés variaveis

Quando queremos encontrar os pontos criticos de uma fungao de trés variaveis podemos

aplicar o teste da primeira derivada que é enunciado da seguinte forma:

Teorema 5.3. Se uma fungao f tem um mdximo ou minimo local em (xo,Yo,20) € as

derivadas parciais de primeira ordem de f existem nesses pontos, entio f.(o,vo,20) =0,
fy(20,90,20) = 0 e f.(x0,90,20) =0
Demonstracao: Pode ser encontrada em STEWART (2006).

Também é preciso ser capaz de determinar se uma funcao tem um valor extremo em
um ponto critico. Para isso podemos usar o teste da segunda derivada como enunciado

no teorema a seguir.
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Teorema 5.4. Seja f uma fungdo cujas derivadas parciais de primeira e sequnda ordem
sao continuas em um conjunto aberto que contém (xg,yo,20) € este seja um ponto critico

de f. Considera-se H(x,y,z) o determinante

fzx fa:y f:cz
H(J},y,Z)Z fxy fyy fyz :(fx:vfyyfzz"'fwyfyzfacz+faczf:cyfyz)_( zszyy+ gyfzz‘f' szfacac)
fwz fyz fzz

Entao,
(1) Se H(xo,%0,20) >0 € frz(xo,Y0,20) >0, entao f(xo,yo,20) € um minimo local;
(2) Se H(xo,%0,20) >0 € foz(xo,y0,20) <0, entao f(xo,yo,20) € um mdzrimo local;

(3) Se H(xo,%0,20) <0, entdo (9,0, 20) nao é extremante local. Nesse caso (xq, Yo, 20)

¢ um ponto sela;

(4) Se H(xo,%0,20) =0, nada se pode afirmar.

Observagao 5.1. A matriz

fma: fry fmz
f:cy fyy fyz
fxz fyz fzz

¢ conhecida como matriz Hessiana. O seu determinante, H(z,y,z), € chamado determi-

nante Hesstano da funcao f

Além disso vamos analisar quando um ponto de uma funcao é um extremo absoluto de
um conjunto limitado. Um conjunto limitado em R3 é aquele que estd contido em alguma
bola aberta, ou seja, ele é finito em extensao. Entao, em termos de conjuntos fechados
e limitados, podemos enunciar o correspondente ao Teorema do Valor Extremo para trés

dimensoes.

Teorema 5.5 (Teorema do Valor Extremo para as Fungoes de trés Varidveis). Se f
¢ continua em um conjunto fechado e limitado D em R3, entdo [ assume um wvalor
mdzimo absoluto f(x1,y1,21) e um valor minimo absoluto f(xa,ys2,22) em alguns pon-

tos (x1,91,21) € (72,92, 22) de D.

Para determinar os valores maximo e minimo absolutos de uma funcao continua f em

um conjunto fechado e limitado D devemos seguir os seguintes passos:

(1) Determine os valores de f nos pontos criticos de f em D;
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(2) Determine os valores extremos de f na fronteira de D;

(3) O maior dos valores dos passos (1) e (2) é o valor méximo absoluto; o menor desses

valores é o valor minimo absoluto.

5.4 Multiplicadores de Lagrange

Nao ha um método geral para determinar a solucao de todas as classes de problemas
de otimizagao sujeita a uma ou mais restricoes, haja vista o grau de complexidade que
estes podem tomar. Em algumas situacoes menos complexas, é possivel chegar a um
resultado explicitando uma variavel em funcao das outras na restri¢ao; substituindo este
resultado na fungao objetivo e resolvendo o problema de otimizagao irrestrita (ou nao
restrita) resultante, conforme MARCHAND (2016).

O método dos Multiplicadores de Lagrange permite analisar situacoes mais gerais,
transformando um problema de otimizagao restrita em um problema sem restricao, através

da insercao de um novo parametro: o Multiplicador de Lagrange, .
5.5 Método dos Multiplicadores de Lagrange

O método dos Multiplicadores de Lagrange pode ser enunciado da seguinte forma,
conforme THOMAS (2006):

Teorema 5.6 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange). Suponha que f e g sejam

funcgoes de trés varidveis diferencidveis e
Vg+ 0 quando g(z,y,z) =0.

Para encontrar os valores mdzximo e minimo de f sujeitos a restrigio g(x,y,z) = 0,

encontre os valores de x,y,z e \ que satisfacam simultaneamente as equagoes
Vf=AVg e g(z,y,z)=0.

Demonstracao: Perceba que g(z,y,z) é uma superficie S de nivel, assim é possivel
mostrar que S admite, de acordo com as condigoes dadas, uma parametrizacao suave do
tipo

x=h(t),y=m(t),z=n(t)

para um ¢ pertencente ao intervalo I. Dal, seja
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r(t)=xi+yj+zk="h(t)i+m(t)j+n(t)k

o vetor posi¢ao do ponto P(x,y,z) em S e admitamos que o ponto FPy(zg,yo.20) em

que f tem um extremo seja correspondente a t = ty, ou seja,
r(to) = zoi + yoJ + 20k = h(to)i + m(to)J + n(to)k
definindo assim uma funcao F' de uma variavel por
F(t) = f(h(t), m(t),n(t)).

Logo, quando t varia, encontramos valores funcionais f(z,y,z) que correspondem a
(z,y,2) em S, ou seja, f(x,y,z) estd sujeita ao vinculo g(x,y,2) = 0. como f(xo, o, 20)
¢ um extremo de f, nessas condigoes, segue-se que, F'(tg) = f(h(ty), m(to),n(ty) é um
extremo de F'(t). Assim, F’(tg) = 0. Se encararmos F' como uma fun¢ao composta, entao,

pela regra da cadeia.

FU(1) = fo.2) o+ fy () S4 f()2)

= fe(2,y, 2)D () + fy (2, y, 2)m (8) + fo(2,y, 2)n' (1)

e fazendo t = tj, temos

=}
|

F'(to)
= fa(20,Y0, 20) 1 (to) + fy(x0, Y0, 20)m (to) + f(2) (%0, Yo, 20)1 (Lo)
V f(20,Y0,20) - 7' (t).

Isto mostra que o vetor V f(xo,yo,20) € ortogonal ao vetor r'(ty) e tangente a S. entre-
tanto, Vg(xo, Yo, 20) € também ortogonal a r'(ty) porque S é uma curva de nivel para g.
como V f(xg, Yo, 20) € Vg(xo, Yo, 20) $a0 ortogonais ao mesmo vetor, entao sao paralelos,
ou seja, Vf(zo, Yo, 20) = AVg(xo, Y0, 20) para algum A. O nimero A é chamado Multipli-

cador de Lagrange.

A equagao Vf(xo, Y0, 20) = AVg(zo, Yo, z0) pode ser escrita como

fa (20, Y0, 20)1 + fy(xo>y0> 20)J + f2(20,Y0, 20)k

ou ainda

Gz (o, Yo, 20)T + Agy (20, Yo, 20)7 + Ag=(20, Yo, 20)k
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Isolando as componentes i,j e k e considerando o vinculo g(xg,yo,20) = 0 chegamos ao
seguinte enunciado nao vetorial do teorema de Lagrange, em que se supoe que f e g
tenham derivadas parciais primeiras continuas e g3+ g2+ g2 # 0, ou seja, g., gy € g. Nao sa0
nulas simultaneamente. Dai, temos que, os pontos em que uma funcao f de trés variaveis
tem extremos relativos sujeitos ao vinculo g(x,y,z) = 0 estao incluidos entre os pontos
(z,y, z) determinados pelas trés primeiras coordenadas das solugoes (z, vy, z, A) do sistema

de equagoes

fo(2,y,2) = Aga (2,9, 2)
fy(@,y,2) = Agy(2,y, 2)
[y, 2) = Ag: (2, y, 2)
9(r,y,2) =0

Para resolver esse sistema comegamos achando todas as solucoes

(x17y1>21,)\1)> (fL’27Z/2>Z2,)\2)7 (333,3/3,Z3>)\3)7 .

do sistema de equacgoes apresentado. Os pontos em que ocorrem os extremos relativos de

f estao entre

(371,y1a21)7 (332,?/2,22), (333,?/3,23)7 S

Assim, os Multiplicadores de Lagrange A1, Ao, Az,... sao descartados apods achadas as
solucoes (g, Yk, 2k, \r). Cada ponto (zk,yr, zx) deve ser estudado para que possamos

determinar se f(xzy, Yk, 2zr) € maximo relativo, minimo relativo ou nenhum dos dois.

5.6 Aplicacao do método dos Multiplicadores de Lagrange na resolucao de

problemas

Vamos apresentar aqui alguns exemplos de problemas que podem ser resolvidos através

do método dos Multiplicadores de Lagrange demonstrado anteriormente.

Aplicagao 5.1. Sejam «,f, e~ angulos de um triangulo. Use os Multiplicadores de
Lagrange para determinar o valor mdzimo da fun¢do f(«,,7v) = cosa -cosf - cosy e
determine o valor mdzimo dos angulos. Em sequida, expresse f(a, 5,7) em funcao apenas
de o e 3.

Solugao: Vamos utilizar o método dos Multiplicadores de Lagrange para resolver esse
problema. Queremos encontrar o valor maximo da funcgao f(«,3,7) = cosa - cos 3 - cos~y
sujeita a restricao a +  +y = m, pois sabemos que a soma dos angulos internos de um

triangulo é igual a 7. Assim vamos calcular as derivadas parciais das func¢oes indicadas.



Segue que:
0
_f:—senoz-cosﬁ-COS%
oo
0
%:—COSO{'SGHB'COS’Y;
0
_=—cosa-COSﬁ'S€D’Y;
Oy
@:1’ @:1’ @:1.
oo op oy
Portanto,

Vf=(-sena-cosf-cosvy,—cosa-senf-cosy,—cosa-cos[-seny)

vg=(1,11).

Agora, basta resolver a seguinte igualdade:
Vf=MAVyg,
ou seja
(-sena-cosf-cosy,—cosa-sen3-cosy,—cosa-cosf-seny) =A(1,1,1)
equivalendo a resolver e seguinte sistema
—sena-cosf3-cosy =\

—cosa-senf3-cosy = A
—cosa-cosf-seny = A
a+p+vy=m.

Dai, segue que

—sena - cos 3 - cosy —cosa-sen 3 - cosy

—cosa-cos 3 -seny
Vamos usar a primeira igualdade. Dividindo a igualdade por cosy temos

—sena-cos 3 =—-cosa-sen 3
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Agora, dividindo por —cosa - cos 3 vem

46

sena _ sen 3

cosaw  cosf

O que implica que tana = tanf. Aplicando arctan em ambos os lados da igualdade

concluimos que a = 5. Usando o mesmo raciocinio na segunda igualdade concluimos que

B =7, e portanto a = § =7, e pela equacao da restricao segue que

a+a+a=m1 => 3a=T

= 04:6='7=

w3

Por conseguinte, substituindo o valor de «, 5 e v na funcao f, concluimos que

(553)

™ ™ ™
COS — - COS — - COS —

3 3 3
111 1
2 2 2 8

¢ o valor maximo da funcao f. Para finalizar a resolu¢ao do problema vamos escrever

f(a, 5,7v) em fungao de v e 8. Note que 7 = «, logo podemos fazer

« = COS (x - COS 'COSOé=COS2Oé'COS .
f(e, B) B

Aplicacao 5.2. Mostre que o exercicio anterior possui a mesma solu¢ao para o caso da

fun¢ao f(a,5,v) =senc-senf-sen-y.

Solucao: Esse exercicio é andlogo ao anterior. Vamos encontrar o valor maximo da

funcao f sujeita a restricao oo+ 8+ = m. Calculando as derivadas parciais das funcoes

indicadas, temos

of

—— =cosa-senf3-seny;

Oa
of

—— =gena-cosf-sen;

9p

0
—— =sena-senf-cosvy;

oy
dg

dg | 09 _

— =1

dae 08 T Oy

Logo,

Vf = (cosa-sen3-sen~y,sena-cosf-sen-y,senq-senf - cos?y)

vg=(1,1,1)
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Dai, resolvendo a igualdade
Vf=AVyg

que equivale a resolver o sistema
cosa-senf3-senvy = \

senq - cosf3-seny =\
sena-sen - cosy =\
a+f+vy=m7

vem que

cosa-senff-seny = sena-cospf-seny

sena -sen 3 - cosy

Dividindo a primeira igualdade por sen« -sen - sen+y temos

cosa  cosf3

sena  senf

e portanto cot o = cot 3. Aplicando cot™ em ambos os lados da igualdade concluimos que
a = . Usando o mesmo raciocinio na segunda igualdade concluimos que 3 = v, e portanto

a = =7, e pela equacao da restricao segue que

a+a+a=1 = 3a=T7

(A
—g a:/@:’yzg

Por conseguinte, substituindo o valor de «, 5 e v na fungao f, concluimos que

mom T ™ m m
f(—,—,—) = sen— -sen — -sen —
33’3 3 3 3
IEVERERE
S22 2
33
-8

é o valor maximo da fungao f. Ademais vamos expressar f(«, 3,7) em fungao de a e (5.

Note que v = «, logo podemos fazer

fe, B)

sen« -sen - sena

= sen’a-senf.
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Aplicagao 5.3. Um disco circular € a regiao limitada pela circunferéncia
C:a?+y*=1.

Se a temperatura T'(x,y), em qualquer ponto do disco, dada em graus celsius, € determi-
nada pela equagao T(x,y) = 222 + y? —y, determine o ponto mais quente e o ponto mais

frio do disco.

Solugao: Vamos utilizar o método dos Multiplicadores de Lagrange para resolver o pro-
blema. Queremos encontrar os valores maximo e minimo da funcao 7' sujeita a restrigao

f(z,y) =0, em que f(z,y) =22 +y? - 1. Assim temos:

vT = (2x,2y)
Vf=(4z,2y-1)

Queremos determinar os pontos da circunferéncia z? + y? = 1, na qual vale a seguinte

igualdade
VT =)\V/f,

e isso equivale a resolver o sistema
2x = Mz
2u=A(2y-1)
?+yt=1

o . ) 1 ) :
Da primeira equacao concluimos que A = 3 ou x = 0. Dai, segue que se x = 0, pela terceira

1
equacao, temos: y = +1. Se A = 3 pela segunda equacao temos

1 1
==-(2y—-1 =1y — =
yz(y)ﬁyy2

1

= y=-=

2
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E portanto, pela terceira equacao, segue que

2
x2+(—1) -1 > x2+(l):1
2 4
4
3
2—_
= 7 =1
V3
= LU::E?.

Dessa forma, encontramos 4 pontos: (0,-1),(0,1),| -

V3 o1 . V3 1
27 2 27 2)
Dentre esses pontos, temos os valores de maximo e de minimo da funcao T'. Assim, vamos

testar cada um deles:

Para T(0,-1) = 2;
Para 7'(0,1) = 0;

Para T' —Lg,—l :9;
2 2 4
Para T ﬁ, —1 = 9
2 2 4
: ) . (V31 V3 1
Assim, concluimos que os pontos mais quentes do disco sao 575 e 573

Ademais, o ponto mais frio do disco é (0,1).

Aplicagao 5.4. Mostre que o valor maximo de f(a,b,c) = a?b*c? em uma esfera de centro

na origem e raio v >0 em um sistema de coordenadas cartesianas (a,b,c) €

(5)
5) -
Solucao: Vamos usar o método dos Multiplicadores de Lagrange para encontrar o valor

méximo da funcao f(a,b,c) = a?b?c? sujeita a restricao g(a,b,c) = a?+b? +c? = r2. Assim,

calculando o gradiente das fungoes f e g temos:

Vf= (b3, a*c?, a*b?)
Vg = (2a,2b,2¢).

Assim, queremos determinar o ponto da esfera a? + b + ¢ > r2 em que o valor de f é

maximo, para isso basta resolver a igualdade
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Vf=Avy,
0 que equivale a resolver o sistema

b2c? = \2a

a’c® = \2b

a’b? = \2¢

a?+ b+ =r2

Multiplicando a primeira igualdade por a?, a segunda por b? e a terceira por ¢? vem

a’b*c? = \2a3
a?b*c? = \2b°
a?b*c? = \2¢°

a>+b*+c? =12

o que implica que A3 = A3 = A3, Agora, note que, A # 0, pois se A = 0 implicaria que
a=b=c=0 o0 que é um absurdo, pois a® + b* + ¢? =2 com r > 0. Assim podemos dividir
toda igualdade por 2. Dai, segue que

a®=b=c

o que implica que

a=b=c

Agora, substituindo na equagao da restricao, temos

3a* = r?
2
r
a’ = —
3
2
,
a=b=c=+\/—=4=

Assim, temos os seguintes pontos possiveis
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p- T _ "]
1 \/57\/§a \/g )
P2: La_L7L ;
V3 V3 V3
T T T
P: = = s
U VBVBB
P A
4 \/ga \/57\/5 )
P5: _LaL7_L ;
V3 V3 V3
p-l_ - _ "]
6 \/57 \/37 \/g J
r T T
P = = = =
- _L,_L,_L)‘
V3 V3 V3

Como a? = (-a)?, todos os pontos tem o mesmo valor. Calculando f nesses pontos temos

reai-(555)- 55 (5) .

Aplicacgao 5.5. Usando os Multiplicadores de Lagrange, mostre que

T1+Xo+...+T

n 2 n 1'1113'2"'37”.

n

Solugao: No capitulo anterior ja& demonstramos esta desigualdade através de argumen-
tos algébricos, agora vamos demonstra-la através do método dos Multiplicadores de La-
grange. Assim, podemos perceber que esse método além de resolver os problemas mais
atuais acerca da otimizacao também resolve os problemas mais antigos que ja haviam sido
resolvidos por outros métodos.

Como ja falamos no inicio do trabalho, nesse tipo de problema as vezes é mais dificil

modelar a funcao que desejamos otimizar do que resolvé-la de fato. Vamos tomar a fungao
f(xyz9:-y) = ¥/T X9 T, Sujeita & restrigdo
g(T129+2y) =X + To + -+ T, = €,
com z; > 0. Calculando o gradiente da fungao f temos
1
Vf = ﬁ ((gjle...xn)(l/n)_l(;L'Q...xn)’ cee (ajle...mn)(l/n)_l(xl...ajn_l))

e calculando o gradiente da funcao g temos
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vg=(1,1,...,1).

Agora, para otimizar a fungao, basta resolver a seguinte equagao

Vf=AVyg
que equivale a resolver o sistema
1 (1/n)-1 1/n_1/n 1/n
— (219, (zo-xy) = A= o) a) "™ = nday
n

1 n_1/n n
—(!L‘ll'g"'l'n)(l/n)_l(l’ll'g"'l'n) =\ = q;i/ ZL‘é/ 1'711/ = NALy
n

1 n_1/n n
—(9€1$2“'5L’n)(1/")71(361"'51571—1) = \=> xi/ .1';/ 1'711/ = nATy,
n

Esse sistema de equacgoes implica que nAx; = nAxy = -+ = nAz,. Note que A # 0, pois

caso contrario nao teriamos x; > 0. Portanto z; = x5 = --- = z,,. Mas,
c
L1 +To+ "+ =C=>NT1=C=>T1=—=TLy=T3=""=2Ty.
n
L ,(c ¢ c
Logo, o tnico ponto em que f assume um valor extremo é [ —,—, -, —]. Como po-
nn n

demos escolher valores para (x1, 2, -+, Z,) que tornam f tao préximo de zero (mas nao

igual) quanto quisermos, entao f nao tem valor minimo. portanto, o valor maximo é

S1o

f(c c c) .fc ¢ ¢
n'n’ 'n nn on
c

— é o valor maximo de f, mas

3

C
f(z1, 29, 2,) = Y/T129 20 < —,
n
e como 1+ To + -+ + x, = ¢, obtemos

T1+To+ - +2y

/X1Xo Ty <

. . ~ . . . ,o C
Ademais, essas duas médias sao iguais quando f atinge seu valor maximo —, mas
n

n

' c c c . e
isso ocorre apenas no ponto (—, -, —). Ou seja, as médias sao iguais apenas quando
n n n
T1=Tg=++=Ty=—. |
n

Aplicacao 5.6. Em Economia, um modelo de producao é uma relacao matemdtica entre

o produto de uma companhia ou um pais e o trabalho e equipamento de capital necessdrio
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para produzir aquele produto. Muito do trabalho pioneiro no campo de modelos de producao
ocorreu, em torno de 1920, quando Paul Douglas (1892 — 1976), da Universidade de Chi-
cago, e seu colaborador Charles Cobb (1875-1949) propuseram que o produto f(x,y) pode
ser expresso em termos do trabalho x e o equipamento de capital y por uma equacgao da

forma

f(z,y) = ka"y’,

em que k € uma constante de proporcionalidade e a,b sao niumeros positivos tais que
a+b=1. Isso é chamado de Modelo de Produgao de Cobb-Douglas. Suponha que f(x,y) =
x5y45 e que cada unidade de capital custe m reais e cada unidade de trabalho custe n
reais. Se o total disponivel para tais custos € de p reais, entdo mx +ny = p. Diante disso,

determine quantas unidades de trabalho mazximizarao a producao.

Solugao: Vamos resolver este problema através do método dos Multiplicadores de La-
grange. Queremos encontrar o valor maximo da funcao f(x,y) = 2/5y*°® sujeita a restricao

9(z,y) =mz +ny = p.
Inicialmente vamos encontrar o gradiente das fungoes dadas. Assim, temos:

! 4
Vf=(zaoyms 2
/ (5x Yo%

Agora, resolvendo a equagao V f = AVg, temos:

$1/5y_1/5) e Vg=(m,n)

1
g$—4/5y4/5 = \m

4
gxl/';’>y71/5 =\n

mx +ny = p.

Dividindo a primeira equac¢ao por m e a segunda por n, temos:

1 (y)4/5
o\w -\

E, por conseguinte, segue




o4

entao, vem

1 (l,)l/S
n-— -
5 _\Y
4 4/5°
m-2 (v)"
5 ()
o que implica que
n
5 7
dm oy’
5
ou seja,
n
4m_y

E, por conseguinte,

4mx:ny:>x:ﬂ.
4m

Agora, substituindo x na equagao da restri¢ao, temos

m +ny = =>ny+n— :>5ny_ = _dp
am y=pr 1 Yy=pr 1 =D y_5n'
Dai, segue que
4
S I
on om
Portanto, a producao é maxima quando tivermos 5£ unidades de trabalho. [
m

Observacgao 5.2. Mesmo que a condicao V[ = AVg seja necessaria para que exista um
valor extremo em f(x,y,z) sujeita a restricio g(x,y,z) e Vg # 0 essa condigdo por si
s0 nao garante essa existéncia ou seja, a condi¢cao Vf = AVg € necessdria, mas nao

suficiente.
Vejamos um exemplo que mostra essa situagao:

Aplicagao 5.7. Utilizando o método ds Multiplicadores de Lagrange encontre (se possivel)

o valor mdzimo da funcao f(x,y) =z +y sujeita a restrigio xy = 16.

Solugao: Calculando o gradiente das funcoes f e g temos

Vf= (17 1)7 Vg = (ywr)
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Dai, resolvendo a equacao V f = AVg, segue que

1=y
1=X\x
zy =16

1 o
Logo, vem que z =y = It substituindo em ¢ segue que

11 1 1 1
. 2=16=>—==16=2>\=—=> \=+-
S N T A TR
1 1
Portanto, para A = iZ’ temos x =4 ou x = —4. Por outro lado, para A = +—, temos y =4

ou y = —4. Entao, concluimos que os possiveis candidatos a extremos sao (4,4) e (-4, -4).

Analisando esses pontos na funcao f, temos

f(4,4) =38

f(-4,-4)=-8

Dessa forma, terfamos o valor de maximo de f no ponto f(4,4) e o valor de minimo de f no
ponto f(—4,-4). Mas perceba que, (z+y) nao possui valor méximo na hipérbole zy = 16,
haja vista, que no primeiro quadrante quanto mais se distancia da origem percorrendo

por essa hipérbole maior serd o valor da soma x + . [



6 CONSIDERACOES FINAIS

Atualmente, cada vez mais tem crescido a busca pelo aumento da eficiéncia dos pro-
cessos, sendo assim, a sociedade esta sempre procurando obter um melhor aproveitamento
do tempo e dos recursos empregados em algum processo.

Diante disso, este trabalho buscou apresentar conceitos e técnicas que mostram que a
Matematica é uma ferramenta de grande valia na resolugao de problemas extremais, ou
seja, problemas que versam a respeito da detrminagao de maximos e minimos, auxiliando,
assim, no processo de tomada de decisoes. Foram abordados problemas em varias areas
da Matematica, explicitando, assim, a grande versatilidade dessa area de estudo.

Durante o trabalho foi visto que desde o inicio dos estudos acerca dos Problemas de
Otimizacao, os métodos usados para determinar as solugoes 6timas para as questoes se
desenvolveram significativamente, partindo de procedimentos puramente analiticos até o
desenvolvimento de roteiros que fornecem a solucao procurada.

Mediante o exposto, considera-se que os objetivos do trabalho foram alcangados, haja
vista que, por meio da utilizacao dos métodos supracitados, obteve-se resultados espera-
dos.

Diante do que foi apresentado, podemos indagar: qual o prorimo passo? para um
aprofundamento do tema, o leitor podera pesquisar acerca do método dos Multiplicado-
res de Lagrange para a determinacgao de solucoes étimas em fungoes com duas ou mais

restricoes.
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