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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo construir, com detalhes, o caminho necessa-
rio para que seja possivel compreender tanto a demonstracao quanto a importancia do
Teorema da Funcao Implicita. Iremos introduzir os principais conceitos topologicos do Es-
paco Euclidiano R”, a no¢ao de distancia entre seus pontos, as aplicacoes que tém como
dominio algum subconjunto deste espaco e a nocao de continuidade dessas aplicacoes.
Estes conceitos sao necessarios para o desenvolvimento do trabalho e para generalizar
outros conceitos do Calculo, como, por exemplo, a nocao de diferenciabilidade para fun-
¢oes de mais de uma variavel e o vetor gradiente, que sao ferramentas fundamentais para

podermos apresentar o Teorema da Funcao Implicita e algumas de suas aplicagoes.

Palavras-chave: Teorema da Funcao Implicita. Diferenciabilidade. Funcao Inversa.
Bilhares.



ABSTRACT

The main objective of this work is to construct, in detail, the necessary tools to
understand both the proof and the importance of the Implicit Function Theorem. We
will introduce the main topological concepts of the Euclidean Space R", the notion of
distance between its points, the applications that have as a domain some subset of this
space and the notion of continuity of that applications. These concepts are necessary for
the development of the work and to generalize other concepts of Calculus, such as, for
example, the notion of differentiability for functions of several variables and the notion
of gradient vector, which are fundamental tools for us to present the Implicit Function

Theorem and some of its applications.

Keywords: Implicit Function Theorem. Differentiability. Inverse function. Billiards.
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1 INTRODUCAO

No estudo de equacoes de mais de uma variavel real, como por exemplo o caso de
duas variaveis, sao estudadas equagoes do tipo f(z,y) = ¢, com ¢ € R, como por exemplo
f : R? > R definida por f(z,y) = y +yx +x — 1, ao verificar a existéncia de solugoes
para f(x,y) = 0 por exemplo, uma vez que pode-se por métodos elementares explicitar
a variavel y em funcao de z, ou seja, y+yxr +x —1 = 0 implica y = h—i, entao pode-se
verificar que esta nova expressao é de fato uma fungio para todo = # —1, pode-se até
mesmo esbocar seu grafico, ¢ dito entao que a equagdo f(x,y) =0 define implicitamente a
varidvel y em funcao da variavel x, pois as variaveis de f se relacionam de forma que y é
de fato uma funcao de x, ou seja, para cada x # —1 existe um tnico y que seja solugao para
f(z,y) =0. Acontece que, muitas vezes no estudo de equagoes de varias varidveis existem
equacoes muito complexas de se trabalhar, tais equacoes sao muito dificeis ou até mesmo
impossiveis de se verificar, por métodos elementares, se existe alguma funcao que relacione
unicamente as suas varidveis mas, apesar disto, ainda deseja-se obter informagoes sobre o
seu comportamento.

Naturalmente surge a pergunta: sob quais hipdteses uma equagao do tipo f(x,y) =0
define implicitamente alguma fungao, ou melhor, quais caracteristicas uma equacao de
mais de uma variavel deve possuir para que se possa afirmar que seu conjunto de solucoes
define, unicamente, uma das suas variaveis em funcao das demais? Caso exista tal funcao,
quais as informagoes a respeito do seu comportamento pode-se obter?

Neste trabalho, foi construido todo o caminho necessario para que se possa entender
a entao apresentacao do Teorema da Funcao Implicita, mais precisamente, a versao do
Teorema no Espaco Euclidiano (R") que, por ser um espago vetorial normado, possui
propriedades topologicas de facil compreensao.

Este trabalho teve como principal objetivo estudar as propriedades que uma equacao
de n varidveis reais deve possuir para que a mesma defina implicitamente alguma funcao,
ou seja, sob quais hipdteses o conjunto de solucoes de uma equacao define unicamente
uma variavel em funcao das demais. Para atingir tal objetivo foi necessario primeiramente
apresentar a estrutura e alguns conceitos topologicos do espaco vetorial R", logo depois
generalizar algumas nocoes e alguns teoremas classicos do Calculo de uma variavel real
para o Calculo de varias variaveis reais e, por fim, demonstrar o Teorema da Funcao
Implicita.

No capitulo dois, foi apresentado o espaco vetorial R™, a estrutura dos pontos deste
espaco e as suas principais propriedades topolégicas como, as formas de medir a distancia
entre dois pontos e o comprimento de um vetor, as principais operacoes entre dois vetores
do mesmo tipo, as aplicagoes que tem como dominio algum subconjunto deste espago e

contradominio algum subconjunto da reta e vice-versa, assim como a continuidade destas



aplicacoes.

No capitulo trés, foi estabelecido um extensao adequada de derivada para fungoes de
varias varidveis para poder entao fazer uma generalizacao mais adequada para alguns
teoremas classicos do Calculo, como por exemplo a Regra da Cadeia e a composicao de
aplicagoes continuas. Neste também foi apresentado o Vetor Gradiente.

O capitulo quatro foi dedicado a demonstrar o Teorema da Funcao Implicita e explanar
alguns resultados do mesmo.

Por fim, no capitulo cinco foram apresentadas algumas aplicacdes do Teorema da
Funcao Implicita.

A partir deste estudo, pode-se estabelecer sob quais hipoteses uma equacao de n
variaveis define implicitamente alguma funcao, é concluido ainda que quando tal fungao

existe, ela é tnica.



2 NOCOES PRELIMINARES
2.1 O espaco Euclidiano

O Espaco Euclidiano R”, em que n € N, é formado pelo produto cartesiano
R"=RxRxRx---xR

em que seus pontos sao as listas « = (1, 29,3, ...,x,), com cada x; € R. Pode-se interpre-
tar cada x € R” como um ponto ou como um vetor, dependendo do contexto, utilizar-se-4 a
notacao 0 para representar o vetor que possui n coordenada iguais a 0, o vetor nulo. Este
¢ um espaco vetorial em que estao bem definidas as operacoes de soma e multiplicacao

por escalar. Sejam z,y € R” e o € R, vale

TH+yY=(T1+Y1, T+ Yo, T3+ Y3y, Ty + Yp)

a-r=(a T,0 T, T3,...,0Ty).

Definigao 2.1. Uma aplica¢ao de um conjunto A ¢ R™ em R”, é uma regra f: A - R"

que associa cada vetor x de R™ a sua imagem

f(x) = (fi(2), fo(2), f3(2), -, ful)),

em que fi, fa, f3,..., fn: ASR™ > R sdo as fungoes coordenadas de f.

Uma aplicacao diz-se linear quando para cada z,y € A e a € R, tem-se:
L flz+y)=[f(2)+ f(y);
2. fla-x)=a- f(x).

Um tipo importantissimo e particular de aplicacao linear, sao os funcionais lineares
f:R™—>R.

O dual algébrico (ou espago dual) de um espagco vetorial R™ é o conjunto (R™)* = {f:
R™ - R | f &€ um funcional linear}.
Observagao 2.1. Note que o Dual algébrico é nao-vazio, pois a aplica¢ao nula (constante

igual a 0) pertence a este conjunto.

Definicao 2.2. Uma aplicagao ¢ : R xR” — RP? diz-se bilinear quando é linear em ambas

as suas variaveis, ou seja, dados x,y e R™, 2’ ¢y’ e R" e «a €, vale:
Lop(ax+y,2') = a-p(z,2') + p(y, 2');

2. o(z, 2" +ay') = p(z,2") + a-(z,y").
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Seréd utilizada aqui frequentemente a nogao de distancia entre pontos de um espaco
vetorial. A distdncia é um namero real d(z,y) obtido por meio de uma métrica que é
uma funcao d: M x M — R em um conjunto M, em que para cada x,y,z € M, tal funcao

satisfaz as seguintes condigoes:
D1. d(x,z) =0;

D2. Se z #y entao d(z,y) > 0;
D3. d(x,y) =d(y,z);

D4. d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).

Defini¢ao 2.3. Uma norma em R" é uma fungao | | :R” - R que associa cada vetor x
de R” um namero real |z, que satisfaz as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R”

e um escalar \:

N1. 240 = |z #0;

N2. |[A-z| = |\ |z];

N3. |z +y| < [z] + |yl

Para A € R, o nimero |A| é o valor absoluto de .

Exemplo 2.1. Norma da Soma, em R”

n
lzls =3l
i=1

Paratodox,y e R"e A e R, se x # 0 entdo para algum k =1,2,3,...,n, o valor absoluto
da coordenada x; de x vai ser maior do que 0 e para todas as demais coordenadas vai
valer |z;| >0, logo |z|s = |x1|+ |z2|+ - +|xk|+ - +|zn] > |zx| > 0 € isto verifica a propriedade
(N1). [Az|s= Az, A2, A 23,y A |ls = [A-aq| + Ao + [N xs] + -+ Ay =
Al faa] + [A[ - o] + Al |ws| + o+ [A] - an] = [A]- (Joa] + |22 + |2s| + -+ + [an] = [A] - [2]s, 0 que
verifica a propriedade (N2.). Por fim, pela defini¢ao e pela desigualdade triangular para
nimeros reais, segue que |z +y|s = |(x1+y1, 2o+ Y2, T3+ Y3, Tn +Yn) |5 = |21 + 11| + |22 +
Yol + |g +ys| + -+ g + yn| <faa |+ |ya| + o] + [yo| + zs] + ys] + -+ an| + [yl = [2]s + [y]s €
isto verifica a propriedade (IN3.). Isto mostra que de fato, a norma da soma é uma norma

em R™.

Exemplo 2.2. Norma do Maximo, em R”

Ji)as = e |
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A Norma do Maximo também é uma norma em R”, pois para todo z,y e R e XA e R:
(N1.) Se z # 6, entao para algum k = 1,23, ... n, vai valer |zx| > 0, mas por defini¢ao

|zx| < max|x;|, logo 0 < |xy| < max|z;| = ||| ar;
1<i<n 1<i<n

(N2.) Prelar = Qg Arg, Ao, ) = max [\ = ma ] = - (maseln] ) -

AL ] s

(N3.) Por definigdo e pela desigualdade triangular para nimeros reais, segue que |x +

Ylar = (@ +y1, w2 + g2, 23+ ys, @+ yn) |4 = max |z + g3 <max (o] + [yi]) = max || +
1<i<n 1<i<n 1<i<n

max[y;| = |z ar + [y]ar

1<t

Exemplo 2.3. Norma Euclidiana ou Comprimento de um Vetor em R”

A maneira mais natural de calcular a distancia entre dois pontos z,y € R" é genera-
lizando a distancia entre dois pontos da reta. Quando x,y € R, a distancia entre eles é
o valor absoluto da sua diferenca, enquanto para x,y € R”, a distancia entre x e y é a
norma do vetor z—y = (21 -y1, T2 — Yo, T3—Y3, - - -, Tn—Yn ). Dai, se verifica que cada norma
fornece uma meétrica, ou uma forma diferente de calcular a distancia entre dois pontos do
Espaco Euclidiano, e mais, note que a norma de um vetor x € R” é a distancia de = até a
origem, ou seja, |z| = d(x,0), sendo 0 a origem de R".

Estas trés normas apresentadas anteriormente sao as mais comuns (ou usuais), as duas
primeiras, apesar de serem mais simples, tem sua devida importancia como sera visto no
Teorema 2.1.1, ja a Norma Fuclidiana é a mais natural na Geometria Euclidiana, diferente
das outras duas, ela provém de um produto interno.

No que segue, serd mostrado que as trés normas que foram apresentadas aqui, cumprem

a seguinte relacao, para todo x € R®
|zlae < [zl < lzls <m- o]

Com efeito, seja || = ?}%X|:Cl| = |z|a, como z € R™ entdo x = (x1,x2,23,...,2,) € cada
<1sn

x; € R, entao

Jwlar = max foi| =\ /a3 <\f2? + a3+ 2d 4t 22 = e

Note que ||.CEH% = | P+ |@o|? + |23 P4+ |wn P+ 2@y - o| + 2|21 - 3|+ 4 2| |+ 2] @g -y |+ +
20Tpo1 x| = et + 244+ 22 4200y w0+ 2]my x|+ +2|wa - wg|+ 20wy g+ oo+ 2] Ty | >

¥+ as+ 23+ + 22 = |z)?, logo

o = Vi + a5+ a3+ + a2 <\f]z]} = ls.
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Por fim, se |xy| = max = |z] s, entdo para todo i =1,2,3,---,n vai valer |xy| > |z;], ou seja,
<n

k] > ], |zl 2 |2a), |zk] 2 |2zsl, - . . 2] 2 |2, logo
Jolls = kil + ] + ] =+l < -] = (e ) = - o
1<i<n

Estas igualdades sao extremamente importante, pois servem para mostrar que as trés
normas usuais em R” sio equivalentes. E dito que duas normas | [ e || |2 quaisquer em
R” sao equivalentes quando existem duas constantes a >0 e b > 0 de tal forma que, para
todo x € R™, tenhamos

[zy <a-fzfz e |zl <b- ]

Isto é extremamente importante pois, em alguns casos pode ser muito dificil de se tra-
balhar com a Norma Euclidiana, mas facil de se trabalhar com outra norma mais simples,
porém equivalente. A equivaléncia de normas é uma relacio REFLEXIVA, SIMETRICA
e TRANSITIVA que permite escolher a norma que for mais conveniente para demonstrar
algum resultado e sua veracidade permanecerd para todas as normas equivalentes a norma
adotada.

Teorema 2.1.1. Duas normas quaisquer em R™ sao equivalentes.

A demonstragao deste Teorema esté no livro Curso de anélise vol.2 (LIMA, 2010, p.
19), ele permite substituir a norma que esta sendo utilizada por qualquer outra equiva-
lente, porém neste trabalho, é suficiente que as norma usuais (Euclidiana, da Soma e do

Maximo) sejam equivalentes pois sdo as tnicas que utilizadas aqui.

Definig¢ao 2.4. Um Produto Interno em R™ é uma aplicagdo {( , ):R” - R que associa
cada par de vetores z,y € R", o nimero real (x,y) chamado produto interno de x por ¥,

em que para quaisquer x,x’,y € R® e \eR, sao validas as propriedades:
P1. (x+2',y) = (x,y) + (2',y)

P2. (A-z,y) =\ (z,y)

P3. (z,y) = (y,z)

P4. x%ﬁﬁ(m,m)>0

As propriedades P1, P2 e P3 entregam a bilinearidade do produto interno. Como ja

havia sido mencionado antes, o produto interno fornece a norma euclidiana

7 i=1

(01 = 3o m) = 35) - [(2)] - Jal?

para todo z e R"™.
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Perceba que (x,x) = |z||? se, e somente se, +/(z,z) = |||, neste sentido a noma

euclidiana é de fato uma norma em R”. Com efeito, para todo x # 6, vale

(r,z) >0 = /{z,z) >0 = |z| >0,

o que verifica a propriedade (N1.). Perceba também que para todo z € R” e todo A € R,

[A-a] = VA -2, A 2) /2 - () = VN2 x) = A2 = A 2]

e isto verifica a propriedade (N2.). Ja a propriedade (N3.) é consequéncia da Desi-

vale

gualdade de Cauchy-Schwarz, portanto serd admitida a sua veracidade para mostrar a
propriedade (N3.) e em seguida serd demonstrada tal desigualdade. Observe que para

todo x,y € R", vale

|z +y|? = (z+y,z+y) = (2, z) + (z,y) + (y, 2) + (y,y) = |z + 2(z,y) + |ly|*.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz [(z,y)| < ||z| - [|ly], mas (z,y) < [(z,y)|, pois esta &

uma propriedade do valor absoluto, em particular (z,y) < |z - |y|, logo
lz+yl? = [=]* + 2{z, y) + [yl < |2 + 2+ =] - [yl + [y1* = (=] + Ty])*.

Como |z +y|?>0e (||| + |y||)? > 0, entdo ndo havera problema algum em extrair a raiz

quadrada em ambos os lados da desigualdade acima. Logo
lz+yl* < (=l + 1y)?* = lz+yl <]z +]yl

e isto verifica a propriedade (N3.).

3

Observagao 2.2. Sera considerado aqui apenas o produto interno canoénico (x,y) = ¥ (z;-
i=1

y;), com x,y € R*. Note que, sexza)entao, (x,2)=0-0+0-0+--+0-0+0-0=0.

n vezes

Relembrando alguns conceitos do Calculo Vetorial e generalizando estes para dimensao
n, dois vetores x,y € R sao ditos linearmente dependentes quando tém a mesma direcao,
ou seja, quando um é multiplo escalar do outro. A definigao geométrica do produto interno
aqui ¢ bem semelhante a que ¢ vista no Célculo Vetorial, dados z,y € R® nao nulos, vale
(x,y) = ||z|| - |y] - cosf, em que 6 é o angulo formado pelos vetores = e y. A ideia é a
seguinte, sejam x e y vetores do R", ambos diferentes de 6), e seja f o angulo formado
por estes vetores, entao os vetores z, y e x —y fomentam um tridngulo de tal forma que,

o vetor x —y representa o lado oposto a 6.
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Figura 1 — Interpretagao geométrica do produto interno.

Yy -y
)

—

T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Aplicando agora a lei dos cossenos no triangulo da Figura 1:

lz=yl* = [=* + |y[* = 2- =] - |y] - cos §
= (z-y,2-y) = |2+ |y|* - 2- |z - [y] - cos
= (z,2) =2 (z,y) + (y.9) = =+ [y]* - 2- || - |y[ - cos ®
= |2)*=2-(z,y) + ly[* = |=[* + [y)* - 2+ [] - |y[ - cos &
= =2-(z,y) = =2-|z| - |yl - cos b
= (z,y) = |z| - [yl - cos b.

Como os vetores z e y sdo ambos diferentes de 0 entdo |zl >0 e |y >0, logo a tnica
s

forma do produto interno entre eles resultar em 0 é se cosf = 0, ou seja 0 = 7, isto quer

dizer que dois vetores sao ortogonais quando o seu produto interno é igual a 0.

Teorema 2.1.2. (Desigualdade de Cauchy — Schwarz). [(z,y)| < |z|-|ly|, para quaisquer

x,y € R*. Valendo a igualdade se, e somente se, os vetores sao Linearmente Dependentes.

Demonstracao. Se y = 6), entdo seja x = (1,22, 3, ...,%,), logo (z,y)| = (z,0)] = |1 -0+
T30+ 30+ +z, -0 = 0] = 0, por outro lado |z - [y[ = [z[ - | 0] =[] -0=[z-0] =
[(z1-0,22-0,25-0,...,2,-0) = ||6|\ =0 e fica provado para o caso em que um dos vetores

é o vetor nulo.
Se y # 6, entao considere x e y dois vetores quaisquer de R™. Ao projetar ortogo-
nalmente o vetor x sobre o vetor y, esta projecao ¢ um multiplo escalar de y, ou seja, a

projecao de x sobre y é um vetor ay.

Figura 2 — Projecao ortogonal.

\ 4
<

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Sendo 6 o angulo formado por x e y, a Figura 2 apresenta tanto o caso em que tal
angulo é agudo quanto o caso quando o mesmo é obtuso. Dos conhecimentos do Célculo
Vetorial, a fim de conseguir um vetor z que seja ortogonal a y, basta tomar z = x — ay,
desde que ay seja a projecao ortogonal de x sobre y, mas por construgao isto ocorre,

portanto o vetor z = x — ay é de fato ortogonal a y, isto quer dizer que (z,y) =0, logo

(z.9)
lyl*

Agora note que z = — ay se, e somente se, T = z + ay, perceba também que |z[2 >0

0=(zy)=(z-ay,y)=(z,y)-a-(y,9) = (z,y) - Jy|* < a=

para todo z € R", logo

[2]* = (2,2} = (2 + ay, z + ay) = (2, 2) + (2, ay) + {ay, 2) + {ay, ay)

|21

= (z,2) + 20 (z,y) + o (y,y) = |2]* + o*[ly]*

> o [ly]*.

Multiplicando todos os membros da equagao acima por ||y[?, segue que

H56H2-!y!|22a2!\y|2-!y!|2=(<|| B >) (y1?)? = w2y = V- Jyl? > V(z,z)?

= ] -yl 2 [z, z)|

e entao fica provada a primeira afirmacao.

Agora, se vale a igualdade, entao

()l =zl lyl = (z.9)* =]z|* [yl

2
- ﬁﬂ =2l = (z.) = (= + ay, 2+ ay) = 2" + o [yl
2
(0:) (0,9
a2+ (“ A= e+ 2
mas < ) < >
e 0 o 220 e 2= T

lyl?

e portanto, se z = 0, entao x = ay, logo x e y sao linearmente dependentes.

lyl?

Reciprocamente, se x e y sao linearmente dependentes entao a projecao de x sobre y
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é o proprio z, ou seja, ay = x, logo

]

= [l=[*- [yl*

(z,x) = (ay,ay) = ® - (y,y) = o* - ||y|?
o2 y?- lyl? = aly|? - efy)?
(o, y) - (ay, y) = (oY) = (z,y)?

= Vlz[?-lyl> = V{z,y)?
= |zl -yl = Kz,)l
e portanto vale a igualdade. O]

A titulo de curiosidade, uma norma provém de um produto interno quando satisfaz a

wdentidade do paralelogramo
lz+yl? + o=yl = 2(|=]* + [y]*)- (2.1)

Perceba que [z +y[?+[z-y[? = (z+y,z+y)+(z-y,x-y) = (z,2)+2-(z, y) +{y, y) +{y, y) - 2-
(x,y)+(x,x) = (x,2) +(y,y) +(y,y) + (z,x) = 2(||z||* + |y||?). Portanto a Norma Euclidiana
provém de um produto interno, porém isto nao acontece com as outras duas que foram
apresentadas, ao considerar x,y € R? com z = (1,0) e y = (0, 1), e trocar na equacao (2.1),
a Norma Fuclidiana pela Norma da Soma ou pela Norma do Maximo, segue que estas

nao verificam a identidade.

Definicao 2.5. Chama-se bola aberta de centro em a e raio r, o conjunto de todos os
pontos de R” que estao a uma distancia menor do que r do ponto a. Respectivamente a
bola fechada é o conjunto de todos os pontos que estao a uma distancia menor do que ou

igual a r do ponto a e denota-se por

B(a;r) ={z eR"; |z —af <r}

Bla;r]={x eR"; |z —a| <r}.

Observacao 2.3. Neste segundo caso, se restringir o conjunto dos pontos cuja distancia
em relacao ao ponto a seja exatamente igual a r, obtém-se entao a esfera de centro em a

e raio 7, a qual é denotada por S[a;r].
Definicao 2.6. Um conjunto X c R” é dito limitado se X esta contido em alguma bola.

Em outras palavras, é dito que um conjunto X é limitado se existir um nimero real
r >0 e um ponto a € R?, de tal forma que todos os pontos de X estejam contidos na bola
de centro em a e raio r. Neste sentido pode-se dizer que toda bola em R" é um conjunto

limitado, pois satisfaz a definicao de imediato.
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Dado um ponto a € X, é dito que a é um ponto interior de X quando existe algum o
positivo tal que B(a;d) ¢ X e denota-se por intX o conjunto dos pontos interiores a X.

Para todo x € int X, é dito que X é uma wvizinhanc¢a do ponto x.

Definicao 2.7. Um conjunto X ¢ dito aberto se todos os seus pontos sao interiores, ou
seja:
VreX, 30>0 tal que B(z;0)c X.

Uma consequéncia imediata da defini¢ao é que toda bola aberta é um conjunto aberto,
pois para todo real r >0, se x € B(a;r), entao |z —al| <r implica 0 <7 — ||z - a|. Como o
nimero real r— |z —a| é estritamente positivo, ao definir uma bola B(x;r - ||z -al|), segue
que, se y € B(z;r - |z -al), entdo |y—z| <r-|x-al, portanto |y -a| = |[y-z+z-a] <
ly = x| + |z -a| <r-|x-a|+|z-al| =r implica y € B(a;r). Como y foi tomado
arbitrariamente, entdo B(z;r — |x - a|) c B(a;r).

Um tipo de aplicagao muito importante na mateméatica em geral ¢ a sequéncia de
pontos.

Uma sequéncia em R™ é uma aplicacao

z:N— R"”

k+— x, e R"

em que xp é o k-ésimo termo da sequéncia ou termo de indice k. Note que cada termo
x), de uma sequéncia de pontos de R™ possui n coordenadas, isto quer dizer que, xp =
(1, Tr2, Ths3, - - -, Trn ). Neste sentido, cada coordenada xy; de x) representa um termo de
uma sequéncia de pontos da reta, ou seja, cada coordenada de uma sequéncia de pontos
em R” é uma sequéncia da reta. Para representar uma sequéncia em R”, utiliza-se a
notagao (xy)reny ou simplesmente (xy).

Uma subsequéncia de (x) é uma restrigdo infinita dos seus termos, de tal forma que,
dado um subconjunto N = {ky, ko, k3, ..., ky,,...} ¢ N com k, < k,,1 para todo n € N se
tenha (g, , Ty, Thyy - - - Ty - - - ). Utiliza-se as notacoes (25 ) ke, (T, )ien, O simplesmente
(z},) para representar uma subsequéncia de (xy).

E dito que uma sequéncia é limitada quando existe um majorante real estritamente
positivo para os seus termos em norma, ou seja, se existe ¢ > 0, com c € R tal que |zx]| < ¢
para todo k € N. E dito também que uma sequéncia (z;) € R" converge para um ponto
a € R ou que a é o limite de (zy), ]}LIBJ x = a, ou simplesmente quando para todo € > 0,
puder ser exibido um nimero kq € N, tal que todos os termos de (x;) que sdo sucessores
a xy, (em relagdo a ordem dos indices) estejam contidos em B(a;e). Isto equivale a dizer

que para todo € >0, existe um ko € N tal que k > ko implica |z —al <e.

Observagao 2.4. Perceba que, nestas condigoes, para toda sequéncia de pontos (zy)gey €

R™ e c e R?, vale lim |z —c¢|; = 0 se, e somente se, lim |z — ¢ =0, e isto quer dizer que
k—oo k—o0



18

duas normas equivalentes ddo origem a mesma no¢do de limite em R® (LIMA, 2010, p,
19).

Figura 3 — Sequéncia convergente em R™.

Rn

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 2.8. Um ponto a € R" diz-se valor de aderéncia de uma sequéncia de pontos

(z1) € R*, quando é o limite se alguma subsequéncia de (zy).

Teorema 2.1.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R™ possui uma sub-

sequéncia que converge.

Teorema 2.1.4. Uma sequéncia limitada em R™ é convergente se, e somente se, possui

um unico valor de aderéncia.

Demonstragao. Seja () uma sequéncia limitada em R” com gim z) = a e seja (ry) com
— 00
k" € N’ ¢ N uma subsequéncia qualquer de (z) que converge. Da defini¢do de convergéncia

de sequencias, como () converge entao para todo € > 0 existe kg € N tal que
k>ky=|zg—al <e, (2.2)

em outras palavras =y € B(a;e). Como N’ & um conjunto infinito, para k' € N’ com k' > ko,
por (2.2) segue que |z —a| < &, ou seja, xp € B(a;¢e) para todo k' > kg e portanto (xy)
converge para a, logo (x) possui um tnico valor de aderéncia.

Reciprocamente, seja a o tnico valor de aderéncia de (x). Suponha que 1}1_)1?0 Ty # a,
isto quer dizer que para algum ¢ > 0 o conjunto N’ = {k € N;x ¢ B(a;¢)} c N é infinito,
ou seja, |zx —al > e > 0 para todo k pertencente ao conjunto infinito N’ ¢ N. Como
N’ é infinito, tome uma subsequéncia (x) de (x;) com k' € N'. Como (x) é limitada
e todos os termos de (xy) sdo termos de (zy), entdo a subsequéncia (xy) também é
limitada e todos os seus termos satisfazem a condigao |z — a| > €, pois k' € N’. Como
(z)r) é limitada, o Teorema de Bolzano-Weierstrass garante que tal sequéncia possui uma
subsequéncia (xp) com k" € N” ¢ N/ que converge para um ponto b € R" e todos os

termos de () ainda satisfazem a condigdo |z —a| > €, pois k” e N” e N” ¢ N'. Logo
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kl,lm |zgn —all = ||b-al > >0, isto quer dizer que b # a e (x) possui no minimo dois
—00

valores de aderéncia, o que é um absurdo pois a ¢ o tnico valor de aderéncia de (zy).

Esta contradicao é consequéncia de supor que l}im xy # a, portanto ]}im Ty = a. O
—00 —>00

Definicao 2.9. Diz-se que um ponto a € X c R® ¢ um ponto aderente a X quando a é
limite de alguma sequéncia de pontos de X. Chama-se fecho de X e denota-se por X o

conjunto de todos os pontos aderentes a X.

Definicao 2.10. Um conjunto X c R" ¢ dito fechado quando contém todos os seus pontos

aderentes, ou seja, X = X.

Mostra-se que toda bola fechada é um conjunto fechado observando que, se b ¢ um
ponto aderente & Bla;r], entdo existe (g)gey com %im 2, = b tal que, para todo k € N,
xy, € Bla;r], isto quer dizer que para todo k € N vale |z — a| < r, mas %im |ze —al =

|b—a| <r implica b e Bla;r].
Definicao 2.11. Um conjunto K € R" diz-se compacto quando é limitado e fechado.

Definicao 2.12. Dado um conjunto X € R” e um ponto a € X, quando para todo € > 0
existir algum = € B(a;¢) diferente do proprio a, serd dito que a é um ponto de acumulagdo
de X. Sera dito que a é um ponto isolado quando nao for ponto de acumulacao, ou seja,

quando existir r > 0 tal que a bola aberta de centro em a e raio r contenha apenas o ponto
a, B(a;r) = {a}.

O espaco R™ nao possui nenhum ponto isolado pois, ao fixar arbitrariamente um

ponto a € R™ e considerar um ponto b = a -x, em que r ¢ um ponto qualquer

r
+ —_—
o ) 20 .
de R™ e r > 0 um real arbitrario, entao nestas condi¢oes b ¢ um ponto de R”, e mais,

|b—al = a+#-x—a‘ = :;:”ﬁ‘” = g <r, ou seja, b € B(a;r), isto quer dizer que
x [

para qualquer r > 0, a bola B(a;r) ndo contem apenas o a. Como o ponto a foi fixado

arbitrariamente entao nenhum ponto de R” é isolado.
2.2 Continuidade

Definicdo 2.13. E dito que uma aplicacao f: X ¢ Rm — R" & continua em um ponto

a € X se para todo € > 0 existe § > 0 de tal forma que

reX,reB(a;0) = f(x) e B(f(a);e).

Quando f é continua em todos os pontos do seu dominio, é dito simplesmente que f é

continua.

Da definigdo de bolas que foi vista anteriormente, dizer que = € B(a;J) equivale a

dizer que a distancia de x até a é menor do que J, ou seja, ||x —a| < J, analogamente
f(x) e B(f(a);e) equivale a dizer | f(z) - f(a)| <e.
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Teorema 2.2.1. Sejam U cR™, VcR" e f:U — R" uma aplicacao continua no ponto
acU, com f(U)cV. Seja g:V - RP uma aplicagao continua no ponto b = f(a) €V,

entao a composi¢ao go f:U — RP é continua no ponto a.

Demonstracao. A continuidade de g fornece para cada £ >0 um 46’ > 0 tal que

yeV, |ly=0bl<d" = |gy) -g®)| =lg(y) - g(f(a))] <e.

Por outro lado, a continuidade de f fornece para cada ¢’ >0, um ¢ > 0 tal que
vel, |z-a| <d=|f(z)-f(a)] <d"
Mas se z € U, entao f(z) eV, logo

velU, |z-a| <6=|f(z)-f(a)] <& = [g(f(2))-g(f(a))]|<e
= (g0 F)(x) - (go F)(a)] <e.

O

Teorema 2.2.2. Seja f:USR™ >R eacU, com f(a) = (fi(a), f2(a), f3(a),..., fu(a)).
f € continua no ponto a se, e somente se, cada uma das suas funcoes coordenadas

fi :U - R for continua em a.

Demonstra¢ao. Primeiramente perceba que para todo v = (ay,a9,a3,...,q,) € R?, vale
o] =v/a?+a3+a2+--+a2 2 /a2 = |y, Vi=1,2,3,...,n. Dacontinuidade de f segue

que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

zeU, o -al <6 =|fi(z) - fila)| < |f(x) - fa)] <&

e portanto cada f; : U - R é continua em a.
Reciprocamente, se cada f; : U — R é continua em a, entao para todo £ > 0 existem

01>0,00>0,03>0,...,0, >0 tais que
veU, |z —al| < =|fi(x) - fi(a)] <e.

Por conveniéncia, sera tomada agora a Norma do Maximo e considerado d o menor dos
d0;, logo
zel |z —aly<d=|f(x) - fla)|um <|fi(z) - fi(a)| <€

e portanto f é continua em a. ]

Exemplo 2.4. A soma de vetores em R" é continua. Considere a aplicagao s : R? x R" -

R definida por s(z,y) = x +y considere também a norma da soma. Para todo ¢ > 0 existe
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um § = ¢ tal que, se (z,y), (v,w) eR" e ||(z,y) - (v,w)|s <0, entdo

[s(z,y) =s(v,w)ls =z +y - (v+w)|s = e -v+y-wls

<z -vls+ly-wls=1(zy) - (v,w)]s <e.

Exemplo 2.5. A multiplicacao por escalar em R” é continua. Considere ¢ : R x R" - R”»
definida por ¢(t,x) = t-x. Fixando tg € R e xy € R" arbitrariamente. Dado & > 0,

escolhendo §; = , nao haverd perda de generalidade em supor

£ s €
ey ——
3([tol + 1) 3([Jzofl +1)
que € < 1, logo €2 < e. Portanto, se |t —tg| < d2 € |z — x¢| < 01, segue que

£ - [to] € [tol <
1 — <&l = =—. <z,
ol |z = ol < 01-Jtol = 30" = 3 G+ D) < 3

e-fzoll _e  Jawol e
3zl +1) 3 (lwol +1) 3

[t —to| - [0 < O+ ol =

e
€ € € 1 € 1
t_t N —=xa <(5.5: . = —.  —_.
0= tol - =oll <0200 = g S SRR T3 (ml v D) 3 (ol + D)
€ € &2 g2 ¢
<o =—<— <o,
3 3 9 3 3
Entao,

lo(t,z) = (Lo, zo)|| = |t -2 —to - xo| = [(t —t0) - (= x0) +to- (x = 20) + (L = 1o) - 20|
<|I(t=to) - (2 = 20) | + [to - (x = z0)| +[|(t = t0) - w0

|(t =to)| - |7 = wol + [to] - [ = 20| + [t = to| - |20

3¢

— =¢&.

€, €
3 3

9
— 4+ =
3 3

< + ==

Em particular, o produto de niimeros reais é continuo.

Exemplo 2.6. O produto interno em R” é uma aplicacao continua. Ora, seja & : R"xR" —
R com &(z,y) = (x,y), em que z = (x1,22,23,...,%,) € ¥ = (Y1,Y2,Y3,---,Yn), €ntao
E(r,y)=o1-Yy1 + T2 Yo+ T3 Y3+ - + Ty - Yp. Como cada z;,y; € R, o produto de niimeros
reais é continuo e ainda resulta em um vetor da reta, portanto o produto interno é continuo

por se resumir a uma soma de vetores da reta.

1
Exemplo 2.7. A aplicacao p: R-{0} - R com p(t) = o é continua em seu dominio.

Itol

Fixando arbitrariamente to € R — {0}. Dado € > 0, considere ¢ o menor dos valores 5 e

[t € [tof?

g - |to|? :
A, ou seja, 0 < > e o< 5 perceba que escolhendo ¢ desta forma, segue que

2
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t to t
0 >0. Como 9 < %, entao (—50,50) N (to—0,t9 +9d) = @, logo t € (tg — d,to + ) implica
tog t
t¢ (—50, 50) implica [t > |—20|, portanto
1 1] |1 1] |t—to] |t-to
t—to| <0 = [f(t) - f(¢ :|———‘:———‘: =
. lioP
. 0 . b 26< T 9 .
[tol - ] [tol  [tol> = [tol? '
|750|'7

Teorema 2.2.3. Seja U € R™, sejam também f,g : U - R® e a : U - R aplicacoes

continuas, entao as aplicacoes abaixo sao continuas.

f+g:U—=R", (f+g)(z)=f(z)+g(z)
a-f:U->R" (a-f)(z)=a(x) f(z)
(f,9):U=>R, (f.g)(z)=(f(2) 9(z))

é:UeR, (é) (x)zﬁ, desde que a(U) #0
Demonstra¢ao. Considere s : R” x R* - R” definida por s(z,y) =x+y, { : R* xR* > R
definida por £(x,y) = (z,y), ¢ : R x R® > R” definida por p(t,z) =t-x e p:R-{0} = R
definida por p(t) = i
continuas. Como f, g e a sao continuas, entao o Teorema 2.2.2 garante que ' : U —
R xR™ com F(z)=(f(x),9(x)) e G:U - RxR" com G(x) = (a(x), f(z)), sdo ambas
continuas, ja que estas possuem coordenadas continuas. Note que (so F)(z) = s(F(x)) =
s(f(2),9(x)) = f(ff:)1+ 9(z), analogamente (£ o F')(z) = (f(z),9(x)), (¢ G)(z) = a(z) -
F@). (po)(@) = =

j que sao composicoes de outras aplicagoes continuas. ]

. Como foi visto nos exemplos 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7, s, £, ¢ e p sao

e o Teorema 2.2.1 garante que estas sao todas aplicacoes continuas,

Definicao 2.14. Dado U c R®, uma cisdo de U ¢ uma decomposicao disjunta de dois
abertos em U, ou seja, uma decomposicao U = Au B, em que A e B sao abertos em U e
An B =@. Note que, o conjunto @ é aberto (LIMA, 1993, p. 64), portanto todo conjunto

aberto U c R" admite, no minimo, a cisao U = U u @, a qual é dita cisao trivial de U.

Definicao 2.15. Um conjunto U c R" diz-se conexo quando nao admite outra cisao que
nao seja a trivial, ou seja, se U = Au B, em que A e B sao abertos e disjuntos, entao
A=gou B=g.

Tanto aqui quanto em contextos mais gerais, como por exemplo na Topologia dos
Espacos Métricos, a nogao de conjunto aberto é de extrema importancia, pois esta garante
que, a fim de que uma aplicacao f : U c R™ — V c R" seja continua, é necessario e

suficiente que a imagem inversa f~1(V’) de todo subconjunto aberto V' € V seja um
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conjunto aberto em U (LIMA, 1993, p. 68). Outra consideragdo importante a ser feita
antes de prosseguir, é que se U = AyuAyu A3u--UA,,, em que cada A; € R® é um
conjunto aberto, entao U é aberto, ou seja, uma reuniao finita de subconjuntos abertos
de R™ & um conjunto aberto (LIMA, 1993, p. 66). Estas duas afirmacoes serao utilizadas

nos proximos resultados.

Teorema 2.2.4. Seja f:U c R™ — R™ uma aplicacao continua, em que U € conexo. A

imagem de U por f, f(U), é um conjunto conexo.

Demonstrac¢ao. Se f(U) =AU B é uma cisao, entdo A e B sao abertos em f(U), e mais,
FUFWY) = FAAUB) = f1(A) U f(B) implica U = f1(A) U f(B). Como f é
continua e os conjuntos A e B sao abertos, entdao f~1(A) e f~1(B) sdo abertos em U,
isto quer dizer que a unido finita f~1(A) u f~1(B) é, de fato, uma cisdo em U, ou seja,
[~ (A) = @ (dai segue que A = @) ou f1(B) = @ (dai segue que B = @), logo a cisdo
f(U)=Au B é a trivial e portanto f(U) é um conexo. O

Teorema 2.2.5. Todos os subconjuntos conexos da reta sao intervalos.

Demonstracao. Tome U € R um conjunto conexo. Suponha que U nao seja um intervalo,
ou seja, tomando a,b € U, entao existe ¢ ¢ U tal que a < ¢ < b. Note que, ao tomar
A={zeUlr<c} e B={xeUlx>c}, segue que U = Au B. Note também que A e B
sao abertos, ou seja, Au B é uma cisao em U, a qual nao é a trivial, poisa€ A e be B.
Mas se esta cisao, que de fato existe, nao for a trivial, entao U nao pode ser conexo e isto

contradiz a hipétese inicial, portanto U é um intervalo. O

Teorema 2.2.6 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : U ¢ R® - R continua, em
que U € um conjunto conexo. Se eristem a,be U e deR tais que f(a) <d < f(b), entdo
existe ce U tal que f(c) =d.

Demonstra¢ao. Como f é continua e U é conexo, entao pelo Teorema 2.2.4 f(U) é conexo

e pelo Teorema 2.2.5, f(U) é um intervalo. O
2.3 Caminhos

Sera feita agora uma extensao das fungoes de uma variavel com imagem na reta para as
funcoes de uma variavel com imagem no espago R” e serao apresentados alguns resultados
referentes a este tipo de aplicacao, pois isto serd de extrema importancia no decorrer do
trabalho.

Definicao 2.16. Um caminho f: I — R” é uma aplicacao definida em um intervalo real

nao-degenerado! I.

!Um intervalo de extremos a e b diz-de ndo-degenerado quando a # b, ou seja, contém mais de um
ponto da reta.
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Semelhante as funcoes reais de uma variavel, dado um caminho f: I — R” e um ponto

a €1, a derivada de f no ponto a ¢é definida pelo limite

o) < 1o 4 (@) = f(a)
f'(a) =lim " :

quando existe. Se f = (fi,..., fa), observe que

fla+t) = fla) _ (filatt),.... fula+1)) = (fi(a),. .., fu(a))

¢ t
_(fila+t) = fi(@), .., fula+t) - fu(a))
t
_ (fl(a+t) - fi(a) fala+t) —fn(a))
. ; ,

portanto, ao trabalhar com uma funcao que pega valores em um intervalo e caem no
Espaco Euclidiano R”, é natural que derivar f signifique derivar cada uma de suas fungoes
coordenadas f = (f1, fo, f3,-- ., fn), logo f'(a) = (f{(a), f3(a), fi(a),..., fi(a)). De forma
analoga se verifica que um caminho é continuo se, e somente se, cada uma das suas funcoes
coordenadas também o sao. Neste caso de fungoes de uma variavel, uma aplicacao é dita
deriwdvel em um ponto a se possui derivada neste ponto, ou seja, dado f: I - R* e ael,
se existe um vetor v € R” tal que, ao dar um incremento ¢ no valor de a de tal forma que

a +t ainda esteja contido em [ e

o Sl - f(a)

t—0 t

v =0,

entao [ é derivdvel no ponto a, e mais, v = f'(a). Intuitivamente, ao dar este incremento
no valor de a e considerar a reta que intersecta o caminho nos pontos f(a) e f(a +1),
quando o incremento tende a zero, estes dois pontos estao se aproximando ao maximo, a
fim de conseguir um vetor tangente ao caminho e que o tangencie no ponto a e aponta
para a direcao em que uma particula se move ao longo da imagem de f. Note que, como
acabou de ser visto, é dito que um caminho f = (f1, fa, f3,..., fn) : I > R™ & derivavel
no ponto a, quando existe o vetor f'(a) = (f{(a), fi(a), fi(a),..., fi(a)), ou seja, existe
a derivada de cada f; : I - R, mas dos conhecimentos da Analise Real, se uma funcao
real de uma variavel real é derivavel, entao ela é continua, portanto se cada f;: [ - R
for derivavel no ponto a, entdo cada uma é continua em a e consequentemente f(a) =
(fi(a), f2(a), f3(a),..., fu(a)) é continuo neste ponto, por ter coordenadas continuas.

Portanto, se um caminho é derivavel em um ponto, entao ele é continuo neste ponto.

Teorema 2.3.1 (Regra da Cadeia). Sejam I,J intervalos abertos, ¢ : 1 - J e f:J —> R,

derivdveis respectivamente nos pontos a € I e b= p(a) € J. Entio fop:I - R" é um
caminho derivdvel e (f o) (a)=¢'(a)- f'(v(a)).
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Demonstracao. Perceba que

(fow)(a) = f(e(a)) = (fi(v(a)), fa(p(a)), fs(w(a)), ..., fu(w(a)))
= ((fl o (,0)(@), (f2 © QD)(CL), (f3 o <p)(a), s (fn o @)(a))

e neste sentido, basta provar a Regra da Cadeia para cada funcdo coordenada do caminho
fow.

Considere f; 0 : I - R. Ha dois casos a considerar sobre o valor de ¢ no ponto a :
CASO 1: Se ¢'(a) # 0, sem perda de generalidade, suponha que seja ¢’(a) >0, como ¢ é
continua (pois é derivavel), entdo existe um e suficientemente pequeno tal que ¢'(xy) >0
para todo xg € (a—¢,a+¢), logo f é crescente no intervalo (a —¢,a + ¢), portanto p(a) #

(o) para todo zg € (a—€,a+¢), isto quer dizer que ¢(xg) — p(a) # 0, logo

filp(xo)) = fie(a)) _ (wo) —p(a) file(xo)) - filp(a)) (2.3)
To—a To—a ©(x0) — p(a) 7 .

passando o limite em ambos os lados e fazendo zy — a vale

(fiep)'(a) = ¢'(a)- fi(p(a)).

CASO 2: Se ¢'(a) =0, ou @ é constante numa vizinhanga de a e para todo zy suficien-

temente proximo de a, vale p(zg) = p(a) e portanto

tim 2120 @) o proa)) = 0(a) - Fi(o(a)),

To—>a Tog— G

ou ¢(z9) # p(a) e portanto vale a equagao (2.3) e

L @) = f(e(@) | plao) ~e(a) | f(e(m) - f(e()

z0-a o - a n-a xg-a p(x0) - p(a)

= (fop)(a) =¢'(a)- f'((a)) = 0.

Como o resultado é valido em ambos os casos para cada funcao coordenada de f o, fica

demonstrado o Teorema. ]
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3 CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS

Deseja-se, a partir de agora, generalizar a nocao de diferenciabilidade, as propriedades
de derivadas do Calculo de fungoes de uma varidvel real para o Calculo de fungoes de n
varidveis reais e alguns teoremas que serao importantes no decorrer deste trabalho para
aplicagoes que tém algum subconjunto aberto de R™ como Dominio. Para isto, sera de
extrema importancia a ideia de derivadas parciais, em que é feito algo parecido com o que
se faz nas funcoes de uma varidvel real, porém dando um incremento apenas em uma das

varidveis da aplicacao.
3.1 Derivadas

Uma pergunta que pode surgir é "por qué é trabalhado com conjuntos abertos no
dominio?", e a resposta é, apenas por simplicidade no sentido analitico, ao tomar um
conjunto aberto, qualquer ponto tomado neste conjunto pode ser acrescido em qualquer
direcao para algum incremento ¢ suficientemente pequeno de tal forma que o ponto mais
o incremento ainda esteja contido no conjunto.

A ideia é a seguinte, seja f : U € R? > R, U um conjunto aberto e (xg,4) € U.
Como f é uma funcao de duas varidveis, entao considere que seu dominio esteja contido
no plano O,,, logo ao fixar uma das coordenadas de f, obtém-se duas novas funcoes
g(t) = f(xo+t,y0) e h(k) = f(xo,y0 + k), tais que, em g foi fixada a segunda coordenada
e em h foi fixada a primeira coordenada. A partir de agora estas duas funcoes de uma
variavel real g : (a,b) >R e h:(c,d) - R, podem ser derivadas como no Célculo de uma

variavel, portanto

(w0 +1) = g(x0)

) g . f(xo+t,y0) = f(z0,y
) =y P -y (0 T o) (3.1
e
' T h(yo + k) — h(yo) T f(xo,y0 + k) — f(x0,90)
i ; . (32)

O tltimo limite de (3.1), quando existe, ¢ definido como sendo a derivada parcial de f

0 +t,90) — ,
em relagdo & , no ponto (xg,yo) e denotada por a—f(aco, Yo) = ltiIIOl f (o +t,y0) = f(o, Yo)
:I; —

assim como o ultimo limite de (3.2) ¢ definido como sendo a derivada parcial de f em

)

0
relagdo & y, no ponto (zo,yo) quando tal limite existe e denotada por a—f(ﬂimyo) =
Y

Em f(zo,y0 + k) - f(xo,yo)‘
-0

Geometricamente, ao fixar y, na segunda coordenada de f, a fun¢ao foi restrita ao

segmento da reta que intersecta o eixo das ordenadas em y, e é paralelo ao eixo das
abscissas. O grafico de f restrito a este segmento equivale ao grafico de g e tal grafico é
formado pela interseccao do plano que intersecta o eixo das ordenadas em yg e é paralelo

ao plano O,,.
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Figura 1 — Derivada parcial em relagdo a = (R?).

z

(1,0, )

f(xo,m0) @

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere o caminho ¢(t) = (zo +t,v0, f(xo+1t,y0)) com t € R, entdo quando ¢ = 0 vale
©(0) = (zo,v0, f(z0,v0)). O grafico da restricao de f citada acima equivale ao caminho

v, logo, derivando ¢ no ponto t = 0, segue que

©'(0) = limM = lim (zo + 1,90, f (zo + 1, 90)) — (0, Yo, f (%0, Y0))

-0 t t—0 t
— lm (t,0, f(xo +t,y0) = f(z0,%0)) i (1 0 f(zo+1t,90) - f(CUo,yo))
t-0 t o\ t

= (L 0, %(1’07%)) .

0
Entao o vetor (1, 0, a—f(xo, yo)) define uma direcao tangente a superficie! de f no ponto
x

!Dada uma aplicacdo de duas variaveis f(z,y), a superficie de f é o conjunto de todos os pontos
(z,,2) do espago R tais que z = f(z,y).
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(zo, Yo, f(z0,v0)) € %(zo,yo) ¢ o coeficiente angular da reta que tangencia a superficie
de f relativamente ao plano O,..

Analogamente, ao fixar xy na primeira coordenada de f, a funcao foi restrita a um
segmento de reta que intersecta o eixo das abscissas em xy e é paralelo ao eixo das
ordenadas e portanto o grafico de f nessa restricao equivale ao grafico de h, em que tal
grafico é fomentado pela interseccao do plano que intersecta o eixo das abscissas no ponto

zo e é paralelo ao plano O,,. Considerando o caminho (h) = (o, yo + k, f(z0,%0 + k))

com k € R, entao 1(0) = (zo,yo, f(x0,%0)) e portanto ¢'(0) = (O,l,g—f(xo,yo)) ¢ mais
)

uma direcao tangente & superficie de f e a—(ﬂfo,yo) é o coeficiente angular da reta que
Y

tangencia a superficie de f relativamente ao plano O,..

Definicao 3.1. Seja f:U cR® - R, U um conjunto aberto e um ponto a € U. O limite

L flatte) - f(a) _Of

t—0 t a[[l

(a), (3.3)

quando existe, é a i-ésima derivada parcial de f (ou a derivada parcial de f em relagao a

i-ésima coordenada), no ponto a.

Ao fazer a + te;, é feito um incremento no ponto a apenas na sua i-ésima coordenada,
ao calcular o limite (3.3) é feito algo semelhante ao caso de fungdes de uma variavel para
encontrar o coeficiente angular da reta que toca no grafico da funcao epenas no ponto a,
porém neste caso, a funcao esta restrita a um segmento de reta que é paralelo ao i-ésimo
eixo de R”, pois a variagao da funcao ¢ feita na direcao do i-ésimo vetor da base canoénica.
Neste sentido, o calculo de uma derivada parcial pode ser feito utilizando a regras de
derivagao para funcoes de uma variavel, considerando todas as variaveis com excecao da
de indice i, como constantes.

O conceito de derivadas parciais € muito bonito, tanto do ponto de vista geométrico
quanto do ponto de vista analitico, uma vez que fornece informacoes extremamente im-
portantes sobre o comportamento das funcoes, mas ¢ um conceito um pouco limitado.
Quando é feita uma restricdo a uma reta paralela a algum dos eixos, no dominio de uma
funcao, é feito basicamente calculo da variacao da funcao na direcao do eixo em questao
e portanto, em uma funcao de n variaveis, quando n > 1, é feito o calculo da variacao da
funcao em n dire¢oes mas, existem infinitas direcoes que podem ser tomadas, nas quais
podem ser calculadas as variagoes da funcao para cada ponto a do seu dominio. A fim de
acabar com esta limitacao a derivada direcional fornece informacoes sobre o comporta-
mento de alguma func¢ao ao longo de um segmento de reta qualquer do seu dominio (em
qualquer dire¢do), mesmo que esta reta nao seja paralela a algum dos eixos coordenados.
Se ao invés de vetores da base candnica for tomado um vetor v qualquer, obtém-se entao

a derivada de f na direcao do vetor v.
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Seja f:U cR* - R em que U é um conjunto aberto, a € U e v € R*. Considere o
caminho A : (-g,¢) - R™ com A(t) = a+t-v, note que \(0) = a e N (t) =v. Como U é
aberto, entdao todo o segmento de reta A(t) =a+t-v com t € (—¢,¢), esta contido em U
para algum ¢ suficientemente pequeno e portanto a restricao de f ao caminho A, ou seja,
foA:(-e,e) > R, é uma funcao real de uma variavel real, logo pode ser derivada no
ponto a da seguinte forma:

0 <t LD = NO) - fa+t-0) - (@)
(£ )(0) = lim t S TGRSO

A dltima igualdade logo acima, é definida como sendo a derivada direcional de f no

ponto a, na direcao de v e denotada por

of .. fla+tv) - f(a)
90 (@) = lim t ‘

Observagao 3.1. Deseja-se aqui, que a derivada direcional de f na direcao de v dependa
linearmente do vetor v e por isto, diferentemente das definicoes de derivada direcional
dadas na maioria dos livros de Célculo, aqui nao seré suposto que |v|| = 1, serd tomado v

como um vetor arbitrario de R™.

Algumas consideragoes sao importantes de serem feitas. A primeira é se a existéncia
de derivadas parciais em todos os pontos assegura a continuidade da funcao. A segunda

) 0 )
é se a derivada _8f depende linearmente do vetor v.
)
Contraexemplo 3.1. Seja f:R? - R em que

F(ay) - i e @) £(00)

0, sex=y=0

Para (z,y) # (0,0):

af o) = 2 (22 +yt) —ay? 22 _ 222 + 45 — 2a2y? i Y — 222

Oz (2% +y*)? (2% +y')? (22 +y*)*
8_f(x y) = 2xy - (22 +yt) — xy? - 4y _ 223y + 2xy® — 4oy _ 223y — 2xy°
Oy~ (22 +y*)? (22 +y*)? (z2+y*)?

Na origem vale:

0
3 — -0
g((],()) =hm f(0+t70) f(070) :hm t2 :07
Ox t~0 t t-0 0
9 o
9 0,0y = 1jmg LQOED=JO0) g it
ox t—0 t t=0 ()



30

Como acabou de ser visto, as derivadas parciais existem em todos os pontos do do-
minio, entretanto, a fungdo nao é continua na origem, com efeito, para todo t # 0 segue

que
2t 4 1

2 4) = = ==
I (t2)2+t* tt+tt 2

é constante, e isto quer dizer que ao considerar o caminho ~y(t) = (¢2,t) e calcular o limite

de f ao longo de v vale

1

lim r,Y) == 0,0) =0.

o f@y) =5 #1(0,0)
(z,y) ey

Como as derivadas parciais sao casos particulares de derivada direcional. Considere um

vetor v = («, 8) arbitrario de R2. Ao calcular a derivada de f na direcao de v na origem

pela definicao, segue que

32
—, sea#0
Yiop=ta >
v 0, caso contrario

e mesmo existindo a derivada direcional de f na direcao de qualquer vetor, tal fungao

ainda é descontinua na origem pelo mesmo motivo anterior.

Observacao 3.2. Como foi tomado um caminho particular no contraexemplo 3.1, nao se
sabe se o limite da funcdo existe na origem e muito menos se ele é igual a 2 mas se tal
limite existe ele é diferente de zero (o limite quando existe, ¢ igual ao longo de qualquer

caminho).

Contraexemplo 3.2. Considere a funcao f:R? - R, definida por

x|y
————, se (z,y) #(0,0)
f(zy) =3 Va2 +y° ! :
0, se (z,y) = (0,0)

Se for considerado v = (a, §) um vetor qualquer de R?, segue que

[talts
. . — ta)? 1t3)2
%(0,0)ﬂimf((“t @,0+t-6) - f(0,0) _ . flta,tf) . (ta)? + ()
ov 0 t t—0 t =0 t
iy lelts o lel8 L [tlalB
e Y (e A R R
o a8 ol

SOl Ja e B \Jar e R
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Perceba que, ao tomar w = (o', f), segue que
9 (g.py - ol 8)
O(v+w)" V(a+a)2+(B+5)
s e of
var+ 8 ey« 0

e isto quer dizer que a derivada de f nao depende linearmente de v, porém mais frente

(0,0) + 2—5(0, 0)

serd visto que isto de fato acontece se f é uma funcao diferencidvel.

Como acabou de ser visto, a derivada que foi definida anteriormente sob as hipdteses
mencionadas, nao garante a continuidade da funcao, nem a dependéncia linear do vetor
v. Isto serd resolvido com a nocao de diferenciabilidade. Seré visto agora o Teorema do

Valor Médio para funcgoes de n variaveis.

Teorema 3.1.1 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U € R* - R, em que U € um

conjunto aberto que contenha todo o segmento de reta [a,a+v] com veR", f é continua

na restri¢ao f|iqq.0] € existe a derivada direcional 8—f(x) para todo x € (a,a+v). Entao,
v
existe 0 € (0,1) tal que

fla+v)=f(a)= %(a +6v).
Demonstrag¢ao. Considere a fungdo £ :[0,1] - R, tal que £(¢) = f(a+tv). A continuidade
de & segue da continuidade de f, e mais, £(0) = f(a) e £(1) = f(a +v). pelo Teorema do
Valor Médio para fungoes de uma variavel real, existe 6 € (0,1) tal que £(1)-£(0) = £'(0)

e vale

Fa10) - ) = E(1) -~ £0) = €(0) =iy ELHO=EO)
i L@t 0+ 8)v) - fla+0v)

t—0 t
_lim fla+0v+tv) - f(a+6v) _ g(a+9v).
-0 t v

3.2 Diferenciabilidade

No Célculo de funcoes de uma variavel real, é dito que uma funcao f é derivavel
em um ponto zy do seu dominio quando existe o limite que por definicao é a derivada
de f no ponto x(y e a partir da existéncia da derivada sao obtidas informacoes sobre o
comportamento da f como por exemplo, a sua continuidade. No Céalculo de n variaveis,
o conceito de funcao derivdvel é atribuido a existéncia das derivadas parciais, porém
apenas a existéncia das derivadas parciais de uma funcao, mesmo que em todos os pontos

do seu dominio, nao garantem sequer a continuidade, como foi visto no exemplo 3.1.
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Como muitos resultados do Calculo dependem da continuidade das funcoes, entao os
matematicos Fréchet? e Stolz? observaram a necessidade de construir uma extensao mais
adequada de derivada para fungoes de n variaveis, o conceito de funcao diferencidvel, este
conceito é atribuido a existéncia de uma boa aproximacao da funcao. Quando é falado
que uma funcao f é diferencidvel em um ponto xg, esta sendo afirmado basicamente que
existe uma boa aproximacao local de f em uma vizinhanca do ponto xy. Em outras
palavras, no caso de uma variavel, dada f: I € R - R com I aberto e um ponto xq € I,
ao dar um incremento t € (—¢,¢), com ¢ suficientemente pequeno de tal forma que g + ¢
ainda esteja em I, entao existe uma transformacao linear 7', tal que o valor do acréscimo
flxo+t)— f(xo) é aproximadamente o valor de T'(t), isto quer dizer que para valores de ¢
proximos de 0, o valor do acréscimo é exatamente o valor de uma transformagao linear de
t mais um resto (ou erro) em funcao de ¢, ou seja, f(xo+t)— f(xo) =T(t) +r(t) e a unica
exigéncia pedida é que este resto seja infinitamente pequeno em relacao ao comprimento
de t. Mais a frente serd explicado melhor esta exigéncia.

Seja f: I cR - R, em que [ é um intervalo aberto. Sejam também xq el et e (-¢,¢),
com ¢ suficientemente pequeno tal que zo +t € I. E dito que f é diferenciavel em z, se

existe um a € R constante tal que o limite

hmf(l’oth)—f(l’o)—a‘t:

t—0 t

0 (3.4)

exista. O numerador da fracao acima é por definicao o resto da aproximacao em relacao
at,ouseja, r(t) = f(xo+t) - f(xo) —a-t, isto quer dizer que f(xo+t)— f(zo) =a-t+7r(t),
logo o acréscimo f(xg+t)— f(xg) é igual a uma fungao linear de ¢ mais um resto, a saber,
T(t) =a-té a funcdo linear de t. Observe que quando existe um valor a que satisfaz o
limite (3.4) entao

i d @o 1) — flao) —a-t . flao+t) -~ flzo)

t—0 t t—0 t

= f'(z0) —a=0= f'(x0) = a.

a=0

Portanto, T'(t) = f'(xo) - t, logo o acréscimo f(xo+1t) — f(xo) = f'(x0) -t +7(t), e mais
flxo+t)=f(xo) = f'(xo)-t+7(t) implica f(zo+t) = f(xo)+ f'(x0) -t+r(t), logo, definindo
uma aplicagao L(xg+t) = f(xo) + f'(x0) - t, segue que o grafico de L é justamente a f no
ponto xy quando t varia em todo o conjunto R. Observe que, quanto mais o valor de ¢ se
aproxima de 0, mais o valor de f(zq+t) se aproxima de L(xg +1t) (veja a Figura 2).

Em uma funcao de uma variével, a melhor aproximacao local, em volta de um ponto g

do seu dominio, é por defini¢do a reta tangente ao seu grafico no ponto zo (GUIDORIZZI,

2René Maurice Fréchet (1878-1973) foi um matemético francés. Nascido em Maligny, na Franca, entrou
para a Ecole Normale Supérieure Paris em 1900, onde estudou matemética e doutorou-se em 1906.

30tto Stolz (1842-1905), nascido em Hall, na Austria, estudou na University of Innsbruck. Em 1864
o matemadtico austriaco doutorou-se na University of Vienna onde apresentou sua tese em geometria.
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2001, P. 622-623). Esta informacao aliada ao fato de que a é a derivada de f, permite
afirmar que, no Calculo de uma variavel, dizer que uma funcao é diferencidvel em um
ponto equivale a dizer que ela é derivavel no ponto em questao, e mais, a continuidade da
funcao segue da existéncia de sua derivada, porém, quando f é uma funcao de mais de
uma variavel, estas noc¢oes se distanciam um pouco.

Figura 2 — Erro da aproximagao pela reta tangente.

Yy

flzo+1)

L(xg+1)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja f:U cR?2 > R, U aberto e (xq,yo) € U, considere também um vetor (h, k) € R?
de tal forma que (o + h,yo + k) ainda esteja contido em U. E dito que f é diferenciavel

em (g, o) quando existem constantes a,b € R tais que o limite

lim f(x0+hay0+k)_f(x())yO)_a"h_b'k
(19100 9]

=0 (3.5)

exista. O numerador da fracao (3.5) é por defini¢do, o resto (ou erro) da aproximagao,
ou seja, r(h,k) = f(xo+ h,yo + k) — f(xo,90) —a-h-0b-k, isto quer dizer que f(zq+
hyyo+ k) = f(xo,y0) =a-h+b-k+r(h, k), logo o acréscimo f(xg+ h,yo + k) — f(x0,y0)
¢ igual a uma fungao linear de (h, k), mais um resto em relagao ao vetor (h, k), a saber,

a-h+b-k ¢ a funcao linear. Na Definicao 3.2 serd visto que, quando os valores a e b
existirem, entdo a = ?(wo,yo) eb= a—f(xg,yo). Portanto, f(xg+h,yo+k) = f(xo,y0) =
T Yy
a-h+b-k+r(h, k) implica f(zo+h,yo+k) - f(z0,v0) = (wojyo) h+ (560,3/0) k+r(h,k)
acarreta f(xo+h,yo+k) = f(a:o,yo)+g(xo,yg)-h+—(xo,yo)-k+r(h,k), logo definindo
x dy

of 0
uma aplicagdo L(xg+h,yo+k) = f(xo, y0)+ (:CO, Yo)-h+ a—f(xo, Yo)-k, segue que o grafico
Y
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de L é justamente a equacao do plano tangente* a superficie de f no ponto (zg,o), basta
fazer h=x—1x9 e k =y -yo (STEWART, 2013, p. 823).

Em uma funcdo com dominio em R?, o plano tangente & sua superficie ¢ uma boa
aproximacao em torno do ponto de tangéncia (STEWART, 2013, P. 826).

Mais geralmente, é dito que:

Definicao 3.2. Dada uma fungao f : U € R®" - R, com U aberto e a € U, f é dita
diferencidvel no ponto a, quando para todo vetor v = (a1, 9,3, ...,0,) € R® existem

constantes Ay, Ao, Az, ..., A, € R tais que o limite

fla+v) - f(a) - ¥ A;-a;
lim =1

=0
v=0 ]

exista. Quando f é diferencidvel em todos os pontos do dominio, é dito que f é diferen-
cidvel.
n
Por definicao, r(v) = f(a+v) - f(a) - ¥ A; - a; logo, se for tomado v =1t-e; com t € R,
i=1

como |e;| =1, segue que

i r(t-e) _lim r(t-e;)
t=0 Ht : GZH t—0 |t|
=lim —T(t.ei)
t—0 t
=nn1f1a+t'@)—11a)—A¢¢|
t—0 t
et -r@
t—0 t
Y DU </ NI ) AP
- axi(a) Al=0< 8xi(a) A =0 ﬁxi(a) = A,

Observagao 3.3. Perceba que, das normas que foram apresentadas, independentemente
da norma que for adotada, sempre vai valer que a norma do vetor t-e; é igual ao valor
absoluto de ¢, pois o t ¢ um escalar e o vetor e; possui a i-ésima coordenada igual a 1 e as
demais iguais a 0, isto quer dizer que a norma de e; é igual a 1 para todoi € {1,2,3,...,n},
em particular, na norma euclidiana vale ||t-e;| = |¢]- |e;| = |¢|-1 = |t|. Da defini¢ao do resto,

r(v) é uma funcao real, pois ¢ uma soma de valores reais e portanto faz sentido |r(v)|.

Nas condigoes da Defini¢ao 3.2, dizer que o limite da fracao tende a 0 quando v tende

a 0, significa dizer que o numerador tende a 0 mais rapidamente que o denominador

"lv[", em outras palavras, o resto r(v) é infinitamente pequeno em relagdo a norma de v,

“Dada uma aplicagdo f: R? - R e um ponto (z9,%0) do dominio de f, o plano tangente & superficie
de f no ponto (xg,yo) é o plano que contém todas as retas tangentes a superficie de f, que passam pelo
ponto (o, Yo)-
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) iy ) ) 2

portanto o limite do resto de v tende a 0 quando v — 0, pois hm o v 0 ol
’U—)

logo
lig f(a-+v) - () =ty fa +0) - £(a) | -0
[hmf(a+v) f(a] lim Zn;

v—>

(a) G

n

:Li_r%f(a+v)—f(a zl)i_r)%r(v)z().

1:1
Destas igualdades, lin% fla+v) - f(a) =0 equivale a dizer que f(a+v) tende a f(a)
v
quando v tende a 0, dai segue que se uma funcao ¢é diferenciavel em um ponto, entao ela

n
é continua neste ponto. Perceba que r(v) = f(a+v) - f(a) - Z A; -y se, e somente se,
-1

fla+v)-f(a) = Z A;-a;+7(v), isto quer dizer que o acréscimo f(a+v)-f(a) é igual & uma
funcao linear de U mais um resto infinitamente pequeno em relacao & norma de v. Nao
somente isto, esta definicao de diferenciabilidade ainda garante que a derivada direcional

de uma funcao f na direcao de qualquer vetor v, depende linearmente do mesmo e vale

afa :iaf

(a)-a;.

Com efeito, seja f: U — R, a um ponto do aberto U € R*, v e R" e f diferenciavel em
a. Como U ¢ aberto, entao faz sentido considerar a imagem do ponto a + tv, para todo ¢

suficientemente pequeno, pois f(a +tv) € U, portanto:

f(a+tv)—f(a):f(a+tv)—f(a)—igj () -t ) - ta
( g‘f >-tai)-||v||

< fla+tv) - f(a) = H ZzHl Li i

f(a+tv)—f(a)_(f( ) taz')-HvH 0 9
= t - t-||v|| 1218%(” «

sy g [P -r@-% g‘f (0) )

n
. ot |+
; o] 2

tozl

of
o0x;

7

(a) - o

S-S0 (fartn-s (ﬁ)-vnz ) mz).“U“ 30 ) a,
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passando o limite em ambos os lados da ultima igualdade, segue que

NIGIOEON
t—>0 ov

(a)

(#tas 1) 50 w)

lim = lim =0,
=0 It UH =0 ¢

daf resulta a férmula enunciada.
Estas tdltimas conclusoes, da continuidade de f e da dependéncia linear da derivada
direcional do vetor v sao o ponto chave desda nocao de diferenciabilidade, esta definicao

foi dada pelos matematicos Fréchet e Stolz.

Algumas vezes, é conveniente considerar uma fun¢ao p(v) = em que p é continua

(v
" o]
em v = 0 e se anula neste ponto, em outras palavras lir% p(v) =0.
Teorema 3.2.1 (Regra da Cadeia). Sejam U € R™ e V ¢ R" conjuntos abertos, f =
(fi, fo, f3s-- s fn) 2 U =V, a um ponto de U tal f(a) =beV e cada fun¢io coordenada
fr : U - R € diferencidvel no ponto a. Seja g:V — R uma funcao diferencidvel no ponto
b= f(a), entao a composi¢ao go f:U — R € diferencidvel em a e vale a formula
g f) .

kl

8fk

Demonstracao. Considere Uy, o conjunto de todos os vetores de R™ tais que a +v €
U, considere também v = (aq,9,Qs,...,q,,) € perceba que utilizando a definigao de

diferenciabilidade em f no ponto a, com a norma da soma, segue que

fla+v)=f(a)

~ai+p(v) - [v]s

= fr(a+v) = fr(a)

~ai + (V) - v (3.6)

em que p(v), assim como cada uma de suas func¢oes coordenadas pi(v), sdo continuas
em v = 0 e sao todas continuas neste ponto. Perceba que, da forma como o con-
junto Uy foi tomado, nele pode ser definida uma aplicacdo w : Uy - R™ com w(v) =

(Bl(v) Ba(v), f3(v),...,Bn(v)) em que suas fungoes coordenada sdo definidas por fi(v) =

~a; + pr(v) - ||v]|ls. Definindo w desta forma, segue que
1 (9 P g

fe(a+v) = fi(a) + Br(v)
= f(a+v)=b+w (3.7)

o] < 1, entao cada —||5k(U)HS

e mais, como
Jvlls Jvlls

é limitado em uma vizinhanca de 0 e
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[w()ls

[vlls
Utilizando agora a defini¢ao de diferenciabilidade em ¢ no ponto b = f(a), segue que

portanto também o é.

para todo v € Uy, vale

(9o f)la+v)=g(fla+v))=g(b+w)=g(b)+ Z—(b) i+ 0(w) - [w]s

=(go f)(a) + ), —(b) Be+0(w) - [wls, (3.8)
i1 Oy
em que f(w) é continua em 0 e se anula neste ponto. Perceba que w(v) também se anula
em 0, pela forma como foi definida, portanto v — 0 implica w(v) - 0 acarreta 0(w) — 0.
Utilizando a definicao de fj em (3.8), vale

(9o +0) = (g2 o)+ 33 220): (z Ok (4. ai+pk<v>-|v||s)+e<w>-||w|s, (3.9

7 1

perceba que

;% (i gf:(a).aﬁpk(v).||v||5)+9(w).”w|s

0fk

) gg—jkw)-pk(v)-|v|s+e<w>-||w|s,

8fk

(a) =4 e Z (b) pr(v) - [vls + 0(w) - [wls = R, e

logo ao chamar Z —(b)
k=1

substituir A; e R em (3 9), vai valer

(90f)(a+v)=(gof)(a)+§;Ai-az-+R

R
|wls , segue que 11 = 0. Portanto
[vls” ~0 [o]s
a composigao g o f é diferenciavel no ponto a e suas derivadas parciais sao os A;.

em que, pelos resultados obtidos sobre #(v) e sobre ——

Quando uma funcao f : U - R é continua no aberto U ¢ R” ¢ dito que f & de classe CY;
Quando existem e sao continuas as derivadas parciais ﬁ : U - R em todos os pontos
x € U, é dito que f é de classe C'; [ diz-se de classe o quando as suas n derivadas
parciais sao de classe C'; Generalizando, é dito que f é de classe C* para algum k € N,
quando suas n derivadas parciais forem de classe C*~1, se isto ocorre para todo k > 0,

entao [ é de classe C>.

Teorema 3.2.2. Seja f: U € R* - R, em que U é um aberto. Se existem as deriva-
das parciais em todos os pontos de U e todas sao continuas em um ponto c, entao f é

diferencidvel em c.
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sao continuas

Demonstra¢ao. Tomando ¢ = (¢1,¢9,¢3,...,¢,) € U tal que todas as p)
T

neste ponto e tomando v = (aq,q2,a3,...,a,) € R tal que ¢+ v € U. Utilizando a

definicao de diferenciabilidade em f no ponto ¢, segue que

W)= flern) ~f0-3 5@ o
= f(c+v) -f c+zn:ek-ak +f c+zn:ek-ak

k=2 k=2

-f c+iek-ak +f c+zn:ek-ak
k=3 k=3

-f c+§:ek-ak +f c+§n:ek-ak — ee
k=4 k=4

—f(c+en-an)+f(c+en-an)—f(c)—zgj'(c)-ai.

iz1 0T

Tomar estes valores de f que foram adicionados e depois subtraidos possibilita a utilizacao

do Teorema do Valor Médio para funcoes de uma variavel real, segundo o qual existem
01,05,05,...,0,€(0,1) tais que:

f(c+v)—f(c+26k~ozk) =f(c1+a1,c0+ g, c3+Q3,...,Cp + Q)
k=2
- fler,co+ o, c3+ g, Cp + Qi)
0
=a—a{1(0+91 c€e1 'O[l) est (310)

n n
f(c+ Zek-ak)—f(c+26k~ozk) =f(c1,ca+ o, c3+Qs, ..., Cp+ Q)

k=2 k=3
= f(er a3+ ag, ..o cn + Q)
:aa_l.];( +02'62'O./2)'CV2 (311)

f(c+zn:ek-ak)—f(c+iek-ak) =f(c1 0,03+ Qz, ..., Cp+ Q)

k=3 k=4
—fler,ea,03, 00+ Quy ooy Cp + Qi)
aof

28—1.3(04-93'63'0{3)'043 (312)
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f(C'f'en'Oén)_f(C) :f(cl7c27"'7cn—l7cn+an)_f(CbCQa'”ucn—lacn'i'Oén)
aax];(c+6n €nQp )« Oy (3.13)

Portanto, substituindo (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13) em r(v), segue que

r(v) :8—f(c+01-61-al)-al+ﬁ(c+92-62-a2)~a2+8—f(c+93-63~a3)-a3

0x 0xo 0xs
+---+§x{l(c+9n-en-an)-an Z; o

of of of 8 )
[8 1(c+01 e ay) p (c)] o + +[8xn(c+0n €n * Olp D )|«

Como as derivadas parciais de f sao continuas em c e cada quociente < 1, ou seja,

é limitado independentemente da norma que for adotada (entre as normas que foram

apresentadas), entao hm % 0 e portanto f é diferenciavel em c.
v

]
Corolario 3.1. Para que [ seja diferencidvel é suficiente que f € CT.

Perceba que

feCl= gfeC’O e feCO,
feC?=> afecl afeCO:>feC’1:>feCO

x T
feC3= f€C2 f601:>f602:>f601:>f600

’L :L"L
segue que

feCt=feCFl=s ..o feCl> feCO,

logo

CO>C 50?50 Ck.

Corolario 3.2. Sejam U € R™ e V ¢ R abertos, f = (f1, f2, f3,---5 fn) : U = R™, com
f(U) cV e cada fungao coordenada f, : U - R € de classe C*. Seja g : V - R uma
funcgao de classe C*. Entao, a composicio go f:U - R € de classe C*.

Demonstracao. Para o caso k =0, o resultado segue como consequéncia do Teorema 2.2.1,
entao fica provado para £ = 0. Se k > 1, entao as hipdteses acima permitem que seja
utilizada a Regra da Cadeia na composicao go f, o que garante que tal composicao possui

todas as derivadas parciais, logo para todo x € U com f(x) €V, vale

Aot S ey -S(er)w @ e
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Por inducao, suponha que o Teorema seja valido para a classe C*-1, a partir dai sera
provado que vale para C*. Com efeito, como g € C*, entdo todas as suas derivadas

parciais sao de classe C*-1, como f € C*, em particular f € C¥-1, pois C*-1 c C¥, entao a

0
g o f ainda é de classe C*~1, por hipotese de indugao. Como cada l e Ok,

81‘1‘ axi

composicao

. 0f; e, of; . : .
em particular i e C*1 entao 99 51 i e C*-1 pois serd visto mais a frente que,

o produto de fungoes de classe C*~1 ainda é desta classe, logo de (3.14) segue que todas

as derivadas parciais da composicao go f sao de classe C*-1 ou seja go f € OF. O

Para funcoes diferenciaveis em U c R”, fixando um ponto de uma f, a derivada
direcional de f neste ponto depende linearmente de v para qualquer v € R", e neste
sentido, é conveniente que exista uma aplicacao linear que, para cada ponto a € U fixado,
a derivada de f no ponto a assuma valores reais quando aplicada nos vetores v € R". Seré
definida tal aplicacao a seguir. Considere a aplicagao df : U - (R")*, em que tal aplicagao

associa a cada ponto a do dominio de f, um funcional linear df (a) € (R™)*.

Definicao 3.3. Seja f: U c R* - R, em que U é um aberto, diferencidvel em a € U e

v =(aq,09,a3,...,a,) € R*. O valor da diferencial de f no ponto a, aplicada no vetor v
é dado por
df(a) :R" >R
UOREE OR OB

Para que df seja continua é necessério e suficiente que f € C! e além disso, a diferencial

admite as formulas a seguir.

Teorema 3.2.3. Sejam f,g: U — R e a um ponto de U tal que f e g sao diferencidveis

em a, Seque
1. f+g é diferencidvel e d(f + g) = df + dg;
2. f-g € diferencidvel e d(f-g) = f-dg+g-df;

3. ! é diferencidvel e d(i) Jloodf —Qf.dg)
g 9 g

, desde que g(z) # 0 para todo x € U.

Demonstragao. Considere as funcoes s,m: R? - R com s(z,y) =z +y, m(z,y)=z-yea
funcao ¢: RxR-{0} - R com ¢(x,y) = L. Utilizando as regras de derivagao do Célculo,
as funcoes s, m e ¢ possuem todas as derivadas parciais e todas sao continuas em seus
respectivos dominios, logo as trés funcoes sao de classe C', ou seja, diferenciaveis. Sejam
f,9:U cR"™ - R fungoes diferenciaveis, entao a aplicagao F : U — R? definida por F'(z) =
(f(z),g(x)) possui coordenadas diferenciaveis, portanto a Regra da Cadeia garante que as
composicoes soF', moF e qoF' sao diferencidveis e ainda fornece uma féormula para calcular

suas derivadas parciais. Perceba que so F(z) = s(F(x)) = s(f(z),g(z)) = f(x) + g(z),
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com raciocinio andlogo mo F'=f-ge qo F = i, logo as fungoes f+g, f-ge i sao todas
g g

diferenciaveis, e mais

Nf+g) _O(soF) 0s OF 0s OF,  OF . 0F, 0f 0

. =1. 1-
oz, Oz, Of 0w 09 0w  om  om  Om  Ox
analogamente
.ﬁ_f. 9g
0f-g) _OmeF) _ 0of . 99 o(flg) _9(qoF) Y Ba, "' o,

dai segue que

) 0= R AT =S (g gt ) - Bt e gt a

i=1 Ly i=1

=df -v+dg-v = d(f+g)=df +dg

e com raciocinio analogo segue o restante das formulas enunciadas. O

Uma consequéncia direta do Teorema 3.2.3 é que, se f e g sdo de classe C', entdo as
derivadas parciais de ambas sao continuas, e mais, o Teorema 2.2.3 garante que a soma,
o produto e a razao (em seu dominio) de fung¢des continuas ainda o sdo, logo do Teorema,
3.2.3 segue que as derivadas parciais das fungées f+g, f-g e f/g s@o todas continuas,
logo a soma, o produto e a razao de func¢oes de classe C! ainda é C'. Com raciocinio
analogo, se f e g sdo de classe C?, entdo suas derivadas parciais sao todas de classe C1,
segue que que as derivadas parciais das fungoes f+g, f-g e f/g sdo todas de classe C!,
ouseja, f+g, f-ge f]gsao todas de classe C?. Generalizando, se f e g sdo de classe C*,

entao f+g, f-ge f/gsao todas de classe C*.

Definicao 3.4. Seja f : U ¢ R® - R, em que U é um aberto, o conjunto dos pontos
x € U tais que f(x) = ¢, ou seja, a imagem inversa de f no ponto ¢, f~'(¢), é chamado o

conjunto de nivel ¢ de f(z).

Se n = 2, tal conjunto é chamado de curva de nivel ¢ de f, muito embora a imagem
inversa de f no ponto ¢ nao seja necessariamente uma curva, ja se n = 3, tal conjunto é

chamado de superficie de nivel.

Exemplo 3.1. Seja f : R? - R, definida por f(z,y) = 2 + y2. Como f é a soma de
dois quadrados, entao a funcao nunca assumird valores negativos, ou seja, sua imagem é
o intervalo [0, 00). Portanto o conjunto de nivel de f de nivel ¢ é o conjunto vazio para
todo ¢ < 0. Para ¢ =0, o tnico ponto de R? que satisfaz a equagao x2 +y2 =0 é a origem.

Ja para ¢ > 0, 22 + y? = ¢ é a equagao de uma circunferéncia de centro na origem e raio
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igual a \/c, em outras palavras, o conjunto de nivel de f de nivel ¢ para todo ¢ >0 é o

conjunto de todos os pontos de R? cuja distancia até a origem mede +/c.

Figura 3 — Curvas de nivel 0, 4, 9 e 16 de f(z,y) = 22 + 3.
Y,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.2. Seja k : R? - R, definida por k(z,y) = \/22 +y?. Note que k tem as
mesmas curvas de nivel da aplicacao f do exemplo 3.1, porém a curva de nivel ¢ de

k(x,y) equivale a curva de nivel ¢? de f(z,y).

Exemplo 3.3. Seja g : R? - R, definida por g(z,y) = y — 2. Como nao ha nenhuma

restricao na fungao, entao a sua imagem é toda a reta. Para todo c € R, segue que
g(z,y)=c = y=2"+c, (3.15)

conclui-se entao que as curvas de nivel de g sao parabolas com concavidade para o lado
positivo do eixo O, e mais, fazendo x = 0 na equacdo (3.15), segue que y = 02 + ¢ implica
y = ¢, logo as parabolas intersectam o eixo O, no ponto (0,c) para cada c € R. Para os

niveis —1,0,1 e 2, vale:
ec=-1 = y=a2-1;
e c=0 = y=1%
ec=+1 = y=22+1;

e c=+2 = y=22+2.
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Figura 4 — Curvas de nivel de g(z,y) =y — z2.
Y,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 3.4. Seja h: R? - R, definida por h(z,y) = 42 + 9y2. Note que esta funcao
nao esta definida para valores reais negativos. Se h(x,y) = 0, entao o inico ponto que
satisfaz a equacao 422 + 9y? = 0 é a origem, logo o conjunto de nivel de nivel ¢ =0 de h
¢ {(0,0)}. Dos conhecimentos do Célculo Vetorial, uma equagao do tipo 422 + 9y? = ¢

caracteriza uma elipse e portanto, para os niveis 1,9 e 16, segue que:

e c=1=422+9y?=1":

1
Fazendo x = 0 na equacao acima, 4-0% + 9y? = 1 implica y = ig, ja se y = 0, entao

1
422 +9-0? =1 acarreta x = 15, isto quer dizer que a elipse intersecta o eixo O, nos
1 1 1 1
pontos (0,—=), (0,=) e o eixo O, nos pontos (-=,0), (=,0).
3 3 2 2
e c=9=422+9y2=9:
Para x = 0 na equacao acima, 4-02+9y? = 9 implica y = +1 e paray =0, 422+9-02 =9

acarreta x = iE, logo a elipse intersecta o eixo O, nos pontos (0,-1), (0,1) e o eixo
O, nos pontos (—g,O), (%,0).

e c=16=422+9y? =16 :
Se z =0 na equacgao acima, 4- 0%+ 9y? = 16 implica y = :I:%l esey=0,422+9-02=9
acarreta x = +2, portanto a elipse intersecta o eixo O, nos pontos (0, —%)7 (0, %) e

o eixo O, nos pontos (-2,0), (2,0).

Exemplo 3.5. Seja j :R? > R, com j(z,y,2) = x+2y+4z. Como esta fun¢do nao possui
nenhuma restricao, entdao sua imagem é toda a reta e portanto, as superficies de nivel de j
sao definidas pela equacao x + 2y + 4z = ¢, para todo ¢ € R. Bem, esta equacgao caracteriza

planos, basta encontrar os pontos de interseccao do plano com os eixos O,, 0, e O, para
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poder esbocar seu grafico. Fazendo x = y = 0 na equagao = + 2y + 4z = ¢, segue que

0+2~0+4z:c=»4z:c=»z:§, (3.16)

agora fazendo x = z = 0 na equacgao z + 2y + 4z = ¢, segue que

0+2y+4-0=c = 2y=0$y=§7 (3.17)
finalmente fazendo y = z = 0 na equagao = + 2y + 4z = ¢, segue que
r+2-y+d-z=c = r=cC (3.18)

e portanto as equagoes (3.16), (3.17) e (3.18) garantem que a superficie de nivel ¢ de j é o
plano que intersecta respectivamente os eixos, O, no ponto (0,0, g), O, no ponto (0, g, 0)

e O, no ponto (c,0,0).

Figura 5 — Curvas de nivel de h(x,y) = 422 + 9y>.
Y,

= ol

[y

= e ) -
N

w

N |—

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 O Vetor Gradiente

Definigao 3.5. Seja f: U ¢ R” - R uma funcao de classe C' e @ um ponto do aberto U.

Defina uma nova aplicagao

Vf:UCR"—R"
a— Y f(a)

em que, para cada ponto a pertencente a U, é associado um vetor (uma dire¢do) em R”,
de tal forma que a i-ésima coordenada do vetor obtido equivale a i-ésima derivada parcial

de f no ponto em questao, ou seja,

of .\ of .\ Of
911 (a), 6:):2(a)’ Ora (a),..., 8—%(60) '

Vf(a)=(
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Um ponto z € U diz-se ponto critico de f quando Vf(z) = 6, ou seja, quando todas as

derivadas parciais de f se anulam neste ponto.

A vantagem de se definir uma aplicagao desta forma ¢ que, como f € C!, ou seja, f
é diferenciavel, entao tomando v = (aq,as,as,...,a,) um vetor qualquer de R" e a € U,

vale

of
0x;

)

%(a)=§; (a) - i =(Vf(a),v)

e enxergando a derivada direcional desta forma, como o produto interno do vetor gra-
diente de f no ponto a por um vetor v € R*, podem ser obtidas algumas informacgoes
sobre o comportamento de f, como por exemplo, a direcao para a qual a f cresce mais
rapidamente, no sentido de que, dado um ponto a do dominio de f e um vetor v, para
qual diregdo o vetor v deve apontar para que f(a +v) tenha a maior variagdo possivel
em uma vizinhanca do ponto a. E mais, da defini¢do de diferenciabilidade, r(v) pode ser

definido como sendo
r(v) = fla+v) - f(a) = (Vf(a),v).

Logo, dada f: U <SR"” >R e aecU com U aberto, é dito que f é diferenciavel no ponto a

se, e somente se, f possui todas as derivadas parciais neste ponto e para todo vetor v e U
) a+v)—fla)—(Vf(a),v
valer lig L@tV = f(@) ~(Vf(a),v)
o0 Il . . . .
A notacao da derivada parcial como um produto interno ainda proporciona uma no-

tacao mais simples para a Regra da Cadeia.

Sejam U € R™ e V ¢ R™ abertos, f = (f1,f2, f3,---5 fn) : U =V, a um ponto de U
tal f(a) =b eV e cada fungdo coordenada fi : U — V & diferenciavel no ponto a. Seja
g:V - R uma funcao diferenciavel no ponto b = f(a), entdo a composi¢ao go f: U — R

ainda é diferencidvel em a e vale a formula

d(go f) < of )
—~—(a) ={Vg(b), a)).
28 (@) = (vg(0). 5@
Perceba que esta é a mesma formula enunciada anteriormente, apenas foi melhorada
a notacao, deixando-a mais simples. Perceba também que se m =1, ou seja, se U € R é
um intervalo aberto e f: U € R - V é um caminho diferenciavel no ponto a € U tal que
f(a) =b eV, entao a composicao (go f)(a) é uma fungao real de uma variavel real e a

notacao da sua derivada tornar-se-4 ainda mais simples

(9o f)(a) =(vVg(b), f'(a)).

Exemplo 3.6. Considere as funcoes f, g e h dos exemplos 3.1, 3.3 e 3.4 respectivamente.
f(x,y) = 22+y? implica V f(z,y) = (2z,2y), entdo para cada ponto (z,y) € R?, o vetor
V f(x,y) aponta para a dire¢ao (x,y), pois como o interesse aqui é apenas a dire¢do, entao

ambas as coordenadas de V[ podem ser divididas por 2.
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g(x,y) =y —2? implica Vg(z,y) = (-2x,1), logo para cada ponto (x,y) € R2, o vetor
Vg(z,y) aponta para a dire¢ao (-2x,1).

h(x,y) = 422 + 9y? implica Vh(z,y) = (8x,18y), novamente, como o interesse aqui
é apenas na dire¢cdo do vetor Vh entdo ambas as coordenadas de Vh(z,y) podem ser
divididas por 2, logo para cada ponto (z,y) do dominio de h, o vetor Vh(z,y) aponta
para a direcao (4z,9y).

Figura 6 — Gradiente de f(x,y).
Y,
Vf(z,y)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 7 — Gradiente de g(x,y).
Y,

(T, 1)

%2‘

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 8 — Gradiente de h(z,y).
)
Vh(z,y)

(2,y)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4 O TEOREMA DA FUNCAO IMPLIiCITA

Uma fun¢ao nada mais é que uma relacao entre dois conjuntos, em que cada elemento
do conjunto de partida (Dominio) se relaciona com um tnico elemento do conjunto de
chegada (Contradominio). Sabendo disto, é dito que uma equagao do tipo F': U c R —
R definida por F(z) = ¢, com = = (x1,%9,%3,...,Tk_1, Tk, Ths1,---,Tn) € R® € ¢ uma
constante real, define implicitamente uma fungao x = (1,2, T3, .., Tp-1, Thsls--->Tn)
quando para cada (x1,%2,3,..., Tk 1,Tks1,---,Tpn) €Xistir um tnico z; de tal forma que
x=(x1,T2,T3, ..., Tk_1, Tk, The1,- - -, Tpn) seja solucdo de F. Perceba que considerar o nivel
¢ de F(z) equivale a considerar o nivel 0 de f(x) = F'(z)—c. No caso n = 2, ¢ dito que uma
funcdo f : R? - R com f(x,y) = ¢, define implicitamente uma fungao y = £(z) quando
para cada x € R existe um unico y € R tais que (z,y) = (z,&(z)) é solucao para f.

Em alguns casos, pode acontecer de uma equacao definir mais de uma funcao implicita-
mente, ou de definir alguma funcao implicitamente apenas localmente, como por exemplo
a equagao F(x,y) = x2+y? = 1, ao tentar resolve-la em funcao de x, segue que y = i\/l——:BQ,
perceba que esta equacao nao define y em funcao de x, pois para cada x € (-1,1) exis-
tem sempre dois valores de y que a resolvem. Analogamente, ao tentar resolve-la como
funcao de y, segue que x = :I:\/l——y2 e novamente a equacao nao define x como funcao de
y pelo mesmo motivo. Entretanto, ao considerar os conjuntos Uy = {(z,y) € R%;y > 0},
Uy = {(z,y) e R%y <0}, U3 = {(x,y) e R%;2 >0} e Uy = {(z,y) € R%; 2 < 0}, segue que
se (z,y) € Uy entdo F equivale a y = V1 - 22 e portanto a equacio F(z,y) restrita ao
conjunto aberto U; define implicitamente y em funcao de x, apenas localmente. Analo-
gamente F equivale & y = —/1 - 22 quando (z,y) € U,, equivale a z = ﬂ quando
(r,y) eUs eax = —m quando (z,y) € Uy, logo, F' restrita a algum destes dois
ultimos abertos também define x em funcao de y.

Logo, note que o conjunto de todas as solugdes possiveis para F'(x,y) = 1 estao contidas
em algum dos abertos U;, e mais, F' restrita a algum destes abertos define implicitamente
y em fungao de x ou x em funcdo de y, isto quer dizer que o conjunto F~1(1)nU; é o
grafico de alguma funcgao y = £(z) ou x = ((y).

Acontece que, no geral, existem muitas equagoes em que é muito dificil ou impossivel
explicitar alguma das suas variaveis em funcao das demais e fazer esta analise que acabou
de ser feita com a equacao z? + y?> = 1, em alguns casos é dificil ou impossivel de até
mesmo esbocar o grafico de algumas equagoes, mas apesar disto, ainda é desejado obter
delas algumas informagcoes como por exemplo, se a equacao define implicitamente alguma
funcao mesmo que nao seja possivel explicita-la e caso defina, é desejado obter informacoes
desta funcao como a sua continuidade e derivada, ou derivadas parciais se for o caso. Seré
visto agora que é possivel obter estas informacoes desde que a equacao atenda a algumas

condigoes.
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Teorema 4.0.1 (Teorema da Fungdo Implicita (duas varidveis)). Sejam f:U < R*? > R
com U aberto e (xg,y0) € U, tais que f(xo,y0) =c, feCk , comk=>1, e ?(wo,yo) #0.
Entao, existem intervalos abertos I de centro em xy e J de centro em vy ye uma unica
funcao &1 — J tal que f~Y(c)n (I x J) é o grifico de &, em que (I x J) é um retangulo

aberto de centro em (xo,y0). A funcdo & € de classe C* e para todo x € I vale

O (. ¢(x))

¢'(x) = -2 .
OF (2, 6(x))

dy

Dizer que o grafico de £ : [ - J é dado por f~!(c)n (I x J), significa que para cada
x € [ existe um tnico y € J tal que f(z,y) = ¢ e portanto, y é uma funcao de z, a saber

£(x) =y.

Figura 1 — Funcao Implicita (R?).

Fonte: Elaborada pelo autor.

0
Nas hipoteses do Teorema 4.0.1, ao supor a—f(xo,yo) # 0, conclui-se de que f define
implicitamente uma funcdo £(z) = y, y em funcdo de x, e mais, obtém-se ainda uma
0
formula de derivacao para &, porém, o raciocinio é analogo quando —f(:co, Yo) # 0, quando
T

isto ocorre, entao f define implicitamente uma fun¢ao = = ((y),  em funcdo de y e é obtida

a formula

, %(C(y),y)
("(y) = of . o
g(C(y),y)

Entao, para que uma equacao f(z,y) defina implicitamente alguma funcao, pedir que
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Vf(xo,y0) # 0 seria uma hipétese mais geral, pois caso isto ocorra, obrigatoriamente
alguma das derivadas parciais de f no ponto (zg,49) tem que ser diferente de 0 e entao
f define implicitamente uma funcdo em que a variavel dependente é aquela em que a

referente coordenada do vetor gradiente de f no ponto (xg,%0) € diferente de 0.

2

Exemplo 4.1. Considere o nivel 0 da equacao f(x,y) = y? — 2% — x3, considere também

223
"\ 39
aberto V' = (a,b) x (¢,d) centrado em (xq,yo)-

os pontos (0,0), (-1,0) , um ponto (zg,yo) em que xo > 0 e um retangulo

Figura 2 — f(z,y) =0
Y

Y2 -2 -3 =0

IR (zo,%0) /.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Perceba que f é continua, pois € um polindémio e todos os pontos mencionados acima
estao no nivel 0 de f. Calculando as derivadas parciais em um ponto qualquer de f,
utilizando as regras de derivagao, segue que

of

_— = — 2— _— =
x(m,y) 3r°-2x e y(x,y) 2y.

0 . . .
No ponto (-1,0), 8_f é igual a 0, ou seja, a reta que tangencia f no ponto (-1,0)
Y
é paralela ao eixo das abcissas, isto quer dizer que para algum x no interior de algum

retangulo aberto centrado em (-1,0) vai existir dois valores de y que sao solucoes da

equagao e portanto f nao define nenhuma fungao £(x) = y em uma vizinhanga do ponto
(_17 O)
of

No ponto (—— ——), Iz vale 0 e portanto a reta tangente a f neste ponto ¢ paralela
x
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ao eixo das ordenadas e para algum y no interior de qualquer retangulo aberto centrado

2 2
em (—— ——) vai existir dois valores de z que sao solugoes de f(x,y) =0, isto quer dizer

379
X - - 2 23
que f nao define nenhuma fungao ((y) = x em uma vizinhanga do ponto 379 |

Em um ponto qualquer (xg,yo) com zg > 0, tanto Iz quanto 0 assumirao valores
x

diferentes de 0, ou seja, o vetor V f(xg, yo) nao possui nenhuma coordenada nula, logo, as
luzes do Teorema da Fungao implicita, f define tanto uma fungao £(z) = y quanto uma
funcao ((y) = x dentro de algum retangulo aberto V = (a,b) x (¢, d) de centro em (xg, o).
Em outras palavras, para cada z no interior de V existe um tnico y que soluciona f,
assim como para cada y, existe um dnico x que a soluciona. Por fim, na origem, o vetor
v f(0,0) = 0 (ponto critico). Para quaisquer € e §, com K = (—¢,¢) x (=0,d), o conjunto
f71(0,0) n K nao é grafico de nenhuma funcdo, pois para cada = no interior de algum
retangulo aberto K centrado na origem, existem dois valores de y e para cada y € K

existem dois valores de x que solucionam f(z,y).

Serad necessario demonstrar o seguinte Lema para poder demonstrar o Teorema da

Funcgao Implicita:

Lema 4.1. Seja f: X x K - RP uma funcdao continua, em que X c R™ ¢ K c R* é um
compacto. Se f=1(c) € o grifico de uma aplicacio £ : X — K, com ¢ € RP, entdo £ é
continua. Dizer que f~1(c) € o grifico de uma aplicacio & : X — K, com c € RP, significa
que para cada x € X existe y=E&(x) nico, tal que f(x,&(x)) = c.

Demonstragao. Sejam (z,,) € X uma sequéncia de pontos, com ALI?O T, =x0€X e yy=
&(xp). Como & é uma aplicagao de X em K e x,, € X para todon € N, entao {(x,) € K para
todo n e como K é compacto, em particular fechado, entao ele contém todos os seus pontos
aderentes, portanto a sequéncia (£(z,)) tem limite em K, ou seja, AL%f(xn) —yeK,e
mais, como K ¢é limitado, entao (£(x,)) também o é. Para que £ seja continua em um
ponto xg basta mostrar que para toda sequéncia de pontos (z,) € X, com lim z, = x5 € X,
tem-se lim () = £(z0), como a sequéncia (z) foi tomada arbitrariamgrRZ, ¢ suficiente
mostrarn qolie li_gloﬁ(xn) = &(xo) = yo, para isto, pelo Teorema 2.1.4, basta mostrar que a
sequéncia (f(gcn)) possui um tnico valor de aderéncia, ou seja, toda subsequéncia (£(z/))
convergente converge para yp. Tomando uma subsequéncia (z/)) arbitraria de (z,), como
lim fx! &(x!)) = ¢ para todo n, pois f define implicitamente £, entao lim flxh &(xl)) =
lim f(xzo,y) = ¢, logo y = {(xg) = yo pela unicidade de yq, portanto li_)rﬁloﬁ(ac,’l) =&(x0) = Yo
?mplica 711_13)10 &(zp) = &(x0) = Yo, pois (x!) foi tomada arbitrariament% e isto quer dizer que

& é continua em xy. Como z( foi tomado arbitrariamente entao £ é continua. O]

Sera enunciado agora o Teorema da Funcao Implicita para funcoes de um espago de

dimensdo n + 1 qualquer (R"*!) e em seguida, demonstrado. Na verdade sera feita a
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generalizacao do Teorema 4.0.1, tal qual equivale ao caso em que n = 1, ou seja, o caso
R2.

Teorema 4.0.2 (Teorema da Funcao Implicita). Sejam f:U c R"! - R com U aberto
0
e p=(xo,y0) €U tais que f(p)=c, feCF(k>1) e a—f(p) #0. Entao, existem uma bola
Y

aberta B = B(xo;0) e um intervalo aberto J = (yo—¢€,y0+¢€) € uma unica fungio &: B — J
tal que f1(c)n(BxJ) € o grdfico de &. A funcao & é de classe CF e para todo x € B vale

of

0 ) _on ")

P ey
Y

(i=1,2,3,...,n).

Dizer que o grafico de £: B — J € C* é dado por f~1(c) n (B x J), significa que para
cada x € B existe um unico y € J tal que f(z,y) = ¢ e portanto y é uma fungao de x, a
saber £(z) = y.

0
Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha a—f(xo,yo) > 0. Como f e C*k com
Y
k > 1 e em particular f € C', segue todas as derivadas parciais de f sdo continuas, em

. 0 . 0 . .

particular a—f é continua. Da continuidade de O_f’ segue que existem 0 e ¢ estritamente
Y

positivos e suficientemente pequenos tais que, tomando d e € como raios da bola aberta

de centro em g, B = B(xg;9), e do intervalo aberto de centro em o, J = (yo — &,y0 + €),

respectivamente, tais que Bx J c U (basta tomar um ¢y tal que B x J c U, escolhendo

£ < €9, entdo Bx.J c U) e para todo ponto (x,y) € Bx.J, segue que g_gjj > (0. A vantagem de
tomar um ¢ suficientemente pequeno tal que o conjunto "B cartesiano fecho de J"esteja
contido em U é que isto permite analisar o comportamento de f nos extremos do intervalo
compacto J = [yo — €,y0 + €]. Nesta condicoes, f é estritamente crescente no intervalo J
para todo x € B e consequentemente, para qualquer incremento no valor de g, o valor de
f é diferente de ¢, ou seja, f(zo,yo—¢) <ce f(xo,yo+€) > c. Suponha agora d tao pequeno
que f(z,yo—¢)<ce f(x,yo+¢)>c para todo x € B. Como f é continua e estritamente
crescente em J, pelo Teorema do Valor Intermediario, para todo z € B fixado, existe
y = &(x), tnico, tal que f(z,£(x)) =c. Como f(x,yo+e) # centdo ye (yo—¢€,% +€), ou
seja, f1(c)n(BxJ)=f1(c)n(BxJ), tal qual é o grafico de uma funcio £ : B — J e
tal funcao é continua pelo Lema 4.1.

Sera mostrando agora que existem todas as derivadas parciais de £ e que vale a formula
enunciada. Pois bem, note que, como B = B(xy;d) é um conjunto aberto, entdo para
cada x € B existe um ¢’ tal que B(x;¢’) ¢ B. Em particular, para cada x € B, segue
que z + te; € B para todo t € (=¢',¢"), isto quer dizer que &(x + te;) € J e portanto
f(z+te;, E(x+te;)) = ¢, pois € é definida implicitamente por f. Defina k(t) = {(x+te;)-£(x)

para todo t € (=¢’,0"). Note que, definindo k desta forma, %in& k(t) = 0 se, e somente se,
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ltirrol[f(xﬁei)—f(m)] =0 se, e somente se, ltirrolf(xﬁei) = ¢(x) se e somente se, £ é continua
em x, o que de fato acontece pelo 4.1. Note também que, k(t) = £(z + te;) — £(x) implica
E(x+te;) =&(x) + k(t), logo c= f(x +te;, E(x +te;)) = f(x+te;,&(x) + k(t)) e portanto

flz+te;, &(x) +k(t)) - f(z,&(x))=c—c=0. (4.1)

Utilizando o Teorema do Valor Médio em (4.1), para cada t € (—¢',0") existe 0 = 0(t) €
(0,1) de tal forma que tomando v = (te;, k(t)),

0= o+ tei, €2) + K(0)) = F(26(2)) o0 (240t 6(2) +6- k(1))
gxf (z+0-te;,6(x)+0-k(t))-t
+ g—f(x +0-te;, E(x) +0-k(t)) k(1)
Y

of af
= 9 (x+0-te;,&(x)+0-k(t))-t= —a—y(x +0-te;, E(x) +0-k(t)) k(1)
af
_rrte) &) k(1) _ a0 T d@) 0 ED)
t t of
a—y(x+ 0-te;,&(x) +0-k(t))
of

E(rrte)—e(x) om0 ten E@) k(D)

: (4.2)
' g—ch(er@-tei,g(x) +0-k(t))
Passando o limite em (4.2) com ¢ tendendo a 0, segue que
of
) E(z+te)—(z) a—xi(x+«9-tei,£(x)+9-k(t))
20 ¢ = =57
a—y(m +0-te;, E(x) +0-k(t))
of
> (2,8(2))
85 _ (%1
= 8—%(35) e (4.3)

af '
a—y($,§($))

Note que, como f é de classe C, ou seja, suas derivadas parciais sao todas continuas,
entao a existéncia do limite da esquerda de (4.3) segue da existéncia do limite da direita,

tal qual é por definicao a i-ésima derivada parcial de £. Analisando a expressao (4.3), se
23 _
e Ck-1,

7

f € C*, entao todas as suas derivadas parciais sao de classe C*~! e portando

€ C*1 para todo

pois da formula acima segue que elas sao de mesma classe, logo se

)
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(n=1,2,3,...,n) entao £ € C*. O
Observagio 4.1. Utilize o Lema 4.1 no fecho de J, J, no Teorema 4.0.2.

Exemplo 4.2. Dada a equagao f(x,y) = e?¥ +yx+2°—22%2-2 e o ponto (1,0), considere
o nivel 0 de f.

O ponto (1,0) estd no nivel 0 de f, pois f(1,0) =e?0+0-1+15-2-12=1+1-2=0. f
é de classe C*, pois a funcao exponencial é de classe C'™ assim como polinémios também

0 sdo, e mais, a composicao de funcoes de classe C'* ainda é C'°. Como

%(%Z/) =2e¥ + 1 = %(1,0) =2e204+1=340

g—i(x,y)=y+5x4—4x=>%(1,0):0+5~14—4~1=1¢0,

entao o Teorema da Funcao Implicita garante a existéncia de uma unica func¢ao &(x) =y
e uma unica fungao ((y) = x, ambas de classe C'*® em uma vizinhanca do ponto (1,0). E
mais, o Teorema ainda fornece uma formula para calcular as derivadas destas fungoes no
ponto (1,0), com (1) =0 e ((0) = 1:

of of
5,(:E):_M:>€,(1):_%(1,0):_0+5.14_4.1:_1
O (2,¢(x)) T et 8
oy’ oy’
0 0
% (Cw)w) L0 e
W) =g =((0)= g =~ =3
‘ of of 0+5-14-4-1

) (1.0

Exemplo 4.3. Considere o nivel 0 da equagao g(x,y, z) = yIn(x)+2ye* +sen(z) e o ponto
(1,1,0).

Note que, o ponto (1,1,0) estd no nivel 0 de g, pois g(1,1,0) =1-In(1) +2-1-€% +
sin(0) -2 = 0. Como polindémios sdo de classe C'*° assim como a composi¢ao de fungoes
C*, entao g ¢ de classe C* em uma vizinhang¢a do ponto (1,1,0).

Agora, calculando as derivadas parciais de f no ponto dado, segue que

dg 1 9y B
a_x(xayvz)_y .%:)ax(l’l?O)_l#O’
@(a:,y,z) =In(z) + 2¢* = @(1,1,0) =240

dy dy

@(:I;,y,z) = 2ye” + cos(z) = @(1,1,0) =2-1-e"+cos(0) =3 40.
0z 0z
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Isto quer dizer que o vetor Vg(1,1,0) nao possui nenhuma coordenada nula, logo o Te-
orema da Funcdo implicita garante que g define implicitamente uma funcao £(z,z2) =y,
uma fungao ((y, z) = x e uma fun¢ao v(z,y) = z no interior de alguma bola aberta de cen-

tro em (1,1,0). O Teorema fornece ainda uma formula para poder calcular as derivadas
destas funcoes:

dg dg
% __%(1,1,0)__1 % __E(LLO)__§
(1,0) =-=, (1,0) =-z,
ox dg 2 0z dg 2
a_y(lﬁlﬁo) a_y(17]-70)
Jg dg
291,10 99
o _ay( )__ o _02(1’1’0)__
8y(170) 89 - 3 ) 02(170) ag - 2 )
a_ZL‘(LLO) %(17170)
99 991 1
o __%(1,1,0) 1o __ay( : ,0)__2
8_(17170) &(17170)
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5 APLICACOES
5.1 O Vetor Gradiente e as curvas de nivel

Dentre as vérias aplicacoes possiveis, também importantissimas, para o Teorema da
Funcao Implicita, este permite provar que o Vetor Gradiente é perpendicular aos conjuntos
de nivel, mais precisamente, dada f:U ¢ R**! - R de classe C* (k> 1), seja M c R**! o
conjunto de nivel ¢ de f, ou seja, M = f~1(c) ={(z,y) e Rz e R" yeR e f(x,y) =},
seja também (xg, 1) € M, entdo V f(xo,yo) é perpendicular a M em (g, yo), quando néo

for o vetor nulo.

Teorema 5.1.1. Seja f: U < R™! - R de classe C* (k> 1), U aberto e (xo,y0) € U tais
que xo € R" yo € R, f(xo,v%0) = c e Vf(xo,y0) # 0. Se M cRwL ¢ o conjunto de nivel ¢
de f entao, V f(xo,y0) L M em (zo,Yo)-

Demonstracao. O Teorema da Funcao Implicita garante que f define localmente uma

funcao de n variaveis. Considere o caminho

Ai(-g,e) — M
t— A1) = (z,y)

tal que A(0) = (o, yo), perceba agora que para todo t € (—¢,¢), segue que A(t) € M implica
FON(t)) = foA(t) = ¢, logo, se A é diferencidvel em 0 entdo, como ja foi visto, a derivada de
um caminho resulta em um vetor tangente a tal caminho, no ponto em questao, portanto,
utilizando a regra da cadeia na composicao f o\, sabendo que tal composicao é constante

igual a ¢, segue que

0=(f2A)'(0) = (vf(A0)),N(0)) = (Vf(x0,10), N'(0)).

Isto quer dizer que o vetor Vf(zg,70) é ortogonal ao vetor velocidade X (0), como foi
tomado um caminho X\ arbitrario, entao V f(xg,%0) é ortogonal a todo vetor velocidade

de M no ponto (xg, o), dai segue o resultado. a

Mais precisamente, dizer que V f ¢ ortogonal & todo vetor velocidade de M no ponto
(zo,v0) significa dizer que Vf(zg,70) é perpendicular a qualquer reta que tangencie o
conjunto M no ponto (zg,%o), ou seja V f(xg,yo) L M em (g, yo)-

No caso f:U € R? - R, por exemplo, sabendo que o vetor gradiente é perpendicular
as curvas de nivel, o motivo pelo qual tal vetor precisa ser diferente do vetor nulo para que

0
f defina alguma funcao implicitamente é o seguinte. Quando —f(a;o, Yo) = 0 por exemplo,

y

isto quer dizer que o vetor Vf neste ponto nao tem componente em 5 neste ponto e

obrigatoriamente a reta que tangencia f neste ponto possui apenas componente em j, por
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ser perpendicular a V f (o, yo), ou seja, tal reta é paralela ao eixo das ordenadas, isto quer
dizer que, como f é continua, entdo para qualquer vizinhanca tomada do ponto (zg, o),
para algum z dentro desta vizinhanca vai existir mais de um y que seja solucao de f
e portanto f nao define nenhuma fungdo &(z) = y em nenhuma vizinhanga de (g, o).
Analogamente, se %(wo, yo) = 0, entdo o vetor V f neste ponto ndo tem componente em i
neste ponto e obrigatoriamente a reta tangente a f em (g, o) possui apenas componente
em 17, logo para algum y em qualquer vizinhanca do ponto (z0,Y0) vai existir mais de um

x que seja solucao de f.
5.2 O Teorema da Funcao Inversa

Uma outra importantissimo aplicacao para o Teorema da Funcao Implicita é utiliza-lo
para demonstrar o Teorema da Funcao Inversa. Por simplicidade, sera denotado por 0; f
a i-ésima derivada parcial de f. Denota-se por L(R?;R™), o conjunto das transformagoes

lineares T': R™ - R™, tal qual é um espaco vetorial.

Definicao 5.1. Sejam U c R* e V c R™. Um isomorfismo de U em V é uma aplicacao
linear bijetora f:U - V.

Definicao 5.2. Sejam U,V c R"™ conjuntos abertos. Um difeomorfismo de U em V é
uma, bijecao diferenciavel f:u — V, cuja inversa f~! também é diferenciavel. f diz-se um

difeomorfismo de classe C*, quando f e f~! sdo ambas diferenciaveis e de classe CF.

Teorema 5.2.1 (Teorema da Fungdo Inversa). Sejam f : U ¢ R* > R™, em que U é
aberto e [ € de classe CF(k > 1), tal que f'(yo) € L(R™;R™) é um isomorfismo. Entao f
¢ um difeomorfismo de classe C* de uma vizinhanga B(yo;0) de yo sobre uma vizinhanga
B(f(yo);e) de f(vo), ou seja, existem abertos W = B(yo;6), V = B(f(y0);€) € uma tinica
funcdo g: W =V, a qual é de classe C*, tal que g = 1.

Demonstracao. Considere o caminho
0:R"xU—U
(z,y) — f(y) - .
Note que ¢ satisfaz todas as hipoteses do Teorema da Fungao Implicita:
1. feCk = peCk
2. o(f (o) o) = f(wo) — f(wo) = 0;

3. Oa(f(%0),%0) = f'(yo) € um isomorfismo.

Aplicando em ¢ o Teorema da Fungao Implicita, é obtida a existéncia de bolas abertas
W = B(yo;0), V = B(f(y0);€) e uma tnica fungéo g: W — V., a qual é de classe C*, tais
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que g(f(vo)) = yo e as tnicas solugoes em W x V' para

o(x,y) =0

sao da forma

(2,9()),

isto quer dizer que

0=9(z,9(x)) = f9(x)) -z = f(g(x)) ==

para todo x € W, ou seja, g = f~! em uma vizinhanca de (f(yo),y0) e WxV cRmxU. [

Observagao 5.1. Como f': U — R™ & um vetor, supor que f’(yo) seja um isomorfismo,

em vez de supor f'(yp) # 0, terd o mesmo efeito.

Existem véarias versoes tanto do Teorema da Funcao Implicita quanto do Teorema da
Funcao Inversa, as que foram apresentadas aqui sao as mais simples delas, existem versoes
mais gerais, com hipoteses mais gerais, como por exemplo, em Espacos de Banach. Estes
dois Teoremas sao equivalentes, ou seja, aceitando um, pode-se demonstrar o outro e
vice-versa. Aqui foi demonstrado o Teorema da Funcao Inversa como consequéncia do
Teorema da Funcao Implicita, o caso contrario pode ser encontrado em Rudin (1964, p.
224).

5.3 Bilhares

Definicao 5.3. Seja f: U c R™ - R*, U aberto e a € U. Chama-se matriz jacobiana de

f no ponto a, e denota-se por Jf(a), a matriz n x m

e 0 0 0 7
a—ii(a) a—ﬁ;(a) a—gﬁ(a) %(a)
o 0 o o
Lla) E(a) () - ()
of- af: 0 f:
(a) B(a) SL(a) ~ 2(a)
Ofm Ofm Ofm Ofm

| Un(a) Y2(a) Y=(a) - §2(a)]

A fim de que f: U c R™ - R” seja um isomorfismo, basta que det J f(x) # 0 para todo
xel.

Seja 7y : [a,b] - © ¢ R? um caminho (ou arco) em R?, que tem como dominio um
intervalo fechado. Sua imagem ~([a,b]) = {~v(t) € Q | t € [a,b]} & dita uma curve em €.
Um ponto (zg,yo) do arco 7 diz-se ponto miltiplo do arco quando a equacao (t) = (zo,yo)
é satisfeita para mais de um ¢t € [a,b]. Quando um arco v possui apenas um ponto duplo
~v(a) = v(b), correspondendo aos pontos final e inicial, diz-se que v é um arco fechado

simples e sua imagem, v([a,b]), é dita uma curva fechada simples. Uma regiam 2 c R? é



59

dita simplesmente conexa quando, em toda curva fechada simples em €2, os pontos dentro

desta curva também pertencem a 2.

Definigdo 5.4. Seja Q uma regiao simplesmente conexa do plano R?, denomina-se bi-
lhar toda curva fechada simples ~, de classe C* (k > 2), orientada positivamente!, com
curvatura estritamente positiva, contida em 2. Chama-se trajetdria de bilhar, a trajeto-
ria descrita por uma particula (a bola de bilhar) se movendo em velocidade constante,

satisfazendo a Lei da Reflexao? com colisao elastica na fronteira ~.

Figura 1 — Lei da Reflexao.

N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sabendo que, entre duas colisdes consecutivas, o movimento descrito pela particula
é retilineo, entao a dinamica de movimento de uma particula em um bilhar pode ser
caracterizada por uma sequéncia de pontos P, = (s,,®,) € 7, nos momentos de colisao,
em que s, € [0,1), [ € comprimento de 7, e a,, é o angulo orientado entre o vetor tangente
a v (no ponto P,) e o segmento de trajetoria de saida da particula. O objetivo aqui
serd estudar apenas o caso em que «, € (0,7) para todo n € N. Tomando o eixo das
abscissas (O,) como diregdo fixada, denotar-se-a por ¢, o Angulo orientado entre o eixo
das abscissas e o vetor tangente a .

Note que, dados dois pontos (sg, ) e ($1, @1) em um bilhar (veja a Figura 2), obtém-se

P1—01 =Pty = 01 =P~ Py — g, (5-1)

chamando de 6 o angulo orientado entre o eixo das abscissas e o segmento de trajetoria
de saida, segue que

0o =0 —po = ag=0p— . (5~2)

Substituindo (5.2) em (5.1), segue que
a1 = Q1 — 00. (53)

Definicao 5.5. Seja T : [0,1) x (0,7) — [0,1) x (0,7), definida por T'(sg, o) = (s1, 1),

em que [ é o comprimento de uma bilhar ~. T diz-se a aplica¢ao bilhar da curva .

!Uma curva est4 orientada positivamente (ou no sentido anti-horario) quando, ao caminhar sobre ela,
a regido interior a curva fica a sua esquerda.
2Lei da Reflexdao: O angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo.
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Figura 2 — Bilhar.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 5.3.1. Seja v uma curva fechada simples, de classe C* (k> 2), de comprimento
[, com curvatura estritamente positiva, que limita uma regiao simplesmente coneza €2 c R2,
Seja T :[0,1) x (0,7) = [0,1) x (0,7) a aplicagdo bilhar de v. T é um difeomorfismo de

classe CF1,

Demonstracao. Tomando as equagoes paramétricas de v no parametro s, obtém-se z =

f(s), y = g(s) e v(s) = (f(s),9(s)), em que s € [0,]). Como a curva 7 agora esta
parametrizada por comprimento de arco, entdo o vetor unitario tangente a v, v'(s) =
(4, 98) = (cos(p(s)),sen(p(s))), & tal que f'(s) = cosp e ¢'(s) = sen(yp).

Tomando agora dois pontos Py = (f(350),9(50)) €, P = (f(51),9(51)) €y e dois pon-
tos Py = (f(50),9(s0)), Pr = (f(s1),9(s1)) que pertencem, respectivamente, a vizinhangas
de Py e de P,. Tome tambeém, tais vizinhancas disjuntas. Suponha f’(50) # 0 e f/(5,) # 0,
a fim de que isto sempre ocorra, basta girar a regiao {2 no plano, se necessario. Suponha

também f'(sg) # 0 e f/(s1) # 0 em vizinhangas suficientemente pequenas de 5y e 5. Das



61

equagoes (5.2) e (5.3), segue que

senpy  ¢'(s0) q'(s0)

t = = = t

an coso0 (o) = (g = arc an(f,(so) ,
senp;  ¢'(s1) g'(s1)

t = = = t

an Yo cos s f’(81) = 1 =aIc an(f,(SI)

9(s1) = g(s0)
f(s1) = f(s0)

tanfy = tan(pg + ap) = = 0= arctan(

f(Sl) - f(s0)

logo, ao substituir estes valores em ag =60y — ¢ e a1 = 1 — 6y, obtém-se

9(s1) = 9(s0) ) _ arctan(gl(sﬂ)
f(s1) = f(s0) f'(s0)

9(s1) = g(s0) )

g = arctan(

) := L(sg,51)

aq = arctan(

g'(s1) ) _ arctan ( 9(s1) = 9(s0)
f'(s1) f(s1) = f(s0)

Ao definir uma fungdo F : R* - R2? definida da seguinte forma, F(sg,aq,s1, 1) =

) := M (s, s1).

(U(s0, 0, 51, 01), V(s0, 0, S1,01) ), em que

U(s0, o, S1,01) = L(s9,81) —ap=0
F(SO,CVO,Sl,Ofl) - V(So,OéO,Sl,Oél) = M(30751) —a;=0 )

(51(S0, @), 1 (30, ) = (51, 41)

o Teorema da Funcdo Implicita garante que, a fim de que existam fungoes s; = s1(80, &o)
e ay = o180, ap), ambas de classe C*~1 (pois v € C* implica f’, g’ € C*! acarreta U,V €
C*1) em uma vizinhanga de (51,a1), é suficiente que a derivada de F restrita as duas
tltimas coordenadas, [OF' (50, G, 51,01)]|(s1,a1), S€ja um isomorfismo, mais precisamente,

é suficiente que seja

U U
det[JF(éo,640,51,641)]|(517a1):‘gi} Gl 40. (5.4)
951 a1

Note ueg_U—a_L a_U— 8_V—8_Mea_v
d 881 - 8817 8@1 o 881 - 881 8041

(5.4) equivale a calcular o determinante

oL L
det[g;}[ = —a—.
= -1 0s1

-1, logo, calcular o determinante



62

oL
Logo, para que o determinante (5.4) seja diferente de 0, deve acontecer —8—(50, 51) #0.
81

Note que, derivando L no ponto (So, §1) em relagdo a s;, segue que

- - g'(51)-[f(s1)-f(s0)]-f"(51)[9(51)—-9(50)]

OL (50.51) = 2 Fwdan(gcﬁ)—gt%))]_ G~ G0)P
9s.° 7V T B8, ) = F(s) )| o) —9Go) 2
S1 S1 f(s1) = f(0) 1+ FGO-fGO T

g'(51) f(51)-9'(51) f(50)—f'(51)g(s1)+f"(51)g(50)
[f(s1)-f(50)]?

[f(s1)- f(SO)]2+[9(81) -9(50)1?
[f(s1)-f(50)]?

det[ f1(s1) ¢'(5) ]
) f(s0) = f(s51) 9(30) 9(s1)
C[f(s1) - F(50)]2 + [9(51) — 9(50) ]2

Note que, como Py # P, e o denominador de (5.5) é justamente a Distancia Euclidiana
entre estes dois pontos (|Py — Py| > 0), entdo ele nunca se anula portanto, para que o

determinante (5.4) de fato seja ndo-nulo, basta que o numerador de (5.5) seja nao-nulo,

f'(s1) 9'(s1)
de 3
t[( )]%O

ou seja

f(s0) = f(s51) 9(s0) - g(s1
mas para que ista condicdo se verifique, basta que os vetores (f($o)—f(51),9(S0)-9g(s1)) e
(f'(s1),9'(51)) nao sejam paralelos, o que de fato acontece, pois &; # 0 e &y # m, lembrando
que & é o angulo orientado entre o vetor tangente a v no ponto Py = (f(51),9(51)) e
o segmento que liga Py a P,. Com isto, é satisfeita a hipotese do Teorema da Funcio
Implicita a respeito do isomorfismo. Logo T é de classe C*~! em uma vizinhanca de
(S0, a0)-

A aplicacdo bilhar T é inversivel (ANUNCIACAO, 2012, P. 9), tomando T-!(s, ) =
T(s,m—a), o caminho que foi feito para demonstrar que T' ¢ de classe C*~! & exatamente o
mesmo para mostrar que 7! também é desta classe em uma vizinhanga de (59, &g). Como
T,T~' e C*1! (k > 2), em particular ambas sao de classe C, ou seja, sao diferenciaveis,

logo T' & um difeomorfismo de classe C*~! em uma vizinhanga de (3¢, ap). O

Estes sao apenas alguns dos diversos e importantes resultados que seguem do Teorema
da Funcao Implicita. Foram apresentados aqui, duas aplicacoes do Teorema dentro da
Matematica e um fora da Matematica, a sua aplicabilidade é bem ampla e fornece resulta-
dos importantissimos. Este é um Teorema que merece ser estudado mais profundamente,

a pesar de que aqui foi feito apenas um estudo introdutério a seu respeito.
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