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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar o Método das Curvas Caracteristicas como ins-
trumento para determinar solucoes de Equagoes Diferenciais Parciais - EDPs de primeira
ordem, sujeitas a uma condicao inicial, o que chamaremos de Problema de Cauchy. O
método em questao reduz a EDP a uma Equacao Diferencial Ordinaria - EDO ao longo
de curvas que cruzam, em um tUnico ponto, uma outra curva pertencente a uma regiao
do dominio da EDP chamada condi¢ao inicial, a qual, expressa informacoes sobre o com-
portamento da solucao na regiao especificada. Aplicamos o método para alguns tipos
de EDPs, tais como as lineares e nao-lineares, de coeficientes constantes ou variaveis.
Também retratamos sobre algumas situacoes em que o método das caracteristicas nao é
capaz de resolver um Problema de Cauchy, o que provoca uma limitacao para o método.
Inicialmente, faremos uma abordagem dos principais conceitos encontrados no estudo das
EDPs. Posteriormente, avangaremos nossos estudos para a teméatica principal, na qual,

resolveremos algumas EDPs através do método apresentado.

Palavras-chave: Problemas de Cauchy. Equacgoes diferenciais parciais. Método das

caracteristicas.



ABSTRACT

This research aims to present the Method of Characteristics as a tool to determine soluti-
ons of Partial Differential Equations — first order equation PDEs, subjected to the initial
condition, what will be referred to as the Cauchy Problem. The method in question
reduces a PDE into a Ordinary Differential Equation — ODE alongside with the curves
that it crosses, at an only point, and another curve that belongs to the region of control
from a PDE, called initial condition, in which expresses information from the behavior of
the specified region. We applied the method to some types of PDEs, such as the linear
and nonlinear, from constant coefficient or variables. We have also reported about some
situations in which the Method of Characteristics is not able to solve a Cauchy Problem,
what incited a limitation to the method. Initially, we are going to approach the main
concepts found in the study of PDEs. Next, we are going to advance our studies to the

main theme, in which, we are going to solve some PDEs through the presented method.

Keywords: Cauchy Problem. Partial differential equations. Method of characteristics.
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1 INTRODUCAO

As Equacoes Diferenciais surgiram a partir de necessidades humanas advindas de
fenémenos naturais, como a Fisica, por exemplo. Isaac Newton (1642-1727) e Wilhelm
Leibniz (1646-1716) foram os precursores a desenvolver estudos relacionados a érea a
partir do Caélculo Diferencial. Newton, em suas investigagoes, elaborou conceitos que
foram aplicados fortemente na Medicina. Além disso, ele desenvolveu um método de
resolucao por séries infinitas para equagoes do tipo j—i = f(z). Por sua vez, Leibniz
formulou os métodos da separacao de varidveis e de resolucao de equagoes lineares de
primeira ordem para as Equagoes Diferenciais.

Jean Le Rond D’Alembert (1717 - 1783) ficou conhecido por estudar as cordas de um
violino. Segundo AN STEWART]| (2013), D’Alembert estava interessado em estudar o
comportamento das equagoes e nao em encontrar uma solugao. Com isso, surgiu a equa¢ao
das ondas ou equagoes das ondas vibrantes das Equacoes Diferenciais Parciais - EDPs.
Joseph Fourier (1768-1830), através dos estudos relacionados a propagacao do calor em
corpos soélidos, que eram sujeitos a determinadas condigoes iniciais, foi responsavel por
desenvolver a equacao do calor.

E facil reconhecer a importancia do estudo das Equacoes Diferenciais, uma vez que
esse ramo sempre esteve relacionado a problemas da nossa realidade, nao sendo algo
totalmente abstrato. [ BOYCE e DIPRIMA| (1985) alegam que a relevancia dessa area se
da devido a sua forte aplicabilidade em modelos fisicos e esses, por sua vez, nos ajudam
a fazer previsoes, descrever ou controlar sistemas.

Um exemplo de uma situacao que pode ser modelada por uma EDP seria descrever
a quantidade de carros em um trecho de uma cidade. A densidade, que é a quantidade
de carros por comprimento, denotada por u(x,t), e o fluxo, sendo a quantidade de carros
por unidade de tempo, denotada por ¢(z,t), estao completamente relacionados, uma vez

que a densidade varia acordo com o fluxo de carros. Ao modelar esse problema, obtemos

a equacao

du(x.t) da(r.y) _
ot ox

o que significa dizer que a densidade é preservada e depende do fluxo. Por outro lado, se

0,

q(z,t) = a-u(x,t), entao
oa(r.y) _ Oulr,1)

ox ox '

recaindo, portanto, em uma EDP u;+au, = 0, que pode ser classificada como uma equacao

do transporte.
Modelar um problema nao é foco das EDPs, é importante saber sua aplicabilidade para

atribuir sentido as equagoes. No entanto, o intuito é, na verdade, a partir do problema,
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estudar os processos que resolvam a EDP. Desse modo, este trabalho tem por objetivo
apresentar o Método das Caracteristicas como instrumento para determinar solugoes de
Equagoes Diferenciais Parciais de primeira ordem e evidenciar algumas de suas limitagoes.

No Capitulo [2, apresentamos a definicio de EDP e os conceitos de ordem, grau e
linearidade. Posteriormente, aborda-se o conceito de solugao, e que toda combinagao de
um conjunto de solu¢oes de uma EDP, definida por um operador L, é também solugao.
Por fim, discutimos sobre as condicoes iniciais e de contorno, uma vez que o intuito aqui
sera resolver Equagoes Diferenciais Parciais sujeitas a alguma dessas condicoes, ao que
chamaremos de Problema de Cauchy.

J& no Capitulo [3] apresentamos a temdtica principal deste trabalho, o Método das
Caracteristicas. A principio, comegamos determinado a solucao para EDPs de primeira
ordem com coeficientes constantes. Em seguida, aplicamos o método para as EDPs com
coeficientes variaveis. Buscamos, nessa capitulo, encontrar solugoes unicas locais para
Problemas de Cauchy e assim, demostramos o Teorema de Existéncia e Unicidad. Poste-
riormente, expadimos os nossos estudos para os Problemas de Cauchy nao-homogéneos.

No Capitulo {4 o tltimo, tratraremos sobre alguns exemplos que apresentam certas
limitacoes do método das caracteristicas. Inicialmente, expomos solugoes descontinuas
para o caso linear, posteriormente, aplicamos o método em EDPs nao-lineares e apontamos

suas objecoes.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS: CONCEITOS INICIAIS

Neste capitulo inicial, pretendemos nos familiarizar com o nosso objeto de estudo:
As Equagoes Diferenciais Parciais - EDPs. Antes de apresentarmos o conceito de EDP,
precisamos de algumas definigoes.

Comecamos denotando o conjunto dos nimeros naturais por N, com n € N, n > 1, bem
como, o conjunto dos nimeros reais por R, e, por fim, o Espago Euclidiano de dimensao
n, com n > 1, por R". Lembramos que Espago Euclidiano ¢ um espago vetorial munido

de um produto interno.

Definigao 2.1. Dados dois vetores = = (z1,...,x,) € y = (y1,...,yn) em R" a distancia

entre r e y é:

lr -yl = lzj;(% - yi)2]2-

Definicao 2.2. O conjunto de todos os pontos a uma distancia menor que r > 0 de um
ponto fixo zy € R® é denominado de bola aberta centrada em zy de raio r e denotado

por B(xg,7), isto é:

B(zg,r) ={z e R"|x —xo| <7}.

Definicao 2.3. Dizemos que {2 c R" é aberto se, dado qualquer z, € €2, existe uma bola

aberta centrada em xq tal que B(zg,7) c Q.

Definicao 2.4. Um conjunto F' c R” é dito fechado se seu complementar é aberto. Ou
seja, quando
R"-F={zeR"z¢F}

¢ um conjunto aberto.

Definicao 2.5. Dado A cR”

i. O fecho de A, denotado por A, é o menor conjunto fechado que o contém.

ii. O interior de A, denotado por int(A), é o maior conjunto aberto contido em A.

iii. O bordo ou fronteira de A, denotado por dA, é todo conjunto dado por

8A={a:ez; x¢mt(A)}.
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Definigao 2.6. Seja f: Q — R. A derivada parcial de f(z,y) em relagdo a = no ponto

(»’an yo) é
of
ox

desde que o limite exista. Também denotada por: f,; 0,f e D;.

- lim f(xo+h,y0) = f(20,90)
zo,yo  h—0 h ’

(2.1)

Ao derivar f(x,y) duas vezes tem-se, assim, as derivadas de segunda ordem e elas s@o
92
denotas por: B_J; fuw: Ox2 ou DyD, f.
x
Denotaremos por C*(2) o conjunto de fungoes u : Q@ — R que sdo k vezes continua-

mente diferenciaveis.

Defini¢ao 2.7. Uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) é uma equagao que envolve
duas ou mais variaveis independentes, x,vy, z,t, ..., e derivadas parciais de uma funcao a
variavel dependente, isto é, u = u(x,y, z,t...). Em n vériaveis independentes, x1, xs, ...z,

a EDP ¢é expressada por:

-0, (2.2)

( ou ou 0% 0%u 8’%)
Flxy, 2o, ..., 2,

"0z, Oxy, Oxq? T OOy, Ok

onde z = (x1,%9...,2,) €  c R*; F é uma funcao dada e u = u(z) é a funcdo a ser

determinada.

2.1 Ordem e grau de uma EDP

Nessa se¢ao apresentaremos as definicoes de ordem e grau de uma EDP, e exemplos
de algumas das principais EDPs que mais se destacam nos estudos da fisica e outras areas

correlatas.

Definicao 2.8. A ordem de uma EDP é determinada pela mais alta ordem de derivagao
da funcao u, solucao da EDP. Ou seja, se uma Equacao Diferencial Parcial tem ordem k,

significa dizer que a derivada parcial de u, de ordem mais alta, tem ordem k.

Definicao 2.9. O grau de uma EDP ¢ determinado a partir do expoente da derivada de

mais alta ordem que nela aparece.

A ordem da EDP em ([2.2) serd k se, sendo F' uma fungao de algumas das derivadas

de ordem k, F' nao é constante.

Exemplo 2.1. A Equagao Diferencial Parcial
Dru(z) +u =0,
é de ordem k e de primeiro grau. Contudo, a EDP

0- Dyu(x) + Dy_su(z) -6 =0,
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nao é de ordem k, uma vez que o termo Dyu(x) estd sendo multipicado por 0. Em

consequéncia, a EDP tem ordem £k -2 e grau 1.

Exemplo 2.2. A Equacdo do Transporte,
Up + C- Uy =0,

onde u = u(x,t), é de primeira ordem e de primeiro grau, pois aparecem apenas derivadas
de ordem 1.

Essa EDP pode modelar diversos problemas fisicos que dependem de fatores como
velocidade, temperatura e concentracao de materiais e que conservam grandezas tais como
a massa e a energia, por exemplo. No capitulo seguinte iremos nos deter a compreender

o comportamento das solugoes para essa EDP, onde ¢ pode ser ou nao constante.

Exemplo 2.3. Na Fquacao de Sine-Gordon,
Upp — Ugy + €N U = 0,

como aparecem derivadas de segunda ordem e essas, por sua vez, sao as derivadas de maior
ordem, entao, a EDP é de segunda ordem e de primeiro grau, uma vez que o expoente
dos termos u; € Uz, € 1.

Dentre as diversas aplicacoes na Fisica, é possivel utilizar a equagao de Sine-Gordon

para descrever a propagacao de movimentos de deslocamentos que acontecem nos cristais.

Exemplo 2.4. A Equac¢ao KdV (Korteweg e de Vries),
Ut = Uggy T Uly,

possui derivadas de primeira e terceira ordem e é de primeiro grau, nesse caso a maior
ordem das derivadas ¢é 3, assim a EDP ¢ de terceira ordem.

Uma curiosidade acerca desta equacao é que ela é utilizada para descrever diversos
fenomenos fisicos, dentre eles, as ondas longitudinais dispersivas em materiais elasticos,

como molas, por exemplo.

Exemplo 2.5. A Equacao Diferencial Parcial
5 (Upg)? + g = 0,

¢ de segunda ordem e de segundo grau, pois o termo u,, tem expoente 2.
2.2 Linearidade e homogeneidade

Nesta secao, trataremos da classificacao das EDPs em lineares e nao-lineares e semi-

lineares e suas especificacoes, bem como, abordaremos o conceito de homegeneidade.
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Definigao 2.10. Seja u = u(zy,...,x,), dizemos que uma EDP é linear, quando u e suas

derivadas nao se multiplicamCaso contrério, é dita nao-linear.

Exemplo 2.6. A Equacao do Transporte,
Up + €Uy =0,

ilustrada no Exemplo [2.2 é um exemplo de uma equacao linear, pois os termos, u; € u,,
nao estao em um produto.

Por outro lado, a equacao KdV, dada por
Ut = Uggy T Uly,

ilustrada no Exemplo [2.4], é nao-linear, pois um dos seus termos é um produto entre u e

U .

Exemplo 2.7. A Fquacao do Calor unidimensional,
Up = 02 Uy, (2.3)

é linear. Onde, u = u(x,t) com z € R, t >0 e a? é uma constante.
Essa é uma importante equacao para descrever o fluxo de calor em um corpo sélido,
mais especificamente, em uma barra ferro, na qual, acontece a difusao de calor.
Considerando a variavel espacial em dimensao n, para n € N, a equacao ¢ dada
por:

u = a?Au,

em que, u = (x,t), com z = (21, ...,.x,) € R? ¢t >0 e A é o laplaciano em R". Perceba que

mesmo em dimensoes maiores, a EDP continua sendo linear.

De um modo geral, podemos representar uma EDP linear de primeira ordem da se-

guinte maneira:

i aj(z)Dju+b(x)u+c(x) =0, (2.4)

J=1
onde algum dos coeficientes a; nao ¢ identificamente nulo e j indica a posicao da respectiva

coordenada de x. Se x = (x1,...,x,), temos:

a1(x) - Diu+ ...+ ap(x) - Dyu+b(x)-u+c(x)=0. (2.5)
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Se considerarmos agora a equacao linear de segunda ordem, entao a sua forma geral sera:

Zn: a;;(x)D; Dju+ i aj(z)Dju+b(x) +c(x) =0. (2.6)

i,j=1 j=1

em que algum dos coeficientes a;; nao ¢ identicamente nulo.
Para equagoes com duas variaveis independentes, podemos reescrever a equagao (|2.4))

da seguinte forma:

A(z,y)u, + B(z,y)uy + C(x,y)u+ D(x,y) = 0. (2.7)

Analogamente, a equagao (2.5 pode ser reescrita como:
A(, y) Uz +2B(2, y) gy +C (2, y)uyy + D(x, y)us + E(x, y)u, + F(z,y)u+G(x,y) = 0. (2.8)

Note que na equacao (2.8)) nao aparece o termo u,,. Isso acontece porque, para uma EDP
de segunda ordem, busca-se solugoes u que sao duas vezes continuamente diferenciaveis

em €). Nesse caso, Uy = Uy

Exemplo 2.8. Escrevendo a equacao do transporte na forma da expressao obtida em

(2.7)), temos:
l-ug+1-u, +0-u+0=0,
onde A(z,y) =1; B(x,y)=1; C(z,y) =0 e D(z,y)=0.

Definicao 2.11. Chamamos de parte principal da EDP, a parte que contém as deriva-

das de maior ordem.

As partes principais das equagoes (2.7)) e ([2.8)) sdo, respectivamente:

Az, y)ug + B(w,y)uy, (2.9)

A(,y)Ugy + 2B(2, y) gy + C(2, Y) Uy, (2.10)

Definicao 2.12. Chamamos de equagoes semi-lineares aquelas que, nao sendo lineares,

possuem a parte principal linear.

Uma EDP de primeira ordem e semilinear com trés varidveis independentes, ou seja

u=u(z,y,z), é expressada por:

A(z,y, 2)u, + B(z,y, 2)uy + C(x,y, 2)u, = F(x,y,z,u). (2.11)
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Exemplo 2.9. A Equacdo de Burgers,
Up + U Uy = V- Ugg,

com v uma constante positiva que representa viscosidade, é semi-linear e de segunda
ordem.

Segundo ESCHENAZI (2011), essa EDP guarda os efeitos nao-lineares advectivos,
assim como os efeitos viscosos difusivos, dentre eles, a equacao consegue modelar uma
onda de gés.

Mais adiante, no Exemplo [4.3| voltaremos a discutir sobre essa EDP para o caso em

que ela é de primeira ordem.

No estudo de Equacoes Diferenciais Ordinarias, classificamos as equagoes em ho-
mogéneas e nao-homogéneas analisando se o termo independente é igual a zero, 0 mesmo

ocorre para as EDPs, como expoe a seguinte definicao:

Definicao 2.13. Uma EDP linear ¢ homogénea se o termo que nao contém a variavel

dependente ¢é identicamente nulo.

Exemplo 2.10. A equacao (2.7, dada por:
A(z, y)us + B(z, y)uy + C(z,y)u+ D(z,y) =0,

s6 serda homogénea se D(x,y) = 0.

Exemplo 2.11. A equacao

LUy + yu, = sen(xy)
nao é homogénea, pois o termo sen(xy) # 0, para algum x,y € R.

Exemplo 2.12. A FEquacao de Poisson, ilustrada abaixo, recebe esse nome devido a
popularizacao difundida pelo matemaético e fisico francés Siméon Denis Poisson.
A EDP em questao é de grande relevancia para a eletrostatica, em outras palavras,

ajuda a compreender a relagao presente na eletricidade e no magnetismo:

Uz + Uyy = h(T, 7). (2.12)

Como podemos observar, a equagao (2.12)) é linear e de segunda ordem, todavia, s6
serd homogénea se h(x,y) = 0.
Ugg + Uyy = 0. (2.13)

A equagao (2.13)) é denominda de Fquacao de Laplace, também aplicada a eletrostatica.
Além disso, recebe essa designacao devido as transformagoes decorbertas pelo seu criador

Simon Pierre Laplace.
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Exemplo 2.13. A Fquacao da Onda,
Ut = /{:2um, (214)

com u = u(x,t), é de segunda ordem, linear e homogénea. A varidvel ¢ > 0 representa o
tempo, x € R é a variavel espacial e k£ > 0 é uma constante de velocidade de propagacgao
da onda.

Em dimensao n, com n € N, a equacao da onda é dada por
Ut = k2AU,7
onde,
u=u(x,t), xeR" t>0,

e A ¢é o laplaciano em R". Essa EDP descreve a propagacao de diversos tipos de ondas,

tais como as ondas sonoras, luminosas e aquaticas, por exemplo.

2.3 O Espacgo de Solugoes para EDPs

Nesta secao, estudaremos o conceito de solucao para EDPs e alguns aspectos do con-

junto que retne todas as solugoes de uma EDP.

Definigao 2.14. Uma fungao u = f(x1,...,x,) é solugdo de uma Equagao Diferencial

Parcial

2 2 k
ou ou 0%u 0%u 8u):0 (2.15)

"0a1 " Oy 0112 10wy Dk

F(i[)l,]fg,...,l'n,u
sobre o conjunto M c R" se:

i. feC™(M), é equivalente dizer que f é n vezes continuamente diferenciavel sobre o

conjunto M c R"

ii. f satisfaz a Equacao Diferencial Parcial dada.

Exemplo 2.14. Uma solucao para a equacao diferencial parcial,

Ugy(2,9) =0, (2.16)

¢ dada por u(x,y) = 22 +y°, com (x,y) € R?. De fato, temos que u, = 2z, logo,

Uyy = 0, satisfazendo, assim, ([2.16)).

No Exemplo veremos o conjunto de todas as solugao da EDP ([2.16]).

A partir de agora, pretendemos definir um operador, L, a partir de uma EDP linear.
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Seja a EDP linear de primeira ou segunda ordem com n varidveis independentes,
X1, eeey T, €M que x = (21, ..., 2,). Isto é,
n

> aij()D;Dju+ Zn:bj(x)Dju+c(m)u+d(at) =0 (2.17)

ij=1 j=1
Denotaremos por k a ordem da equacao, assim k=1 ou k = 2. Se k = 1, significa dizer

que a;; = 0 para quaisquer que sejam ¢, j € {1,...n} e existe j, com 1 < j <n, tal que b; # 0.
A equagao (2.17)) pode ser reescrita da forma

Lu-=f, (2.18)
onde f(x)=-d(x) e

n

(Lu)(z) = >, a;j(x)D;Dju(x) + ibj (z)Dju(x) + c(x)u(z). (2.19)

ij=1
Cada funcao diferenciavel u, corresponde a uma tunica funcao Lu. Desta maneira, é

possivel definir o operador ou transformacao L.

Definigao 2.15. Seja {2 um subconjunto aberto do R™. Da equagao (2.17)), suponha que
as fungoes a;j, b; e ¢, em que, 1 < 4,7 < n sao continuas em {2 e tomam valores reais.

Assim, definimos o operador ou trasformacao L por

L:CFQ) — C(Q)

, 2.20
u — Lu ( )

onde Lu é expressado como na equagao (2.19).

Observagao 2.1. Quando nos referimos ao termo operador ou transformacado, significa
dizer que a funcao L estd definida entre espagos de fungoes, ou seja, L leva uma fung¢ao u,
que carrega determindas propriedades, em uma outra funcao, Lu. Além disso, o operador

L € um exemplo de operador diferencial parcial.

Sabemos que a equacao (2.17)) é linear e é expressada por

zn: a;;(x)D; Dju + zn: bj(z)Dju+c(x)u+d(z) =0,

ij=1 j=1
entao o operador L, definido na equagao (2.19)), dado por

n

(Lu)(w) = ) aij(x)DiDju(x) + ibj(x)DjU(w) + c(z)u(z),

ij=1
corresponde a uma expressao linear. Desta forma, L leva a funcao identicamente nula

nela mesmo. Além disso, a funcao L é uma transformacao linear, isto é,
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L(u+av) = Lu+alLv (2.21)

para quaisquer u e v no dominio de L e qualquer « € R.

A proposicao a seguir nos garante essa afirmacao.
Proposicao 2.1. A aplicagio L:C* () — C (), dada por
(Lu)(@) = Y. a(x)DiDyu() + . by(a) Dyu(a) + e(x)u(x),
ij=1 j=1
é linear.

Demonstracgao.

De fato, sejam u e v solugoes de (2.17)). Assim,

L(u+av) = Zn_:l a;j(x) - D;D;(u+av)(z) + ‘Zn_:l bj(z)-Dj(u+av)(x) +c(x)(u+av)(z)
= 'Z: a;;j(x) - D;Dju(x) + O‘il a;;(x) - D;Djv(x) + Zn:b](x) -Dju(x)
+ozzn_:1 bj(z)-Djv(x)+c(x) - u(z) + ac(x) - v(x)
= l§:21 a;j(z) - D;Dju(x) + an:l bj(x)- Dju(z) + c(x)u(x)]
+a [il a;j(z)-D;Djv(z) + c(m)v(m)]
= L(u)+aL(v)
Logo,

L(u+au) = L(u) + aL(v).
Portanto, L é uma transformacao linear. m

Sabemos que para toda EDO nao-homogénea é possivel definir uma nova equagao,
de modo que, esta seja homogénea e denominada equagao homogénea associada da
EDO. Do mesmo modo, para as EDPs também é possivel definir uma equacao homogénea

associada, de maneira semelhante as EDO’s.

Definicao 2.16. Seja a equacao diferencial parcial nao-homogénea, Lu = f. Podemos

associar tal equacao a EDP linear homogénea

Lu =0, (2.22)
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que ¢é denominada equagao homogénea associada a EDP.

Sendo {uy,us..,u,} um conjunto de solugoes para a equacao Lu = 0, podemos afirmar
que qualquer combinacao linear desse conjunto de solucoes continua sendo uma solucao

para a equacao. Isso é garantido pelo resultado a seguir.

Proposicao 2.2. Sejam

n

Lu= Z a;;(x)D;Dju(z) + i bj(z)Dju(x) + c(z)u(x),

i,j=1 j=1

Uy, U, ..., Uy SOlugoes para Lu =0, e ay, ..., escalares, entao
m
u= ), = aju
J=1
€ também solucao para Lu = 0.
Demonstracgao.

Vamos utilizar o método de indugao finita sobre o nimero m de solugoes.

i. Passo base: Seja u; e uy solugbes para a equagao (2.22)), desse modo, Lu; = 0 e

Lus = 0. Assim, pela linearidade de L, temos
L(aquy + agus) =y L(ug) + o L(uz) = a1 -0+ ay-0=0
ii. Hipdtese de Indugao: suponha que
wzi%%
j=1

é solucao para ([2.22)), ou seja,

M=

Lw:L( Oéjwj) =0
j=1

<

iii. Passo indutivo: Seja

devemos provar que
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De fato, pela lineardade de L:

m+1 m
L( Z ajwj) =L (Z oW, + Oém+1wm+1) = L(
j=1

J=1

ajwj) + L (am+1wm+1) =0+0=0
(S —
0

M3

0

m
A parcela L (Z ajwj) é solucao, por hipotese de indugao, e L (pi1Wmy1) = 0, por
i=1

W1 também ser solucao, desse modo, toda combinacao linear de um conjunto de

solucoes é também solucao para Lu = 0.

Observacao 2.2. Diferente do que acontece com EDQO’s, o espago de solucoes das EDPs,
pode ter dimensao infinita. Além disso, existem EDPs que ndo possuem solugao. De
acordo com IORIO (2007), H. Lewy (1957) mostrou que existe uma funcao f, em que a
EDP

Uy + Ty — 2i(z +1y)uy = f,
com coeficientes complexos, nao apresenta solucao.

Exemplo 2.15. Considere a equacao linear homogénea

O nosso objetivo serd encontar as solugoes classicas quando (x,y) € R2,
Solucgao.

Aqui, o operador L é dado por

L: C?(R?) — C(R?)
w(z,y) > Lu=uy,
em que u € C?(R?), (z,y) e R%
Desta forma, integrando a equacao dada com relagao a y, de modo que a variavel x

seja fixada, temos:

/ UgydY = Uy

uz = F(x)

Assim,

onde, F' é uma fungao arbitraria em C1(R).
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Por conseguinte, vamos agora fixar a variavel y e realizar a integracao em relacao a x.

fuzdx=fF(x)dx

u(r,y) = f(z) +9(y),

onde f é uma primitiva de F' em C?(R) e g é uma fungao arbitraria em C?(R). Desse

Dai,

modo, como F' é uma funcao arbitraria, entao f e g também sao funcoes arbitrarias em
C?(R). Em vista disso, todas as solugbes para u,, serao do modo u(x,y) = f(z) + g(y).

Assim, o espaco de solucoes classicas é dado pelo conjunto:

U={ueC*(R?) :u(x,y) = f(x) +g(y), com (z,y)eR® e fgeC*(R)}.
Logo, para essa equacao, o espaco de solugoes tem dimensao infinita.

Acabamos de ver um exemplo em que o conjunto de solugoes é infinito, e na Proposicao
2.2 vimos que qualquer combinacgao linear de um conjunto finito de solugoes, também
é solucao. O Principio da Superposicao, a seguir, nos mostra que é possivel formar

combinagcoes lineares infinitas que também serao solucoes.

Proposicao 2.3. (Principio da Superposi¢io) Seja L um operador diferencial parcial

linear de ordem k, cujos coeficientes estao definidos em um subconjunto aberto €2 ¢ R™.

oo 7

Suponha que {uy,} = é um conjunto de fungdes da classe C*(Q) satisfazendo a EDP

. A + ’ A . .
linear homogénea Lu =0, onde {ay,}, ~, € uma sequéncia de escalares tal que a série

+00
u(z) =) apun ()
m=1
¢ convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em ). Entao, u satisfaz a equagao
Lu=0.
O resultado da proposigao é valido para qualquer k. Para efeito de sintetizar as contas,
a demonstracao serd feita para o caso em que k=1 ou k = 2.
Demonstragao.

Considere a aplicacao L como
(Lu)(x) = Z a;;(x)D;Dju(zx) + Z bj(z)Dju(x) + c(x)u(x).
j=1

i,5=1

Por hipétese, para quaisquer que sejam x € 2 e 1<14,5 < n,
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+00
u(x) = Z QU ().
m=1
Logo,
+00
Diu(z) = Y Dyt ()
m=1

DiDju(z) =Y. amDiDjun(z),
m=1

sao séries convergentes. Portanto, para todo x € €,

n

(Lu)(z) = ), aw(x)l%l?jU(x)*‘jifb(x)IDjU(x)-+C($)U(w)

i.j=1 =1

= Z?: Qij :E) ZE:(Iﬂml) D; U IE) :E: b 33) Zzgrcxnll) 1Lﬂ1(a7)

4,7=1

+e(@) U, () i:olamum(x)
= Zam Z a;;(2)D; D, () Zil:b () Djum (x) + c(m)uy, (x)

i,5=1

- flam@um)(x) -0,

o que demostra o resultado quando k=1 ou k = 2.

A demonstracao segue analoga para k > 2.
2.4 Condigoes de Contorno e Iniciais

Nesta se¢ao, iremos abordar dois tipos de condi¢oes que sao frequentemente utilizadas
no estudo das equagoes diferenciais: as condigoes iniciais e as condicoes de contorno.

Condigoes Inicias sao informagoes associadas ao tempo inicial. Os dados, geral-
mente, sao relacionados ao valor da funcao no tempo t = 0, ou a derivada da fungao no
tempo t =0 e, assim por diante.

As Condigoes de Contorno sao valores que sao impostos sobre u e suas derivadas
no bordo ou fronteira de uma determinada regiao. Frequentemente, nos problemas com

condicoes de contorno, nos deparamos com condicoes do tipo

au(r) + B%(m) = f(x), =€, (2.24)
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. . ou ,
onde, o e [ sao constantes dadas, f é uma funcao em 02 e n é a derivada de u na
n

direcao normal a Of).
Quando « =0, na equagcao ([2.24)), obtemos

ou
5% (w) = 7 (),

que ¢é denominada de Condicdo de Neumann.
Quando S =0, tem-se

au(z) = f(2),

a qual é chamada de Condicdo de Dirichlet.

Diferentemente do estudo para EDQO’s, nas EDPs costumamos estudar os casos com
mais de uma variavel. Em uma funcao que depende de z e t, por exemplo, naturalmente
fixamos uma das variaveis, digamos t = 0, assim, determinamos o valor da solucao e de

suas derivadas em relacao a variavel fixa, no nosso caso a variavel t. Desse modo, temos

u(z,0) = f(z) e uw(z,0) = g(x),

em que f e g sao fungoes dadas.

Citemos como exemplo uma fungao cujo dominio é de dimensao 2 (n = 2), com ¢ sendo
a variavel temporal e x a variavel espacial. Ao fixar ¢, impomos o valor da solucao e de
suas derivadas normais ao longo da curva ¢t = 0. Para n = 3, o processo ¢ o mesmo, neste
caso, ao fixar a variavel ¢, a solucao e suas derivadas normais estao determinadas ao longo
da superficie t = 0.

Diante disso, quando estabelecemos o valor da solucao e suas derivadas normais ao
longo de uma curva se n = 2 ou de uma superficie se n = 3, estamos com um Problema de
Cauchy ou Problema de Valor Inicial, e assim, generalizamos o conceito de condicao

inicial.
Exemplo 2.16. Considere o problema

0 em R2?
f(x), v eR,

uy(xﬁy)
u(z, p(r))

onde, p, f € C1(R). A EDP é de primeira ordem e possui duas vériaveis, x e p(z), assim,
nos foi dada a solugao na curva inicial, y = p(x), no plano. Desse modo, estamos diante

de um Problema de Cauchy.

Exemplo 2.17. O problema

ug(x,t)
u(x,0)

0 em R2
f($)7 xeR?
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¢ um Problema de Cauchy que envolve uma EDP linear de primeira ordem e uma in-
formacao da solucao sobre a curva inicial se d4 no eixo-z. Veremos, no Exemplo que
esse problema nao tera solucao se f for constante, e tera uma infinidade de solugoes se f

nao for constante.

Além dos Problemas de Cauchy, existem também os Problemas Mistos que sao
aqueles que dispoem tanto de condigoes iniciais quanto de condigoes de contorno, simulta-
neamente. Esses tipos de problemas, geralmente, discutem situagoes de problemas fisicos
que dependem do tempo, ou seja, fenomenos de difusao e problemas oscilatérios, onde,

habitualmente, separa-se a variavel de tempo, ¢, das demais varidveis espaciais x,y, 2.

Exemplo 2.18. Seja €2 € R? um conjunto aberto e limitado (€2 é o interior de um sélido

Q). Vamos denotar por X = (z,y,2) € R3 e por A o laplaciano em R3. Assim, temos que

up= o?Au, em Qx(0,+00), (2.25)
uw(X,t)= 0, com XedQ e t>0, (2.26)
u(X,0)= f(X), onde XeQ, (2.27)

¢ um problema misto, em que a funcao f é dada e o? é uma constante positiva.
A condig¢ao u(X,t) = 0, para X € 92 e t > 0, é uma condi¢ao de contorno, enquanto
que a condicao u(X,0) = f(X) para X € Q é uma condicio inicial.
Pela equacao ([2.27)),
ueC(Qx[0,+00)). (2.28)

Além disso, como pela equacao (2.25)), u é duas vezes diferencial, temos
ueC*Qx (0,+00)). (2.29)
Logo, por (2.28) e ([2.29)), a solugao procurada é u e D, onde
D =C(Q2x[0,+00)) nC?* x (0, +00)).

Portanto, f deve pertencer a C(€). Observe que, para que haja solucao , f deve

satisfazer uma condicao de compatibilidade

F(X)=0, VX €09.

No Capitulo [3] o nosso principal objetivo serd estudar os Problemas de Cauchy que
envolvem EDPs de primeira ordem cuja solucao esteja definida num aberto € € R2. Con-

tudo, IORIO (2007) faz uma abordagem aprofundada no estudo dos Problemas Mistos.
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No momento em que é posto um problema de EDP que envolve condic¢oes inicias ou

condigoes de contorno, ou ambas condigoes, verificamos as seguintes questoes:

o

1i.

111.

FExisténcia de Solugdes: consiste em especificar a classe de fungoes onde estao as

solugoes e o sentido em que as condigdes de contorno e/ou iniciais sao satisfeitas

Unicidade de Solugoes: a partir a da existéncia de solucoes, o objetivo é verificar se

a solucao é tnica dentro da classe especificada.

Dependéncia de solu¢ao nos dados iniciais e/ou de contorno: sempre que estamos
diante de um problema fisico, estamos trabalhando com dados experimentais que
necessariamente contém erros de medida, desse modo, se torna fundamental questi-
onar se pequenas variagoes nos dados influenciam em pequenas variagoes na solucao,
se caso isso ocorra, dizemos que a solugao depende continuamente dos dados iniciais

e/ou de contorno.

Quando um problema satisfaz a existéncia, unicidade e depéndencia continua dos dados

iniciais e/ou de contorno, esse problema recebe o nome de problema bem posto. Caso nao

ocorra, o problema é denominado mal posto.
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3 O METODO DAS CARACTERISTICAS

Neste capitulo, apresentaremos o metodo das caracteristicas, que tem por finalidade
determinar solugoes para alguns tipos de EDPs. Abordaremos o método para solucionar
Problemas de Cauchy que envolvem EDPs de primeira ordem, cuja solucao esteja definida
num aberto, 2 ¢ R2. Contudo, existem versoes do método das caracteristicas para EDPs
cuja solugao esteja definida para conjuntos de dimensoes maiores, assim como, para EDPs
de outras ordens, conforme [ORIO (2007) desenvolve no seu estudo. O objetivo do método
é estabelecer a solucao de u através de curvas que a caracterizam, denominadas, curvas
caracteristicas. Provaremos que uma solucao, u, ¢ constante ao longo dessas curvas. e
através delas, conseguiremos reduzir a EDP a uma EDO.

Em resumo, o método funciona transportando, atraves das curvas caracteristicas, as
informagoes de u numa curva inicial, expressa pela condicdo inicial imposta a u, para

uma vizinhanca dessa curva em questao.
3.1 EDPs lineares homogéneas com coeficientes constantes

Nesta se¢ao, pretendemos construir, intuitivamente, a solu¢ao de EDPs com coefici-
entes constantes através do método das caracteristicas.
Seja
aug(z,y) +buy(z,y) =0, (3.1)

com (z,y) € R? e a,b € R e ndo simultaneamente nulos. Desejamos encontrar uma solugao

u=u(z,y) para (3.1).

Isto posto, podemos reescrever a equagao (3.1)) da seguinte forma:
(a,b).(uy,uy) =0. (3.2)

Como a,b € R, o par (a,b) é um vetor do R?. Multiplicando os dois lados da igualdade

1
1' por ———, obtemos
Va2 + b2

1

\/ﬁ(a, b).(uy,uy) =0.

Ou ainda,
(a,b)
|(a, )]
Nesse sentido, a equacao é, na verdade, a derivada direcional (consultar Definigao
no Apéndice) de u na diregao de (a,b), ou seja,

Vu(z,y) = 0. (3.3)

ou

o)
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Desta forma, como a derivada direcional é 0, dado um ponto (z,y) no plano, a fungao
u é constante quando percorre na diregao do vetor (a,b), onde a e b sdo valores fixados
da propria EDP.

E importante mencionar que para cada ponto (x,y) fixado, u seré constante ao longo
de cada reta, porém nao significa dizer que assumira sempre os mesmos valores. Na Figura
, temos a representacao de dois vetores que caminham na diregao do vetor (a,b) sobre o

plano-xy, onde em cada reta, u assume um valor constante distinto das demais.

Figura 1 — A funcao u é constante em relacao as retas

Ay
T2

(a1

(a,b)

Fonte: Da Autora, 2022

Sabemos que

u=ky eu=ks.

sobre as retas ry e ry, respectivamente. Podemos notar que, para esse caso, ki # ko. Porém
ao longo de cada reta dentro do dominio, a funcao u é constante e assume valor unico.
Logo, se conhecermos o valor de u em qualquer ponto de uma dessas retas, conheceremos
o valor de u em todos os pontos da reta.

Além disso, todas as retas para essa EDP compdem um conjunto denominado familia
de equacoes caracteristicas, pois elas caracterizam a equacao. Assim, concluimos que para
EDPs como em , as curvas caracteristicas sao retas.

Na Figura , as retas r; e ry tém a direcao do vetor (a,b), assim, pela equagao geral

da reta, as retas mencionadas podem ser descritas por

br-ay=q1 e br-ay=qo,
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respectivamente, onde ¢; e ¢» sao constantes. Conforme ja mencionado, a solugao em
questao ird depender de qual reta caracteristica estda sendo considerada. Como u assume
valores constantes em cada reta da familia de curvas, entao a solugao de (3.1 serd da

seguinte maneira:
u(z,y) = f(bx — ay). (3.4)

De fato, se consideramos u ao longo da reta ry, entao

u(z,y) = f(bx —ay) = f(q1) = k1.

O mesmo ocorre para cada uma das retas da familia de equacoes caracteristicas. Assim,

a solugao da EDP é dada por u(x,y) = f(bx — ay). Com efeito,
uz(‘ra y) = f’(bl‘ - a’y)b
uy(z,y) == f'(bx - ay)a

Dali,
Uz (2, y) +uy(x,y) = af' (bx — ay)b—bf'(bc — ay)a = 0.

Observagao 3.1. A equagdo a-u,(z,y) +b-u,(x,y) =0 pode ser reescrita como sendo:

uz(x,y) +c-uy(x,y) =0. De fato,

1
—aug+—-buy =0 = u,+-u,=0,
a a a

b . . .
onde, c=— e a+0. Por essa razao, a familia de curvas caracteristicas para EDPs, como
, a
em , também pode ser expressada da forma

w(z,y) = f(z - cy). (3.5)

Exemplo 3.1. Vamos determinar a solugao parao seguinte Problema de Cauchy

2ug(z,y) + 3u,(x, =0
(z,y) + 3uy(z,y) (3.6)
u(z,z) = exp(2x)
Solugao: Vejamos que a solugao para a EDP (3.6)) sera caracterizada por
u(z,y) = f(3z - 2y). (3.7)

Assim,

u(z,z) = f(3x -2z) = f(x). (3.8)
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Pela condicao inicial e (3.8)) segue que

f(x) = exp (27) .

Dai,
f(3x —2y) = exp (6x —4y) .

Portanto, a solugao do problema é dada por

u(w,y) = exp (62 - dy).
O

Observacgao 3.2. Pelas discussoes acima, podemos concluir que a solucdo geral para a
equacao do tranporte,
Uz (z,t) + ¢ u(x,t) =0,

onde x € uma vartdvel espacial e t uma varidvel de tempo, € dada por

u(z,t) = f(x-ct),

para alguma funcao f:R — R de classe C.

3.2 EDPs lineares homogéneas com coeficientes variaveis

Nesta secao, iremos abordar alguns casos de EDPs de primeira ordem com coeficien-
tes variaveis e determinar suas respectivas solugoes sujeitas a condicao inicial, ou seja,
lidaremos com os Problemas de Cauchy.

De um modo semelhante ao caso de EDPs com coeficiantes constantes, apresentado

na Secao [3.1], as solucoes para a equagao do transporte,
ug(z,t) + c(x, t)u.(x,t) =0, (3.9)

onde (x,t) e R? e t >0, s@o constantes ao longo das curvas caracteristicas, como veremos
a seguir. Mas, neste caso, tais curvas podem ou nao ser retas.

Num comparativo entre as EDPs e , podemos observar que agora, a fungao
¢ depende de (z,1).

Sendo (z(t),t) uma curva arbitraria do plano zt, a derivada de u, com relacdo a t, ao

longo desta curva é dada por:

Ox dt Ot (3.10)

= ' ()ug(z(t),t) +w(z(t),t).

d
Sua(t).)
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U
Logo, se u satisfaz a equagao |) entao pri 0 ao longo das curvas para as quais

x'(t) = ¢(x,t). Desse modo, reduzimos a EDP
u+c(z, t)u, =0

a uma EDO simples,
d
Sue(),1) =0,

ao longo das curvas (x(t),t), chamadas de curvas caracteristicas da equagao . Logo,
u é constante ao longo das curvas em que x'(t) = ¢(x,y).

Com isso, a ideia para solucionar EDPs desse tipo, sera resolver a EDO associada e
obter, assim, a equagao das curvas caracteristicas e, posteriormente, utilizar a informagao
da solugao em um ponto fixado pertencente ao dominio da EDP, dada pela condicao
inicial. Como u é constante ao longo das caracteristicas, iremos determinar a solucao da

EDP no ponto de intersec¢ao, (xg,%o), entre cada curva caracteristica e a curva inicial.

Definicao 3.1. As curvas x = z(t) que sao solugoes para a EDO
x'(t) = e(x,t),
sao chamadas as curvas caracteristicas da EDP
w(z,t) + c(x, t)u,(z,t) = 0.

Como as curvas caracteristicas sao definidas a partir uma EDO, que nao tem garantia
de ser linear, c¢(z,t) pode ndo ser uma fungao linear. Nesse sentido, nao conseguimos
assegurar que as curvas caracteristicas estejam definidas ao longo de todo dominio do

problema. Assim, geralmente, as curvas caracteristicas sao definidas apenas localmente.

Observacgao 3.3. Vamos encontrar as solucoes para as EDPs com coeficientes varidveis

da sequinte forma:

i. Encontrar a familia de curvas caracteristicas, a partir da relagio c(x,t) = z'(t).

1t. Determinar a solu¢ao em um ponto fixado pertencente ao dominio da EDP, sobre a

curva caracteristica.

1t Estabelecer a solugao para a EDP a partir da condi¢ao inicial fornecida no problema
de Cauchy.

Exemplo 3.2. Considere

0, com xzeR e t>0

u(x,t) + (%)21133(%75)

u(z,0) = exp(x)

(3.11)
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Solucgao:

i. Inicialmente, temos que

c(x,t) = (3)2,

T

assim, as curvas caracteristicas que sao solucao para a EDO sao

dx_t2
dt — x2’

Por separacao de variaveis, temos que

x2dx = t2dt. (3.12)
Integrando (3.12)), obtemos:
3 43
$— = t— + k’l
3 3

Ou ainda,

ZL‘3 = t3 +3k’2

Logo, a familia de curvas caracteristicas, ilustrada na Figura[2], é dada por

z(t) = V13 + k. (3.13)

Figura 2 — Curvas caracteristicas para (3.13))

(L

Fonte: Da autora, 2022

A

ii. Fixado (zg,tp), ao substituir tal ponto em ({3.13), temos que

x(t0)=$0=\3/t§+k = kZ.Tg—tg.
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Desta forma, podemos reescrever (3.13]) do seguinte modo:
(t) = V/t* + (x5 - 1)

iii. Pela condigao inicial em ({3.11)), sabemos que u(z,0) = exp (x), além disso, x(t) =

Y3+ (23 - t3), assim
z(0) = /a3 - 83

Por conseguinte,
u(x(0),0) = exp (z(0)) = exp (\3/x8 - tg) :

Uma vez que u é constante ao longo de curvas caracteristicas, entao

w(wo, yo) = u(2(0),0) = exp (/g -~ 15)

Ou ainda,

u(x,t) =exp (\/3 a3 - t3) :

O
Exemplo 3.3. Vamos encontrar a solucao para o problema:
ur(x,t) —atu,(z,t) = 0 para zeR e t>0
(3.14)
u(z,0) = f(z)
Solucgao:
Seguindo os passos elencados na Observagao [3.3] temos
i. Pela Definicao [3.1] segue que
x'(t) = —uxt.
Por separacao de variaveis, obtemos:
d
" (3.15)
x

Ao resolver (3.15)), por integragao simples, tem-se

42
/@:f—tdt = ln(x):—tJrk:
x 2

Ou ainda,

exp(ln(x))zexp(_?ﬁ+k:) = x:exp(%ﬂ)-w.
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Logo,

z(t) = ko exp (%2) . (3.16)

—12
Desta forma, u é constante ao longo das curvas x(t) = kgexp (7), ilustradas na
Figura [3] abaixo.

Figura 3 — Caracteristicas Planas para

\\\\\

Fonte: Da Autora, 2022

~

ii. Fixado um ponto (xg,%y), a curva caracteristica que passa por esse ponto é dada

iii.

por

—t02 tOZ
xozkoexp(T) = kozxoexp(7). (3.17)

Por e , temos que
x(t)

(5) oo ()
roexp|— | -exp| —
2 2

T exp 5 .

Pela condigao inicial para a EDP em ({3.14), quando ¢ = 0, tem-se u(x,0) = f(z).
Além disso, da equacao (3.16)), temos que z(0) = kg. Logo,

(e (0),0) = F((0)) = £(ko) =  (moexn (*2-)).

e, como u ¢ constante ao longo de curvas caracteristicas, segue que

u(xo, to) = u(ko,0) = u (xo exp (%) ,O) =f (arg exp (%))
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Portanto, a solucao de (3.14) é dada por

u(x,t) = f (xexp (g)) :
a

O Exemplo a seguir nos permitira observar, que nem sempre conseguimos uma solucao
genérica para a EDP, isto é, que satisfaca de modo geral a EDP. Nesse sentido, fica evidente

que as solugoes muito dependem da condicao inicial dada.

Exemplo 3.4. Considere o problema

ug(xz,t) = 0, com zeR e ¢t>0

u(z,0) = f(z)

: (3.18)

onde, f e C1(R) é uma funcao dada.

Solucao.
Como a EDP é simples de ser resolvida, basta utilizar a integragao simples para
encontrar a solugao.
Uma vez que u, = 0, concluimos que u é constante como funcao de x. Logo, u
depende apenas de ¢, ou melhor dizendo, a solugao geral da equagao é dada

por

u(z,t)=g(t), comeR e >0, (3.19)

onde g € C'(R) é uma fungao arbitraria.
Porém, pela condicao inicial

u(z,0)=f(z) = wu(z,0)=f" (). (3.20)

Como u,(xz,t) = 0, obtemos u,(x,0) = 0. Assim, por (3.20), f'(x) =0, Yz eR. O

que nos diz que f é uma fungao constante em relagao a x, ou seja,
flz)=k, com FkeR. (3.21)
Donde, pelas igualdades obtidas em e , obtemos
u(x,0) = f(z) = k.

Desta forma,
u(x,0) = k. (3.22)
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Como a solucao é dada por u(x,t) = g(t). Por , em particular,
u(x,0) = g(0). (3.23)
Entao, pelas igualdades de e , necessariamente,
g(0) = k. (3.24)

Nesse sentido, concluimos que para que o problema admita solucoes, f deve ser uma
funcao constante. Desta forma, a solugdo do problema ([3.18)), sera dada por

u(z,t)=g(t), com zeR e >0,

onde g € C1(R) é qualquer fungao que satisfaca g(0) = k. Logo, o problema ([3.18)
admite uma infinidade de solugoes quando f é constante; e nao admite solugao

quando f nao é constante.

3.3 O Problema de Cauchy homogéneo

Nesta secao, iremos estudar a EDP linear de primeira ordem homogénea em sua forma
geral

a(x,y)ug +b(z,y)u, =0, se (x,y) €
u(a(s),B(s)) =f(s), sesel

onde ©Q c R? é um aberto e v(s) = (a(s),(s)) é uma parametrizacdo de uma curva

, (3.25)

qualquer em 2, chamada de curva inicial e a solucao a ser determinada é uma funcao
u=u(z,y).

Na secao anterior, determinamos algumas solucoes de EDPs de primeira ordem com
coeficientes varidveis ao longo da curva (z(t),t), isto é, a varidvel espacial depende da
variavel temporal. Contudo, nesta secao, estamos considerando EDPs que dependem de
duas varidveis espaciais, x e y, onde, os coeficientes a e b dependem de (x,y). Logo,
teremos = = x(t) e y = y(t).

Diante disso, nosso intuito, a partir de agora, ¢ determinar, quando possivel, curvas

caracteristicas da forma
C(t) = (z(t),y(1)).

Assim, pela regra da cadeia (consultar Teorema no Apéndice) , a derivada de u ao
longo de C' é dada por

%U(C(t)) = %U(z(t), y()) = ' (t)ua (x(t), y (1)) + 4" (H)uy (x(1), y(t)). (3.26)
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Num comparativo entre (3.25)) e (3.26), podemos definir as curvas caracteristicas para
(3.25)), como segue.

Definigao 3.2. Seja Q2 ¢ R? um aberto. As curvas caracteristicas da EDP de primeira

ordem linear homogénea

a(z,y)uq +b(z, y)uy =0,

com coeficientes variaveis a,b € C1(€2), sao as curvas C(t) = (x(t),y(t)), solugoes do

sistema de equagoes diferencias ordindrias

() = a(z(t), y(t))

(3.27)
y'(t) = b(x(1),y(1))

Proposicao 3.1. Uma solugcao u para a equacao de primeira ordem linear homogénea

a(z, y)u, +b(z,y)uy =0 (3.28)
¢ constante ao longo de uma curva C(t) se, e somente se, C(t) é uma curva caracteristica
da equacao.

Prova.

(<) Sendo uma curva caracteristica, C(t) = (z(t),y(t)) é solugao para o sistema de
equagoes em (3.27)), entao, pela regra da cadeia:

%U(C(t)) = ' (t)ua (x(t),y(t)) +y (1) (2(), y(1)). (3.29)
Pelas expressoes dadas em e , obtemos
%U(C(t)) = a(z(t),y(t))us +b(x(t), y(t))uy. (3.30)

Assim, de (3.28)), segue que
d
—u(C(t)) =0
2 uo)

e, portanto, u é constante ao longo da curva C.

(=) Considere C(t) = (x(t),y(t)) uma curva parametrizada em 2 e assuma que C' seja

uma curva de nivel de u. Desta forma, u sendo solugao ao longo desta curva tem-se,

d
Zu(C(1)) = 0.

Sabemos que

Do) = S (t).u(0)) = (s (o) 9 (1)) + 0/ (1 (1), ().
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Ou ainda,
%U(C(t) = (@'(), (1)) - Vu(z(t),y(1)).
Consequentemente,
(@'(1),y' (1)) - Vulz(t),y(t)) = 0. (3.31)

Desta forma, o vetor gradiente (Consultar Defini¢ao do Apéndice)

Vu(z(t),y(t))

¢ perpendicular a curva C' em cada ponto (z(t),y(t)). Além disso, u é solu¢ao para
a EDP, nesse sentido, o vetor (a(x,y),b(z,y)) é também perpendicular ao vetor
Vu(a(x,y),b(x,y)). De fato,

o
I

a(@,y)u(z,y) +b(x,y)uy(z,y)
(CL(ZL', y), b([)?, y)) ’ Vu(a(ac, y)? b(I, y))

Como nas expressoes (3.31)) e (3.32)), os vetores

(3.32)

(@'(1),y' () e (a(z(t),y(t)),b(x(t), y(t)))

sao perpendiculares ao vetor gradiente de u em Q c R2. Concluimos, que sendo u
uma solucao da equacao, os respectivos vetores sao paralelos, em vista disso, existe

uma funcao A(t) tal que

2'(t) = A(t)a(x(t), y (1))
y'(t) = M)(x(t), y(t))

Tomando um vetor representante de (a,b), fazendo A(t) = 1, obtemos

() = a(z(t),y(t))
y'(t) = b(x(t), y (1))

Portanto, C'(t) = (z(t),y(t)) é uma curva caracteristica para a EDP
a(x,y)uy +b(z,y)u, = 0.
|

Tendo em vista que as solucoes das EDPs muito dependem do comportamento das
curvas caracteristicas proximo a determinadas curvas iniciais, é, muitas vezes, complicado

obter solucoes gerais. Neste sentido, é habitualmente mais pratico e facil conseguir resul-
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tados locais. Para isso, o teorema a seguir garante a existéncia de solucao tinica em uma

determinda vizinhanca da curva inicial para Problemas de Cauchy.

Teorema 3.1. (Existéncia e Unicidade Locais para o Problema de Cauchy) Sejam € c R?
um aberto e I' ¢ Q uma curva da classe Ct. Seja v(s) = (a(s), B(s)) uma parametrizagdo
de I' de classe C, definida em um intervalo aberto I c R. Suponha que f e CY(I) e que

a,be CY(Q) nao se anulam simultaneamente em qualquer ponto (x,y) € S e satisfazem

a'(s) ala(s), B(s))

£0,Vsel. (3.33)
B'(s)  bla(s), B(s))

Entao, o problema de Cauchy

a(x,y)u, +b(x,y)u, =0, V (z,y) €Q
u(a(s),B(s)) = f(s), sel,

(3.34)

tem uma unica solugcao de classe C' em uma vizinhanca de T'.

Demonstragao.

Pela Definigao 3.2, as curvas caracteristicas da equagao
a(z,y)u, +b(x,y)u, =0

sao solugoes das EDQO’s lineares

w'(t) = a(x(t),y(t))
y'(t) = b(x (), y(1))

(3.35)

A principio, vamos admitir que (zg,v0) = (2(0),y(0)) seja ponto de interse¢ao entre a

curva inicial e uma curva caracteristica arbitraria, ou seja,

(2(0),4(0)) = (a(0), 5(0)). (3.36)

Além disso, como o determinante em (3.33) é, por hipdtese, diferente de zero, significa
dizer que quando tais curvas se intersectam, seus vetores tangentes sao linearmente inde-

pendentes. De fato,

a'(s) - b(a(s), B(s)) = B'(s) -aa(s), 5(s)) # 0.

Desta forma, o vetor tangente da curva caracteristica,

(2(0),5'(0)) = (ala(s), B(s)),b(a(s), B(s))),
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nunca é pararelo ao vetor tangente a curva inicial, (o/(s),’(s)). Por conseguinte, o
teorema de existéncia e unicidade para EDO’s, Teorema de Picard (Teorema do
Apéndice), garante que para cada s € I, existe um unico ponto correspondente (x(t),y(t)).
Ou seja, para cada s € I, hd uma tnica curva caracteristica (xs(t),ys(t)) que satisfaz a
condicao inicial,

2(0),4(0)) = (a(s), B(s))- (3.37)

Nesse sentido, é possivel cobrir uma vizinhanca da curva inicial I por curvas caracteristicas
que nao se intercectam entre si. Desse modo, cada ponto desta vizinhanca, pode ser
expressado pelas varidveis (s, t), onde é possivel definir uma nova funcao, ®, que representa
uma mudanca de varidveis e que associa cada par (s,t) a um tnico ponto (z(s,t),y(s,t)),
ou seja,

O (s,t) = (z(s,t),y(s,t)).

De fato, para cada s fixado, usando a hipétese do determinante em ((3.33)) e substituindo

as igualdades em ([3.35)) e (3.36)), segue que

det[a(sm xt<s,o>]:detla'<s> a(a(s).5)) |,
0:(5,0)  wi(s,0) F(s) blals). 5(s))

Logo, o det D®(s,t) # 0 em uma vizinhanga de I". Com isso, pelo Teorema da Funcao
Inversa (Teorema do Apéndice), ¢ é um difeomorfismo ( Defini¢ao do Apéndice)

de classe C' em uma vizinhanga, provalmente menor, de I', conforme ilustra a Figura [4

Figura 4 — Construcao do Difeomorfismo

N |
% ' W TTT\ >
N [

Fonte: Notas de Aula - Equagoes Diferenciais Parciais I/II - Rodney Biezuner

Vamos supor que nessa vizinhanga, exista uma solucao u para o Problema de Cauchy
(3.34)). Tendo em vista que ® é um difeomorfismo em uma vizinhanga de I', considerando

vo ®, podemos fazer tal mudanca de variavel, seja ela,

v(s,t) = u(z(s,t),y(s,t)).
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Afirmacgao: v coincide com u ao longo de uma curva caracteristica.
Com efeito, aqui considere = = x(s,t) e y = y(s,t). Derivando v em relacao a t, pela
regra da cadeia, tem-se

Ox 0
un(a.y) - 5+ u(ey) -5

ov
5(87 t)

uw(x>y) '(I(I,y) +Uy(ZL‘,y) ' b([E,y)

Assim, considerando um s fixo, v satisfaz a equacao diferencial ordinaria com condigao
inicial p
v
—(s,t) =0
G
v(s,0) = f(s)

(3.38)

. dv . , - : .
Visto que — =0, entao v é constante como funcao de t. Nesse sentido, a solucao para o

d
problema ([3.38)) é expressada por
v(s,t) = f(s).

Donde concluimos que, nesta vizinhanga, u tem solugao tunica e, ainda, tal solucao é
constante ao longo das curvas caracteristicas da equagao.

De modo reciproco, vamos supor que para cada s € I, v é solugao de (3.38]). Como ® é
um difeomorfismo em uma vizinhanca de I", podemos definir «, de modo que v =v o &1,
ou seja,

u(x(s,t),y(s,t)) = v(s,t). (3.39)

Temos

ua(s), B(s)) = u(x(s,0),5(s,0)). (3.40)

Por (3.39)) segue que
u(z(s,0),y(s,0)) = v(s,0).

Assim, de e , e como v(s,0) = f(s), obtemos:
u(a(s), 8(s)) = u(z(s,0),y(s,0)) = u(z(s,0),y(s,0)) = f(s),
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para todo s € I. Considere z = x(s,t) e y = y(s,t), pela regra da cadeia,

Ox 0
ae,y) - up(e,y) + (e y) uy(ey) = Sua(ey)+ S (ey)
v
- E(Sat)
= 0.

Portanto, diante das hip6teses, sabemos que f é de classe C', em consequéncia, v é de
classe C'. Logo, como u foi definida a partir de uma composicao de v e ®, sendo ®, um

difeomorfismo de classe C1, segue que u é também de classe C'.

3.4 O Problema de Cauchy nao-homogéneo

Nesta secao, iremos estudar o caso nao-homogéneo para o Problema de Cauchy para
EDP de primeira ordem definida em  c R2. Considerando a equacao do transporte
nao-homogeénea,

u(x,t) + c(x, t)u,(x,t) = h(x,y), (3.41)

segue de forma andloga aos calculos em (3.10]) que du_ h(z,t) ao longo de z'(t) = c(x,1).

Donde, concluimos que a EDP (3.41)) foi reduzida a EDO u/(t) = h(x,t) ao longo
das curvas caracteristicas da equagao, que sao as curvas (x(t),t) que satisfazem a EDO
x'(t) = c(x,t).

Exemplo 3.5. Vamos encontrar a solugao da equagao do transporte nao-homogénea com

coeficientes variaveis pelo método das caracteristicas.

ug(x,t) + ug(x,t)
u(s,0)

t, reR e t>0

s2, com seR

Solugao.

Inicialmente, temos que as curvas caracteristicas satisfazem
z'(t) = 1. (3.42)
Integrando ambos os lados obtemos,
x(t)=t+k, keR .

Quando, t =0, segue que
z(0) = k.
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Contudo, pela condigao inicial, quando ¢ = 0, (0) = s, assim, s = k. Logo, no ponto (s,0)
a reta caracteristica é dada por
z(t) =t +s. (3.43)

Ao longo dessas curvas caracteristicas, é valido que

d
%u(aj(t),t) =t.

Desta forma, pelo Teorema Fundamental do Célculo (Consultar Teorema[A.1|no Apéndice),

integrando a equacao acima de 0 a ¢, tem-se:

t2
U(I(t),t) - U(ZL’(O), 0) = Ea
Pela condigao inicial,
t2
u(z(t),t) = 3+ %,

De ([3.43)), obtemos s = z(t) —t, segue que

u(z(t),t) = g +(x(t) -t)2

Usando o fato de que todo ponto (z,t) corresponde de maneira tinica a um ponto (xz(t),t),

tem-se, portanto
t2
u(x,t) = 7t (z—1)°
O
Os resultados apresentados, daqui em diante, estao relacionados ao Problema de Cau-

chy nao-homogeéneo,

9(z,y), V(z,y) e R?
f(s),sel,

G(l', y)ux + b(ill', y)uy

(3.44)
u(a(s), B(s))

com a, b, g € C'(R?) e y(s) = (a(s),[(s)) é uma parametrizacdo de uma curva qualquer
em (), denominada de curva inicial.
Em suma, o resultado a seguir nos diz que, no caso nao-homogéneo, a EDP de primeira

ordem ¢ transformada numa EDO nao-homogénea.

Proposicao 3.2. Considere a equagao de primeira ordem linear nao-homogénea

a(z,y)u. +b(z,y)uy = c(r,y);  (z,y) €,

onde Q c R? é um aberto e a,b,c e C1(2). Se u é uma solugdo para esta equagdo, entao

ao longo das curvas caracteristicas para a correspondente equagao homogénea, u satisfaz
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a equacao diferencial ordindria

%u(m), y(1)) = c(x(t), y(t))
Demostracao.

Suponha que as curvas caracteristicas , C(t) = (z(t),y(t)), sdo solugdo para

{ 0)
y'(t)

Assim, pela regra da cadeia, segue que

a(z(t),y())
b(x(t),y(t))

%U(x(t), y(0)) = ' ()ua(2(2), y(£)) + 4" (H)uy (x(2), (1))
= a(x(t),y(t))ua(x(t),y(t)) + b (1), y())uy (2(t), y (1))
= c(z(1),y(1)).

d
Su(C(0)

Teorema 3.2. (Existéncia e Unicidade Locais para o Problema de Cauchy nao-homogéneo)
Sejam Q2 c R?2 um aberto e I' ¢ Q uma curva de classe C'. Seja v(s) = (a(s), 5(s)) uma
parametrizacao de I' de classe C1, definida em um intervalo aberto I c R. Suponha que
feCYI) e que a,b,c e C*(Q) e que a e b nao se anulam simultaneamente em nenhum

ponto (x,y) € Q e satisfazem

et[ a'(s) alels),5()) | | 0,Vsel. (3.45)

p'(s)  blals), 5(s))

Entao, o problema de Cauchy

{ a(z,y)ue +b(z, y)uy =c(z,y) , V(r,y) €Q : (3.46)

u(a(s), B(s)) =f(s) , sel
tem uma tunica solucao de classe C' em uma vizinhanca de I.
Demostragao.

A construgao do difeomorfismo @ : Q) - C1(€2), definido por

D (s,8) = (2(s 1), y(s.1).
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segue andlogo ao da demonstracio de Teorema [3.I] Vamos apenas mostrar que uma

solucao para o problema

c(x(s,1),y(s,t)),
f(s)

dv
%(&t)
v(s,0)

no plano st, corresponde a uma solucao para o problema

c(z,y)
f(s)

a(z,y)ug +b(z,y)u,(x,y)

u(a(s), 5(s))

no plano zy.
Com efeito, usando a regra da cadeia para derivacao em relacao a variavel ¢ e tomando
r=1z(s,t) e y=y(s,t), temos
Iy

ov ox
a(&t) = uy(z,y)- e +uy(z,y) - ot

uw(a?,y) ~(l(£L’,y) +Uy($,y) ' b(I,y)

c(,y).

Nesse sentido, fixando ¢, v satisfaz equacao diferencial ordinaria com condic¢ao inicial

v(s,0) = f(s)

(3.47)

Particulamente, v é uma solucao tinica. Por esse motivo, nessa regiao a solugao u é unica.

Recipocramente, admita que para cada s € I, v é solucao para (3.47)). Assim, defina

u(z(s,t),y(s,t) =v(s,t),

ou melhor, u =v o ®1. Desta forma

u(a(s), B(s)) = u(x(s,0),y(s,0)) = u(x(s,0),y(s,0)) = f(s),
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para todo s € I. Tomando z = x(s,t) e y = y(s,t), pela regra da cadeia,

Ox 0
ae,y) - up(e,y) +0(ey) uy(ey) = Sua(ey)+ S (ey)
v
- E(Sat)
= c(z,y).

Como f e ¢ sao, por hipdtese, de classe C'! entdo v é de classe C''. Além disso, u foi
definida por meio da composicao de ®, difeomorfismo de classe C1, e v também de classe

C*, logo u é de classe C'. m

Exemplo 3.6. Seja
Su, —4du, =22, (z,y)eR?

3 53 . (3.48)

u(s,—s) =—, seR
4 9

Vamos resolver o problema nao-homogéneo pelo método das caracteristicas.

Solucgao.

Inicialmente, consideremos a equacao homogénea associada

3uy —4u, =0

Isto posto, pelo Teorema 3.1}, as curvas caracteristicas para a equacao satisfazem o sistema

a seguir:
x'(t) =3
y'(t) = —4
Ou ainda,
z(t) = 3t+k
y(t) = —dt+ky

onde k1, ko € R. As curvas caracteristicas para este caso sao retas. Nesse sentido vamos
considerar que os pontos (g, %) sejam os pontos de interse¢ao entre a curva caracteristica
e a condicao inicial, ou seja,

ZL‘(O) = k’l
y(0) = ky

(3.49)



Por outro lado, pela condicao inicial,

z(0)
3
y(0)
Logo, de (3.49) e (3.50), segue que
{ z(t) = 3t+s

y(t) 4t + s

I
»

Il
I
w

Além disso, ;
Su@(®),y(0)) = 2*(1).

Como z(t) = 3t + s, consequentemente,

%u(m(t)y(t)) _(3t+5)

Integrando ambos os lados, de 0 a ¢, pelo T.F.C, obtemos,

u(z(t),y(t)) = u(z(0),4(0)) = =5
Pela condigao inicial, 3
u((0),y(0)) = 5

Assim, ( |

3gt+s)d 3 $3

u(z(t),y(t)) = —5— -5 + 5

Ou ainda,

@Bt+s)’ (@)

u(a(t), (1)) = y

Diante disso, a solucao de (|3.48]) ¢ dada por

3
u(z,y) = 9

47

(3.50)

(3t+s)? &

9



4 LIMITACOES DO METODO DAS CARACTERISTICAS

Neste capitulo, iremos estudar alguns casos de problemas de Cauchy com EDPs de
primeira ordem lineares e nao-lineares, em que o método das caracteristicas apresenta
limitagoes ao determinar a solucao das EDPs. A saber, as limitagoes abordadas serao:

propagacao de singularidades, choque entre as curvas e ondas de rarefa¢ado.
4.1 Propagacao de Singularidades

Nessa secao iremos abordar alguns situagoes em que as EDPs de primeira ordem
apresentam solugoes descontinuas ao longo das curvas caracteristicas.

O Teorema nos garante que quando os vetores tangentes entre a curva inicial I',
parametrizada por y(s) = (a(s), 5(s)), e as curvas caracteristicas planas ndo sao paralelos,

o problema de Cauchy

a(x, y)us + b(z,y)uy = c(z,y)

(4.1)
u(a(s),B(s) =f(s)

tem solugao tnica de classe C'' em uma vizinhanga de I', onde a,b e ce C1(Q2) e f e C*(1).

Além disso, diante dos estudos realizados no Capitulo [3| sabemos que num problema
de Cauchy, as solucoes das EDPs dependem das condicoes iniciais que sao impostas no
problema. Logo, procuramos solucoes através da intersecao entre curva caracteristica e a

curva inicial. Ou seja, quando

(0,90) = (a(s), 5(s))-

Com isso, chamamos o ponto («(s),S(s)) de dominio de dependéncia de (z,yo).

Até o momento, estamos encontrando solugoes que sao continuas e possuem derivada
em todos os pontos de seu dominio, ou seja, f € C'(I). Iremos, daqui em diante, retirar
essa hipétese, ainda considerando v uma parametrizacao de I', em que I' € C, e verificar

0 que acontece com as solucoes.

Vamos considerar o problema de condi¢ao inicial

w(x,t) + ¢ ug(z,t) =0, com zeR e t>0

u(x,0) =f(z), se zeR

cuja EDP é uma equacao do transporte com coeficientes constantes.

Pela Observagao [3.2] sabemos que a solugao geral para essa EDP é dada por

u(x,t) = f(x—ct). (4.2)

48
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Se, por um acaso, f deixa de ter derivadas em um numero finito de pontos da curva,
a expressao ainda continua sendo uma solucao para a EDP em questao. Para isso
basta que nos pontos em que f é derivavel, a equacao seja satisfeita. Isso é possivel porque
quando f é continua e de classe C' em um determinado intervalo, a solugao u também
serd continua e de classe C'! nesse mesmo intervalo. O que nos diz que, nos pontos em que
f nao possui derivada, u, igualmente, deixa de possuir derivadas em um nimero finito de
curvas caracteristicas de classe C.
Vejamos os Exemplos e para observar esse fato.

Exemplo 4.1. Considere o Problema de Cauchy

w(x,t) + c-ug(z,t) =0, se zeR e t>0

u(z,0) = f(x),

e zeR

wn

em que

1 se x<0,
f(x)=11-2 se 0<wx<l,
0 se x>1.

Verificamos que f nao possui derivadas nos pontos 0 e 1 . De fato, calculando as derivadas

laterais para x = 0, obtemos

f(0)" =0%-1=f"(0)".
Para x =1, tem-se

()" =-1%0=f(1)"

Como as derivadas laterais nos pontos 0 e 1 foram distintas, consequentemente, f nao
é derivavel nesses pontos.

Além disso, sempre que z = ct,
u(w,t) = f(ct-ct) = f(0) =1,

e quando x =1+ ct,
u(z,t)=f(l+ct—ct)=f(1)=0.

Logo, no instante de tempo ¢, u nao é derivavel nos pontos ct e 1 + ct, uma vez que a

derivada para os pontos 0 e 1 nao esta definida.
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Exemplo 4.2. Seja

Ux(l’, y) +b- Uy(l‘,y)

4.3
u(0,y) = 43)

< |~ O

onde b é constante e (z,y) € Q2 c R2.
A curva inicial para o problema é o eixo-y, além disso, a fungao u(0,y) é descontinua

na origem. Nesse sentido, as curvas caracteristicas sao as retas
y=br+k (4.4)

onde k é constante. Por essa razao, a solugao u de (4.3) nao esta definida ao longo da

reta y = bx. De fato, por (4.4))

1
0,y) = —— b

¢ solucao da EDP, onde u satisfaz (4.3)) fora da reta y = bx.
0

Com os Exemplos e constatamos que ainda ¢ possivel determinar solugoes pelo
método das caracteristicas, contudo nao serao solugoes consideradas cldssicas, pois nao
estao estabelecidas para todo dominio €2. Sendo assim, no ponto em que f ou sua derivada
tiver uma descontinuidade, digamos, sg, entao u, ou alguma de suas derivadas, tera des-
continuidades ao longo da caracteristica que passa por esse ponto, isto é, (a(sg),5(s0))-
Logo, essas descontinuidades, que chamaremos de singularidades, sao propagadas ao
longo das caracteristicas planas.

No Exemplo [.1] a solucdo u(x,t) = f(z - ct) propaga singularidades ao longo das
retas caracteristicas x — ct = k, onde k é uma constante, uma vez que f nao é derivavel
nos pontos 0 e 1.

J& para o Exemplo [£.2] as singularidades sao propagadas ao longo da reta y = bz.
4.2 Choque entre as Curvas Caracteristicas

Nessa secao, pretendemos utilizar o método das caracteristicas em EDPs nao-lineares

e verificar até onde é possivel determinar solugoes.
Seja
u+ (F(u)), =0, t>0, zeR, (4.5)

onde F' é uma funcao dada de classe C?.
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Pela Regra da Cadeia, é dada por:
u + F'(u) - u, = 0. (4.6)
Desta forma, fazendo b(u) = F'(u) em (4.6)), obtemos
u + b(u)u, = 0. (4.7)

Sendo assim, as curvas caracteristicas, para esse caso, sao as curvas no plano xt que
satisfazem ;

T
— =b(u) (4.8)
dt ’

em que u = u(z(t),t). De fato, derivando u pela regra da cadeia, tem-se
d d
E#u@@%ﬂ:uﬂ%+up

Por (4.8) e (4.7) segue que

d
%(u@(t), t) = u + b(u)u, = 0.

Donde, concluimos que u é constante ao longo das curvas caracteristicas e mais, podemos
utilizar essas curvas para encontrar a solugao de (4.5)), considerando que tal equagao

satifaz a condicao inicial abaixo:
u(x,0) =up(z), x eR. (4.9)

De maneira analoga ao contexto de EDPs lineares, iremos determinar as solugoes para
as EDPs nao-lineares utilizando as curvas caracteristicas planas que intersectam a curva

inicial plana em ¢ = 0. Nesse sentido, ao integrar ambos os lados da igualdade (4.8) em

dx
—ﬁ:/b dt,
7 (u)

relacao a t, temos

ou ainda,

x(t)=b(u)t+k; kelR.

No ponto (x(0),0), obtemos
k= Zo (410)

Assim, por (4.9) e (4.10]), as curvas caracteristicas serao expressadas mediante a equagao

x(t) = b(uo(xo))t + . (4.11)

Desse modo, fixado xy € R, u é constante ao longo da reta que contém o ponto (xg,0),
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isto é,
U= Uo(ﬁo),
além disso, u satisfaz (4.8)).

Com base no caso linear, é esperado que as curvas caracteristicas e a condicao inicial

determinem a solucao do problema de Cauchy

wug(z,t) + b(u)ug(z,t)
u(z,0)

0 com (z,t)e(Rx[0,+00))

(4.12)

uo(z), reR

ao menos em uma faixa ¢t € (0,7), uma vez que, diferente do caso linear, as curvas

caracteristicas podem se intersectar.

Exemplo 4.3. Considere a equagao de Burgers

ug(x,t) + u-ugy(x,t) 0, zeR e t>0

(4.13)
w(z,0) = up(x)
onde,
1, se <0
up(r) =1 1-z, se 0<x<l . (4.14)
0, se z>1
Inicialmente, note que (4.13) é da forma (4.7)), onde
b(u) = u. (4.15)
Assim, pelas equagdes (4.11)) e (4.15)), segue que
x = uo(x)t + xo.
Logo, as caracteristicas planas para o problema (4.13]) sdo dadas por
t+ xo, se x9<0
x(t) = (1-mzo)t+mg, se 0<axp<1l . (4.16)
T, se xp>1

Tais curvas se intersectam para ¢ > 1, desse modo a solu¢ao na curva inicial, u = ug(zo),
s6 ¢é valida para t < 1.
A partir de agora iremos encontrar a solugao para o problema (4.13)) a partir de cada

sentenca em que as curvas caracteristicas foram definidas.
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(i) Se xz<t<1, entdo z =t +x( para algum zy < 0. Logo, pela condigao, obtemos

u=wup(xg) =1

(ii) Se t <x <1, temos que

x = (1-mz)t+mo
= t—-txg+ T
= (1—t)$0+t
para algum xg € [0, 1].
Portanto,
-1
o= ——
Tt

Desta forma, pela condigao inicial, segue que

r—-t 1l-=x
= :]_— :]_——:
u=tolwo) =120 =1-375 =37

(iii) Se t <1<z, entdo

u=up(x) =0.
De (i), (ii) e (iii), a solugao definida para 0 <t <1 é, portanto,

, se x<t<l1

1
(1) = 11‘—5” se t<e<l . (4.17)

-t
0, se t<l<zx

Observe que para x =0 e x =1, a condicao inicial nao é diferenciavel.

Com efeito,

[ug(2)] |e=0 = =1 # 0 = [ug () ]"|a-0,

[uo(2)] |e=1 = 0 # =1 = [ug(@) ] o1

Logo, como as derivadas laterais sdo distintas, ug(x) nao é derivavel nos pontos = =0 e
x =1 e, consequentemente, nao é diferenciavel.

Conforme ilustra a Figura[l], a seguir, no ponto de intersegao entre as caracteristicas
que contém os segmentos de reta {(¢,£):0<t<1} e {(1,£):0<t <1}, hd um conflito
de informacoes e, com isso, a derivada nao estd definida para os segmentos em questao.

Por consequéncia, a derivada de u também nao estd definida ao longo desses segmentos.
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Portanto, u ¢ C*(R x (0,1)). Contudo, no intervalo [0, 1), u satisfaz a EDP, desta forma,

ueC(Rx[0,1)) e continua sendo uma solugao.

Figura 1 — Caracteristicas Planas para o Exemplo

t

z<t <1 t<l<z

Fonte: Adaptado de

Exemplo 4.4. Vamos considerar a equagao de Burgers do Exemplo 4.3 sujeita a uma

nova condicao inicial

w(x,t) +u-uy(x,t) = 0, com zeR e t>0
(4.18)
u(z,0) = wug(x)
em que
1, se <0
uo(z) =
0, se x>0

Para esse caso, por (4.11)), as curvas caracteristicas sao,

t+ 29 para 2o <0
€T =

o para o> 0

No instante ¢ = 0 as caracteristicas colidem de imediato, conforme ilustra a Figura [2]
Com isso, se torna inviavel utilizar o método, uma vez que cada reta caracteristica deve
assumir um unico valor constante para u, e para esse caso, nos pontos de intersecao
das caracteristicas, u assume dois valores distintos. Logo, nao é possivel encontrar uma

solugao de classe C'! definida em qualquer instante de tempo.
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Figura 2 — Caracteristicas para o Exemplo

At

/ x >0

T <0

y 8

Fonte: Da Autora, 2022

Segundo os exemplos apresentados, vimos que método das caracteristicas nao é sufici-
ente para determinar solugoes para EDPs nao-lineares quando as curvas caracteristicas se
intersectam. O Exemplo apresentou solucao para t < 1, contudo nao foi uma solugao
classica. Por outro lado, nao foi possivel obter solucao para o Exemplo [4.4] uma vez que
nao existe qualquer intervalo para t >0 em que as curvas nao se intersectem.

Aos acontecimentos retratados nos Exemplos e [4.4] em que hd cruzamento de
informagoes através das intersecoes das curvas caracteristicas, dizemos que estamos diante

de ondas de choque.
4.3 Ondas de Rarefacao

Nesta secao, apresentaremos um outro caso de limitagao do método das curvas carac-
teristicas: da auséncia dessas curvas em uma determinada regiao do dominio da Equacao

Diferencial Parcial.

Retornaremos a equacao de Burgers apresentada nos Exemplos [4.3] e [£.4] sujeita a uma

nova condicao inicial. Seja

|
=

wg (2, t) +u-ug com zeR e t>0,

(4.19)
u(z,0)

up(x),
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em que
se x <0,
uo(z) =
se x> 0.
Note que as curvas caracteristicas para (4.19) sao quase as mesmas curvas do Problema

(4.18), sendo dispostas em partes diferentes do dominio. Assim, temos:

To com To<0
T = . (4.20)
t+xg com 20> 0

Diferente do Exemplo [4.4] as curvas caracteristicas nao se intersectam, porém, na
regiao compreendida entre o eixo-t e areta x = t, ha uma auséncia de curvas caracteristicas,
como ilustra a Figura |3}, impossibilitando de resolver o problema pelo método nessa regiao

do dominio.

Figura 3 — Ilustracao para as Curvas Caracteristicas em l}

t

<0
x>0

Fonte: Da Autora, 2022

Dizemos que existe uma onda de rarefagao quando as curvas caracteristicas deixam
de existir em uma determinada regiao do dominio da EDP. Desta forma, nao obtemos

informacoes de u nessa regiao.



57

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos os conceitos basicos para um estudo introdutério sobre
Equacgoes Diferenciais Parciais - EDP’s. Para exemplificar esses conceitos, trouxemos al-
gumas das equacoes relevantes no campo da Fisica, tais como a equacao do transporte,
equacgao do calor, equacao de Burgers, entre outras. Com o intuito de solucionar al-
gumas EDPs de primeira ordem, sujeitas a condigoes iniciais, os Problemas de Cauchy,
abordamos o método das curvas caracteristicas.

Inicialmente, vimos que as solugoes das EDPs sao constantes ao longo de cada curva
caracteristica da familia de curvas, assim, utilizando esse fato, o método consiste em
determinar as solugoes dessas EDP’s no ponto de encontro entre uma curva que compoe
a familia de curvas caracteristicas e a curva inicial, pertencente a uma regiao do dominio
da EDP. O nosso préposito, efetivamente, foi determinar solugoes tnicas e, para obteé-
las, o Teorema de Existéncia e Unicidade enunciado e demonstrado no Capitulo [3, nos
assegurou que o Problema de Cauchy possui solucao unica continua e diferenciavel em
uma vizinhanga da curva inicial no dominio da EDP, sempre que os vetores tangentes
entre a curva inicial e as curvas caracteristicas sao linearmente independentes, sendo este
fato crucial para a utilizagao desse método.

Constatamos uma limitagao para o método das caracteristicas ao aplicé-lo em algumas
EDPs nao-lineares. As objecGes aconteceram no momento em que as curvas caracteristicas
se intersectaram, ocasionado choques, o que chamamos de ondas de choque, bem como,
quando tais curvas deixaram de existir em uma determinada regiao do dominio, provo-
cando ondas de rarefacdo. Em ambos os casos, tornando-se inviavel utilizar o método
para encontrar solugoes. Sanar essa deficiencia do método requer um aprofundamento
maior que pode gerar uma continuagao para esse estudo, seja para a autora, ou demais
interessados. Para um primeira associagao, no caso em que acontece ondas de choque,
¢ necessario estebelecer um caminho de choque, que carrega a descontinuidade com a
solugao. Diante de ondas de rarefagao, é possivel preencher a regiao vazia com novas cur-
vas que forcem a EDP a apresentar solucao. Desta forma, é possivel obter as chamadas
solugoes fracas, que serao as solugoes obtidas pelo método das caracteristicas, acrescidas
dessas condigoes supracitadas. Para um embasamento inicial, autores como BIEZUNER)
(2010) e DUARTE | (2017)), apoiados em EVANS (1998), podem auxiliar nos estudos a

serem desenvolvidos daqui em diante.
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APENDICE

Definicao A.1. Seja V um espago vetorial. Um produto interno sobre V é uma
aplicacao (., .) : V. xV - R que a cada par (u,v) € V x V associa um ntimero real

denotado por (u,v) satisfazendo as seguintes propriedades:
i (u+v,w) = (u,w)+(v,w), Yu,v,weV;
ii. (au,v) =afu,v), Yu,veVeaeR;
iii. (u,v) = (v,u), Yu,veV;
. ﬁ ~
iv. Seu# 0 entao (u,u)>0;
—
v. (u,u)=0<u=0.

Definicao A.2. Considere, x e y, duas funcoes, dadas por outra variavel, ¢, denominada

parametro, isto é,
v=x(t) e y=y(),

tais funcoes sao chamadas equagoes paramétricas. Cada valor de t determina um
ponto (z,y), que podemos marcar em um plano coordenado. Quando t varia, o ponto

(z,y) = (z(t),y(t)) varia e traga a curva C, a qual chamamos de curva parametrizada.

Teorema A.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo). Suponha que f seja continua em
[a, 0]

1. Seg(x) = f f(t)dt, entao g'(x) = f(x).
b
2. [ f(x)dz = F(b) - F(a), onde F ¢é qualquer primitiva de f, isto €, uma fun¢ao que
“Fr=
Para obter a demonstragao, consultar STEWART] (2013), paginas 350 a 356.

Teorema A.2. (Regra de Substituicio). Se u = g(x) for uma fun¢do derivavel cuja

mmagem € um intervalo I e f for continua em I, entdo

[ 1oy @) de= [ fluyuds.

Em STEWART] (2013), pagina 369, encontra-se a demonstragao.

Definicao A.3. A derivada direcional de f em Py(zg,y0) na diregio do versor

v =1l + vyj € 0 nimero

9

(ﬁ) ~ lim f (w0 + sv1,90 + 5v2) = (70, Y0)
fS v, Py

s—0 S
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desde que o limite exista.

Definigao A.4. O vetor gradiente de f(z,y) no ponto Py(zg,0) é o vetor

_of . oOf .
vf= 8ch+ 8yj’

obtido por meio dos célculo das derivadas parciais de f em F,.

Definigao A.5. (Fungoes continuas de duas varidveis). Uma fungao f(z,y) é continua

no ponto (g, yo) se

1. f for definida em (zg,yo);

2. lim  f(x,y) existe;
(z,y)~>(@0,y0)

3 lim f(z,y) = f(xo,v0)-

" (@)~ (w0:w0)

Uma funcao é continua quando é continua em todos os pontos de seu dominio.

Definigao A.6. Se z = f(z,y), entao f é diferencidvel em (zg,y9) se Az puder ser

expresso na forma:
Az = fo(xo,y0)Ax + fy(%»%)Ay + e Ax + e2Ay,

onde € e o > 0 quando (Az, Ay) - (0,0).

Teorema A.3. Se as derivadas parciais f, e f, existirem perto do ponto (xo,yo) e forem

continuas em (xo,v0), entao [ € diferencidvel em (xg,o)-

O Teorema encontra na pagina 826 de STEWART (2013) e sua demostragao no
Apéndice F da referida obra.

Teorema A.4. (Regra da cadeia para fungoes de duas varidveis independentes). Se w =
f(z,y) possuir derivadas parciais continuas f, e f, e se x =x(t) ey =y(t) forem funcoes
diferencidveis de t, entao a composta w = f(x(t),y(t)) serd uma fungdo diferencidvel de
te

df ' ,
o = Je(@(@),y(0)) - 2"(t) + £y (2(1), y(1)) - ' (D),
ou
dv_0ds of dy
dt  Ordt Oydt
Consultar THOMAS (2008), pagina 320, para obter a demonstracao.

Definicao A.7. Sejam U, Vc R, abertos. Um difeomorfismo f: U — V é uma bijegao
diferencidvel cuja inversa também ¢é diferencidvel. Se f e f~! sdao de classe C*, dizemos

que f ¢ um difeomorfismo de classe C*.
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Teorema A.5. (Teorema da Func¢do Inversa). Sejam U c R™ um aberto e f: U — R»
de classe CF, (1 <k < 00) tal que, em um ponto xg € U, f'(xg) € L(R™) € um isomorfismo.

Entdo [ é um difeomorfismo de classe C* de uma vizinhan¢a V' de xq sobre uma vizinhanga

W de f(zo).
Para obter a demostragao, consultar AMORIM]| (2016), pagina 17.

Teorema A.6. (Teorema de Picard). Seja f continua e Lipschitziana com rela¢ao a
sequnda varidvel em 2 = I, x By, onde I, = {t;|t —to| < a}, By ={x;|x —xo|<b. Se|f|<M

em €, ewiste uma unica solucao de
x':f(tj[), x(tO) = Zo,

em I,, onde a = min{a,b/M?}.

A demostragao encontra-se em SOTOMAYOR] (2011)), nas péginas 16, 17 e 18.
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