Universidadep

ESTADUAL DA PARAIBA

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA - UEPB

CENTRO DE CIENCIAS HUMANAS E EXATAS - CCHE
CURSO DE LICENCIATURA PLENA EM MATEMATICA

ROBERIO DE OLIVEIRA SANTOS.

Teorema da Funcao Implicita.

Monteiro - PB

Marco- 2014



ROBERIO DE OLIVEIRA SANTOS.

Teorema da Funcao Implicita.

Trabalho de Conclusdo do Curso apre-
sentado ao Centro de Ciéncias Humanas
e Exatas - CCHE da Universidade
Estadual da Paraiba - UEPB , em
cumprimento as exigéncias legais para
a obtencdo do titulo de Graduado no
Curso de Licenciatura Plena em Mate-

matica .

Orientador: Me. Luciano dos Santos Ferreira.

Monteiro - PB
Marco- 2014



E expressamente proibida a comercializa¢éo deste documento, tanto na forma impressa como eletrénica.
Sua reproducéo total ou parcial € permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reproducéo figure a identificacdo do autor, titulo, instituicdo e ano da dissertacéo.

5237t Santos, Robério de Oliveira.
Teorema da Funcé&o Implicita [manuscrito] : / Robério de Oliveira
Santos. - 2014.

45 p. il

Digitado.

Trabalho de Conclus&o de Curso (Graduacéo em Matematica) -
Universidade Estadual da Paraiba, Centro de Ciéncias Humanas e
Exatas, 2014.

"Orientacéo: Prof. Me. Luciano dos Santos Ferreira,
Departamento de Matematica”.

1.Topologia. 2. Derivadas. 3. Teorema da Func&o Implicita. |
Titulo.

21.ed. CDD 510




ROBERIO DE OLIVEIRA SANTOS.

Teorema da Funcao Implicita.

Trabalho de Conclusdao do Curso apre-
sentado ao Centro de Ciéncias Humanas
e Exatas - CCHE da Universidade Esta-
dual da Paraiba - UEPB , em cumpri-
mento as exigéncias legais para a obten-
cdo do titulo de Graduado no Curso de

Licenciatura Plena em Matematica .

Aprovado pela banca examinadoraem 11 de Margo de 2014.

Banca Examinadora

Prof® Me. Luciano dos Santos Ferreira
Centro de Ciéncias Humanas e Exatas - Campus VI/UEPB
Orientador

, 4 &@ )
Vgéfwﬁzw / / & JZA/\

Pro e. Luiz Lima de Oliveira Junior /
Centro de Ciéncias Humanas e Exatas - Campus VI/UEPB

Prof”. Me, Cladio Udair Pereira da Silva
Centro de Ciéncias Humanas e Exatas - Campus VI/UEPB



Dedico este trabalho a mi-
nha familia que esteve ao
meu lado em momentos bons
e ruins, incentivando, apoi-
ando e mim dando forgas
para prosseguir, a minha na-
morada Elaine por seu apoio
e oragdes a meu favor, meus
sinceros agradecimentos e
Deus continue vos abenco-
ando em todos os sentidos da

vida.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pela vida, longanimidade, paz e saide durante toda minha
trajetdria estudantil. Agradecido também a minha familia por suas preocupagdes e incentivo
a meu favor, especialmente a minha irma Roseli, a minha namorada Elaine por sua compa-
nhia e compreensdo, a meu professor orientador Luciano Santos, a Universidade Estadual
da Paraiba por sua grande participacdo na minha formacgdo e aos professores Ana Zulema
Pinto Cabral e Rodrigo Fonseca por acreditarem em meu potencial, ao professor e diretor do
campus - VI Joelson Pimentel e a todos aqueles que direto e indiretamente participaram do

meu vinculo de amizade durante este periodo na cidade de Monteiro-PB.



No principio era o Verbo, e
o Verbo estava com Deus, e
o Verbo era Deus. Ele es-
tava no principio com Deus.
Todas as coisas foram feitas
por intermédio dele,e, nada
do que foi feito se fez.

"Jodo 1;1-4"



Resumo

O presente TCC (Trabalho de Conclusdo de Curso) aborda um trabalho de pesquisa bibli-
ografica, que tem como objetivo apresentar o teorema da funcdo implicita. A pesquisa foi
realizada em quatro etapas: Pré-Leitura, Leitura seletiva, Leitura analitica e Leitura interpre-
tativa de material bibliografico. O trabalho foi construido em vdrias etapas entre orientando
e orientador, bem como: Aulas expositivas e dialogadas do material em estudo, digitalizacdo
e correcdo. Adotamos como principal referencial tedrico o livro de Elon Lages Lima, curso
de andlise real vol.2. Ndo temos a pretensdo de trazer algo novo da matematica como amos-
tra, mas sim conceitos matemdticos que nos possibilite a entender o funcionamento desta
disciplina, através de materiais ja unificados, demonstrados por grandes matemaéticos que fi-
caram na histdria e, que nos dard possibilidades de entendermos no¢des matematicas, como

topologia, derivadas e teorema da fun¢do implicita.

Palavras-Chave: Topologia; Derivadas; Teorema da Funcao Implicita; .



Abstract

This TCC (End of Course Work) discusses the work of literature, which aims to present the
implicit function theorem. The research was accomplished in four steps: Pre-Reading, se-
lective reading, analytical reading and interpretive reading bibliographic material. The work
was built in several stages between guiding and advisor as well as expository and dialogued
Lessons of the test material, and scanning correction. We adopted as the main theoretical
framework of the book Elon Lages Lima, course real analysis vol.2. We do not have the
intention of bringing something new mathematics as sample but mathematical concepts that
enable us to understand the workings of this discipline, through materials already unified
demonstrated by great mathematicians who were in history and that will give us opportuni-
ties to understand mathematical concepts, such as topology, derivatives and implicit function
theorem.

Key words:Topology ; Derivatives , Implicit Function Theorem.
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Introducao

Este trabalho consiste em apresentar o teorema da fun¢do implicita. Tem como re-
quisito bésico a construcio e apresentacao para cumprimento das exigéncias de titulacao do
curso de licenciatura plena em matemadtica. A licenciatura plena estd voltada para a drea da
educacgdo, no entanto este trabalho constitui de uma série de resultados da analise real, bem
como: Topologia, conjuntos compactos, sequéncias e etc. Que sdo da drea de pura. Utiliza-
mos uma metodologia de pesquisa que tem como objetivo aproximar o leitor aos resultados
obtidos através da teoria, obtido mediante pesquisas bibliogréficas, cujo principal objetivo é
se familiarizar com o teorema da func¢do implicita. Utilizamos a linguagem gréfica em alguns
tépicos para nos auxiliar a compreender certas afirmagdes e aproximar este trabalho a uma
didatica favordvel ao leitor. Estd dividido em trés capitulos, sendo que no primeiro fazemos
referencia a parte da topologia, no segundo a parte da derivadas e no terceiro o principal

resultado deste trabalho, apresentacdo do teorema da funcao implicita.



1 O Espaco Euclidiano

Neste capitulo estudaremos o Espago Euclidiano n-dimensional e Topologia do R".

1.1 Espaco Euclidiano

O produto cartesiano de n fatores iguais a R é o que chamamos do espacgo euclidiano
n-dimensional o denotaremos por R =R x - -- x R.

Desta forma se n = 1, entio R! = R (Reta), se n = 2, R? = (Plano Cartesiano) e
se, n = 3 entdo R3 é o que chamamos de espaco Euclidiano tridimensional que na geometria
analitica se destaca por ser possivel estudar as nocdes de comprimento, profundidade e altura
em figuras geométricas.

O Espac¢o Euclidiano n-dimensional é um espacgo vetorial real e de dimensao finita
que por sua vez estd munido de um produto interno.

Um espago vetorial real € na verdade um conjunto V nio podendo ser vazio, dotado
de duas operacdes: a soma e a multiplicagc@o por escalares, tal que, se tomarmos dois pontos

x,y € R" e um nimero real o € R podemos definir uma soma e um produto por escalar como:

x+y:(xl+)’1;"'7xn+yn)eax: (Wl,"‘7axn)

onde estas operacdes assim definidas, faz do R"” um espago vetorial. Como os eleme-
mentos do R" pode ser considerados como vetores, logo € normal falarmos da represen-
tacdo candnica do espaco vetorial R", onde a base candnica é representada como sendo:
e1 = (1,0,0,0,...,0),e, = (0,1,0,0,...,0),e, = (0,0,0,0,...,1).

Um ponto no espaco euclidiano R” sdo n-uplas, cujas coordenadas (x;) i=1,...,n

sd0 nimeros reais e t&m como representacdo simbdlica o ponto x = (xy,- -+, X;).
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1.2 Produto Interno e Norma Euclidiana

Um produto interno definido no espago vetorial R” € uma fun¢do que faz correspon-
der a cada par de vetores x,y € R" um nimero real da forma x.y = x1.y; + - - - +X;,.yy, 1St0

7z

c:

(,) ‘R"xR" — R
(X,y) — <x7)’>:xl)’1+---+xn)’n- ‘
Esta aplica¢do é denominado produto interno candnico, é denotado por (x,y) de ma-
neira que dado os vetores x, ze y € R" e a € R as propriedades abaixo sejam satisfeitam:

@) (xy) = (yx);

(i) (x+2,5) = (xy) + (z,5);
(iii) (owx,y) = o.(x,y) = (x,0);
(iv) x#0= (x,x) > 0;

O produto interno de x y € R” é o ntimero real definido por

n

<x,y>=) xyi
i=1
Através do produto interno definimos a norma euclidiana || - || : R* — R = [0, +-o0].
Dado x = (x1,x2,- - -,x,) € R", a norma euclidiana de x é o niimero real positivo, de forma

que
1

n 2
IxX|| = V< xx > =\ /x3+x5+, a2 = (Zx,-2> :
i=1

o qual satisfaz as seguintes propriedades.

() |x]|>0,Vx eR"e||x||=0<x=0;
1) | Ax||l= Al || x|, VxeR"eVAER,;

(iii) [lx+yl| < [[x[[ +[Iyll, v x, y e R".
Teorema 1.1 (Desigualdade de Cauchy - Schwarz). x,y € R", temos
e | < NIl Iyl onde [|x]| = v/ (x,x) e [ly[| = v/ (v,3)-
Demonstracao:Suponhamos que y # 0 e seja A € R. Como

(e D+ Ay) = ]2 4+ 20, y) + A2 ]2 > 0V & € .
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Temos que o discriminante
A =4(x,y) = 4lx?[y]* <o,

ou seja, [ (x,y)| < [lx[|[|y[]-
Temos, ainda que | (x,y)| = ||x||||y|| se, e somente se, existe Ag € R tal que x+Agy =0.

Logo, |{x,y}| = ||x]||||y|| se, e somente se, x,y sdo LD (Linearmente dependentes) LB

Dentre as muitas normas que existem, destacaremos ainda duas outras normas que

sdo importantes e equivalentes a norma euclidiana:

NORMA DO MAXIMO
xl[m = max{|xi|, |x2|,- - [xal},  Vx=(x1,---,x,) €R".
NORMA DA SOMA
||'x||5 = |X1| + |X2|+, T '7+|xl’l|a V)C - (-xla o '7xn) € Rn

Dada qualquer norma no R" definimos a aplica¢do d : R" x R” — R por

d(x,y) =[x =yl vx,y € R",

A distancia goza das seguintes propriedades:
(i) d(x,y)=0sex=y
(i) x#£y=d(x,y) > 0.
(iii) d(x,y) = d(y,x)
(iv) d(x,y) <d(x,y) +d(,2)

Com estas no¢des podemos definir conceitos de Bolas abertas e fechadas.

Definicao 1.1 Dada uma norma no R", a € R" e r > 0 definimos:

e Bola aberta de centro a e raio r como B(a;r) = {x e R";||x —al| < r}
x—all <r}

e Esfera de centro a e raio r como S[a;r] = {x € R";||x —al| = r}.

e Bola fechada de centro a e raio r como Bla;r] = {x € R";

As formas geométricas desses conjintos dependem das normas que se usam. Um
exemplo disso, € quando n = 2 e, se considerarmos a métrica euclidiana, teremos:
(@) B((a,b),r) ={(x,y) e R*|(x—a)*+ (y—b)> <r*};
(i) B((a,b),r) ={(x,y) € R*|(x—a)*+(y—b)> <r’};
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(ii) B((a.b).r) = {(x.y) € B (x—a)+ (y—b)* =2},
As bolas no plano chamam-se de (abertos ou fechados) e as esferas reduzem-se a

circulos, como exemplificam as figuras abaixo.

VA vA f
B((a b),r) B((a,h),r) B((a,b), 1)
(a,b) b i
b |------ e = b ___-_-..--.(.E.lg' 1 [ P, (e ( a,bi
4 il : — i >
Figura 1.1: Bola Aberta Figura 1.2: Bola Aberta Figura 1.3: Esfera no plano

No caso em que n = 3 a norma euclidiana define no espacgo bolas e esferas que cor-
respondem as imagens que delas fazemos. Tomando a norma euclidiana, tomamos no plano
R2, por exemplo, |z|y = max{|x|,|y|} como norma de z = (x,y), a bola de centro ¢ = (a,b)
e raio r serd o quadrado de lados paralelos aos eixos de coordenadas, cada lado tendo com-
primento 2r e cortando-se no ponto c. Agora, tomando a norma da soma |z|s = |x| +|y|, a
bola de centro c e raio r serd o quadrado cuja diagonais sdo paralelos aos eixos coordenados,

ambas com comprimento 2r encontrando-se ainda no ponto c.

A A

')1“ ]- +
=~ B I £
b+ r A
) 5 p b
C 7 0 - =
B S| 21 A :1/
1 A
=z e g +
! |
—> >
a a
a—1r a+r a—r a
Figura 1.4: Bola na norma do Maximo. Figura 1.5: Bola na norma da soma

1.3 Sequéncias

Nesta se¢do estudaremos a parte de sequéncias, subsequéncias, pontos de acumugao

e aplicacOes continuas que vai nos auxiliar um pouco mais adiante nos teoremas usados.
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Definicdo 1.2 Uma sequéncia em R" é uma aplicacdo x : N — R", com k — f(k) = x;.
definida no conjunto N dos niimeros naturais. O valor x(k) é indicado com x; e chama-se
0 k-ésimo termo da sequéncia. Algumas das notagdes para representar uma sequéncia sao

(x%), (X% )ken ou (x1,Xx2, -+, Xk, - - ) para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo é x; € R".

Veja alguns exemplos de sequéncias.

(=1)")pen ou (—1,1,—1,...,(—=1)").

Definicao 1.3 Uma subsequéncia de uma sequéncia xj, é a restrin¢cdo do conjunto infinito
N ={ki <ky <, -+ <kj<---} CN. Uma subsequéncia é denotada por (x)rer, (Xk,)ien

ou (xkl s Xyt 9 Xy T )

(=)™ =(1,1,1,.)e (=) V) = (=1,-1,-1,...)
sdo subsequéncias de ((—1)").
Uma sequéncia (x;) em R” ¢ limitada quando o conjunto de seus termos € limitada,

ou seja, quando existe C > 0 tal que |x;| < C para todo k € N. As coordenadas de uma

sequéncia (x;) sdo sequéncias de niimeros reais.

Exemplo 1.1 A sequéncia (x;) = (1/k,—1/k)en € limitada. De fato,

=y (1) + () = L2vimen

Diz-se que o ponto a € R" € o limite da sequéncia de pontos x; € R" quando, para

todo € > 0 dado, é possivel obter ko € N tal que k > kg = |x; —a| < €. Neste caso, diz-

se também que (x;) converge para a ou tende para a, escreve-se limx; = a, klirn X, = a,
—> 00

limx; = a ou simplesmente x; — a. Quando o limite da sequéncia existe, dizemos que a

keN
mesma € convergente, caso contrario € divergente.

Tem-se limx; = a <= lim|x; —a| =0.
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Em termos de bolas, tem-se limx; = a se, e somente se, qualquer bola aberta de cen-

tro a contém todos os termos x; salvo, possivelmente para um niimero finito de indices k.

Teorema 1.2 Uma sequéncia (x;) € R" converge para o ponto a = (ay,---,ay) se, e somente

se, lim x, = a; para cadai=1,...,n.
k—so0

Teorema 1.3 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R", possui uma subsequén-

cia convergente.

Demonstracio: Seja (x;)rey € R”, uma sequéncia limitada. Entdo (xg, )keny € uma sequén-
cia limitada em R. Por Bolzano-Weierstrass na reta, (xx, )kcN possui uma sequéncia conver-
gente. Isto significa que existe um subconjunto infinito N; C N, bem como um nimero real
ay que satisfaz klirlgl Xy, = aj. Por sua vez, cada coordenada da sequéncia x; = (x,,...,Xk,)
seguindo este mesmo processo, entdo temos infinitos conjuntos N D Ny D Ny, ... DN, e
ndmeros reais aj,a, ...,a,, tais que kli}nlg}ixki = q; para todo 1 < i < n. Entdo, pondo a =
(a1,az,...,a,), obtém-se klglll\l X; = a, como queriamos mostrar.

] |

1.4 Pontos de Acumulacao

Estudaremos nesta secdo pontos de acumulagdo no espaco euclidiano n-dimensional,
cuja importancia € significativa para entendermos a nocao de aproximagao de um ponto de

um conjunto por infinitos outros pontos do mesmo conjunto.

Seja X C R". Um ponto a € R" chama-se ponto de acumulagdo do conjunto X quando
toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente do ponto a. Em outras pala-
vras temos, para todo € > 0, deve existir x € X tal que 0 < |x— a| < €. Denotamos o conjunto

dos pontos de acumulacdo do conjunto X por X’.

Teorema 1.4 Dados X C R" e a € R", as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) a é ponto de acumulagdo de X
(ii) Existe uma sequéncia de pontos x; € X, com limx; = a e x; # a para todo k € N;
(iii) Toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos de X .

1111 1 enl 7 0 vont
,2,374,5,...,n,n . Temos que 0 é ponto

de acumulagdo de C, jd que existe uma sequéncia xi = z € C comlimx; =0 e x; #0.

Exemplo 1.2 Tomando o conjunto C = {1
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Exemplo 1.3 Agora, tomemos C = {1}. Vemos que a uinica sequéncia de pontos desse con-
junto, é a sequéncia x; = 1, constante. Contudo, vemos que limx; = 1, mas x; = 1 ndo

cumpre a condi¢do (ii) do teorema acima. Logo, 1 ndo é ponto de acumulagdo do conjunto
c={1}.
1.5 Aplicacoes Continuas

Faremos mencao nesta secao das aplicacdes continuas, cujo entendimento € de suma
importancia para entendermos o comportamento e aproximacdes de pequenas variacdes nas

imagens dessas aplicagoes.

Definicao 1.4 Seja f : X — R" uma aplicacdo definida no conjunto X C R". Dizemos que
f € continua no ponto a € X quando para todo € > 0 dado, existe x € X tal que:

[x—al[<8=]f(x)-fla)[I<d

Simbolicamente falando,temos que:

Ve>0 30>0xeX,|x—a| <d=|f(x)— f(a)| <e&.

Ou seja, para toda bola aberta B(f(a);€) no R", existe uma bola aberta B(a;d) tal que
f(XNB(a;d)) C B(f(a);e).

Se f: X — R € continua em todos os pontos do conjunto X, dizemos que f € uma

aplicacdo continua. Caso contrario, dizemos que f € uma aplicacao descontinua.

Dado X C R™, uma aplicagdo f : X — R" € Lipschitziana, quando existe K > 0 tal
que

If ) =fO <K [ x=yl

quaisquer que seja x,y € X.Toda aplicacdo Lipschitziana € continua. De fato, dadoe >0 e
) €
a € X, existe = X > 0, tal que

x€Xe ||x—al|<d=] f(x)— f(a) |<Kd=cE.
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Teorema 1.5 A composta de duas aplicacoes continuas é continua. Mais precisamente, da-
dos X CR™ Y CR", f:X — R" continua no ponto a € X, com f(X)CY, g: Y — R?

continua no ponto b = f(a), entdo go f : X — RP ¢é continua no ponto a.

Demonstracao: Dado arbitrariamente € > 0 existe, em virtude da continuidade de g, um
y—f(a)]<n=|g(y) —gf(a)| < €. Por sua vez, a partir de n,
a continuidade de f nos fornece > Otalque x € X, |x—a| < d = |g(f(x)) —g(f(a))| <m

numeromn >0talqueycY,

segue -se que x € X, |x—a| < d = |g(f(x)) —g(f(a))| < &, logo go f é continua no ponto
a.

Teorema 1.6 Uma aplicacdo f: X — R", definida no subconjunto X C R™, é continua no

ponto a € X se, e somente se, para toda sequéncia de pontos x; € X com limxy = a tem-se

lim f(x) = f(a).

Demonstracdo: Seja f continua no ponto a e limx; = a. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que x € X, [x—a| < d=|f(x) — f(a)| < &. Como limx; = a, existe kp € R tal que k >
ko = |xx —a| < 3. Segue-se que k > ko = |f(xx) — f(a)| < €. Logo, lim f(x¢) = f(a).

Reciprocamente, suponha que f ndo seja continua no ponto a. Entdo existe um € > 0 tal
que, para cada k € N podemos obter x; € X com |x; —a| < a/k e |f(xx) — f(a)| > €. Entdo
limx; = a sem que seja lim f(x;) = f(a).

] |

1.6 Conjuntos Abertos e Fechados

Definicao 1.5 Sejam X C R e x € X. Dizemos que x é ponto interior de X quando existe
um intervalo aberto (a,b) tal que x € (a,b) C X. Assim, todos os pontos suficientemente

proximos de x ainda pertencem ao conjunto X.

Observacao 1.1 x é um ponto interior ao conjunto X se, e somente se, existe € > 0 tal que
(x—e,x+¢) CX.

De fato, se x € (a,b) C X, tome € = mim{x—a,b—x} > 0. Entdo,a <x—e <x+e€<
x < b, ouseja, (x —€,x+¢€) C (a,b). Logo, (x—€g,x+¢€) C X.

Observacdo 1.2 O ponto x é interior a X se, e somente se, existe € > 0 tal que |y — x| < € =
yeX.
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X

O o O O

X—Eg=a X+ € b

Figura 1.6: Intervalo com centro em x e raio € contido em X
Demonstracao:

y—x|<ee —e<y—x<eLx—e<y<x+e&ye (x—gx+E€).

Definicao 1.6 Seja X um subconjunto do espaco euclidiano R". Um ponto a € X chama-se

um ponto interior a X quando é centro de alguma bola aberta contida em X .

Definicao 1.7 O interior do conjunto X, representado por intX, é o conjunto dos pontos
x € X que sdo interiores a X. Quando x € intX, dizemos que o conjunto X é uma vizinhangca

do ponto x.

Um conjunto X C R" chama-se aberto quando todos os seus pontos sao interiores, isto
€, quando para cada x € X existe 8 > 0 tal que B(x;0) C X. Assim, X é aberto < intX = X.

Teorema 1.7 Para todo conjunto X C R", intX é um conjunto aberto.

Demonstracdo: Se a € intX entdo existe r > 0 tal que B(a;r) C X. Se x € B(x;r) entdo
pondo 8 = r — ||x — al|, vemos que B(x;d) C B(a;r), donde B(x;0) C X e portanto x € intX.
Assim, todo ponto a € intX é centro de bola B(a;r) contida em intX, o que prova que intX é
aberto. |

1.7 Conjuntos Compactos e Conexos

Nesta se¢ao introduziremos conceitos de coberturas e subcoberturas, para apds defi-

nirmos conjuntos compactos, cisao e conjuntos conexos

Definicio 1.8 Uma cobertura de um conjunto X C R" é uma familia (Cy)y . de subconjun-

tos C), C R" tal que X C U C).. Isto significa que, para cada x € X, existe um A € L tal que

AEL
xe Gy
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Uma subcobertura é uma subfamilia (Cy)ycp/, com L' C L, tal que ainda se tenha

X C U Cy.
rel

13
Por exemplo, seja X = {5, é_l] e seja L ={L,Lp,L3} uma familia de subconjuntos

de R, onde
2 1 1 9
1 (073)a 2 (37 ) CL3 (2710)

Entdo L é uma cobertura de X, pois X C LijUL, UL3 = (0,1) e L' = Ly UL, é uma subco-
bertura de L, pois X C Lj ULy = (0,1).

Dizemos que a subcobertura X C [JC), € aberta quando os C), forem todos abertos, e

serd finita se L € um conjunto finito.

Teorema 1.8 (Borel - Lebesgue) Seja K C R" um conjunto limitado e fechado. Entdo toda

cobertura aberta K C U Ay, de K por meio de conjuntos abertos admite uma subcobertura

AreL
finita.

Demonstracao: Provaremos para o caso n = 1. Sejam A = R — K e [a,b] um intervalo

A€L
pelo teorema anterior, que existem A1, A2, . .. ,A, € L tais que [a,b] C Ay, U,...,UAy UA.

Entdo,K C Ay U,... ,UA; ,pois KNA=¢ |

fechado e limitado tal que K C [a,b]. Logo, [a,b] C < U AK> UA. Como A ¢ aberto, temos,

Definicao 1.9 Dizemos que o K C R é compacto se toda cobertura aberta de K possui uma

subcobertura finita.

Observacao 1.3 Um conjunto K C R" é compacto se for limitado e fechado.

Teorema 1.9 Seja K C R". Dizemos que K é compacto, se e somente se, toda sequéncia

X C K possui uma subsequéncia que converge para um ponto a € K.

Teorema 1.10 Seja K C R™ um conjunto compacto. Se f : K — R" é uma aplicagdo con-

tinua, entdo sua imagem f(K) é compacto. O mesmo vale se K for fechado.
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Toda aplicacdo f : K — R”" definida no compacto K C R”, € limitada, isto é, existe
C > 0 tal que |f(x)| < C paratodo x € K.

Corolario 1.1 Seja K C R™ compacto. Toda aplicacdo continua f : K — R" é fechada, isto
é, F C K fechado, implica f(F) fechado. Com efeito, F C K fechado = F compacto =
f(F) compacto = f(F) fechado em R".

Teorema 1.11 Toda aplicacdo continua f : K — R", definida num compacto K C R", é uni-

formemente continua.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o teorema fosse falso. Entdo existiria € > 0 e
duas sequéncias de pontos x; € X,y € K tais que |x; — yi| < % e |f(xx) — f(yx)| > € para
todo k € N. Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que limy, =y € K,
donde limx; = y. Por f ser continua, temos € < lim|f(xz) — f()| = |f () —f(y)| =0< e

uma contradi¢do. ] |

Teorema 1.12 Seja f : X x K — R" continua, onde K é compacto. Tomemos xo € X fixo.
Para todo € > 0, existe 8 > 0 tal que x € X, [x—xo| < 3= |f(x,) — f(x0,0)| <€, seja qual
for o€ K.

Demonstracao: Se assim ndo fosse, existiriam € > 0 e sequéncias de pontos x; € X, oy € K
tais que |x; —xp| < % e | f(xk, ax) — f(x0,0)| > €. Passando as subsequéncias se necessdrio,
podemos admitir que limoy = o € K. Como, limx; = xo, a continuidade de f nos daria

€ <lim|f(xg, o) — f(x0,0%)| = | f(x0, @) — f(x0,0)| = 0 < € uma contradicdo. m W

Definicao 1.10 Uma cisdo de um conjunto X C R" é uma decomposicdo X = AU B, onde
ANB =0 (Disjuntos) e abertos em X.

Dizemos que X admite uma cisdo trivial quando X = X U(Q. Nestas condicoes, di-

zemos que X € conexo se sO admite a cisdo trivial, caso contrario dizemos que X € desconexo.

Intuitivamente, dizemos que um espaco € conexo se pode passar de um ponto qual-

quer deste espaco para um outro ponto distinto em um movimento continuo sem sair dele.

Proposicao 1.1 X C R ¢ conexo se, e somente se, X é um intervalo.
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Objeto Desconexo

Objeto Conexo

Figura 1.7: Exemplo de um espaco conexo e outro desconexo
Um intervalo X C R € um conjunto tal que
a,beX,exCX=a<x<b ou xC(a,b).
Teorema 1.13 Seja X C R™ conexo. Se f: X — R" é continua, entdo f(X) é conexo em R".
Definicao 1.11 Um caminho num conjunto X C R" é uma aplicagdo continua f : 1 — X,
definida num intervalo I.

Por exemplo, dados x,y € R", o caminho f : [0, 1] — R", definido por

f() = (1 =1)x+1y,

chama-se caminho retilineo que liga x a y. As vezes simbolizamos como caminho [x,y].

Teorema 1.14 Seja f : X — R uma fungdo continua num conjunto conexo X C R". Se exis-
tema,b € X ed € R tais que f(a) < d < f(b) entdo existe c € X tal que f(c) =d.



2 Tipos de Derivadas, Funcoes e Caminhos Dife-
renciaveis

Neste capitulo faremos uma breve introducdo do que sdo caminhos no espago R”.Introduziremos
o conceito de derivadas em uma dimensao como casos particulares na progressao de conteu-
dos em analise real no R”, bem como as de Derivadas Implicitas que nos dara conceito de
entendimento na defini¢do da fun¢do implicita mais adiante, sequenciando derivadas parci-

ais, direcionais e func¢des diferenciais.

2.1 Derivadas Implicitas

Consideremos a equacao
F(x,y)=c

onde ¢ é uma constante ¢ F uma fun¢@o. Dizemos que uma fungdo y = f(x) é definida impli-
citamente pela equac@o acima se qundo trocarmos y por f(x) em F(x,y) = ¢ obtermos uma

identidade, isto é, F(x, f(x)) = ¢, para todo x.

Exemplo 2.1 A equacdo x> +y* = 1 define implicitamente as fungoes

y=V1—-xtey=—V1-x%

De fato, considere f(x) =+/1—x% e —f(x) = V1 —x2 obtemos x* + f(x)> = 1. De mesma

forma para — f(x),Vx € [—1,1]. Isto é, em ambos casos obtemos F (x, f(x)) = 1.

Para derivarmos fun¢des definidas implicitamente, nao precisa derivarmos equagdes
para y em termos de x pois obtém-se sempre o mesmo resultado independente de quem
se tome. Poderiamos fazer x = /1 —y2 e x = —/1 —y? ¢ em ambos os casos obtermos

F(f(y),y)=1.
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Vamos considerar ainda a fungio F (x,y) = x> +y? — 1, e admitir que a fungio y = y(x)
satisfaz a relacdo dada, isto é, que

X+ (y(x)* = 1.

Vamos derivar em relagdo a varidvel x. Temos que:

d
w2y —o.
dx
dy X , ~
Portanto, para y # 0 temos e e, chegariamos ao mesmo resultado das fun¢des defi-

x
nidas implicitamente y = v/1 —x% e y = —v/1 — x2. ao derivarmos.

Considerando agora que a equagdo F(x,y) = 0 define y = y(x), para x pertencente a
algum intervalo aberto, em certas condi¢des para F e para y = y(x), calcular e em funcao
de x e de y(x). Realmente, usando a regra da cadeia para derivar F(x,y(x)), em rela¢do a x,
obtemos da equagdo F(x,y(x)) = 0 o seguinte:

oF oF dy

S+ 5 o) P =0

oF
Entdo, com a condi¢do de que = (x,y(x)) # 0, escrevemos

ox
b 9 ()
dx oF
)

A essa prética ou a essa construcdo, chamamos de derivagdo implicita, utilizado nos casos

em que ndo seja possivel conhecer y = y(x).

2.2 Caminhos Diferenciaveis

Seja f : I — R definida em I C R. Dizemos que a funcio f € diferencidvel em xo € 1

se existe um nimero real N onde dado € > 0 existe 8 > 0 tal que

f(x) = f(x0)

X—Xp

Vxel,0<|x—xo|<8:‘ —N|<eg
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temos que N = f(xp). Se f for diferencidvel em x( entdo

F(x0) = tim L&) =7 0]

X—X0 X —X0

Se f € diferencidvel em todo ponto de I dizemos que f € diferencidvel em 1.
Teorema 2.1 Se f: 1 — R com I C R é diferencidvel em xo € I, entdo f é continua em xy.

Demonstracao: Seja N = f'(xq). Dado € > 0 existe & > 0 tal que Vx € [

O<|x—xo|<d=N—-ge< (%) = fxo) < N+e.
X — X0
Seja 6 = min{d,e/(N +¢€)}. Entdo Vx € I
o<|x—xo|<6:»|f<x>—f<xo>|=‘f(xi_f( sl < +epp<e
— X0
Logo, f é continua. [ |

Por esse teorema, temos que diferenciabilidade implica em continuidade, entretanto
a reciproca € falsa em geral. Basta tomarmos como exemplo a funcdo f : R — R definida
como f(x) = |x|. Temos f é continua em R mas ndo é diferencidvel em zero, pois para x # 0

temos

zmélsex>06 —1sex<O.
X

Logo, o limite nao existe quando x — O.

Definicao 2.1 Um caminho em R" é uma aplicacdo f : I — R" definido num conjunto I C R.
Para cada t € I, temos f(t) = (f1(t),- - -, fu(t)) e as n fungdes f; : I — R assim definadas,

sdo chamadas as fungées coordenadas da fungdo f.

=0, - fu): I — R"écontinua em um ponto a € I < f;: I — R é continua no
ponto a.

O vetor velocidade do caminho f : I — R" no ponto a € X é, por defini¢do, o limite

quando tal limite existe.
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Figura 2.1: vetor tangente f'(a)

e Quando f posssui vetor velocidade no ponto a € I, diz-se que f € diferencidvel
neste ponto. Se f(a) existe pata todo a € 1, diz-se que f € um caminho diferencidvel.
e Quando f'(a) # 0, o vetor velocidade f’(a) determina areta L= {f(a)+tf'(a); t €
R}.
Um caminho f: I — R" é diferencidvel no ponto a € I se, e somente se, existe um
vetor v € R" tal que, paraa+1t €1,
fla+1t) = f(a)+tv+r(t), onde lim@ =0.

t—0 t

Em caso afirmativo, tem-se v = f(a).

2.3 Derivadas Parciais

Definicao 2.2 Seja f : U — R uma funcdo real, definida num subconjunto aberto U C R™.

Dado o ponto a € U, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a onde (1 <i < n) é o limite

of :limf(a+f€i)—f(a)

—\a
8x,~ t—0 t

quando tal limite existe.
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Seja U C R?. Uma fungdo f: U — R é o que se chama funcio de duas varidveis.
As derivadas parciais de f em relacdo a varidvel x num ponto ¢ = (a,b) € U podem ser
representadas por

of
9 (@0 = lim

fla+t,b)— f(a,b)
t

quando tal limite existe.

A derivada parcial de f em relacdo a varidvel y no mesmo ponto ¢ acima é

af(a,b) _ limf(a7b+t)_f(aab)

dy 1—0 t

Seja f : U — R definida no aberto U C R". Dados o ponto a € U e o inteiro i € [1,n],
a imagem do caminho A : R — R" A(t) = a+re;, é 0 que se chama a reta que passa por a e
¢ paralela ao i-ésimo eixo. Tem-se assim A(0) = a. Como U ¢é aberto, existe € > 0 tal que
lt|<e=At)=a+te; € U.

Quando n = 2 o gréfico de f é uma superficie em R3.

=

Esta linha tangente m inclinagio
B/ .
ag(m:ltnh\ Pxgs Yo F(Xgs ¥o)) Esta linha tangente 1€m inclinagio
b of

A (X0, W)
Acurva z— f(xg¥)

£ o plano 1= 1 - f!' Acurva ;= flx,wléo plano y= w

(X ¥o)  r=Xg
Figura 2.2: Grafico das Derivadas Parciais de uma Fun¢do de Duas Varidveis

Para achar a derivada i de z = f(x,y) olhe para y como como uma constante e di-
X
ferencie f(x,y) com relagdo a x.
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. af . .
Para achar a derivada > olhe para x como como uma constante e diferencie f(x,y)
y
com relacdo a y. Em particular, o cdlculo pratico da i-ésima derivada parcial de uma fungdo
real f(x1,...,x,) se faz considerando todas as varidveis como se fossem constantes, exceto

a i-ésima, e aplicando as regras usuais de diferenciacdo relativamente a essa derivada.

Exemplo 2.2 No caso em que n = 2, tal que considerando o caso em que z = f(x,y) = x.y,

calcule suas derivadas parciais.

0 t,y)— t)y— t
ox t—0 t t—0 t t—0 1
0 t — t — t
U (1y) = lim LRIV ZF0Y) XY =
dy 1—0 t 1—0 t 1—0 t

2.4 Derivadas Direcionais

Definicao 2.3 Seja f : U — R definida no aberto U C R", a € U e v € R". A derivada
direcional de f no ponto a segundo o vetor v, é por definigcdo, o limite
of fla+tv) - f(a)

) =1
v (a) tl—r>% t

quando tal limite existe.

As derivadas parciais tornam-se casos particulares das derivadas direcionais:

af .. 9f
E)_x,-(a) = a—ei(a)-

Teorema 2.2 (Teorema do Valor Médio). Seja  : U — R definida no aberto U C R".Suponhamos

que o segmento e reta [a,a+ V| esteja contido em U, que a restricdo f|la,a+v| seja conti-

0
nua e que exista a derivada direcional of (x), segundo v, em todo ponto x € (a,a+v). Entdo

ov
)

existe © € (0,1) tal que f(a+v)— f(a) = a—f(a—}—ev)

v
Demonstracio: Tomemos a fungdo § : [0,1] — R pondo &(¢) = f(a +tv). Pelas hipoteses
feitas sobre f, & é continua em |0, 1] e derivdvel em (0, 1). Pelo Teorema do Valor Médio

para fungdes de uma varidvel real, existe 6 € (0, 1) tal que §(1) —&(0) = E/(0).
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Ora, de &(1) = f(a+1tv)), temos (1) = f(a+v), E(0) = f(a) e

t—0 t

Temos que §(0+17) = f(a+ (0+1)v) = (a+0v)+1ve §(0) = f(a+80). Fazendo as devidas

substitui¢coes em &'(0) temos:

EO+1)—E&(0) _ 1imf(a+(9—|—t)v) — fla+6v)

t—0 t t—0 t

_jim L@ )~ flatby) a—f(a+ev)
t—0 1 av

O que demonstra o teorema. |

Corolario 2.1 Seja U C R" aberto e conexo. Se f: U — R possui derivada direcionais em

0
todo pontox € U e —f(x) = 0 para qualquer vetor v, entdo f é constante.

Jdv

Demonstracao: Tomemos a € U fixo. A existéncia de B_f garante a continuidade da res-
trin¢@o f|[a,b] para todo segmento de reta [a,b] C U. Pelo teorema acima, [a,b] C U implica
f(b) = f(a). Ora, qualquer ponto x € U (pode em virtude da conexidade do aberto U ) ser
ligado ao ponto a por uma poligonal contida em U, com vértices ag = a,ay, ..., a; = x. Temos
sucessivamente f(a) = f(a;) =,...,= f(x). Logo f(x) = f(a) para todo x € U, donde f é

constante. [ |

2.5 Funcoes Diferenciaveis

Definicao 2.4 Dada f: U — R, com U C R" e seja a € U. Diremos que a funcdo f é

diferencidvel no ponto a quando existirem constantes Ay,- - -, A, tais que, para todo vetor
v={(04, - -,0,) €ER" coma+veU, setenha
. r(v)
fla+v)=fla)+A-a1+- - -+A, -0, +r(v), onde hrr(l)ﬁ =0.
V—> v

Quando f € diferencidvel em todos os pontos de U, dizemos que f € diferencidvel.

Dizemos que a fungdo f : U — R € diferencidvel no ponto a € U quando existirem as

derivadas pariais g—g(a),- R %(a) e, além disso, para todo vetor v = (0, - -,0,) tal que

a—+v e U, tivermos
r(v)

3
a)i;(a)%xn—l—r(v), onde_lim ") ~ 0,

f(a+V):f(a)+—(a)-(x1+- -4
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Temos, assim que r(v) = f(a+v)— f(a) — Z(g—é)(a) -0,;. Tomando r(v) desta ma-

neira, tem-se lim,_,0 T = 0. Dai resulta que toda funcao diferenciavel num ponto € continua
nesse ponto. Com efeito, para v = (o,

o), temos
11_1>1(1)[f(a+v) —31_r>1(1) [Zax, a)o; +r(v)| =0.

Exemplo 2.3 Seja f(x,y) = sen(x.y). entdo f é diferencidvel, pois as derivadas parciais
of

— =ycos(x.y) e —f = X.CcoS
0x dy

(x.y) existem e sdo continuas.

2.6 Funcdes de Classe C' e Gradiente

Definicao 2.5 Seja f: U — R uma funcdo que possui n derivadas parciais em todos os
pontos do aberto U C R". Ficam entdo definidas n funcoes

Jaf  df . of of
B—Xi,---,a—xn.U ]Rondea—XI x»—>a—xi(x).

Se estas fungdes forem continuas em U, diremos que f é uma funcdo de classe C' e escreve-
mos f € C.

Em geral, uma aplicacio f : U — R”, definida no aberto U C R™, diz-se de classe C!
quando cada uma de suas funcgdes coordenadas fi,- - -, f, : U — R é de classe C'.

Geralmente uma funcgdo f: U — R é de classe C¥ quando ela possuir derivadas par-
o) d
ciais em todos os pontos de U e as funcdes af . B_f : U — R forem de classe CK~ !,

Se f € C' = f diferencidvel. Temos ainda que f € C* = f é k vezes diferencidvel

Teorema 2.3 Toda fungdo f: U — R de classe C' é diferencidvel

Demonstracio: Suponha U C R? por simplicidade. Tomemos ¢ = (a,b) € U fixo e tomare-
mos v = (h,k) tal que c+v € U. Seja

) = ) = Sl b+~ f(a) - Son- Sk
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onde as derivadas sdo calculadas no ponto ¢ = (a,b). Podemos escrever

”(V)=f(0+h7b+k)—f(a,b+k)+f(a,b+k)—3—§ h_g_fy” i
logo
0 0 h
%: a_ip(a+91h,b+k)—a—£(a,b) hz——l—k2+
of of k
[a—y(a,b+ezk)—a—y(a,b) T

Quando v — 0 os termos de dentro dos colchetes acima tendem a zero, pela continuidade das

d
derivadas f e a—f Além disso, os termos fora dos colchetes t€ém valor absoluto que é < 1.
Portanto hm r( ) /|v| =0 e entdo f ¢é diferencidvel. [

Corolario 2.2 Toda funcdo de classe C' é continua.

Teorema 2.4 Sejam U C R™V C R" abertos, f:U — V uma aplicacdo cujas funcdes co-
ordenadas f1,- - -, f, possuem derivadas parciais no ponto a € U, e g : V — R uma funcdo
diferencidvel no ponto b = f(a). Entdo go f : U — R possui derivadas parciais no ponto a

e vale
d(gof) Zag e . _ |

ox; ox;

)
ayk ox;’

onde as derivadas relativas aos x; sdo calculadas no ponto a e as relativas a yy sdo calcula-

das no ponto b = f(a). Alem disso, se f e g sdo ambos de classe C' entdo go f € C'.

Exemplo 2.4 Consideremos a fungdo f : R?> — R? com (x,y) — f(x,y) = (x> +y*,x—y).
Tomamos fi(x,y) = x> +y% e fr(x,y) = x —y. Tem-se:

9fi _ oy af1_2y of> 1eaf2

ox " dy " ox dy -t

Como as derivadas parciais fi e f» existem e sdo continuas em R?, segue-se que f é e classe
C! sobre R?.

Definicdo 2.6 O gradiente de uma fungdo diferencidavel f:U — R no pontoac U C R" é

o vetor
grad f(a) = (§;< ) §7f<>)
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Por exemplo, sejan =3 e v = (0,0,03) com a = (x,y,z). O gradiente de f é:

grad(f(a)) = <§§<> 1+3§ (a) z+a—f<a>oc3>.

Se v € qualquer vetor de R”", ja vimos que a derivada direcional de f no ponto a na

direcdo de v é por defini¢ao,

Y (4 = i ) =10)

t—0 t

Estas defini¢des permitem enunciar os seguintes corolarios da Regra da Cadeia.

Corolario 2.3 Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R", com a € U. Dado o vetor
v= (0, -,0), se L: (—8,8) — U tal que M(t) = a+1tv é qualquer caminho diferencidvel
tal que A(0) = a e N (t) = v, tem-se

(1) (0) = (grad f(a) ) = 3-a) = ¥ 2L @y

Basta aplicar diretamente a formula

, & Of d\
(fOK) _l_Z]a_xl dt )
de Mt) = (M1 (1), -+, An(2)), tem-se a; = %(0) e g(a) = (foA)(0).

Corolario 2.4 (Teorema do Valor Médio) Dada f : U — R diferencidvel no aberto U C R",
se o segmento de reta [a,a+v] ={a+t(a+v—a)} =a+1v;0 <t <1 estiver contido em
U entdo existe © € (0,1), tal que

of

fla+v)—f(a) = av(a—l—ev) (grad f(a+6v),v zn: a+9v

°’|\

onde v = (0, +,04).

Demonstracdo: Com efeito, considerando o caminho retilineo A : [0,1] — U, dado por
AMt) = a+1tv, vemos que f(a+v)— f(a) = (foA)'(0). Pelo Teorema do Valor Médio para
fungdes de uma varidvel real, existe 6 € (0,1) tal que (foA)(1)— (foA)(0) = (foL)(6).
Pela Regra da Cadeia

(fol)'(0) = Zg—fi(a—i—ev)oci = g—{(a—kev) = (grad f(a+6v),v).
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] [

Dada f: U — R de classe C!, o conjunto f~'(c) = {x € U; f(x) = c} é para todo

¢ € R, chamado o conjunto de nivel ¢ da funcdo f. Quando U C R" en =2 e n =3 esse
conjunto é chamado curva de nivel de ¢ definida pela equacdo f(x,y) = ¢, respectivamente

definido pela equagdo f(x,y,z) = ¢ chamado superficie de nivel ¢ da fung¢do f.

Propriedades do Gradiente

1. O gradiente aponta para uma dire¢ao segundo a qual a fun¢do € crescente;
2. Dentre todas as dire¢des ao longo das quais a fun¢do cresce, a dire¢do ao gradiente
€ a de crescimento mais rdpido;

3. O gradiente de f no ponto a é ortogonal as curvas de nivel de f que passa por a.

Tomemos w = grad f(a), temos:

%7 (a) = {grad f(a).w) = lgrad f(a)/> > 0.

Istoé,seL: (—¢,e) = U étalque L € C', M(0) =ae N (0) =w = grad f(a) entio a fungio
t — f(A(t)) tem derivada no ponto ¢ = 0. Logo, foA: (—¢,€) — R serd uma fungdo cres-
cente. Isto significa que f cresce na dire¢ao do gradiente.

Dizer que o crescimento de f € mais rapido na direcdo do gradiente significa o se-

guinte: se v € R" é tal que |v| = |grad f(a)| entdo

of of
@ = 3grad Fla)) @

Pela desigualdade de Cauchy- Schwarz:

%(a) = (grad f(a),v) < |grad f(a)||v|
= |grad f(a zza—f a
= lred = Stgrad )

Dizer que w € R” é ortogonal ao conjunto de nivel f~!(c) significa que, dado qual-
quer caminho A : (—¢,€) — f~!(c), diferencidvel no ponto ¢ = 0, com A(0) = a, tem-se
(w,\(0)) = 0. Ora, A(t) € f~!(c) significa que f(A(t)) = c para todo t € (—¢,¢), portanto
fo):(—¢,e) — R ¢ constante, igual a c, logo foA/(0) =0, ou seja, (grad f(a),\ (0)) =0.

Chama-se ponto critico de uma funcgao diferencidvel f : U — R num ponto a € U tal

que grad f(a) =0.
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2.7 Matriz ( Jacobiana, Hessiana) e Pontos Criticos

n
Dada a fungéo H : R" — R, o valor num vetor v= (..., @) é dado por Z hijo,oL,
i,j=1
onde (/;;) ¢ uma matriz simétrica n x n chamada forma quadritica.

O valor da forma quadrética H no vetor v é dada por

n
H-v2 = Z hijOL,'O(.j.
i,j=1
Definicdo 2.7 Seja F : R™ — R" uma fungdo tal que F (x) = (f1(x), ..., fu(x)), a representa-
cdo matricial da derivada, que quando existe é denominada de matriz jacobiana é definido

como sendo

C[on L on

fi 0x1 X,

JFE (X150 xp) = | = S
fo U . O

ox] 0x,,

Quando m = n a matriz jacobiana é uma matriz quadrada e seu determinante

a(fla 7fn)

(X1, .oy Xy =det[JF (x1,...,x)]

¢ denominada fun¢do Jacobiana. A jacobiana € a matriz das derivadas parciais, e o gradiente

¢ a jacobiana de uma funcdo real de n varidveis. Isto €, o gradiente é uma jacobiana que tem

apenas uma linha.

Exemplo 2.5 Obter a matriz jacobiana de F(x,y) = (x%y, g,x —y).

x%y ' 2xy  x?

IF B X B 1 —X
(x,y) - y - y y2
X—y 1 -1

Exemplo 2.6 Obter a fun¢do Jacobiana de F(x,y) = (xy, f)
y

/

xy
JF(x,y)=| x | =
y

<<
|
=
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X
a(xy7 _) —2x

Y — (4 X = —
3y Gl FE ==

Assim, a fungdo jacobiana é

Definicdo 2.8 Dada a funcdo f : R" — R a matriz jacobiana (derivada) do gradiente, é

denominado de matriz hessiana de f. Assim,

of [ 9%f 2 f

ox| ox10x2  0x,0x
Hesf(x1,....xn) =J : = : .. :

of *f Pf

oxy, | Ox10x, o 0x,0x, |

Temos que a matriz Hessiana é sempre uma forma quadrdtica.O determinante da fungdo

hessiana é chamado de fungdo hessiana.

Exemplo 2.7 Obter a matriz e a funcdo hessiana da fungdo f(x,y) = x>y>.

2xy’ ]

grad f(x,y) = (2xy°,3x%y%) = [ 5 o
3x“y

e a matriz hessiana é

3 3 2
Hessf(x,y)z][ 2 ]:[ 2 oy ]

3x%y? 6xy>  6x%y
2 3 6 2
A fungdo hessiana é det[Hessf(x,y)| = det Y 5 x;z = —24x%y*,
6xy~ 6x°y

Definicao 2.9 Seja f : R" — R uma funcgdo de classe C7, isto é, uma funcdo que possui
derivada de todas as ordens e cada uma dessas derivadas é uma fungdo continua. Um ponto
xo € R" é chamado de ponto critico da funcdo f se as derivadas parciais de f se anulam no

ponto xo, isto é, se

L w0y = = (x9) =0

—(x0) = =—(x0) =, ...

Bxl( ) axz( ) =5 ox;,
onde xo = (x1,X2,...,xn). O valor de f(xo) é chamado de valor critico da fungdo f. Geome-
tricamente falando, os pontos criticos ocorrem quando o grdfico de f possui uma tangente

horizontal.

Definicao 2.10 Seja f: R" — R e xo € R" um ponto critico de f. Se a matriz Hessiana de f

em X possui determinate ndo nulo, entdo xo é um ponto critico ndo degenerado de f. Caso
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contrdrio, xo € um ponto critico degenerado de f.

O ponto critico a € R" diz-se nao degenerado quando a matriz Hessiana nesse ponto
¢€ invertivel, isto €,

o f
det m(a) §£ 0.

Exemplo 2.8 Consideremos a funcdo f(x,y) = x> +y?, entdo

20

Hessf(x,y)0,0) = 0 2

Esta matriz tem determinante igual 4 # 0 entdo a origem é um ponto critico ndo degenerado
da funcado f(x,y) = x% +y?. Por conseguinte, se considerarmos a fungdo f (x,y) = x> —3xy?,

teriarmos

00
Hessf (x,y)(o,O) - [ 00 ]

cujo determinante é nulo e, assim sendo a origem é um ponto critico degenerado da fung¢do.



3 Teorema da Funcao Implicita

O Teorema da Func¢do Implicita afirma que, se em um ponto do conjunto solucdo da
equacdo F(x,y,z) = 0 a derivada parcial em relacdo a z ndo se anula, esta equagdo define
implicitamente a fungio f. Além disso, F é de classe C!, o que significa que suas derivadas
de primeira ordem sio continua. Permite concluir ainda que uma certa aplicacdo é diferen-
cidvel, sem que sua derivada seja conhecida. Temos ainda que, se as condi¢cdes do Teorema
da Funcdo Implicita se verificarem, a existéncia local de uma funcao definida implicitamente
¢ garantida, mas se nao se verificarem, nada se pode concluir sobre a existéncia local de uma
func¢do definida implicitamente com base no Teorema da Fun¢do Implicita, podendo ocorrer
ou ndo. Por isso, a verificacdo das condi¢des do Teorema da Func¢do Implicita € suficiente,
mas ndo necessdria, para a existéncia local de uma fun¢do definida implicitamente a partir

de um sistema de equacdes.

3.1 Funcoes Implicitas

Definicao 3.1 Uma fungdo é extritamente crescente num intervalo, se para quaisquer dois

valores a e b deste intervalo se verificar que

a<b= f(a) < f(b).

Definicao 3.2 Uma funcdo é extritamente decrescente num intervalo, se para quaisquer

dois valores a e b deste intervalo se verificar que
a<b= f(a)> f(b).

Definicao 3.3 Seja f : U — R uma fungdo diferencidvel no aberto U C R". Um niimero real

¢ é valor regular da funcdo f quando ndo existirem pontos criticos de f no nivel c, ou seja,

£(x) = ¢ = grad £(x) = (§—f<>§—f<>) 40
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Quando c é um valor regular de f, diz-se também que o nivel c é regular. Quando existem

pontos criticos x € U tais que f(x) = c, dizemos que ¢ é um nivel critico de f.

Exemplo 3.1 Seja f(x,y) = x> —y? + 3. Qualquer mimero real, com excecdo a 3, é valor

regular de f, pois
gradf(x,y) = <2x,—2y) # 0.

quando (x,y) # (0,0). Por outro lado, f(0,0) =3 ndo é valor regular de f pois grad f(0,0) =
(0,0).

Definicao 3.4 Diz-se que o conjunto T C R" é uma curva se existir um caminho

f: I — R
to— f@)

onde I é um intervalo. O contradominio de f diz-se tragco ou trajetoria da curva.

Definiciio 3.5 Seja f : U — R uma funcdo de classe C* (k > 1) no aberto U C R?. Para todo
valor regular ¢ da funcdo f, o conjunto f~'(c) (se ndo for vazio) é uma curva de classe C*,

chamada a curva de nivel e da fungdo f.

Vamos supor que a igualdade F(x,y) = 0. Entao para cada valor de x deve existir ou
nao um ou mais valores de y que satisfaca a equagdo. Se I = (xo — h,xo + /) é um intervalo
tal que para cada x € [ existe exatamente um y satisfazendo a equagdo, entdo dizemos que
F(x,y) = 0 define y como uma fung¢@o de x implicitamente sobre I.

O teorema da fungdo implicita nos da condi¢gdes para tirarmos conclusdes sobre a

equacdo F(x,y) = 0 se, ela define y como fung¢do de x ou x como fungao de y.

Vamos tentar compreender o teorema da fungdo implicita no caso particular de duas

equagoes e trés incognitas

F(x,y,2) =0
G(x,y,2) =0

Mesmo sabendo a possibilidade de construirmos um sistema de n equacdes € m+n
incognitas. Queremos compreender em quais condigdes estas equacdes acima define impli-
citamente y e z como fung@o de x e, como calcular as derivadas y = y(x) e z = z(x). Supondo

a existéncia destes valores e substituindo nas equacdes acima temos
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F(x,y(x),2(x)) =
G(x,y(x),2(x)) =
e se for possivel usar a regra da cadeia teremos
oF oFdy ords
ox dydx OJzdx

a_G+a_Gd_y+a_G%—0
ox dydx Odzdx

Assim:
o oF
ox 9
oG oG | ARG
dz |l ox oz | _  9xz2)
dx oF oF J(F,G)
ox 0 a(y,
ﬁ ﬁ (»2)
ox 0z
o oF
dy Oox
dG dG _J(F,G)
dz | dy ox ~ d(yx)
dx oF OF ~ J(F,G)
ay aZ a(y,z)
G 3G
dy 0z

d F oG
onde d—z ¢ calculada em x e 300D, sao calculadas em (x,y(x),z(x)). Diante disso enun-
x x z

ciemos o teorema da funcdo implicita, que d4 condi¢Oes precisas para este procedimento.

Lema 3.1 Sejam X C R, K C R* compacto, f:X x K — RP continua e c € RP. Se f~1(c) é
o grdfico de uma aplicacdo & : X — K, [isto é, para cada x € X existe um tinico y = &(x) € K

com f(x,E(x)) = c] entdo & é continua.

Demonstracio: Dado xp € X, seja yo = §(xp). Tomamos uma sequéncia de pontos x, € X,
com limx, = x¢, e queremos provar que lim&(x,) = yo. Como a sequéncia (&(x,)) € limitada
(pois &(x,) € K para todo n,) basta provar que toda subsequéncia &(n),), convergente em
R¥, tem limite yo. Ora, se for lim&(x),) =y, temos que y € K pois K é fechado. Como
f(xh,&(x))) = ¢ para todo n, temos f(xg,y) = lim f(x],,E(x],)) = c. Pela unicidade de yy, isto

obriga y = yg e conclui a demonstragdo. [

Teorema 3.2 (Teorema da Funcdo Implicita) Sejam f : U — R uma aplicacdo de classe
d
C*(k > 0), definida num aberto U C R?, e (xo,yo) € U tal que f(xp,y0) = c, a—f(xo,yo) #0.
'y
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Entdo existe um retdngulo aberto I x J, de centro (xq,yo), tal que f~'(c)N (I x J) é o grdfico
de uma funcdo & : 1 — J, de classe C*. Tem-se

_9f/ax

estas derivadas sendo calculadas no ponto (x,&(x)).

Como (xp,y0) € I x J, o intervalo aberto I contém xg, enquanto J contém yy. Dizer
que f~1(c)N (I xJ) é o grifico de uma fungdo & : I — J, significa que, para cada x € I, existe
um udnico y € J com f(x,y) = c¢. Colocando y = §(x), a fungdo & : I — J, diz-se definida

implicitamente no aberto I x J, pela equacdo f(x,y) = c.

i J :
Demonstracdo: Para fixar as ideias, suponhamos —f(xo,yo) > 0. Como of ¢ continua, exis-

dy dy
tem & > 0 e € > 0 tais que, pondo I= (xg — 8,x9 +8) e J= (yo —€,y0 +€), temos [ x J C U
d _
e a—f(x,y) > () para todo ponto (x,y) € I x J. Entdo, para todo x € I, a fungdo y — f(x,y) é
y

estritamente crescente no intervalo J. Ou seja, como f(xo,y0) = ¢, temos f(xp,y0 —€) < c e
f(x0,y0+¢€) > c. Pela continuidade de f, podemos supor d tio pequeno que, para todo x € I,
tenhamos f(x,yo —€) < c e f(x,y0+€) > ¢. Em virtude do teorema do valor intermerdiério
existe, para cada x € I, um tnico y = §(x) € J tal que f(x,y) = c. Tem-se obrigatoriamente
y € J,portanto £~ (c)N(IxJ) = f~'(c)N (I xJ) é o grifico de uma fungio & : I — J. Va-
mos mostrar que & é de classe C*, ou seja, que existe &' (x) paratodox € I e que &' : I — R

é de classe CK 1.
Ora, pondo k = E(x+h) — &(x), temos &(x+ h) = E(x) +k, logo

f(x+h=&<x) +k> = f(xva()o =C.

Da igualdade acima podemos obter o ponto

((6,6(x)), (x+h,&(x) +k)) = ((x,8(x)), (x,§(x)) + (1, k).

Usando o teorema do valor médio, seja a = (x,&(x)) a+v = (x,&(x)) + (h,k), com v = (h,k)
e teriamos (a,a+v) e f(a+v) — f(a) = a—f(a +6v)o;
x

Pelo Teorema do valor Médio, existe 6 com 0 < 0 < 1 tal que:

0= ((x,8(x)), (x,§(x) + (h,k))) = f (x4, §(x) + k) — f(x,§(x))

= 2L (080 + 000K+ (. 800) + 000K
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_ %ﬁ( 1 Oh,E(x) + k) + g—ﬁ(w Oh, & (x) + BK)k.

Dai
af
e(x+h)—ex) k _ ox

(x+ Oh,e(x) + 6k)

h h %(weh,a(x) +0K)

Pelo Lema anterior, € € continua, entao }llirr(l) k = 0. A continuidade das derivadas
—

parciais de f nos da portanto

Jof o
SefeC 1, sendo a—f, a—f e € continuas, esta férmula mostra que € é continua, logo
X 0oy
Jf o
eeCl. Se f € C?, entdo a—f, a—f e como acabamos de mostrar, € sdo de classe C'.
X 0Oy

A férmula que d4 € mostra entdo que € é também de classe C!, isto é, € € C2. E assim

por diante: Se f € C* entdo € € CX. [ |

Figura 3.1: Gréfico da Fun¢do Implicita

Teorema 3.3 (Teorema da Funcéo Implicita). Seja f : U — R uma funcdo de classe C*(k >

1), definida num aberto U C R""1. Se um ponto p = (xo,y0) € U é tal que f(p) =c e
of
dy
tais que f~'(c) N (B xJ) é o grdfico de uma fungdo € : B — J, de classe C*. Para todo x € B,

(p) # 0, entdo existem uma bola B = B(xp,yo) C R" e um intervalo J = (yo — €,y0 + €),

tem-se

e o) .
a—XZ(x>_—af (l— 7...,I’l).

9y B )
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A fungdo y = €(x) diz-se "definida implicitamente "pela equagdo f(x,y) = c. Dizer que f~(c)N
(B xJ) é o grdfico de uma fungdo significa que, para cada x € B existe um tinico y = €(x) € J

tal que f(x,y) = c. Temos que €(xp) = yo.

ad d
Demonstracio: Suponha que a—f(xo,yo) > (0. Como a—f ¢ continua, existem & >0 € >0
y y

tais que pondo B = B(xo,8) e J = (yo —&,y0 +€), temos BxJ C U e 3—];()6,)7) > 0 para todo
ponto (xo,yo) € B x J. Entdo para todo ponto x € B, a fun¢do y — f(x,y) € estritamente
crescente no intervalo J = [yg — €, o + €. Como f(xo,y0) = ¢, segue-se que f(xq,yo—€) <0
e f(x0,y0+€) > 0. Pela continuiadade de f, podemos supor d tdo pequeno que, para todo
x € B, tenhamos f(x,yo —€) <0e f(x,yo+¢€) > 0.

Pelo Teorema do Valor Intermerdiario existe, para cada x € B, um dnico y = &(x) € J
tal que f(x,y) = c. Tem-se obrigatoriamente y € J, logo £~ (¢)N (B xJ) = f~'(c)N (B xJ)
€ o grafico de uma funcdo & : B — J a qual é continua. Mostraremos que para todo x € B,
existem as derivadas parciais de .

Tomemos k = k(1) = &(x+1e;,E(x) +k) = f(x,&(x)) = ¢ para todo ¢ € (—8,8). Desta
igualdade temos o ponto (((x,&(x)), (x +te;,&(x) +k)) que podemos tomar a = (x,&(x))
ea+v=((x,&x))),(te;,k)) com v = (te;, k) e pelo Teorema do Valor Médio, para todo

t € (—9,9) existe 8 =0(¢) € (0,1) de forma que f(a+v)— f(a) = %(a—i—@v)(x,-. Assim,
0= flx+ze;,§(x) +k) — f(x,6(x)) =

df 9f

=3 (x+6re;, E(x) +0k)t + a—y(x +0te;, &(x) + Ok)k.
Logo, :
f
lx+e) &) _k_ oy " TSN
t t of :

En (x+ Ote;,E(x) + Ok)

Pela continuidade de &, lin(l)k(t) = 0. A continuidade das derivadas parciais de f nos dé entdo
t—

of
a_f(x) — lim &(x—i-te,-) —&(x) _ ?(xag(x))
axi t—0 t f .
Y g

Sendo f € C', resulta desta férmula que as derivadas parciais de & sdo continuas, logo & € C'.
Se for f € C?, entdo suas derivadas parciais sio de classe C'. Como ja temos & € C', resulta
ainda da férmula acima que as derivadas parciais de € sdo de classe C!, logo € € C2. E assim
por diante: f € C* implica & € C*. [
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Exemplo 3.2 Tomemos F(x,y,z) = x> +2y% + 8xz2 — 323y — 1. Vamos determinar pontos

oF
(x0,Y0,20) tais que M #0. Como
z

oF
a—z(xo,yo,Zo) = z0(16x0 — 9y0z0) = 0,

se 2o = 0 ou 16x9 — 9ypzo = 0, segue que fora destes pontos z = k(x,y) é diferencidvel e

iz F 3x% + 87 oz F,  6y-37

x  FE l6xz—-9z 9y FE  16xz—9yz



Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho o teorema da fun¢do implicita. O mesmo proporcionou
uma série de conhecimentos da matemdtica pura, que certamente ndo seria visto no curso
normal de licenciatura plena, como espacos em dimensdes maiores, como € o caso dos espa-
cos topoldgicos, sequéncias, conjuntos compactos que fazem referencias a dlgebra, a analise
e geometria. Contribuiu diretamente nos meus conhecimentos e formag¢do, ampliando meu
vocabuldrio matematico, através de conceitos, teoremas e definicdes que compde a mate-
madtica. A esta composicdo consegui abstrair niveis altos em relacdo a docéncia. O mesmo
podera servir de referencia a outros trabalhos de mesma linha. Utilizemos a linguagem gra-
fica como requesito basico para compreensao e interpretacdo dos enunciados propostos. Em
fim, este trabalho (TCC) teve como objetivo a apresentacdo do teorema da funcdo impli-
cita, como quesito a obtenc¢do de titulo do curso de licenciatura plena em matemaética, pela
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB), campus VI.
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