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RESUMO

As ideias do Caélculo foram resultados de apronfundamentos nos estudos de grandes ma-
teméaticos ao longo do Século X7X. Um grande destaque para a teoria da integracao
sao as conjecturas estabelecidas por Riemann para a época, pois resolvia grande parte
dos problemas propostos. No Século X X, originou-se uma nova teoria que a principio
foi bastante refutada pelos matematicos, isto é, a Teoria de Lebesgue, que, por sua vez,
diferenciava da de Riemann devido a sua fundamentagao na teoria da medida. Contudo,
ao longo do tempo, o reconhecimento foi surgindo por sanar ou “diminuir”’as “fragilida-
des”da integral de Riemann. Dessa forma, este trabalho tem o objetivo de apresentar,
de forma breve, os principais resultados que desenvolvem as duas integrais. O estudo
foi dividido em trés partes: inicialmente, apresentamos as principais ideias de Riemann,
posteriormente, trazemos o desenvolvimento da teoria da integracao de Lebesgue e por
ultimo, fazemos a comparacao das duas integrais bem como verificamos através de um
exemplo a diferenga entre tais. A fim de apontar que a segunda nada mais é que uma

generalizacao da primeira.

Palavras-chave: Teoria da Medida. Integral de Lebesgue. Integral de Riemann.



ABSTRACT

The ideas of Calculous were the results of deepening research in the studies of the great
mathematicians along the 19th century. A big emphasis is given to the integration theory
that are the conjectures stablished by Riemann, as it solved a great part of the proposed
problems. In the 20th century, a new theory originated and at the beginning was refuted
by the mathematicians, namely, the Lebesgue’s theory, was by its own, the differentia-
tion from Riemann’s Theory due to its fundaments in the measure theory, nevertheless,
throughout the time the recognition emerged for it was able to ”diminish”the ”fragili-
ties” from Riemann integral. Thus, this research aims to present, in a brief way, the main
results that develop the two integral. The study was divided into three parts: initially
we present the main ideas of Riemann, next we bring the development of the Lebesgue’s
theory of integration and lately we compare the two integrals and verify the difference
between both through an example. Pointing out that the latter is a generalization of the

former.

Keywords: Measure Theory. Lebesgue Integral. Riemann Integral.
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INTRODUCAO

Na Histéria do Calculo suas origens tém base na Grécia antiga com o chamado
“método da exaustao”, desenvolvido pelos pioneiros Euxodos (408-355a.C") e Arquimedes
(287-212a.C.), em que consistia aproximar curvas através de regioes poligonais regulares.
Com o passar do tempo outros matematicos dedicaram seus estudos para formalizar e
tornar a teoria de diferenciagao e integragao mais rigorosas. Dentre os nomes podemos
citar: Leibniz (1646 — 1716), Newton (1642 — 1717), Cauchy (1789 — 1857) e Riemann
(1826 — 1866).

Assim, as ideias do Calculo nao foram desenvolvidas exclusivamente por Riemann.
Esta nogao foi resultado de um aprofundamento nos estudos dos matematicos citados.
A teoria desenvolvida por Riemann foi uma ampliagdo dos resultados de Cauchy que
culminaram em uma nova definicao para integracao que diferencia continuidade de inte-
grabilidade. Vale salientar que nos cursos de Calculo ofertados pelas Universidades as
ideias de Riemann sao utilizadas até hoje.

Dessa forma, as ideias desenvolvidas por Riemann foram as teorias mais consistentes
para a época, pois resolviam muitos problemas propostos e os demais que iam surgindo,
mas, a teoria por tras requer muitas condicoes e resultados para seu desenvolvimento. E,
por esse motivo, surge uma nova teoria originando-se no século X X, tomando como base a
teoria da medida, trazida pelo matematico Henri Léon Lebesgue (1845-1941). A principio
suas ideias foram criticadas e refutadas pelos demais matematicos, mas que ao longo do
tempo foram ganhando reconhecimento por sanar ou diminuir as “fragilidades” da integral

de Riemann. Como por exemplo, sendo (f,)neny uma sequéncia de fungdes integraveis nao
b too

+00 b
negativas, segundo Lebesgue, vale a condicao: / Y falz)dz =) [ fn(x)dz. Porém,
a n=1 n=174a
na integral de Riemann a sequéncia de fungoes (f,,)nen do lado esquerdo da igualdade
pode nao estar definida.

Com isso, este trabalho tem o intuito de apresentar, de forma breve, as teorias de
integracao advindas de Riemann e Lebesgue, mostrando os principais resultados que as
desenvolvem, para entao, fazer a comparacao entre ambas.

Portanto, a divisao feita tem a seguinte estrutura: no Primeiro Capitulo, apresen-
tamos a teoria de integracao de Riemann, com a defini¢ao, resultados importantes para
elaboracao da mesma e, também, algumas propriedades; no Segundo Capitulo, temos a
construcao da Integral de Lebesgue, através da teoria da medida, fungoes mensuraveis e
as propriedades mais importantes; no Terceiro Capitulo, composto por exemplos em que
fazemos as comparagoes das duas teorias bem como mostramos através de um exemplo
onde a teoria de Riemann falha e, por iltimo, sao feitas as conclusoes, em que notamos que

a Integral de Lesbesgue é uma teoria mais ampla que generaliza a Integral de Riemann.
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1 A INTEGRAL DE RIEMANN

Na Analise Real, os conceitos mais importantes sao as nogoes de derivada e integral.
Na derivada, a correpondéncia com o meio geométrico esta ligada a reta tangente e, na
fisica, temos a ideia de velocidade. J& na integral, associamos a ideia geométrica de area da
regiao abaixo de um grafico e, na fisica, a ideia de trabalho. Neste capitulo, trabalhamos
os conceitos e resultados que nos levam a definir a integral de Riemann, como também

algumas de suas propriedades. Para este estudo, foram utilizadas como referéncias os
livros de |Aldo Maciel e Osmundo Lima | (2005) e [Elon Lima | (2006).

1.1 Algumas Propriedades do Supremo e do Infimo

Para os resultados que seguirao se faz necessario definir o infimo e supremo de um

subconjunto de R.

Definicao 1.1. Um conjunto X ¢ R diz-se limitado superiormente quando existe algum
M € R, tal que z < M para todo = € X. Neste caso, diz-se que M é uma cota superior

para X .

Definicao 1.2. Um conjunto X ¢ R diz-se limitado inferiormente quando existe algum
m € R, tal que m < x para todo x € X. Neste caso, diz-se que m é uma cota inferior para
X .

Definicao 1.3. Considere um subconjunto X de R, limitado superiormente. Definimos

o supremo de X como sendo o nimero real M satisfazendo as seguintes condigoes:
i) x< M, VzeX;
ii) se S é qualquer cota superior de X entao M < S.

Definicao 1.4. Definimos o infimo de um subconjunto X de R, limitado inferiormente,

como sendo o numero real m satisfazendo as seguintes condicoes:
i) m<x, VreX;
ii) se s é qualquer cota inferior de X entdo s <m.
A seguir, todos os conjuntos mencionados serao nao-vazios.
Lema 1.1. Sejam A, B c R tais que, Yx € A e Yy € B se tenha v <y. Entdo

1. sup A <inf B;

2. sup A =inf B se, e somente se, Ve >0, existem x€ A eyeB comy—x<e.
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Demonstragao:

1. Suponha que Vz € A e Vy € B temos x <y. Seja sup A a menor das cotas superiores
de A e inf B a maior das cotas inferiores de B. Note que, pela definicao de cota
superior de um conjunto, qualquer y € B é cota superior de A; ou seja, sup A < y,
Vy € B. Como também, pela definicao de cota inferior, sup A é cota inferior de B.

Entao,

sup A < inf B.

2. («=) Suponha que Ve > 0 existam x € A e y € B tal que y — x < e. Do item anterior,

mostramos que sup A < inf B. Entao, vamos supor que

sup A <inf B = inf B-sup A > 0.

Seja € > 0 tal que € = inf B —sup A. Como supomos que sup A < inf B entao Vr e A

e Yy e B temos z <sup A e inf B <y. Dali,

rx<supA<inf B <y.

Assim, inf B-supA<y—-x = y—1x > €, 0 que é uma contradicao, pois y — x < €.

Logo, se existem x € A e y € B tal que y — x < ¢, entao sup A = inf B.

(=) Suponha que vale sup A = inf B. Pela Definigao dado € > 0 qualquer,
€

sup A - 3 nao é cota superior de A. Entao, existe x € A de maneira que

SupA—§<x£supA.

De forma semelhante, segue da Definicao |1.4] que, dado € > 0 qualquer, inf B + ¢

nao é cota inferior de B. Entao, existe y € B que satisfaz a seguinte desigualdade

infBSy<infB+§.

Assim, temos

SUpA—%<$SsupA:infB§y<infB+§.

Logo,
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€ €
- inf B+ - - A-—
y—z < in 5 (sup 2)

=>y-r < infB+§—supA+§

>y-zr < e

Portanto, sup A = inf B se, e somente se, para todo € > 0 dado, existem xr € Aeye B

com y —x < €.

Lema 1.2. Sejam A, B c R conjuntos limitados ndao vazios e ¢ € R. Sao limitados os

conjuntos A+ B={x+y,xe Aeye B} ec-A={cx;xeA}. Além disso, tem-se
1. sup(A+ B) =sup A+supB e inf(A+ B) =inf A +inf B;
2. sec>0,sup(c-A)=c-supA einf(c-A) =c-inf A;
3. se c<0,sup(c-A) =c-inf A e inf(c- A) = ¢-sup A.

Demonstragao: Primeiramente, sendo os conjuntos A e B limitados, mostremos que os

conjuntos A+ B e ¢+ A sao limitados. Ora, para todo x € A e para todo y € B, temos que

mi<x<M; e mo<y< M,

com mq,ma, My, My e R, mq # My e mo # M,. Isto implica em
m1+m2§x+ySM1+M2.
Logo, A+ B é limitado. Agora, sendo c € R, entao

® Se c>0, temos ¢c-my <c-x<c- My

® Sec<0,temosc-my>c-x>c- M.
Portanto, c¢- A é limitado.

1. Sendo os conjuntos A e B limitados, considere a € A e b € B tais que a = sup A e

b =sup B; ou seja,

r<a,VreA e y<b, VyeB.
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Assim, x +y <a+b. Note que, a+b é cota superior de A+ B. Além disso, dado qualquer

€ >0, existem x € A e y € B, tais que

E< b €<
a— — xTr € - = .
9 5 <Y

€ ., . e ., .
Ao qual, a - 3 nao é cota superior de A e, da mesma forma, b— 3 nao é cota superior de

B. Isto é, existem x € A e y € B, tais que

a—£<x§a e b—£<y£b.
2 2

Dessa forma,

€ €
x+y>a—§+b—§:>m+y>a+b—e.

Dai, a+b-e<xz+y<a+b. Assim, fica evidente que a +b— € nao é cota superior de A+ B;
logo, a + b é a menor cota superior de A + B. Portanto, sup(A + B) =sup A + sup B.

De modo andlogo, mostramos que inf(A + B) = inf A + inf B.

2. Seja a =sup A. Entao, se ¢> 0, temos

c-x<c-a, VxeA.

Note que, ¢-a é cota superior de ¢- A . Agora, tome qualquer d € R tal que d < ¢-a, ou

seja, — < a. Assim, existe x € A tal que
c

—<x<a=d<c-x<c-a.
C

Logo, d nao é cota superior de c- A e, entao, c-a é a menor das cotas superiores. Portanto,

sup(c- A) = c-sup A.

De modo andlogo, mostramos que inf(c- A) = ¢-inf A.

3. Seja A um conjunto limitado e a = inf A; ou seja, Yx € A temos x > a. Entao, sendo
c <0, tem-se que c-x < c-a; assim, c¢-a é cota superior de ¢- A. Considere d € R

qualquer tal que d < ¢-a, entao — > a. Com isso, existe x € A tal que
c

d
a<r<—=c-a>2c-r2>d.
c
Note que, d nao é cota superior de ¢- A. Logo, ¢-a é a menor das cotas superiores.

Portanto, sup(c- A) = c¢-inf A.

De modo andlogo, mostramos que inf(c- A) = c¢-sup A.
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a

Lema 1.3. Sejam A c B conjuntos nao-vazios limitados de nimeros reais. Entdo, inf B <

inf A <sup A <sup B.
Demonstracgao: Pelo fato de A ser um conjunto nao-vazio limitado, para todo = € A,
existe m, tal que
m<x, meR.
Suponha, por contradi¢gao, que inf A < inf B. Dado € > 0 tal que € < inf B —inf A, o que
implica em inf A + € < inf B. Ou seja, existe x € A tal que
x <inf A+ e <inf B.

Entao, x < inf B. Mas, é um absurdo, pois A c B, e deveriamos ter inf B < x. Logo,
inf B <inf A.

Agora de maneira analoga, sabendo que A é limitado, Yx € A, temos

x < M, para algum M € R.
Supondo por contradicao que sup B < sup A, logo, € > 0 tal que € < sup A —sup B, o que
implica em sup B < sup A —e. Ou seja, 3x € A tal que
x>supA-e>supB.

Entao, x > supB. O que é uma contradi¢ao, pois A c B, e deveriamos ter x < sup B.
Logo, sup A < sup B.
Portanto, inf B <inf A <sup A <sup B.

a

Definicao 1.5. Uma funcao f: X ¢ R diz-se limitada superiormente quando existe algum
M e R, tal que f(x) < M para todo x € X. Neste caso, diz-se que M é uma cota superior
de f .

Definicao 1.6. Uma fungao f: X ¢ R diz-se limitada inferiormente quando existe algum
m € R, tal que m < f(x) para todo x € X. Neste caso, diz-se que m é uma cota inferior
de f .

Definicao 1.7. Considere uma funcao limitada f: X — R. Definimos o supremo de f

como sendo o sup f(X) = {sup f(z);x € X}, ou seja, existe M tal que:

i) f<M;
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ii) se s é qualquer cota superior de f(X) entao M < s.

Definicao 1.8. Considere uma funcao limitada f : X - R. Definimos o infimo de f

como sendo o inf f(X) = {inf f(z);x € X}, ou seja, existe m tal que:
i) m< f;
ii) se s é qualquer cota inferior de f(X) entao s < m.

Corolario 1.0.1. Sejam f,g : X — R funcoes limitadas e ¢ € R. Sao limitadas as

funcoes f+g ecf: X — R. Além disso, tem-se:
1. sup(f+g) <sup f +supg e inf(f +g) >inf f +inf g;
2. sec>0,sup(c-f)=c-supf einf(c- f)=c-inf f;
3. se c<0,sup(c- f)=c-inf f einf(c- f) =c-sup f.

Demonstragao: De inicio, vamos mostrar que as funcoes f + g e cf sao limitadas.

Sabemos que f e g sao limitadas; ou seja, para todo z,y € X, temos

my < f(x) <My e my<g(x) < M,

com mq,ma, My, My e R, mq < My e my < M,. Isto implica em

my1+mso < f(x)+g(x) < My + M.
Logo, f + ¢ é limitada. Agora, sendo ¢ € R, tem-se
® Se c>0temos c-my <c- f(x)<c- My;
e Se c¢<0temos c-my>c- f(z)>c- M.

Logo, cf é limitada. Considere os conjuntos

A=f(X)={f(z);re X} e B=g(X)={g9(y);yeX}.

1. Seja C'=(f+g9)(X) ={f(z) + g(x);x € X} e pelo Lema [1.2] temos

A+B={f(z)+g(y); f(z) e A e g(y) € B}.

E evidente que C c A+ B, pois f(z) + g(x) € C como também f(z)+g(z) e A+ B.
Assim, sup C < sup(A+ B) e inf C > inf(A + B), como pode ser visto no Lema [1.3]
Mas, sabemos que sup(A + B) = sup A + sup B e inf(A + B) = inf A + inf B, pelo

Lema Logo,
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supC <sup A+sup B =sup(f+g) <supf+supg

inf C'>inf A +inf B = inf(f + ¢g) >inf f + inf g.

2. Se ¢ >0 temos, do Lema [1.2] que

sup(c- f) =sup{c- f(x); z € X} =sup(c-A) =c-supA=c-sup [.
De modo andlogo, mostramos que inf(c- f) = ¢-inf f.

3. Se ¢ <0 temos, do Lema [1.2] que

sup(c- f) =sup{c- f(z); v € X} =sup(c-A) =c-inf A=c-inf f.
De modo andlogo, mostramos que inf(c- f) = c-sup f.
m

Lema 1.4. Dada f: X — R limitada, sejam m =inf f, M =sup f e, a oscilagao de f,
w =M -m. Entio, w=sup{|f(z) - f(y);z,y € X}.

Demonstragao: Sejam x,y € X arbitrarios e suponha que f(z) > f(y). Entao, m <
f(y) < f(x) < M. Assim,

[ () = fFy)l < M -m=w.

Note que, w é uma cota superior do conjunto A = {|f(x) - f(y)|; Vx,y € X}. Primeirante,

mostremos que A é limitado superiormente. Ora, temos que

[f (@) = Fl < [f (@) +f(y)] < 2M,

pois, pela hipétese, f é limitada. Logo, A é limitado.

Agora, para todo € > 0 existem x,y € X tais que

f(y)<m+§ e f(x)>M—%.

Entao,

)= F@ 2 f ()= f) > =m= 5+ M =G =-m+ M —e=w-c
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Dai, w—e€ < |f(x) - f(y)| € w. Note que, w — € nao é cota superior de A. Entdo, w é a

menor das cotas superiores de A. Portanto,

w =sup{|f(z) - f(y)|; 2,y € X},
a

Lema 1.5. Sejam A’ ¢ A e B' ¢ B conjuntos limitados de nimeros reais. Se, para cada
a€A ecadabe B evistema' € A" e b € B' tais que a<a’ eb' <b, entdo sup A’ =sup A e
inf B’ = inf B.

Demonstragao: Suponha que para cada a € A existe a’ € A’ tal que a < a’. Assim,
pelo Lema [1.3] perceba que sup A é uma cota superior de A’, ou seja, a’ < sup A. Dado
e > 0 existe a € A tal que supA —€ < a < supA. Por hipétese, existe a’ € A’ tal que
supA-e<a<a <supA. Logo, sup A é a menor das cotas superiores para o conjunto A’.

Portanto, sup A =sup A’.

De maneira anédloga, provamos que inf B’ = inf B. Ora, para cada b € B existe b’ € B’ com
b’ < b. Dessa forma, pelo Lema [1.3] inf B é cota inferior de B’, ou melhor, inf B < ¥,
Vb e B'. Dado € >0 existe b € B tal que inf B < b <inf B + ¢. Por hipdtese, existe b’ € B’
tal que inf B < b <V <inf B+e€. Logo, inf B é a maior das cotas inferiores para o conjunto
B’. Portanto, inf B’ = inf B.

1.2 A Integral de Riemann

Uma partigao de um intervalo fechado e limitado, [a,b] c R, é um subconjunto finito
de pontos P = {to,t1,--, t,} de [a,b] satisfazendo a condigao a =tg<t; <...<tp_1 <t, =0b.
Cada subintervalo [t;_1,t;], com ¢ = {1,2,...,n}, tem comprimento t;—¢;_; e serd chamado

de i-ésimo intervalo da particao P. Nota-se que

n

Y(ti—ti1) =b-a.

i=1
Sejam P e () particoes do intervalo [a,b]. Dizemos que () é um refinamento de P
quando P c Q.
Considere a funcao limitada f : [a,b] - R e seja P = {to,t1,...,t,} uma partigao de
[a,b]. Temos que f é limitada em cada subintervalo [¢;_1,¢;] de P, com i=1,2,... n; e,
portanto, existem m; e M;, respectivamente o infimo e o supremo de f em [t;_1,t;], para

cada i=1,2,...,n. De forma que,

m; =inf{f(x);z€[ti1,t:]}
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M; =sup{f(z);x € [t;-1, 4]}

A oscilacao de f no i-ésimo intervalo de P é definida por w; = M; — m,.
Definimos a soma inferior de f, relativamente a particao P, como sendo
S(f; P) = ml(tl — to) + mg(tg - tl) + -+ mn(tn - tn—l) = Zml(tl - ti—l)
i=1

e analogamente, definimos a soma superior de f, relativamente a particao P, como

sendo
S(f, P) = Ml(tl - to) + MQ(tQ - tl) + -0+ Mn(tn - tn—l) = ZMz(tz - ti—l)‘
i=1
Os numeros s(f; P) e S(f; P) sdo denominados, respectivamente, de somas de Riemann-

Darboux inferior e superior de f, relativas a particao P.

Lema 1.6. Se f:[a,b] = R € limitada entdo para qualquer particao P de [a,b], tem-se

m(b-a) <s(f; P)<S(f;P)<M(b-a)

onde

m =inf{f(x);x € [a,b]}

M =sup{f(z);z € [a,b]}.

Demonstracgao: Sabe-se que m; e M; sao, respectivamente, o infimo e o supremo de f

em [t;_1,t;], com i=1,2....n, e que m e M sao o infimo e o supremo de f no intervalo

[a,b]. Com isso, para cada i =1,2,...,n temos m < m;. Da mesma forma, temos M; < M,

isso pelo fato de [¢;_1,%;] ¢ [a,b] e pelo Lema[1.3] Como consequéncia, m < m; < M; < M.
Note que,

m(tl —to) < ml(tl —to) < Ml(tl —t()) < M(tl —to)
m(tg —tl) < mg(tg —tl) < MQ(tQ —tl) < M(tg —tl)

m(tn - tn—l) < mn(tn - tn—l) < Mn(tn - tn—l) < M(tn - tn—1)~

Consequentemente,
mZ(tz - ti—l) < mZZ(t, - tz‘—l) < M”LZ(tZ - ti—l) < MZ(tz - ti—l)
i=1 i=1 i=1 i=1

= m(b— a) < Zn:ml(tz _ti—l) < iMz(tz _ti—l) < M(b—CL)

i=1 i=1
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Portanto,

m(b-a) <s(f; P)<S(f; P)<M(b-a).
O

Teorema 1.1. Seja f: [a,b] > R uma fungao limitada e sejam P e Q duas parti¢oes de
[a,b]. Se P c @ entao

1. s(f; P)<s(f;Q);
2. S(f;Q) < S(f;P).

Demonstragao: Considere a particao P = {to,t1,...,t,} e suponha que a partigdo @
resulte de P com acréscimo de um ponto 7, ou seja, @ = Pu{r}, donde t;_; <r <t;, para

algum j=1,2,... n.

1. Sejam m’ e m”, respectivamente, os infimos de f nos subintervalos [t;_1,7] e [r,t;],
de [a,b]. Note que m; é uma cota inferior do subintervalo [¢;_;,7] como também de
[7,1;], e dessa forma, por definicao de infimo, temos que m; <m’ e m; <m’”. Sendo
t; —t;_1 o comprimento do intervalo podemos escrever t; —t;1 = (t; —7) + (r —t;_1).

Logo,

n
Z m,(t, - ti—l) + m"(tj - ’I") + m’(r - tj—l)

i
_ Zmz(tz - ti—l) + mj(tj - tjfl)
%]
= m"(t;—r)+m'(r—t;1) —my(t; +tj1) +myr —myr

s(f;Q) = s(f; P)

= m/(t;—r)+m/(r—tj1) —my(t; —r) -m(r-t;q)

= (m"=m;)(t;—r)+(m' —m;)(r—t;_1) >0,

e, portanto, s(f; P) < s(f;Q). Para o caso geral, prosseguimos com esse raciocinio

um numero finito de vezes.

2. Sejam M' e M", respectivamente, os supremos de f nos subintervalos [t;_1,7] e
[7,t;], de [a,b]. Note que M; é uma cota superior do subintervalo [t;_1,7] como
também de [r,t;] e, dessa forma, por definicdo do supremo, temos M’ < M; e

M" < M;. Sendo t; —t;1 o comprimento do intervalo podemos reescré-lo como
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tj - tj—l = (t] - 7") + (7" - t]’_l). LOgO,

Z Mz(tl — ti—l) + Mj(t]’ - t]’_l)

[

S(f;P)-S(f;Q)

— ZMi(ti—ti_l)-FM"(tj—T)+M’(T’—tj_1)
1]
= Mj(tj—tj_l)—M”(tj—r)—M,(T—tj_l)+MjT—MjT
= Mj(tj—’f’)+Mj(T—tj,1)—M,,(tj—T)—M/(T—tj,l)

= (M] —M")(tj —T) + (M] —M’)(’l”—tj_l) > 0.

Assim, S(f;Q) < S(f;P). Para o caso geral, prosseguimos com esse raciocinio um

numero finito de vezes.
O

Corolario 1.1.1. Seja f : [a,b] = R uma fungao limitada e sejam P e QQ duas parti¢oes
quaisquer de [a,b]. Entao s(f; P) < S(f,Q).

Demonstragao: Como P u (@ é um refinamento simultaneo das parti¢oes P e (), temos,
pelo Teorema [1.1] que

s(fiP)<s(f;PuQ) e S(f;PuQ)<S(f;Q).
Pelo Lema [1.6] segue que s(f; Pu@) < S(f; Pu@). Como consequéncia, segue que

s(fiP)<s(f;Pu@)<S(f;Pu@) <S(f;Q).
Portanto, s(f; P) < S(f;Q).

a

Definigao 1.9. Seja f : [a,b] - R uma funcao limitada. Sendo P o conjunto das partigoes

do intervalo [a, b], definimos

i) a integral inferior f por

[ Fydr = supts(5: P)):
Ja PeP

ii) a integral superior f por

[ r@c = in s )
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Corolario 1.1.2. Seja f : [a,b] = R uma fungdo limitada e sejam m, M € R tais que
m< f(x) <M, Vx € [a,b]. Entao,

m(b—a)Slbf(x)dxslbf(x)dst(b—a).

Demonstracao: Uma vez que m<inff e supf < M, em [a,b], pelo Lema [1.6} temos

m(b-a) <s(f; P)<S(f;P)<M(b-a)

para qualquer P € P. Sabendo que sup{s(f;P)} < 1'1Dn7f){5(f; P)}, pelo Lema [1.1] temos
Pep €

m(b-a) < igg{S(f;P)} < Inf{S(f; P)y < M(b-a).

Portanto, pela Definigao concluimos que

m(b—a)Sfabf(x)d:péfabf(x)deM(b—a).
O

Corolario 1.1.3. Seja Py uma parti¢io de [a,b]. Se considerarmos as somas s(f; P)

e S(f; P) apenas relativas as parti¢coes P que refinam Py, obteremos os mesmos valores
b T b
para f f(x)dx e [ f(z)dz.

Demonstragao: Considere os conjuntos,
A={s(f;Q);QeP}

A'={s(f; P); P e P, tais que P, c P}.

Note que A’ ¢ A. Além disso, para cada () € P, tomando P = Pyu (), de modo que, para
cada s(f;Q) € A existe s(f; P) € A’ tal que s(f;Q) < s(f; P). Portanto, pelo Lema [1.5]
tem-se sup A = sup A’. Logo,

b
sup A = f f(z)dxr =sup A".
b
De maneira analoga, mostramos que o mesmo vale para f f(z)dx independente da
particao que seja tomada. ‘

a

Definigao 1.10 (A Integral de Riemann). Seja f : [a,b] - R uma fungao limitada.

Dizemos que f é integravel a Riemann, em [a,b], quando
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baydr= [ f@)de
J. /.

b
e o valor comum serd denotado por / f(x)d.
a

Teorema 1.2 (Condigao Imediata de Integrabilidade). Seja f : [a,b] - R uma

funcao limitada. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. f € integrdvel;
2. Ve >0, existem particoes P e Q, de [a,b], tais que S(f; Q) - s(f; P) <e;

3. Ve >0, existe uma particio P = {to,t1,...t,}, de [a,b], tal que
S(f;P)-s(f;P)= Zwi(ti_ti—l) <€
i1
Demonstracao: (1) = (2) Sejam
A ={s(f;P); Pé uma partigao de[a,b]}

B ={S(f;Q);Q¢é uma particao de[a,b]}

respectivamente, os conjuntos das somas inferiores e das somas superiores de f. Pelo
Corolario para quaisquer particoes P e (), temos

s(f; P) <S(f; Q).

Porém, sendo f integravel, entao sup A = inf B, ou melhor,

Lbf(x)dx sz(x)dx = [abf(a:)dx.

Logo, dado € > 0 existem partigdes P, e Py, de [a,b], tais que

S(f; P) <inf{S(f:P)}+5 = S(fiPy) < ff(x)da: +3

= S(FP)< [ @S = SR~ [ fdn< S

€ b €
sup(s(f: P)} ~5 <s(fiP2) = [ r@)da =5 <s(r: o)
= [Mf@ar-S<s(rip) = [ f@dr-s(rim) <5



24

Assim, temos S(f; P1) —s(f; Py) <e. Tomando @ = P; e P = P, o resultado segue.

(2) = (3) Suponha que S(f,Q)-s(f;P) <eeseja Py=Pu@ uma particdo que refina P
e (). Entao, segue, do Teorema que

s(f;P) <s(f; Po) <S(f; Po) <S(f;P).

Com isso, temos
S(fiBPo) = s(fi Ro) <S(fi P)—s(fi P) <e
Logo, S(f; Po) = s(f; Po) = Y wi(ti —ti-1) <e.
i1
(3) = (1) Por fim, suponha que dado € > 0 exista uma particao Py de [a,b] tal que

S(f; Po) —s(f; Po) <e.

Considere os conjuntos,

A ={s(f;P); Pé uma partigdo de[a,b]e P c Py}

B ={S(f;P); Pé uma particao de[a,b]e P c Py}

respectivamente, os conjuntos das somas inferiores e superiores de f, restritos as parti¢oes
refinadas por Fy. Por hipétese, S(f; Py) - s(f; Py) < € e ainda, temos que s(f;Py) € A e
S(f; Py) € B. Entao, pelo Lema

inf B =sup A,
ou melhor,

jnf {S(F;P)} = sup{s(f: P)}.

Com isso, pelo Corolario [1.1.3] consideramos apenas as partigoes que refinam F, e

obtemos o seguinte resultado

£f(a;)dx = ff(x)dx.

Logo, f é integravel.

1.3 Propriedades da Integral

Nesta secao, apresentamos as principais propriedades da Integral de Riemann.



25

Teorema 1.3. Sejam a,b,c € R tais que a < ¢ < b. A fungao limitada f : [a,b] - R
¢ integrdvel se, e somente se, suas restrigoes flla,c] e f|[c,b] sdo integrdaveis. No caso

afirmativo, tem-se

[abf(x)dxz [acf(x)das+fcbf(g;)dx.

Demonstragao: Sejam

ozszCf(x)dx, Asz(x)dx

5:£f(x)dx, B:ff(x)dq:.

Considerando as partigoes Py = {a = to,t1,...,t, =c} e Po={c=1t,,tpi1,...,t, = b}, res-

pectivamente, dos intervalos [a,c] e [¢,b]. Sendo, a = sup{s(f;P1)} e B =sup{s(f; P)}.
P1€'P PQEP
Seja P = Py U Py, tome s(f; P1) e e s(f; Py)€f3, entao

7

p
Zm,(tz - ti—l) + Z mj(tj - tjfl)

i=1 j=p+l

= my(ti—a)+-+my(c—ty1) + Mpy (tper —¢) + -+ mp(b—1t,-1)

= s(f;iPiuPy)=s(f;P).

s(f; Pr) +s(f; Pr)

Aplicando o mesmo raciocinio para A = ;ngy{S(f;Pl)} e B = ;ng){S(f;Pg)}, obtemos
1€ 2€
S(f: 1) + S(f: Py) = S(f; P). Segue, do Lema [1.2, (), que

b T rb
a+5=f f(2)dz e A+B:f F(x)de.
Ora, pelo Corolario [1.1.2] temos que a < Ae < B.

(=) Se f é integravel, entao

a+B=A+B=a=A e B=0B.
Logo, f|[a,c] e f|[c,b] s@ao integraveis.

(<) Se flla,c] e f|[c,b] sao integraveis, entao

a=Ae f=B=>a+=A+DB.
Logo, f ¢ integravel.
O

Teorema 1.4 (Propriedades da Integral de Riemann). Sejam f : [a,b] - R e

g:[a,b] > R integraveis e c € R uma constante. Entao:
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~

. A soma [+ g € integrdavel em [a,b] e

L@ =g@de- [yt [ oty

2. O produto f-g € integrdvel e

fabcf(x)dxzc/abf(m)dm;

f(x)
g(x)

o

. Se 0<k<|g(z)|,Vz€[a,b], entdo ¢ integravel;

4. Se f(x) <g(x),Vx € [a,b], entdo

[ @< [ty

&

| f| € integrdvel e

< [M1r@i

‘[abf(m)dx

Demonstracao: Vamos denotar por m;, M/, w;, m!, M! e w! e m;, M; e w;, os infimos,

os supremos e as oscilagoes das funcoes f, g e f+ g, respectivamente, no i-ésimo intervalo

de uma partigao qualquer P, de [a,b].

1. Pelo Teorema sendo f e g integraveis, entao para todo ¢ > 0 existe uma
partigdo P = {tg,t1,...,t,} de [a,b], tal que

S(f:P) = (i P) =Y ul(ti ~ti1) < §
i=1

S(g: P) = s(g: P) = Y wf (1~ tir) < .

i=1

Do Corolario temos f + ¢ limitada e ainda,
m; =inf(f +g) >inf f +inf g = m] +m/

M; = sup(f +g) <sup f +supg = M + M.

Isto implica em
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s(f+g;P)= imi(ti —ti1) 2 im;(ti —ti1) + im;’(ti —ti.1) = s(f; P) +s(g; P)
=1 =1 =1
(1.1)

S(f+g:P) =S Mt~ tir) < 3 MI(t— i) + 3 MY (8~ ti1) = S(f; P) + S(g: P).
=1 i=1 =1
(1.2)

Subtraindo (|1.1)) de (1.2)), obtemos

IA

S(f+g;P)-s(f+g;P) i(M{—mg)(ti—tHH i(Mi”_m;,)(ti_ti—l)

= Sl tin) + Yl i)
’ i=1

1=1

Logo, S(f +g;P) - s(f +g;P) < € e, pelo Teorema concluimos que f + g é

integravel.

Agora, tomando f, g e f + g fungdes limitadas e integraveis, e ainda considerando

duas parti¢oes P e @ de [a,b], pelo Teorema temos

s(fiP)<s(f;Pu@) e s(g;:Q) <s(g; PuQ).
De , obtemos

S(F:P)+5(5:Q) €50 PUQ) +5(0: PUQ) < 5( +g: PUQ) < [ (f+g)ia:

Como consequeéncia, temos

[y oty = sup{s(f: P)} +sup(s(6:2))
Ja_ Ja_ P Q@
S;lg{S(f;P) +5(3:Q)}

IN

[ 1)+ o))

IN
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De modo andlogo, pelo Teorema [T-1] temos
S(f;PuQ)<S(f;P) e S(g;Pu@)<5(g;Q).
De (L.2), obtemos
S(fiP)+5(9:Q) 25(f; Pu@)+S(g: Pu@)25(f+9: PuQ) fo(x)dx-

Como consequéncia, temos

[ r@yar s [Tty = wis(7:P) +inf(S(5:Q))
inf {S(f; P) +5(g: @)}

[ @)+ o)

I\

v

Logo,

AN

£f(x)dx+[abg(x)dx < [ab[f(x)+g(x)]dxg

IN

—/ab[f(l’) +g(z)]dr < ff(x)dm + fg(x)dm_

Como consideramos f, g e f + g funcoes limitadas e integraveis as desigualdades

acima se reduzem a igualdades, ou seja, as integrais inferiores e superiores sao iguais,

pela Definigao [1.10[ Portanto,

fab[f(x) +g(x)]dr = Lbf(x)dx+£bg(x)dm.

. Supondo que f e g sao funcoes limitadas e integraveis entao existem ki, ko € R tais

que, Yz € [a,b]
—k1 < f(x) < ki, ouseja, |f(x)] < ky

—ky < g(x) < ko, ou seja, [g(z)] < ka.
Sendo K = max{ky, ko} entdo temos |f(z)| < K e |g(x)| < K, Yz € [a,b].

Além disso, como f e g sao integraveis para todo € > 0 existe uma particao P =
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{to,t1,...,tn}, de [a,b], tal que

S(f.P)-s(f.P)= gw’@i ~ti1) < %

w €
P) - P) = "(t; =t —.
S(ga ) 5(97 ) ;w (tl tz 1)<2K

Com isso, para quaisquer x,y € [t; —t;_1], temos

1f(y)-9(y) = f(x)-g(y) + f(x)-g(y) - f(x) - g(z)]
= |[f(y) - f(@)]g(y) + f(x)[g(y) - g(x)]]
1f(y) = f(@)]|g)| +1f(2)|]g(y) - g(=)]

K (wj +wy),

1f(y)-9(y) = f(z)-g(z)]

IN

IN

pois, pelo Lema [1.4] temos

wi” =sup{|f(y)-g(y) - f(x)-g(x)|;2,y € [ti1, t:]}.

Sabendo que z e y foram tomados arbitrariamente, podemos concluir que w;” <

K(w!+w!). Dessa forma,

n

sz’»”(ti — tz’—l) < K |:Z U);(tz — ti—l) + Z U),:’(tz - ti—l)
i=1 1=1

=1
€ €
< K[ﬁ+ﬁ:|_€.

Assim,

Z wz{”(ti - tifl) <E€E.
i=1

Portanto, f - g é integravel pelo Teorema [1.2

Por fim, considere as fungoes integraveis f e c¢- f, essa 1ltima por consequéncia do
que foi provado, para o caso em que g(z) = ¢, Vz € [a,b]. Sendo ¢ € R, pelo Lema
temos que, se ¢ >0, sup{s(c- f; P)} = ¢-sup{s(f, P)} para toda particao P, de
[a,b]. Logo,
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fabC'f(SC)d$=£c-f(:c)dx=c-£f(g;)d;c:c.lbf(x)dx_

Por outro lado, se ¢ <0, temos sup{s(c- f; P)} = c-inf{S(f, P)}. Logo,

'/abc-f(l‘)dx:'/abc-f(x)daizc-bef(x)dx:c.'/abf(x)dx'

1 1
. Uma vez que f-g é integravel, entao, como i = f-—, basta mostrar que — é integravel.

g
Seja g uma funcao integravel tal que 0 < k < |g(z)|, Vz € [a,b]. Considere w! e w
as oscilacoes, respectivamente, de g e — no i-ésimo intervalo de uma particao P, de

[a,b]. Como g é integrével, pelo Teorema temos que para todo € > 0 existe

uma particao P = {to,t1,...,t,} tal que

Zw{'(tl - ti—l) <E€- kQ.
i=1

Além disso, para quaisquer z,y € [t;_1,1;], temos

‘ L 1| @) -9l _ lg(x) - g(v)l
9(y) g@)|  lg(g(z)| k2
Pelo Lema [1.4], temos
NP | I S T PR
o pﬂg(y) a@| " ““’“}'

"

’ . 7 . Vd w
Porém, tomamos x e y arbitrarios. Dai, w} < k—; Logo,

wa(tl - tifl) <E€.
i=1

.1 - o : N ;
Portanto, as fungoes — e f sao integraveis e, pelo item anterior, = é integravel.
g g

. Considere m; e M/, m! e M!" os infimos e supremos, respectivamente, das funcoes f
e g no intervalo [t;_1,t;], definidos por uma partigao de P de [a,b]. Se f(x) < g(x),

Vz € [a,b], entdao m; <m] e M/ < M/. Dai,

Yomi(t—tie) <> mi(t; —ti) = s(f; P) < s(g; P)
=1 =1
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i=1 i=1

Por resultado, conforme Corolario [1.0.1] temos

sup(s(f )} <supls( P} = [ f@)des [Cg(as

wi{S(: P) <igt{(8(s: )} > [ f@)de< [ gayds

Portanto, como f e g sao integraveis concluimos que

/;bf(x)dxé fabg(:z;)dx.

. Inicialmente, mostraremos que |f| é integravel. Para isso, considere f uma fungao
integravel e sejam w! e w? as oscilagoes de f e |f|, respectivamente, no intervalo
[ti-1,t;], definidos por uma parti¢ao P de [a,b]. Pelo Teorema [1.2] para todo € >0

existe uma partigao P = {to,t1,...,t,} tal que

Zw{(tz - ti—l) <E€E.
i=1

Para quaisquer x,y € [t;_1,t;], temos

FWI= L) = F@)]+ F@)] < [fy) = F@)+ f @) = [fWl=1f@)]<|f(y) - f(@)]

[f @) =11 (@) = T+ FWI < (@) = FI+F Wl = [f@)=1F @)l <[ (@) - fW)l
= [fWI=1f (@)= -[f(y) - f(2)].

Donde, —[f(y) = f(@)] < [f ()] = [f(2)] < [f(y) - f(@)]. Logo, If (W)l - [f(2)I <
[f(y) = f(2)]. Assim,

LF I =1 @I < [f(y) = f ()] <w;.

Pelo Lema w? = sup{[|f ()| = |f(@)|;z,y € [ti-1,t:]} e pelo fato de termos

tomado z e y arbitrdrios, segue que w? < w}. Assim,
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Yo wi(ts—tin) € D wi(ti—ti) <e
i=1 i=1
Logo, |f] e integravel.

Agora, como f(x) < |f(z)], entao —|f(x)| < f(z) < |f(x)|, Va € [a,b] e, por con-

sequencia do item anterior, , temos

[Cir@rs [ s 17

Portanto,

[ @] < [C15@an

Corolario 1.4.1. Se f:[a,b] — R € integravel e |f(z)| < K, Yx € [a,b], entdo

[ab f(x)dx

Demonstragao: Seja f uma fungao integréavel e para a qual vale |f(z)| < K, Vz € [a,b].

<K(b-a).

Temos também que para todo z € [a, b] vale que

|f (@) < f(@) <[|f(2)l.

Logo, pela monotonicidade da integral, Teorema , tem-se que

[ir@lar< [ sy [

ou seja,

< fab|f(x)|dx <K(b-a).

"/abf(x)dx

Portanto,

[abf(x)dx <K(b-a).

1.4 Condicoes Suficientes de Integrabilidade

Nesta secao, apresentamos resultados que permitem mostrar condigoes de funcoes

integravéis a Riemann.
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Teorema 1.5. Toda fun¢ao continua f:[a,b] — R € integrdvel.

Demonstracgao: Suponha que a funcao f seja continua no intervalo limitado e fechado
[a,b], ou seja, intervalo compacto. Neste caso, f é uniformemente continua, ver (Elon
Lima | (1989), p. 151), de modo que, dado € > 0, existe 4 > 0 tal que

y=al <= 1f(4) - f@)] < ;. Vay e [a,b]. (L3)

Considere P = {tg,t1,...,t,} uma particdo de [a,b] donde temos |t; — t; 1| < 0, Vi =
0,1,...,n. Além disso, como pode ser visto em (Elon Lima | (1989), pg 187), existem
x;, i € [tio1, ;] tais que f(x;) = m; e f(y;) = M;, onde m; e M; sdo respectivamente os

infimos e supremos do mesmo.

Pelo fato de f ser uniformemente continua, temos |y; — ;| < |t; — t;-1] < §. Segue da

expressao (1.3) que

€
[yi =il <& = 1f(y:) = fzi)| < —.
Porém, lembre que w; = M; —m; = |f(y;) — f(x;)| é a oscilagdo de f no i-ésimo intervalo

definido por P e, também, que Z(tz —t;-1) =b—a; o implica em
i1

w; = |f(y:) = ()
ﬁ:wi(ti —ti-1)

N

N
™M
0=
~—~
~
S,
|
~
T.
—
N—

~

—
(=

|

Q

.

I
—

w;(t; —ti1)

S
s V)=
VAN
[y
|| e
o
~
S
|
S
N—

= wz(tz - tz’—l)

2

I
—
N
o)

Portanto, pelo Teorema [1.2] f é integravel.

Teorema 1.6. Toda fun¢do mondtona f:[a,b] — R € integrdvel.

Demonstragao: Seja f uma fungao mondtona nao-decrescente. Considere P = {tq,t1,...,t,}

uma parti¢ao de [a,b], de modo que, dado € > 0 tem-se

|tz - ti—1| <

f() - f(a)

Como f é uma fun¢ao mondtona nao-decrescente entao em cada intervalo [¢;_1,t;] temos
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w; = f(t;) = f(ti-1). Isto implica em

jl[f(ti)_f(tiln = [f(t) = f(o) ]+ [f(82) = f(8)] + [f(ts) = f(t2)] +
et [f(tn) = f(tn-1)] = f(80) = f(t0) = £(b) = f(a).

()

Dessa forma, Zn;[f(tl) - f(tic1)] = f(b) - f(a) e dai

€

f(b) - f(a)

- gwmti i) /() - f(a)]

ti - tifl <

N

AN

f(b) = f(a)

€.

= zn:wz(tl - ti—l)
=1

N

Portanto, pelo Teorema f, é integravel.
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2 A INTEGRAL DE LEBESGUE

A Integral de Riemann surgiu no século X7 .X pelo “método da exaustao” inventado por
Eudoxos, depois desenvolvido por Arquimedes e posteriormente nos trabalhos de Newton
e Leibniz tornando-se uma ferramenta para os calculos de areas e volumes. Porém, esta
integral apresenta limitacgoes e por esta causa surge, no século X X, a teoria da integracao
na definicao da Integral de Lebesgue que apresenta uma estrutura semelhante a Integral
de Riemann mas, tornando-se uma generalizacao da mesma.

Neste capitulo apresentaremos a teoria que constitue a construcao desta integral, sendo
a teoria da medida, o conceito de fungoes mensuraveis e as propriedades fundamentais a
Lebesgue. Como base para o estudo utilizamos como referéncias o livro de |[Bartle | (1995)

e trabalho de (Coelho | (2012). Apds, sera feita a comparac@o entre as duas integrais.
2.1 Fungoes Mensuraveis

Para o desenvolvimento da Integral de Lebesgue nos atentemos as classes de fungoes
de valores reais definidas sobre um conjunto X, f : X - R. Na maioria das aplicagoes,
o conjunto X pode ser definido como sendo o intervalo unitério I = [0,1] c R; pode ser
o conjunto dos numeros naturais N = {1,2,3,....}; pode ser os nimeros reais R; pode
ser todo um plano; ou pode ser outro tipo de conjunto nao-vazio. Nesse trabalho, nao
serao feitas suposicoes especificas a respeito do conjunto X subjacente e, portanto, o
desenvolvimento da integral nao dependera de tal conjunto.

Sobre esse conjunto X evidenciamos uma familia X formada por subconjuntos de X
de tal forma que inclui o conjunto vazio @ e o préprio conjunto X, e mais, a familia X é

fechada sob complementagao ou unioes enumeraveis.

Definicao 2.1. Dizemos que uma familia X de subconjuntos de um conjunto X é uma

o-algebra se satisfazem os seguintes itens:
i) @, X e X,
ii) Se A€ X, entdo o complemento AC € X’;

iii) Se (A,) ¢ uma sequéncia de conjuntos em X, entao a uniao G A, eX.
n=1
O par ordenado (X, X') formado pelo conjunto X e uma o-dlgebra X de subconjuntos
de X é chamado de Espago Mensuravel. Um conjunto qualquer em X é chamado de
Conjunto X-Mensuravel, porém quando a o-dlgebra X' é fixa (como geralmente é o
caso), chamaremos qualquer conjunto da familia X de Mensuravel.
A partir das Regras de De Morgan, é que podemos afirmar que a intersecao de uma

sequéncia de conjuntos em X também pertence a X.
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Definigao 2.2 (Niimeros Reais Extendidos). O conjunto R é dito o sistema ntimerico

extendido definido pelo conjunto

R=Ru{-o0o,+o0o} ouainda R =[-00,+00]
Exemplo 2.1. Alguns exemplos de o-dlgebras:

a) Seja X um conjunto qualquer e considere que X é a familia de todos subconjuntos de
X.

Solucgao: O conjunto composto por todos os subconjuntos de X é chamado de conjunto
das partes, denotada por P(X) = {AJ]A c X}. Assim, X = P(X). Mostremos que P(X)

¢ uma ¢-algebra:
i) Por defini¢do, os conjuntos @ e X pertencem a P(X);

ii) Consideremos um conjunto A € P(X). Ao tomarmos AC, obtemos um novo subcon-

junto de X, o qual pertence a P(X);

iii) Seja (A,) uma sequéncia composta por elementos de X’; ou seja, composta por sub-

conjuntos de X. Como P(X) é composto por todos os subconjuntos de X, entao

U A, e P(X).
n=1
Portanto, X é uma o-algebra.

b) Seja X a familia constituida precisamente por dois subconjuntos de X, nomeadamente
geX.

Solucao:
i) Por consideracao, @ e X pertencem a o-dlgebra;

ii) Consideremos o subconjunto A = @. Entao, AC = X € X. Por outro lado, tomando o
subconjunto B = X, entdao B¢ =g e X;

iii) Seja (A,) de conjuntos em X. Temos que | J A, € X, pois A, =& ou A, = X, para
n=1
cadan=1,2,-.

Portanto, X é uma o-algebra.

c) Se &) e X, sdo o-dlgebras de subconjuntos X, seja X3 a intersecao de &; e Xy, Xj é

uma o-algebra.

Solugao:
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i) Como &) e X, sdo o-algebras, os conjuntos @ e X estdo contidos em ambas e, como

X5 € a intersecao das duas o-algebras, temos que @ e X pertencem a Aj;

ii) Consideremos A um subconjunto de X; e A;. Entao, AC € X, como também AC € X.

Com isso, A, AC € X3, pois X3 é a intersecao de X; com AXs;

iii) Tome uma sequéncia (A, ) de conjuntos em X e X>. Sabemos que U A, pertence
n=1
a X; como também pertence a X,, pois, A} e Xy sao o-algebras. Logo, A, € A3,

VneN, e | A, eXs, pois, X3 é a intersecao de X} com Xs.

n=1

Portanto, X3 é uma o-algebra.

d) Seja A uma familia nao-vazia de subconjuntos de X. Observamos que existe uma
o-algebra menor de subconjuntos de X contendo A. Para ver isto, observe que a
familia de todos os subconjuntos de X é uma o-algebra contendo A e a intersecao de
todas as o-dlgebras contendo A é também uma o-algebra contendo A. Esta algebra

menor é por vezes chamada de o-algebra gerada por A.

Solugao: Considere o conjunto C4 = {Xj,i € I} de todas o-dlgebras de X que contém

a familia A. Como mostrado no Ezemplo (a), o conjunto das partes P(X) é uma

o-algebra que contém a familia A. Logo, P(X) € Ca; assim C4 # @. Precisamos mostrar

que, a intersegao de todas as o-dlgebras (| X; contendo A é uma o-dlgebra que também

contém a familia A. Para isso, !

i) Como A&; é uma o-algebra que contém a familia A, entdo o conjunto vazio @ pertence a
AX; e o conjunto X pertence a &;, Vi € I. Seja X4 a intersecao de todas as o-algebras

do conjunto Ca, ou seja, X4 =()|X;, dessa forma, @€ Xy e X € Xy;

iel
ii) Considerando o conjunto B pertencente a o-algebra X;, Vi € I, temos que, o comple-
mento BC também pertence a X;, Vi € I. Como sabemos que a interse¢ao de todas

as o-algebras de C4 é o conjunto X4, entdo, B € X4 e BC e Xy;

iii) Tomemos uma sequéncia (A, ) de conjuntos em &;, Vi € [. Como X; é uma o-algebra

entao | J A, também pertence a X;. Logo, | JA, € X4.

n=1 n

Portanto, X4, é uma o-algebra de subconjuntos de X que contém a familia A. Agora,

basta mostrar que X4 é a menor o-algebra gerada por A. Como Xy = (X, c X, Viel,

entao X4 é a menor o-algebra gerada por A. !

e) Seja X o conjunto dos numeros reais R. A Algebra de Borel ¢é a g-algebra B gerada
por todos os intervalos abertos (a,b) em R. Observe que a Algebra de Borel B é
também a o-algebra gerada por todos os intervalos fechados [a,b] em R. Qualquer

conjunto em B é chamado Conjunto de Borel.
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Solucao: Seguindo a prova do exemplo anterior, com X = R, para a familia A temos
A ={A;,iel}, onde A; é um intervalo aberto de R. E a intersecao de todas o-algebras

do tipo X; que contém a familia A é denominada de o-dlgebra B, ou seja, [ &; = B.
iel
Assim, basta mostrar que o conjunto de intervalos fechados do tipo [a,b] pertencem a

o-algebra B. Para isso, considere os intervalos abertos (—oo0,a) e (b, +00); por estarem na

o-algebra B seus complementos, [a,+00) e (—oo,b] pertencem a B. Segue que:
[(—o0,a) U (b, +00)]C = [a, +00) N (=00, b] = [a,b], desde que a < b

e, portanto, B é uma o-dlgebra de subconjuntos X que contém os intervalos fechados

[a,b].

f) Seja X o conjunto dos niimeros reais estendidos R. Se E for um subconjunto de Borel,

definamos

Ei=FEu{-o0}, Fy=FEu{+}, E3=FEuU{-o00, +00} (2.1)

e seja B a familia de todos os conjuntos E, Ey, Fy, B3, com E variando ao longo de
B. Vé-se prontamente que B é uma o-dlgebra e que sera chamada a Algebra de

Borel extendida.
Solucgao:
i) Pelo fato de E ser um suconjunto de Borel, entdo, necessariamente &, ReB;

ii) Para verificamos os complementos dos conjuntos E, Ey, Ey, E3, precisamos analisar

caso a caso, sendo assim:

e Como F ¢é um suconjunto de Borel, entao, por construgao, seu complemento

pertence a B, ou melhor, EC € B3;

e Para o conjunto F; temos

ES¢=FECn{-00}C=ECn[RuU{+0}] = ECeB;

e Para o conjunto Es temos

ES = ECn{+00}C = ECn[(~0) UR] = EC € B;

e Para o conjunto E3 temos

Ey = E°n[{-oo}u{+oo}]°

ECn[{-00}Cn{+00}C]= ECnR = EC ¢ B.
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iii) Considerando sequéncias (4, ) formadas de elementos F, E, Fy, F3, entao, a uniao de
todos os elementos dessas sequéncias pertencem a B, pois F/, F'1, E'5, F5 sao elementos
o0
de B; assim, | J A4, € B.
n=1

Portanto, B é uma o-algebra denominada de Algebra de Borel extendida.
Seguindo, considere um espago mensuravel fixo, (X, X).
Definigao 2.3. Uma fungao f: X — R é dita X-Mensuravel (ou simplesmente Men-
suravel) se para cada nimero real o o conjunto
{xeX|f(z)>a} (2.2)
pertence a X.

Observagao 2.1. Note que {z € X | f(z) > a} = f~1((a,+0)).

Com o lema a seguir é possivel redefinir a mensurabilidade da funcao f.

Lema 2.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para a funcdo f: X — R:

a) Para cada a € R, o conjunto A, ={xe X | f(x)>a} pertence a X;
b) Para cada a € R, o conjunto B, = {x € X | f(x) < a} pertence a X;
¢) Para cada o € R, o conjunto C,, = {x € X | f(z) > a} pertence a X;

d) Para cada a € R, o conjunto D, ={x € X | f(x) < a} pertence a X.

Demonstracgao: Se A, € X entao, pela Definigao seu complemento AS = B, € X,
assim como, se C, € X entdo seu complemento CS = D, € X e vice-versa. Portanto,
a) < b) e ¢) < d). Mostremos, agora, que a) < ¢). Supondo que (a) vale, entao

A, 1 eX, VneN. Precisamos mostrar que
n

ou seja,

Para isso, note que

(o]

7[]1 (a— %,+oo) = [a, +0).

1 1

(=) Seja x e N, (a— ;,+oo). Entao, x € (a— 5,+oo), Vn € N. De modo que,
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1
a—-—<z,VneN.
n

Neste caso,

n—+00 n n—+00

. 1 .
a=lim (a-—|< lim z==z.
Ou seja, o < x. Assim, x € [a, +00), de onde

Ao L ves) oo o

n=1

(<) Por outro lado, seja x € [, +o0). Neste caso,

1
a-—<a<x, VneN;
n

. . 1 + 1
o que implica que x € (a— ;,4—00), Vn € N e, portanto, z € N/ (a— 5,+c>o), de onde se

conclui que

[a, +00) C ﬁ ( ) (2.4)
n=1
De e , temos que:

Agora, note que

n=1 n=1 =1

ﬁAa_% =f! (ﬁ (a— — oo)) znﬁf_l (a— l,+oo) = C,. (2.5)

De fato:

(=)Sexe f! (m+°° (a— L +oo)), entdo f(x) e N> (a— 1 +oo) Logo, f(x) € (a— %,—i—oo),
Vn €N, de modo que z € f~' (a—2,+00), Vn e N. Portanto, z € f~1 (%, (-1, +00)),

de onde
-1 ﬁ(a—lﬂm) cﬁf‘l(a—lﬂm).
n=1 n7 n=1 TL7

1
Por outro lado, seja x € N2, f1 (a——,+c>o). Entao, = € f! (a—%,+oo), Vn € N,
n

de modo que f(z) € (a—2,+00), ¥n € N. Dai, f(z) € n®, (a—2,+00) e, assim,
xefl ( (a— L +oo)). Portanto,

N (a- L veo) e (ﬁl = %,m))_
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Com isso, temos a igualdade em (2.5)).
Dai, como por hipétese A, 1 € X, YneNe VaeR, entdo C, € X, provando que a) = c¢).

Por outro lado, provemos que ¢) = a). Para ver isto, mostremos que:

Aa:{:cEX;f(a:)>a}:Do{xeX;f(m)za+l}:+LjCa+1.
n=1 n n=1 "

Primeiramente, vamos verificar que

+00 1
(a, +00) = U [a+ —,+oo).
n=1 n

De fato,

(=) Se z € (v, +0), entdo o < z de modo que existe n € N, tal que

1
a<a+—<La;
n
. 1 +00 1
ou seja, z € [a+ 1, +00), de onde z € UF* [ar+ L, +00).

) 1

Por outro lado, se x € u!%} [a+ %,4—00), entao, existe n € N tal que x € [a+ 5,4—00); ou
seja,
1
a<oa+-—<uzx,
n
mostrando que x € (a, +00).
Por fim, mostremos que

+

£ (s +00)) = f‘l(

1C5
[ —
Q
+
S =
+
8
N —
\._/

n

Com efeito,
(=) Se x e f~1((a,+00)), entao f(z) € (a,+00). Logo, a < f(x), de onde existe n € N, tal
que
1
a<a+—< f(z);
n
ouseja, f(z) €[+ L +00) deonde f(z) e Ut [+ L, +00). Neste caso, z € f~1 (Ui [+ L, +00)).
Agora, se x € f~! (u;fl [a+ %,+oo)), entao f(x) e Ut [a+ %,+oo) de modo que existe
neN, tal que f(x) € [a+ %,+oo). Neste caso,
1
a<a+—< f(z)
n

de onde f(x) € (o, +o0) e, portanto, x € f~!((a,+00)). Com isso, conclui-se que
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e, como, por hipétese, C' .1 € X, VneN e Ya e R, entdo A, € X, provando ¢) = a).

Exemplo 2.2. a) Qualquer funcao constante é mensuravel.
Solugao: Seja f: X — R, tal que f(z) = ¢, Vo € X. Temos duas possibilidades:

® Se a > ¢, entao
{reX:f(z)>a}=[fa,+)=g;
® Se a <c, entao
{reX:f(x)>a}=[fa,+0) =X, pois ce (a,+0).
Logo, f é uma funcao mensurével.

b) Se E € X entao a fungao caracteristica Xp: X - R, definida por:

1, sex ¢ E
Xp(x) =

0, sex gl
¢ mensuravel.

Solucgao: Dado a € R, temos que:

® Se a <0, entao

{re X;Xp(x)>a}=XeX;

® Se 0<a<1, entao

{reX;Xp(x)>a}=FeX;

e Se o> 1, entao

{xe X;Xp(z)>a}=0eX.
c) Se X é o conjunto dos nimeros reais R e X' é a édlgebra de Borel B, entdo qualquer
fungao continua f: R — R é Borel mensurédvel (ou seja, B-mensuravel).

Solucao: A imagem inversa de intervalos abertos de R, por uma funcao continua,

é um intervalo aberto de R, como pode ser visto em [Elon Lima (1989), p. 193.
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O lema a seguir diz respeito a combinagoes algébricas simples entre fungoes men-

suraveis que também resultam em uma fungao mensuravel.

Lema 2.2. Sejam f,g: X — R funcoes mensurdveis e ¢ um numero real. Assim,

cf. f2f+9,fg, | f]

sao funcoes mensurdveis.

Demonstragao: Para melhor compreensao, enumeramos cada caso por (1), (2), (3), (4)

e (5), respectivamente:

1. Para o caso ¢ = 0, temos a fungao constante cf(z) = 0, logo, é mensuréavel. Agora,

para ¢ > 0, temos

{xeX;cf(x)>a}:{xeX;f(x)>%}

e, pela Definicao ¢ mensurdvel.

Se ¢ < 0 temos o seguinte:
{reX;c f(x)<a}= {xeX;f(x) > g}
c

e, pela Definigao ¢ mensurdvel.

2. Se a <0 entao

{reX;fA(z)>a}=XeX.

Para o > 0 temos

{zeX;f2(x)>a} ={reX; f(z)>Vaju{reX; f(z) <-Va}.

Como o conjunto acima é formado pela unido de conjuntos mensuraveis, entao f2

também é mensuravel.

3. Note que, se a« € R e 7 € Q entao o conjunto

Sy={zeX; f(x)>r}n{reX;g(x)>a-r}eX.

Agora, mostremos que {z € X; (f +¢g)(z) >a}=JS..
reQ
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Como f(x) >r, comr € Q, temos f(z)+g(x) >r+g(x). Além disso, para g(x) > a-r,
com r € Q, tem-se que
f@)+g(x)>r+(a-r)= f(x)+g(x) > a.

Como {z € X; f(x) +g(x) >a} =S, entdo f+g é mensurdvel.
reQ

1
4. Considerando fg = 2 [(f+9)?-(f-9)?], segue dos itens , e que fg é

mensuravel.

5. Para a <0 temos que {x € X;|f(z)| > a} = X. Agora, se a >0 temos

{reX5[f(2)[>a} ={zeX;f(x)>a}uf{reX; f(z) <-a}.

Portanto, |f| é mensuravel.

a
Definicao 2.4. Seja f: X — R uma funcao qualquer e as fungoes nao-negativas f*, f~:
X — R, definidas em X por
fr(x) =sup{f(z),0} e f~(x)=sup{-f(z),0}.
Em que, f* é a parte positiva e f~ é a parte negativa da funcao f.
Mas, é claro que
f=r=f e lfl=f+f. (2.6)

Como consequéncia obtemos

=5l e F =5 A=)

Assim, pelo Lema f é mensuravel se, e somente se, f* e f~ s@o mensuraveis.
Quando tratamos de sequéncias de fungoes mensuraveis em varias ocasioes desejamos
usar supremos, limites, etc, e se torna pertinente utilizarmos a extensao dos nimeros

reais; isto é, tomar —oo e +co como “valores”.

Definicao 2.5. Uma funcao de valores reais estendidos em X é X-mensuravel se o

conjunto

{reX;f(z)>a}eX, YaeR.
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Observagao 2.2. Denotaremos por M (X, X) a familia de todas fungbes X'-mensurdveis de

valores reais estendidos em X.

Observe que para toda f € M(X,X), tem-se

{:z:eX;f(x)=+oo}:ﬁ{xeX;f(x)>n}eX

n=1

- C
{reX;f(z)=-00} = U{a:eX;f(w)>—n}] eX.

Lema 2.3. Uma funcao f: X — R € mensurdvel se, e somente se, 0s conjuntos

A={zeX;f(x)=+00} e B={zeX;f(x)=-0c0}

pertencem a X e a fungao fi: X — R definida por

) f(x), sex e [AuB]°
fl(x)—{ 0, sex € AuB

pertence a M(X,X).

Demonstragao: (=) E de imediato, pois temos, da Observacao ., que A,B € X.

Agora, precisamos mostrar que f; é mensuravel. Para isso, considere os casos a seguir:

e Se o> 0 entao

{reX;fi(x)>a}={zveX;f(x)>a}n ACe X.

Ora, considerando x¢ € {z € X; fi(x) > a} = f{'((a,+00)), entdo fi(xg) > a > 0; ou
melhor, fi(xzg) > «, donde ¢ A, porque nesse caso terfamos f(xg) = +o0 e, por definigdo

fi(z) =0. Assim, se xg € f{1((a,+00)), entdo

zo€ [ ((a,+00)) e zof fH({+o0}).

Note que temos

{reX; fi(x)>a}c{reX;f(z)>a}nAC (2.7)

J& por outro lado, se

roe{reX;f(x)>a}nAC

entdo f(xg) >a e f(xy)# +oo de forma que, por definigao



fi(zo) = f(0) > a2 0;

ou seja,
w0 e {w € X; fi(z) > a);

implicando em

{zeX; fi(z)>a}o>{xeX;f(x)>a}nAC

De (2.7) e (2.8)) segue que

{reX;fi(z)>a}={reX;f(z)>a}\ A4

® Se a <0, entao
{reX;fi(x)>a}={zeX;f(zx)>aluBelX.
Para isso, note que
fit((a,+00)) = {z e X; fi(x) > a} = C1uCr U Cy

onde

Cr={r e X;a< fi(z) <0} = f{*((e,0));
Cp = {zeX; fi(z) =0} = f'({0});
C3 = {zeX; fi(z) >0} = f11((0, +00)).
Agora, analisemos os casos

a) Se z € Cy, entao fi(x) = f(x); ou melhor

Cr={zeX;a< f(x) <0} =f"((a,0));

b) Se z € Cy, da mesma forma, fi(z) = f(x); ou melhor

Co={reX;f(z)=0}uduB=f"({0})uAuB;

c) Se x € (3, entdo

Cs={zeX;f(x)>0ef(x)++o0};
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(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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ou seja,

Cs={zeX;f(x)>0}nAC=f1((0,+00)) n AC. (2.12)

Substituindo (2.10)), (2.11) e (2.19) em (2.9), temos que:

it +00)) = F7((@,0)) U 10} uAuBU(f71((0,+00)) N AC)
[£7((@,0) u ({0} u F71((0,+00)) U AU B]

n [F 7 ((@,0)) u fH{0}) UAUBU AC]

[/ ((a,+00))UAUB|n X = {z e X; f(z) >a}UB.

Dessa forma, concluimos que

{reX; fi(z)>a}={zeX;f(x)>a}uB
¢ mensuravel. Portanto, f; é mensuravel.

(<) Supondo que A, B € X e f; é mensuravel, queremos mostrar que f também é men-

suravel. Para isso,

a) Se a >0, entdo
{reX;f(x)>a}={xeX;fi(x)>auldecX.
De fato, como vimos anteriormente
{reX; fi(z)>a}={xeX;f(x)>a}nA".
Segue que

{reX;fi(z)>a}uA
= {reX;fi(x)>a}uA
= {zeX;fi(x)>a}uA

{rxeX;f(x)>a}nAC)U A
({zeX;f(x)>aluA)n(ACUA)
{reX;f(z)>aluA)nX.

Obtemos assim,

{reX;f(z)>a}={reX;fi(x)>a}uA
que, por hipotése, implica que f é mensuravel.

b) Se a <0 entao

{reX;f(x)>a}={veX;fi(r)>a}nBCeX.
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De fato, pelo resultado demonstrado anteriormente,

{reX;f(zx)>aluB={zeX; fi(z)>a}.

Assim sendo,

[{xeX;f(x)>a}uB]nBC {reX;fi(x)>a}nBC
= [{reX;f(x)>a}nBClu(BnBC) = {zreX;fi(zr)>a}nBC

ou seja,

{reX;f(z)>a}={veX;fi(z)>a}nBC
que é mensuravel. Portanto, se A, B e f; sd@o mensuraveis entao f é mensurdvel.
0
Observagao 2.3. Uma consequéncia imediata dos Lemas e é que se f é uma

funcao mensuravel, entao as fungoes

cf LS FT

também pertencem a M (X, X).

Adotamos o produto 0(xo0) = 0 para que cf seja identicamente nula quando ¢ = 0.

Se f e g sao fungdes pertencentes a M (X, X') entdo a soma f+¢g nao estd bem definida

pela férmula (f + g)(x) = f(z) + g(z) nos conjuntos

Ei={zeX;f(zx)=-00 e g(x)=+00} e X

Ey={zeX;f(x)=+00 e g(x)=-00}eX.

Mas, se definirmos f + g como sendo zero em FE; U Ey, obtemos uma funcao em X que é

mensuravel.

Lema 2.4. Seja (f,) uma sequéncia em M(X,X). Entao, as sequintes fungdes sdao

mensurdveis:

1. f(x) = inf fu(2);

2. F(x)=sup fu(x);
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3. f*(x) =liminf f,(x);
4. F*(z) =limsup f,(x).
Demonstragao:

1. Precisamos mostrar que f é mensuravel. Para isso, note que

{reX;f(zx)2a}= é{xeX;fn(:v)ZOz}, Va e R.

De fato, tome = € {z € X; f(x) > a}; ou seja, o é uma cota inferior de (f,,(x)), pois
temos que f(z) =inf f,(z). Assim, f,(x) > f(z) > «, Vn e N. Logo

re (Ve Xif(a) 2 a),

ao qual obtemos a relacao
{reX;f(zx)2a}c({zeX;fu(z)>a}, VaeR.
n=1

[ee)

Agora, tomando x € ({z € X; fo(2) > a} entdo f,(z) > a, Vn € N; ou seja, « é cota
n=1

inferior da sequéncia f,(x). Porém, o infimo é a maior de todas as cotas inferiores.

Como f(x) =inf f,(z), implica em f(x) > « e dessa forma, x € {x € X; f(z) > a}.

Isto significa dizer que

(zeX: f(x)2a)o fjl{x € X; fu(z) > a}, VaeR.

Consequentemente,

{reX;f(x)>a}= é{xeX;fn(x)zoz}, VaeR.

Portanto, f é mensurdavel se f, é mensuravel para todo n € N.

2. Observe que

{IEX;F(I)>a}:g{meX;fn(x)>oz}.

Com efeito, tome x € {x € X;F(x) > a}. Entao, F(x) > «, mas temos F(z) =
sup fn(z) o que implica em sup f, () > a. Pela defini¢do de supremo, Iny € N tal

que fn,(z) > a, ou seja
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a < fu,(x) < F(2).

Logo, x € D{xeX;fn(:z;) >a}. Assim, {x e X;F(z)>a}c G{xeX;fn(q:) > al.

Agora, para a inclusao contréria, seja x € | J{z € X; f,(x) > a} entdo Ing € N tal
n=1
que

a< fn(x) < F(2).

Entao, sup f,(x) > a, mas pela hipétese, F'(z) = sup f,(z). Logo, F(x) > . Assim,
zve{reX;F(x)>a}, ouseja, | J{r e X; fu(z) >a}c{ze X;F(z) > a}.
n=1

Portanto, F' é mensurdvel se f, é mensuravel para todo n € N.

. Temos, por definicao, que:

f*(x) = liminf f, = Snglf {Tlrgg fm(a:)}

Defina a sequéncia:

fi = it {f(2)};
fi = it {f(2)};

fi = inf {fu(2)}.

Observe que, pelo Lema (fr) é uma sequéncia mondtona crescente de fungdes.

Além disso, segue do item que f} é mensuravel, para cada n € N e é tal que
sup{fr} = f*(x). Assim, pelo item (ﬁ) tem-se que f*(x) = sup{f:}, a qual é
n>1

mensuravel.

. Por definicao, temos

F*(z) =limsup f, = }lrg {sup fm(aj)} :

m2n

Defina a sequéncia:
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Fy = S;Ygg{fm(x)};

Fy = igg{fm(:v)};

Fy= fngg{fn(w)}-

Observe que, pelo Lema [2.4] (F}), é uma sequéncia monétona decrescente de
fungdes. Além disso, segue do item (@ que F¥ é mensuravel, para cadan e N e é
tal que inf{F*} = F*(x). Assim, pelo item (1|) tem-se que F*(z) = 1&{{17,;}

a

Corolario 2.0.1. Se (f,) € uma sequéncia em M(X,X) e lim f,(x) = f(x) para
todo x, entao fe M(X,X).

Demonstragao: Neste caso, para que lim f,,(z) = f(x) devemos ter

liminf f,,(z) = f(z) = limsup f,(x), Yz € X.
E pelo Lema , concluimos que f e M(X,X).
O

O préximo resultado ira permitir provar a mensurabilidade do produto de duas

funcoes mensuraveis.

Lema 2.5. Seja fe M(X,X). A sequéncia (f,), definida da forma:

flx) se |f(z)] <
fue)=4 n  se f(z) >
-n se f(x) < -n

¢ X-mensurdvel, Yn € N.

Demonstracgao: Para isso, considere a € R. Fixado n € N qualquer, analisemos os

seguintes casos:

i) Se a>n entao
(2 € X fu(x) > a} = {2 € X; fu(2) >} = 2

o qual é mensuravel;
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ii) Se —n < a <n, note que

{reX; fu(x)>a} {reX;a< f(x)<n}u{reX;f,(x)>n}
{reX;a< f(r)<n}ug

{reX;f(x)>a}n{zeX; f(x)<n}.

Como fe M(X,X), entao
{reX; fu(x)>a}eX;

iii) Se a < —n vemos que

{zeX; fu(z)>a} ={zeX; fi(z) = -ntu{z e X;-n < fo(z) <npu{z e X; fo(z) = n}
ou seja,
{reX; fu(z)>a} ={reX; f(x) <-nju{reX;-n< f(z) <nju{zeX; f(x) >n}.
Sendo, por hipotese, f mensurédvel, entdo

(zeX: fu(z)>a) e X,

Assim, dos trés casos podemos concluir que f, € M(X,X), Vn eN.

Se gy, for definido da mesma forma que no Lema [2.5] entéo f,, e g,,, sdo mensuréveis.

Resulta do Lema que o produto f,g,, é mensuravel. Desde que

f(@)gm () = Tim fro(2)gm(2), Vo € X

procede do Corolario que o produto fg,, € M(X,X). Mas ainda,

(f9)(x) = f(2)g(x) = lim f(2)gm(z), Vo e X
e outra aplicagdo do Corolario acarreta que o produto fge M(X,X).

Vimos no Corolério que o limite de uma sequéncia de fun¢oes em M (X, X)
pertence a M (X, X). A partir de agora, mostraremos que uma fungao nao-negativa

feM(X,X) é o limite de uma sequéncia mondtona crescente (¢,) em M (X, X).
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Além disso, cada sequéncia (ip,) pode ser escolhida como sendo nao-negativa e
assumir apenas um nuimero finito de valores reais.

Lema 2.6. Se f é uma fun¢ao nao-negativa em M (X, X)), entao existe uma sequéncia
(¢on) contida em M(X,X) tal que

(a) 0<pn(r) <pnii(z) para x € X e VneN;
(b) f(x)=lime,(z) para cada = € X;

(c) Cada @, assume apenas um niumero finito de valores reais.

Demonstracgao: Seja n € N fixado. Se k=0,1,...,n2" — 1 considere o conjunto

B = {r e Xs o< f(0) < ]

2n {SEEX;f(SU)ZQEn}ﬂ{xeX;f(:c)<k+1},

2n
e, se k=n2", seja
Epon o ={z € X; f(x) 2n};

ou melhor,

Eoyn:{aceX;OSf(w)<%}:{xeX;f(x)ZO}ﬂ{xeX;f(:z)<2in},

Elvn:{xeX;zingf(a:)<%}:{xeX;f(x)z%}ﬂ{xeX;f(x)<2%},

2n —1 2n
En?"—l,n = IeXan Sf(x)<n_}
! 2n -1 2 n2n
= JreX;f(z)> o o }ﬂ{xeX;f(x)< 2_"}’
n2m
donde notamos que, F,NE;, =@ comk#je X = U Ey .
k=0

Como sabemos f € M (X, X). Entao, como descrito acima para cada k € {0,1, ..., n2"},
Ek,n eX.

Agora, para cada n € N, consideremos a funcio ¢, : X — R definida por:
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0, se x € Eop

1

o se x € By,

2

Z_n’ se T € E2,n
SOn(x) =

n2" -1
ST se v € Epon_y,
n, se v € Epony,

Observe que, se a € R, tem-se que

i) Se a <0, entao

{reX;pu(x)2a}=XeX;

ii) Se a =0, entao

{reX;pu(x)2a}=XeX;
iii) Se a> 0, entao

n2m

{reX;pon(x)2a} =] Ej,eX;
J

em que j € {0,1,...,n2"} é tal que

De qualquer forma, se o € R, entao

{xeX;pu(x)2a}leX,

o que implica que ¢, é uma funcao de M(X,X). Além disso, por definigao, ¢,

assume apenas quantidade finita de ntimeros reais.

Dessa forma, as propriedades , e sao validas, como segue:

(a) Nota-se que ¢, (z) >0 pela forma que foi definida e, cada Ej,, é descrito como

a interse¢ao de conjuntos cuja imagem, por ¢(z), é um valor ndo negativo.

Por defini¢ao ¢, (x) e vn1(x) sdo dadas por:
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0, se v € FEy,
1
on se v € FEi,
2
on’ se v € FEy,
Son(x):
n2" -1
ST se v € Epon_y,
n, se v € Epony
e
0, se X € E07n+1
1
on+1’ se v € Eyna
2
on+l’ se x € FEj,
@n+1(x):<

(n+1)2m+1 — 1
on+l )

se T € Egiyomio1ne

n+1, se T € E(n+1)2n+l7n+1

Queremos mostrar que ¢, < @,.1, Vn € N. Para isso, considere um z ar-
bitrario em X. Entdo, x € Ey,,, ¢ © € Ey, ni1, com ky € {0,1,2,...,n2"} e
ks €{0,1,2,...,(n+1)2"*1}. De fato, observe que

i) Se n =1 entao:



0, se
1
-, se
47
2
-, se
47
3
0, se z € Ly, 1
1
— e B 1
pr(z)=1 20 ° e py(a)=1 0
)
1, se =z € FEy; T se
6
-, se
4
7
-, se
4
2, se

Uma vez que,

Eg 2
Er

Es

1 1
E071={1'EX;OSf(£L')<§},E171={I€X;§Sf(l‘)<1},E271=

{reX; f(x)21};

[§
E(LQ:{IGX;OSf($)<i},ELQZ{.’EEX;}L
1 3 3
E272:{$€X;§§f(I)<Z},E3’2={ZL’€X;ZL f
Bio={veXit<f(@) <2} Boo={re XS <
Eﬁgz{xengf($)<7} E72—{ X;z_z

Ego={zeX;f(x)>2};

percebemos que,
Eog, E1p < Eo1;
E2, E32 ¢ By y;
Ej,2 c E2,17 Vj=4,5,6,7,8.
Assim, existem ky € {0,1,2} e ky € {0,1,...,8}, tais que

rely 1 e xve by,

Observe que:
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e Se k1 =0, entao ky =0 ou ko = 1, de modo que 2k; < ko;
e Se ki =1, entao ky =2 ou ko = 3, de modo que 2k < ko;
e Se k1 =2, entao ky =4,5,6,7,8, de modo que 2k < ks.

Em qualquer caso, temos que 2k; < ko, de onde

o

ky
o —z = ().

p1(w) = 5 =9

ii) Se n =2, temos que

se x € Fys

, se x € I3

ol 0o~ O

, se v € [h3

p3(r)=4 1, se x € Egg

2, se T € E1673

3, se x € L3

Neste caso, temos que

Eovgz{xeX;Osf(x)<1},E13:{xeX;é§f(x)<—
E23—{xeX;%lsf(x)<g},Eggz{xeX;ggf(w)<— ,
E43={xeX;%<f(x)<g},E573={xeX;§§f(x)<—
E673={xeX,—sf(x)<g},E73={xeX;g§f(x)<1
E83={xeX,lgf(x)<§},E973={xeX;§§f(m)<—},
E103={xeX,Z—Lgf(m)<%},E11,3 {xeX E<f(m)<
E123={xex,;<f(x)<§},Elg,g {x X—<f(m)<
E143:{xeX;;lgf(x)<§},E15,3={xeX;%gf(x)<
E163:{xeX,2§f(x)<1§7 ,E173={{E€X;1—<f(l’)<

57
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11 2 2
E22’3:{I'€X;ZSf(l’)<g},E23’3:{$€X;§3Sf(JI)<3},

Bz ={reX; f(r)>3};
e, assim

Eos, E13 ¢ Egp;
Es3, B33 c Eya;
Ey3,E53 c B p;
Ee3, Er3 c L3 o;
Eg3,Eg3c Eyp;
Ero3, B3 € Eso;
Era3, E133 € Eg 2;
Era3, Eis3 € B o;
eEj3c Egs, Vj=16,17,18,...,24

Analisando como no caso ., item (i), podemos ver que para x € X, existem
k1 €{0,1,....,8} e ko € {0,1,...,24}, tais que

2k < k.

Prosseguindo com esse raciocinio podemos concluir que para um n € N qual-

quer, vale

Eﬂ,n+17 El,n+1 c Eo,nS

EZ,n+17 E3,n+1 c El,nS

Ejper € Bpgn Vi = (n+1)201 =271 (n+1)27%,

Logo, podemos concluir que se z € X existem

k1€{0,1,...n2"} e ko={0,1,...,(n+1)2""}

tais que x € By, , e x € By, 41, cOm

2k < ko.
Assim, para qualquer z € X e n € N, tem-se que

k k
0<pu(x)= 2—; < 2n—i1 = Oni1(T).

Portanto, (¢,) é uma sequéncia monétona nao decrescente.
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(b) Agora iremos verificar que f(z) =limy,(z), para cada z € X.

De fato, dado n € N arbitrério, para cada x € X existe k € {0,1,...,n2"}, tal
que x € Ey,,. Logo, pela definicao de Ej ,,, tem-se que
k kE+1 k 1
x) < =

iy .
o 2n+2n, neN;

ou seja,

1
on(x) < f(z) <pn(x) + o (2.13)
Uma vez que, para cada z € X, (¢,(r)) é uma sequéncia mondtona e majorada
por f(x), pois, por definigao,
0<p,(x) < f(z), para cada neN,

entao pelo Teorema do Confronto, segue de (2.13) que

f(x) =limg,(z), para cada =€ X.

(c) Note que cada ¢,, assume uma quantidade finita de valores reais, pois da prépria

definicao, para cada x € X, temos

1 2 2n —1
gpn(x)e{o i ,n}.

’2_71’2_77,""’ on

2.2 Medidas

Na segao anterior, descrevemos os fundamentos de espago mensurdvel (X, X), for-
mado por um conjunto X e por uma o-dlgebra X de subconjuntos de X. Agora,
vamos considerar certas funcoes, que serao definidas em X e possuem valores reais
ou valores reais estendidos. Estas fungoes denominamos de “medidas” sugerem a

ideia que temos de comprimento, area, massa, e assim por diante.

Definicao 2.6. Uma medida é uma funcao de valor real estendida pu, definida na
o-adlgebra X de subconjuntos de X, p: X > Ru {+o0}, satisfazendo as seguintes

condicoes

i) u(2)=0;
ii) W(E)>20,VE e X;



60

iii) u é contavel aditiva; isto é, se (£,) é uma sequéncia em X e E, n E,, = @, com

n #m, entao

(VAR WIES! (2.14)

Ao permitir que p assuma o valor +oo observe que no lado direito da equacgao ([2.14]),

p(E,) = +oo, para algum n ou que a série de termos nao-negativos é divergente.

Observagao 2.4. Se uma medida nao assume valor +oo entao a denominamos de
medida finita. Mas geralmente, se existe uma sequéncia (£,) em X onde X = U E,,

e tal que pu(E,) < +oo0, Yn € N| chamamos p de o-finita.

Exemplo 2.3. Alguns exemplos de medida:

a) Seja X um conjunto qualquer nao-vazio e X = P(X). Definimos p; e ps em X

por
:U’I(E) :Ov VEEX;

0, se EF=g
+o0, se E+@.

pa(E) = {
Solugao: Primeiramente, mostremos que p; € uma medida. De fato,

i) Como @ € X entao pela defini¢ao u1(2) = 0;
ii) Vemos que p;(FE) = 0 satisfazendo a condigao u1(E) >0, VE € X;

iii) Considere (F,) uma sequéncia de X, de forma que, E, n E,, = @, com n # m.

Temos

+00 t+oo
UEnEX3N1(UEn):0
n=1 n=1

Por outro lado, temos que

+ 00 m
pi(En) =0, VneN= > yy(E,) = im > (E,) =0.
n=1

n=1
Portanto,

H1 (Do En) =0= iﬂl(En)'

Agora, mostremos que ps é uma medida. Com efeito,
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i) Da propria definigao, us(@) = 0;
ii) Note que

0 >0
+oo >0,seF + @;

{ 112(2)
p2(E)

Logo, ua(E) >0, VE € X.

iii) Considerando que (FE,) é uma sequéncia de X, de forma que, E,n E,, = @, com

+00
n #m, temos que | J E, € X. Como X =P(X) entao

n=1

e Se I/, =@, YneN,

+0o0 m

2 (U En) =0= 111}1 > 2 (Ey).
n=1 meree 1

Logo,

H2 (@;En) =0= Jriluz(En)-

e Se existe ng € N tal que E,, #+ g, entao

+00 + 00
E,clJE,= MQ(U En) = +00.
n=1

n=1

Por outro lado,

+o00 no—1 +00
Youa(Ey) =Y pa(En) +pa(Eng) + Y. p2(En) =0+ 00 +0 = +o0.
n=1 n=1 n=ng+1

Logo,
+00 +00
7 (U En) =400 = > po(Ey).
n=1 n=1

Observagao 2.5. Note que, p; é uma medida finita, pois assume apenas o valor igual

a 0. Porém, uy nao é finita, pois ps(E) = +oo, para E # @ e também nao é o-finita,
+00
pois nao existe uma sequéncia (E,) em X onde X = [ J E, e tal que p(E,) < +oo,

n=1
Vn e N.

b) Sejam (X,X), como no Ezxemplo item (a) e, p um elemento fixo de X.

Definimos u, em X,

se p £ F
se p € K.

u(E) = { N

)
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Mostremos que p é uma medida, a qual é denominada de unidade de medida

concentrada em p.
Solucao:

i) Como @ nao possui elemento algum, ou seja, pg@, entdo (@) = 0;
ii) Da definigdo p assume apenas valores 0 e 1 o que implica que u(FE) > 0;

iii) Seja (F,) uma sequéncia disjunta de X. Considere pg¢F,, Vn € N. Entao,
+00
p€lJ E, e ainda u(E,) =0, o que implica em

n=1
+00 +o00 m
“(QE")=0= D u(E) = Jim 3 u(E,).
n= n=1 n=1

Se existe ng € N em que p € E,, entdao u(FE,,) = 1 e ainda temos que pu(E,) =0,
Vn # ng. Dai

M(GE)lz: BB+ u(Fu)+ S (B,

n=ng+1

Por fim, note que i é uma medida finita, pois assume apenas os valores 0 e 1.

c) Seja X =ReX=B8,a Algebra de Borel. Definimos A de (a,b) € B tal que

A(a,b))=b-a

em que A coincide com o comprimento do intervalo aberto, (a,b). A é uma
medida chamada de Medida de Lebesgue (ou Borel). Definiremos o com-
primento da uniao de um nimero finito de intervalos disjuntos como sendo a

soma de comprimentos de cada um desses intervalos.

Solugao

i) Uma vez que podemos considerar @ = (a,a), entao \(@) =a - a = 0;

ii) Considere um intervalo aberto E = (a,b) € X, com a,b € R, e b > a. Temos
A((a,b)) =b—a>0. Entao, A\(F) 20, VE € B,

iii) Seja (F,) uma sequéncia disjunta de elementos de B, analisemos os seguintes

Casos:

e Se E, =(a,a), Vn e N entao

/\(Lj En) ~0- zA(En).

n=1
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e Se dng e N tal que E,, = (a,b), com a < b, temos

o Para o caso, E,, = (ao,by), com ag < by. Tome o conjunto {E,, € B;E,, =

(aj,bj), a; < bj , COl'Ilj = 0, 1, 2, } Ora,

Va;,bjeR e a; <b,.

()20 )

n*n;

p
lim )\(U Enj) +0
p—)+00 J:O
lim [by—ag+bi—a;+-+b,—a,]+0
p—>+o0

P

i, 2,y = a5) +0

S M(E)+ ¥ ME)

n*n;
+00
Zl A(En)

o Para o caso, Ey,, = (ag,+%0), Vag € R, consideremos o conjunto {E,,, € X; E,,, =

(ag,+00), Vai € R, comk =0,1,2,...}. Com isso,

\(Ur)

)\(UEmk)+)\( U En)
k nEMy,

q
qligrioA(leszgEmk)+O

lim [+o0—qag+00—aj+--+00—a,]|+0

q—>+o0

+00+0=+00
q

lim Y (+o0—ay) +0

q—>+oo k=0

gmmeMm>

~=0 n+Fmyg,
Z:l A(ER).

O mesmo ocorre para os conjuntos { E,, € X; E,, = (-00,b;), Vb, € R, comk =
0,1,2,...} e {E, € X; B, = (—ag, a), ai = +oo, comk =0,1,2,...}.

o E por tltimo, suponha que existem ng,mg € N tais que E,, = (ag,bo), ag < by

e By, = (a9, +00). Neste caso, E,, € {E,, € B;E,, = (a;j,b;), a; < bj, comj =
0,1,2,..} #@ e Epy € {Ep, € B; E,, = (a,+), comk=0,1,2,...} # . Como

consequencia advinda dos itens anteriores, temos que
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>~
Fp—
Cs
=
N —
I

n#n;,m

q
= lim )\(UEnj)+ lim )\(U Emk)+0
3=0 k=0

p—+o0 q—+©

)\(L]JEH) + )\(LkJEm) +)\( U En)

p

q
= lim Y ME,) + lim Y ANEn)+ Y AE)
0 a7+ 4120

—+00 ©
p 7 n#nj,mk

- Z;A(Enj)+]§)\(l?mk)+ > ME)

n#ENG,my
+00
= Z—:l A(En)

Concluimos que

A (Lj En) _ EA(En).

Portanto, A é uma medida, a qual nao ¢ finita, pois define-se que

A(—00,+00) = o0.

Mas A é o-finita, pois se tomamos os intervalos da forma F,, = (n,n+1], n € Z, entao

+00
An,n+l)=1eR=JE,.
n=1

Lema 2.7. Seja v uma medida definida sobre uma o-dlgebra X. Se EJF € X e
EcF, entao i(E) < u(F). Se u(E) < +oo, entdo

p(F\E) = u(F) - p(E).

Demonstracao: Podemos reescrever F'= Fu (F\E). Ja que (F\E)=FnECe X,
de forma que En (F\F) = @, temos que

p(F) = p(E) + p(F\E) = p(F) > p(E),

pois, u(F\E) > 0. Agora, se u(FE) < +oo entao

W(F) = u(E) = u(F\E).

Lema 2.8. Seja p a medida definida sobre uma o-dlgebra X .
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(a) Se (E,) € uma sequéncia crescente em X, ou seja, By ¢ Ey c ... c E, c ...,

entao

+00
u(U En) = lim p(E,); (2.15)
n=1 n—>+oo

(b) Se (F,) € uma sequéncia decrescente em X; ou seja, F1 2 Fy 2> ...0 F, 2 ... ¢,

se u(Fy) < +o00, entao

p (ﬁo Fn) ~ lim u(F,). (2.16)

n=1 n—>+0o
Demonstragao:

(a) Se p(E,) = +oo para algum n, entdo ambos os lados da equagao (2.15)) sao
iguais a +oo. Ora, considere um ng € N tal que p(E,,) = +o0. Como sabemos
(E,) é crescente e p(E,) = +o0, Vn > ng, temos que u(Ey,) < u(E,), Yn > ng.
Dai,

lim p(E,) = +oo. (2.17)

n—+00
Agora, note que
+ 00 no +o00
UE.=UE.u U E.
n=1 n=1 n=ng+1

Como Eyc Eyc...c E,,, entao

UE. = E.

n=1

e, Como

Enc U Ew

n=ng+1

entao, pelo Lema

+oo=u<Eno>su( U E)

n=ng+1

Portanto,

u( U E)oo

n=ng+1
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Novamente, como

+00 +o0
U En = U En>
n=1 n=ng+1

entao,

M(LOJOEn) = +00. (2.18)

n=1

De (2.17) e (2.18)), concluimos que

ILL(U En) = lim u(FE,).

Agora, suponhamos que p(FE,) < +oo, para todo n € N. Considere uma sequéncia

(A,,) pertecente a X, tal que

A1:E1€X
Ay=EyNE =EynECeX
A3=E3NEy=E3nES e X

Ap=E,NE, 1 =E,nEC eX

Note que, a sequéncia (A,) é disjunta e que

En = U Aj.
j=1
E ainda,
+00 +00
UE.=UJA
n=1 n=1

A partir disso, da Defini¢ao e do Lema [2.7] temos



(Gs) - (4

+00 m
= D pu(An) = lim > pu(A,)
n=1 n=1

m

m

= lim 1,LL(En NE,q) = TT}EPOO Z [1(Ey) = p(En-r)]

m—+oo

= lim [p(Er) +p(E2) - p(Er) + ..+ p(En) = (Epno1) ]

m—+0oo

= lim p(E,),

m—+00

concluindo que

n=1

;L(LJE%)==1HH u(Ey).
ol n—+o00

. Seja (E,) uma sequéncia crescente de conjuntos em X tal que

E1:F1\F1=®EX

Ey=Fi\F=FinFSeX

Es=F\F3=FnFleX

E,=F~F,=F,nEFSeX

Aplicando a parte @ e o Lema , obtemos

{U7)

lim p(E,)

n—+0o

i [p(F1) = p(F)]
p(Fr) = lim p(E,).

Por outro lado, pelas Leis De Morgan, temos que

F1 N ﬁan
n=1

Fy

(o)

FalJ(E)e
n=1

+00

U

n=1
+o00

U

n=1

[Fin(F,)C]

+00
(FiNF,) = E,.
n=1

67
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Logo,
+00 +o0
i~ Fo=JE..
n=1 n=1

Dessa forma, da conclusdo acima e do Lema segue que

i (q En) —u (F1 . ﬁan) _u(F) - ,u(ﬁ;Fn) (2.20)

Igualando as equacoes (2.19) e (2.20) e sabendo que p(F;) < +oo, concluimos o
seguinte

p(Fr) = lim p(F,) = p(Fy) - u(ﬁ Fn)

n=1

O que implica que:

a

Definigao 2.7. Um espago de medida é uma tripla (X, X, ) que consiste de um

conjunto X, uma o-algebra de subconjuntos de X, X, e uma medida p definida em X.

Uma questao que deve ser mencionada e é bastante importante para a teoria apre-
sentada ¢ a seguinte: uma determinada propriedade ocorre py-quase em todo ponto se
existe um subconjunto N € X com p(N) = 0, de maneira que a propriedade ocorre no
complemento de N.

Dessa forma, duas funcoes f e g sao ditas iguais y-quase em todo ponto ou que
sdo iguais para p-quase em todos z se f(r) = g(x) quando x¢ N, para algum N € X

com p(N) =0. Denotamos frequentemente como

f=g, p-qtp.

De modo semelhante, diremos que uma sequéncia (f,) de fungbes em X converge
p-quase em todo ponto (ou converge para p-quase todos x) se existe um conjunto
N e X com pu(N) =0 tal que f(x) = li{rn fn(x) para x € N. Escrevemos frequentemente

CcOo1mo

f= lim fo, p=qt.p.
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Definicao 2.8. Se X é uma o-algebra de subconjuntos de um conjunto X, entao uma
fungao A com valor real definida em X é dita carga no caso em que A\(@) =0 e \ é contavel
aditiva no sentido de que se (E,) é uma sequéncia disjunta de conjuntos em X, entao
+o0 +00
(Un) -,
n=1

E notavel que a soma e a diferenca de duas cargas é uma carga. Mas genericamente,

qualquer combinagao linear finita de cargas é uma carga.
2.3 A Integral

Neste se¢ao, inicialmente trataremos de conceitos associados a integragao de funcoes
simples nao-negativas mensuraveis, para entao introduzir a integracao de funcgoes ar-
bitrarias nao-negativas mensuraveis com valor real. Além disso, apresentamos o Teorema
da Convergéencia Mondtona, importante para toda teoria.

A partir daqui, consideremos um espago de medida fixo (X, X, ). Denotaremos por
M(X,X) a familia de todas as funcoes X-mensuraveis de X em R e M*(X,X) a
familia de todas as funcdes ndo-negativas mensurdveis de X em R. E conveniente exigir

que funcgoes simples tenham valores em R e nao em R.

Definigao 2.9. Uma fungao de valor real é simples se tiver apenas um nimero finito de
valores.

Uma funcao simples ¢ mensuravel, pode ser representada por

0= a;Xg,, (2.21)
j=1

onde a; € R e X, ¢ a funcao caracteristica de um conjunto E; € X

Observagao 2.6. No caso em que 0s ay, ag, ..., a, sao distintos e E; sao subconjuntos dis-

n
juntos nao-vazios de X e, ainda, se tivemos X = | J E;, chamamos a expressao ([2.21)) de
j=1
representacao padrao para a fungao ¢, sendo esta tnica. Caso contrario, a fungao sim-

ples © teria muitas representacoes como uma combinagao linear de fungoes caracteristicas.

Defini¢ao 2.10. Se ¢ é uma funcao simples em M*(X,X) com a representacao padrao
(2.21)), definimos a integral de ¢ em relacdo a p como sendo um nimero real extendido

dado por

f pdp = iaju(Ej)- (2.22)

Observagao 2.7. Na expressao ([2.22) adotamos a convengao 0 - (+o0) = 0 para que a
integral da funcao identicamente 0 seja igual a 0, sendo o espaco de medida finita ou
infinita. Nota-se que o valor da integral de uma fungao simples, em M*(X,X) é bem

definida e, por isso, ndo aparecem expressoes como (+00) — (+00).
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Lema 2.9. Propriedades elementares da integral de funcoes simples:

1. Se ¢ e sao fungoes simples em M*(X,X) e c>0, entao

i) fcsodu=0f pdy;
ii) f(90+w)du=f<pdu+fwdu-

2. Se X\ € definido em E € X por

/\(E)zfngEdu,

entao \ € uma medida sobre X.

Demonstragao:
1. Note que,

i) Se ¢ =0, temos

fcsodu=f090du=ZOM(Ej)=0=0f¢du=0f¢du-
j=1

n
Agora, se ¢ > 0, considere a representacao padrao ¢ = Zan g;- Entao, cp €
j=1

M+(X,X) e,

f codp

I} I}
SO
IS IS
<. <.
N— —
QL QL
= =

> caip(Ey) = ey a;u(Ey) = 0f pdj.
j=i j=1

ii) Sejam ¢ e ¢ fungdes simples com as respectivas representagoes padroes

Y= ZanE]- e Y= ZkaFk.
j=1 k=1

Antes de tudo, temos E; N E; = @ e Fi,n I} = @, para todo 4,7 = 1,...,n e
k,l=1,...,m. Note que,
EJﬂFkCEjeElﬁFkCEZ:>(EjﬂFk)ﬂ(ElﬂFk)C(EJQEZ):Q
e

FynEjcF,eFnE;cF= (FynE;)n(FnE;)c(F,nE)=2.



Com isso, para cada j =0,1,...,n, temos

E]:EJHX:EJQUFk:U(E]ﬂFk)

k=1 k=1

Para cada k=0,1,...,m, temos

Fk=FkﬁX=FkﬁUEj:U(EjﬁFk).

J=1 J=1

Entao ¢ + 1 tem a seguinte representagao

o+

ou seja,

Z anEj + Z kaFk
k=1

j=1
(alXEl + -+ anXEn) + (61XF1 + -+ meFm)

a1 Xy(EinFy) t o+ QXY (BanF,) T b1Xu(FmEj) +et bmxu(anEj)
alz Xpinp, + + anZ Xg,nF, + blz XEjnFl +eet bmz XEijm

s =1 po i
aXgnm + o+ 0 Xy ap, + o+ an X, nm ¥+ @ X aE, F

+01 X, nm, + o+ 01X + o+ 0 X AR, o+ 0 X AR,

(a1 + bl)XElmFl + .-+ (an + bm)XEnﬂFm

Z[(CLJ + bl)XEjﬂFl + e+ (CLJ + bm)XEjﬂFm]

—_

2

J=1

<

Mz

(a; +by)Xe,0k,;

Ee
Il

1
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o= 35 (a4 b) X (2.23)

Eo
Il

j=1k=1

Mas, a representacao (2.23) como combinagao linear de fungoes caracteristicas de

conjuntos disjuntos E; N Fj, nao necessariamente ¢ a representacao padrao para

© +1, ja& que alguns valores a; + b, podem ser iguais.

Dessa forma, consideremos ¢y, h =1,2,...,p os numeros distintos do conjunto

{a;+b;5=1,...n e k=1,...,m}.

Seja G, = | J(E; n Fy), onde E;nFy # @ e a; + by, = ¢, Assim, como pela Definigao

(h)

i € contavel aditiva, e obtemos que

1(Gr) = M(U(Ej N Fk:)) =Y u(E;jn Fy).

(h) (h)



Com isso, a representacao padrao de ¢ +1 é dada por

p
e+ =) e,

h=1

Dali,

Gh) = i > cnpt(Ejn F)

h=1(h)

f(so +1)dp

a] + by )u(E; n Fy)

jlk;:l
= Y ) au(E;nFy)+ Y Y bep(E; 0 Fy)
7j=1k=1 =1k=
Uma vez que,
X=E; e X=UFx
7=1 k=1

Para cada 5 =0,1,...,n, temos
Eb = E&'rl)( = E&'ﬂ LJ Fk = LJ(ZQjF1F}).
k=1 k=1

Para cada k=0,1,...,m, temos
n

fﬁj= }Q,rw)( = fi;ﬂ LJ.E% = LJ(Ierlfk).
j=1

Logo,

u(E;) = gu(@ NF) e p(F) =Y u(E;n Fy).

j=1

Portanto, substituindo (2.25) em ([2.24)), obtemos

[erwyin = 33 auEnF)+ 3 S (B0 F)
k=1 ==t

= E:C% }: (l; ﬁ‘Fk) E:lM;EZ/L(E%'ﬁ‘F%)
s R k=1 j=1

= ZCLJM(E) Zbkﬂ(Fk)

[godu+/wdu.

72
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2. Para mostrar que A é uma medida, precisamos mostrar que valem os critérios da

Definigao Entao,

i) A(@) = f DX pdys = f 0dji = 0:

ii) Queremos mostrar que A(E) > 0. Para isso, sabendo que Xg, Xp = Xp,qp, temos

[SOXEdM=f(ZanEj)XEdM

Jj=1

/Z(CL]XE]XE)dM/ ZanEand,u
i1 i1

Y aju(E;nE) > 0.

j=1

AE)

iii) Seja (F}) uma sequéncia disjunta de elementos em X e ¢ = Z apXg, . Entao,
=1

A(U Fj) - fgpxqujdu _ / (Z akXEk)Xqujdu
j=1 k=1
k=1 k=1

f Y X, (Bunr) g = Y agp (U(Ek N F]))
k=1 k=1 J

= > 1M(EkﬂFj):ZZak'“(Ekij)

k=1 j= j=1 k=1

j
+00 +o00

= ngoXFjdu:ZA(Fj).
st Pt

a

Agora introduziremos a integral de uma funcao arbitrdria em M*(X,X). Note que

nao exigimos que o valor da integral da funcao seja finito.

Definigao 2.11. Se f € M*(X,X). Definimos a integral de f em relagao a y como

sendo o numero real extendido dado por

ffdu=SUPfsodu,

onde o supremo se estende sobre todas as fungdes simples p € M*(X,X) satisfazendo
0<p(x) < f(x), Vo e X.
Se fe M*(X,X)e EeX, entao fXr e M*(X,X). Definimos a integral de f sobre

E em relagao a i como sendo o nimero real extendido dado por

L = / FXpd. (2.26)

O proéximo resultado garante a monotonicidade da integral.
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Lema 2.10. Sejam f e g fungoes pertencentes a M* (X, X).

1. Se f <g, entao

ffdMS/QdM (2.27)

2. Se E,FeX, com ECF, entdo

fE Fdu < [F Fdp.

Demonstragao:

1. Considere os conjuntos

A={fgod,u; 0<p< feywéuma fungao simples em M+(X,X)}

B = {f wdp; 0 < < g e péuma funcao simples em M*(X,X)}.

Temos que, 0 <o < fe0<p<ge, por hipotese, f <g. Entao, 0 < ¢ < f <g. Dai,
notamos que A € B e, como consequéncia, sup A < sup B, pelo resultado Lema [1.1]

Assim, pela Definigao |2.11], obtemos

f Fdy < f gdpt.

2. Como E ¢ F, entao Xg < Xp. Sabendo que f e M*(X,X) por hipitese, temos que
fXE < fXp. Segue do item anterior que

f FXpdp < f FXpdp.

Portanto, concluimos que

fE Fdu < [F Fdp.

a

Agora sera apresentado um importante teorema por obra de B. Levi. Este resultado

fornece a chave fundamental de convergéncia para a integral de Lebesgue.

Teorema 2.1 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Se (f,) € uma sequéncia

mondtona crescente de fungoes em M*(X,X) que converge para f, entdo

ffdu:flimfndu:hmffndu. (2.28)
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Demonstracao: Segue do Corolario que a fungao f é mensuravel, pois (f,) é
mensuravel. Além disso, por hipdtese, temos que
fngfn+1§f7 Vn eN.

Decorre do Lema que

ffndusffn+1dﬂﬁffdu, Vn e N.

Logo,

lim f fudys < lim f Fdu = f fdp. (2.29)

Agora, para a desigualdade contréria, consideremos uma fungao simples ¢ em M*(X, X))
satisfazendo 0 < ¢ < f e seja a um numero real tal que o € (0,1). Para cada n € N

definimos o conjunto

A = {2 e X; ful2) > app(a)}.

Note que A, € X, pois VneN, f, e M* (X, X) e p(x) e M*(X,X), com

A, ={zeX; f(x) - ap(z) > 0}.

Pelo Lema fo—ap(z) e M*(X,X), de modo que A, é mensuravel. Ainda temos
que An < An+17 pOiS fn < fn+1-

Note que, a inclusdo |_J A, ¢ X ¢ evidente pela construgao dos conjuntos A,. Agora,

para mostrar que |_J A, > X, considere um z € X qualquer. Temos pelo Lema que

f(x) =sup f,(z).
Dessa forma, pela Definicao temos que

0<p(x) < f(x), oumelhor, 0 < ap(r) < () < f(x).

Ou seja, ap(x) < f(x). Com isso, temos

ap(z) < f(x) =sup fu(z).
Assim, 3ng € N tal que () < fy(x), 0 que implica que x € A, e, portanto, X c | JA,.

De acordo com o Lema @,

f agoduéf fnduéffnd,u, VneN. (2.30)
Ay, Ay,
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Tome E; € X, com j fixo, tal que

E.nA,)eX=>(FE;,nA,)c(E;nA,1), poisd,cA,.1, VYVneN.
j j j

Entao,

Ej:EjﬂX:Ejﬂ(LjAn): Lj(EjﬂAn)

n=1

Com isso, do Lema , temos

) = 8 40) ) -t 0.4

Pela Definicao e pelo Lema (2), encontramos a seguinte relagao

limfngA,Lduz
= hm/ ZaJXE Xy, dup = hm/ Za]XEnA du =

= hmZaJp(E NnA,)du = Zajhm,u(E NnAy)du =

7=1

= Zam(Ej)du=fs0du-
j=1

lim wdu
n Ap

Ou seja,

lim/:4 cpdu:fgodu.

Retornando a desigualdade ([2 e aplicando o limite a ambos os lados, obtemos

ahm/ gpd,u<hmf fndp
= a/@d,u<hm/fndu

Visto que esta relagao se aplica a todos os a em que « € (0, 1), inferimos por meio do

limite aplicado a o - 1 que
lirri af wdp < liII} (lim[ fndu)
= f wdp < lim/ fndp,

e como ¢ é uma fungao simples arbitraria em M*(X,X') satisfazendo a relacdo 0 < ¢ < f,

concluimos que

[fdpzsupfgoduélim/fnd,u. (2.31)
Portanto, de (2.29)) e (2.31)), obtemos
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/fd,u:hmffnd,u.

a

Observacao 2.8. Observe que nao estamos assumindo que ambos os lados da igualdade

da equacao (|2.28)) seja finito. Pois, ( f fadp ] € uma sequéncia mondtona crescente de

nameros reais extendidos e, por isso, pode assumir valor em R, mas talvez isso nao

aconteca em R.

Corolario 2.1.1. Se fe M*(X,X) e c>0, entdo

1. cfe M*(X,X) com

[ erdu=c [ fau;

2. (f+9) e M* (X, X) com

f(f+g)du=ffdu+fgdu-

Demonstragao:

1. Se ¢ =0 entao cf =0 e, pela Definigao [2.11], sabemos que

f fdu = sup{f wdu; 0< < f e éuma fungdo simples em M+(X,X)}.
Pelo Lema [2.2] ¢f € X . Entao, verificamos que

fcfduz[()fduz/OduzOzO-(sup/gpdu)chfdu.

Se ¢ > 0, temos do Lema que existe uma sequéncia mondtona crescente (@),

n € N, de fungoes simples em M*(X,X) que convergem para f, ou seja,

f(z) =limp,(z).

Entao,

cf(z) = climy,(z) =limcp, (z)

Aplicando o Lema e Teorema da Convergéncia Monétona obtemos
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[cfduzlimfcgpnd,u:clim[ Lpnduchfdu.

2. Sejam () e (¢,,) sequéncias mondtonas crescentes de fungoes simples em M* (X, X')

que convergem para f e g, respectivamente, ou seja

f(x)=limp,(z) e g(x)=limy,(x).

Entao, (¢,+1,) é uma sequéncia mondtona crescente de fungoes simples em M* (X, X')

que converge para (f + ¢g), pelo Lema , ou melhor

f +g= hmgon +hmwn = hm(@n +¢n)

Portanto, segue do Lema e do Teorema da Convergéncia Mond6tona
[2.1] que

[(f+9)dﬂ limf(sﬁnwn)du

lim/gpndu+1im/@/}d,u

= ffdw/gdu

a

Uma consequéncia do Teorema da Convergéncia Mondtona, enunciada no préximo
resultado, é bastante importante porque nos permite lidar com sequéncias de funcoes nao

mondtonas.

Lema 2.11 (Lema de Fatou). Se (f,) c M*(X,X), entao

[ (lim inf £, )dy < lim inf f Fud. (2.32)

Demonstragao: Para cada m € N, seja g, = inf{f,., fi+1,..-} de modo que g,, < fy,
Vm <n. Note que, g,, € M*(X,X), pois (f,) c M*(X,X). Dai, pelo Lema [2.10] temos

fgmdu < / fndpt, Ym < n.

Assim, pela Definicao de Infimo , temos

[gmdus i:gf[fndu.

Logo,

Supfgmdu§sup(ir£fffndu):lim<infffmdu.
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Sabendo que (g,,) é uma sequéncia crescente de fungdes em M*(X,X), temos que

limfgmduslim<infffmdu. (2.33)

Mas, note que (g,,) converge para liminf f,, pois

lim g,,, = sup(gm) = sup(igf fn) = liminf f,.

Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Mondétona [2.1] temos que

limfgmdu = [ (liminf f,)dp. (2.34)
Portanto, fazendo a substituicao da equagao (2.34)) na desigualdade (2.33)), obtemos

f(liminffn)d,uSlim<infffndu.

Corolério 2.1.2. Se fe M*(X,X) e A é definida em X por

NE) = [ fxpdp= | fap. (2.35)

entao \ € uma medida.

Demonstragao: Para que A(F) seja uma medida, precisa satisfazer as condigoes da
Definigao [2.6] Assim,

i) Se F = @ entao Xg(z) =0, Vo e X. Logo,

/\(E):A(Q)=ff-0d,u=f0duzo.

ii) Como fe M*(X,X), entdo f(x)Xge M*(X,X), de modo que

ME) = ffXEduzo.

iii) Seja (FE,) uma sequéncia disjunta de conjuntos em X e, seja

E=JE,.

n=1

Considere f,,, Yn € N, definida por

h=§ﬂ&y
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Decorre do Corolario [2.1.1| que

[ fudu

k=1 k=1
dp=> MEg).
;[Ekf H 1;1 (Ek)

Note que,

n+1 n

Jos1= Y [ X, = [Xe + Y. fXE, = [XE, + [a-
k=1 i

=1
= fn+1 = fXE'nH +fn 2 fn

Visto que, (f,) é uma sequéncia monétona crescente em M* (X, X) que converge

para fXg, entao

=
e
|

n—+0o n—+oo \ i
11I+Il f(XE1+XE2+"‘+XEn)
= f lim (XEl +XE2 +---+XEn)

f lim XUZ:lEk

n—>+00

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona [2.7], temos que

A E)

fEfdu=ffXEdu

= / lir+n fudp = lir+n [fndu
n +o00
k=1 k=1

n—+oo

Portanto,

A(U E) =S,
n=1 k=1
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Corolario 2.1.3. Supondo que f e M*(X,X), entio f(x) =0 p-quase em todo ponto de

X se, e somente se,

f fdp=0. (2.36)
Demonstragao: (=) Seja f(z) = 0 p-q.t.p em X. Se F = {z ¢ X; f(z) > 0}, entao

u(E) = 0. Considere uma sequéncia de fungoes mensurdveis f, = nXg, Vn € N. Temos

que,

f <liminf f,, = sup { inf(fn)} .
n—>+oo m>1 (msn
Note que,
[ fudp = [ nXpdy = n/ Xedp=nu(E) =0.
Como f,(fn) € M*(X,X), entao segue do Lema e do Lema de Fatou que
0< [ Fdu < f (timinf £,) dp < limgnff Fudji= 0.
Portanto, [ fdp=0.

(<) Suponha que [ fdu =0 e considere o conjunto

En={xeX;f(x)>%}.

Perceba que,

1 1
n<n+l=—> .
n n+1

1
Logo, E,, c By, € f > —Xg,. Dai, temos que
n

1 1 1
0= [ fau> [ ~x5, =~ [ Xudp=—p(En) >0
n n n
= u(E,)=0,VneN.

Assim, sendo

{zeX; f(2)>0} = U Bn,

pelo Lema temos

Portanto, f(z) =0 p-q.t.p em X.
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Corolario 2.1.4. Suponha que fe M*(X,X) e defina X\ em X por

A(E)=fEfd/Fff?(Edu-

Entao, A é uma medida absolutamente continua com relagao a j no sentido de que se
EeX epu(E) =0, entao \(F) = 0.

Demonstragao: Seja E € X com u(FE) =0. Entao, fXr =0 p-q.t.p. Dessa forma, pelo
Corolario obtemos

ME) = f FXpdp = 0.
O

A seguir, sera mostrado que o Teorema da Convergéncia Mondtona pode manter con-

vergéncia em quase todo ponto em X.

Corolario 2.1.5. Se (f,)nen € uma sequéncia mondtona crescente de fungoes em M+ (X, X)

convergindo pi-quase em todo ponto de X para fe M*(X,X), entao

[fdu:hm/fnd,u.

Demonstragao: Seja N € X com u(N) = 0 e (fn)nen convergindo para f em todo
ponto de M = NC. Com isso, (f,Xy) converge para fX);, Vo € X. Sabendo disso e da
hipétese de que (f,,) é uma sequéncia crescente mondtona em M* (X, X), pelo Teorema

da Convergéncia Mondtona temos que

f FXrdp = f lim f,, X = lim f Fodasdps.
Como p(N) =0 entdo pelo Coroldrio [2.1.3] obtemos

f FXndp=0= f Fodndpe. (2.37)

Sabendo que Xy;on = Xy + X, note que

f=f&=fXuun = fXu+ fAN

fn = anX = anMUN = anM + anN

Segue do Corolario e de (2.37)), que
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[ tan = [+ faw)dn
- ffXMdu+ffXNdu:[fXMdu
_ lim/anMdu

_ lim( f FoXdp + f anNdu)

= tim [ fuXaovdp=lim [ fudp

Corolario 2.1.6. Seja (gn)ney uma sequéncia em M*(X,X). Entdo

f(zgn)dwg(fgndu)-

Demonstragao: Para cada n € N, seja f, = g1 + g2 + -+ g,. Como a sequéncia (g,)
M+ (X, X), entao

fn = nga
k=1

de modo que

n+1 n

fn+1 = Z 9k = Gn+1 T ngz =0n+1 t fn
k=1 k=1

= fn+1 = On+1 +fn 2 fn

Ou seja, (f,) é uma sequéncia mondtona crescente em M*(X,X'). Assim, pelo Corolario

[2.1.7] e pelo Teorema da Convergéncia Mondétona [2.1] obtemos

Z( f gkdu) Tim > f grdp
k=1 k=1
lim fngdu
k=1

n—+oo

[ (B
(&)
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2.4 Funcoes Integraveis

Na Definigao apresentamos uma maneira de integrar cada funcao em M+ (X, X),
com relagao a medida pu. Isto permite que a integral assuma o “valor”+oco. Nesta secao,
serda exposto a integracao de fungoes mensuraveis que podem assumir valores reais tanto
positivo como negativo. Por conveniéncia é exigido que os valores das fungoes e a integral

assumam valores reais finitos.

Definigao 2.12. A familia L = L(X, X, i) consiste em todas as fungoes X-mensuravel de
X em R, de tal forma que, tanto a parte positiva f* como a negativa f~ tenham integrais
finitas em relacao a p. Neste caso, definimos a integral de f em relacao a ju, como

sendo

[ tan= [ rrau- [ rap. (2.38)

Se F e X, definimos

[ sdu= | rrdu- [ rdn.

Como visto anteriormente, a integral de f ¢é definida como a diferenga das integrais finitas
de f* e de f~, mas se f = f; — fo, onde f; e fy sao funcoes quaisquer nao-negativas

mensuraveis com integrais finitas, entao

[ tan= [ pdu- [ pdp.

Ora, como f*— f~=f = f; - fo, entao f*+ fo = f1 + f~. E aplicando o Corolario [2.1.1],

temos

[f+dﬂ+[f2dﬂ=[f1du+/f’du.

Visto que, todos os termos acima sao finitos, obtemos

[fdu=ff*du—ff‘du=ff1du—ffzdu-

Lema 2.12. Se feL e, \ € definida de X em R por

ME) = [E fdp, (2.39)

entdo, A € uma carga.

Demonstracao: Como f € L, entdo, pela Definigao [2.12] temos

[ sdu= | rrdu- [ fdu.
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Pela Observagao sabemos que f* e f~ sao funcgdes nao-negativas mensuraveis.
Agora, utilizando o Corolario definimos as fungoes A* e A~ por

N(E) = [ frdu e 3 (B) = [ fap,
as quais sdo medidas finitas sobre X, pois as integrais de f* e f~ sao finitas. De ({2.6),

temos A = At — A, Com isso, mostraremos que A é uma carga. Para tal, basta verificar
que A satisfaz as propriedades da Definigao [2.8}

1. Se E = @, entao

AN2) A(2) -2 (v)

f@ﬁdu—fgf—du:o.

Pois, A* e A~ sao medidas e segue da primeira parte da demonstracao do Corolario
2.1.2

2. Sendo (E,) uma sequéncia disjunta de conjuntos em X, temos que

)\(g En) e (QEH) e (g En) (2.40)

Sabendo que A* e A\~ sao medidas, segue que

A+(D°En)—A-(D°En) = SN - S A (B

= D (N (En) - A (E))

n=1

= Y ME,). (2.41)
n=1
Logo, de (2.40) e (2.41]), temos

A (Lj En) CSAE).

n=1

a

A funcao A definida no Lema [2.12|é comumente chamada por integral indefinida de

f (em relacdo a p). Visto que A é uma carga, sendo (F,) uma sequéncia disjunta de

+00
elementos em X tal que E = | J E,,, entao

n=1
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fEfd“:;Zi/Enfd“'

Referimo-nos a esta relacao dizendo que a integral indefinida de uma funcao em L é
contavel aditiva.

O resultado seguinte é por vezes referido como a propriedade da integrabilidade ab-
soluta da integral de Lebesgue. Lembre-se que o valor absoluto de uma fungao (prépria)
integravel de Riemann é Riemann integravel, item [5| do Teorema [1.4] mas pode ser

que isso nao ocorra para uma func¢ao com integral impropria Riemann, veja por exemplo
Medeiros | (2004)).

Teorema 2.2. f € L se, e somente se, |f| € L. Neste caso,

[ san < [ 171 (2.42)

Demonstragao: (=) Suponha que f € L. Entdo, pelo Lema f* e f~ também
pertecem a L e, pela Definicao temos

ff+dp<+oo e /f_du<+oo,

de modo que, pelo Lema [2.2] |f| € M*, e ainda, de (2.6]) temos que |f| = f*+ f~, de onde
podemos concluir que |f|* = f*+ f~ e |f|” =0. Com isso, segue do Corolario que

[ W= [ (v yap= [ prape [ dp<ore
/|f|_d,u=/0du=0<+oo.

(<) Agora, supondo que |f| € L, entao

Logo, |f] € L.

flfl*du<+°° e f\fl*du<+oo. (2.43)

Como,

[srran= [ graus [

entao pela equagao ([2.43)), concluimos que

ff*du<+oo e ff‘du<+oo.
Assim, f € L.
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Ainda pela Definigao e (2.6)), temos

[ gan| = | [ =5
< |[ ranl+| [ 1o
- [ rrap [ rap

= [ = [\l

+

ou seja,

/s

< f |fldp-

Coroldrio 2.2.1. Se f ¢é mensurdvel, g € integrdvel, e |f| <|g|, entdo f € integrdvel, e

[ i< [ lglan.

Demonstracao: Sabemos pelo Lemaque |fl, f* e f~ sao func¢oes mensurdveis. Com
isso, por (2.6) |f| = f*+ f~ e ainda, sendo f~ >0, entao f* <|f| e f~ <|f|. Por hipdtese,

como |f| < g, entao

fr<Ifl<lgl = f <yl

f<IfI<lgl= f <lgl.

Pelo Lema |2.10| e, sabendo que f lg|ldp < +00, temos

ff*dqu|g|du<+oo e ff‘duS[lgldu<+<>0-

Portanto, f € L. Se |f| < |g| pelo Lema [2.10] inferimos que

[ i< [ lglan.

Teorema 2.3. Se f,ge L entao af € L, f+ge L e valem

1. fafduza/fdu;
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2. f(f+g)du=ffdu+fgdu-

Demonstragao:

1. Se a =0 entao

[ozfd,uzOzoszd,u.

Se a >0, entao (af)* =af* e (af)” =af. Pelo Corolario temos que

[etdn = [(apyan- [ (afydp
[afwu—faf—du
a/f*du—a/f‘du
{fra-fro

a/ fdu.

Se a < 0, entdo (af)* = (la|f)” = |alf~ e (af)” = (la|f)* = |a|f*. Decorre do
Coroléario que

[etdn = [(apyan- [ (afydp
flalf‘du—f|a|f+du
= Jol [ frdu-lol [ frdu
([ s [ )

a/ fdu.

Logo, para todos os casos verificamos que

fafduza[fdu.

2. Se f,g € L, entao |f|,|g| € L, pelo Teorema Visto que |f + g| < |f| + |g], pela
desigualdade triangular, temos que f,g € M e, pelo Corolario f+geM.
Entao, pelo Corolario f + g€ L. Para estabelecer a relacao desejada, note

que
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frg=("= )+ -g)=(f+9)" - (f+9)"
Pelo Lema temos f*, f~,g*, g~ € M*. Segue da Definicao que

f(f+g)du=f[(f*+g+)—(f‘+g‘)]du

Com isso, decorre do Corolario que

[Gegan = [T +g) - +97)du
ff*dwfg*du—ff‘du—fg‘du
(ff*du—ff‘du)+(fg+du—fg‘du)

[fd,u+fgdy.

a

Agora serd apresentado um importante resultado, o Teorema da Convergéncia para fungoes

integraveis.

Teorema 2.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,,) uma
sequéncia de funcoes integrdveis que convergem em quase todo ponto para uma funcdao
mensurdvel de valor real f. Se existe uma fungao integrdvel g tal que |f,| < g, Vn e N,

entdo f € integrdvel e

f fdy = Tim / Fadp. (2.44)

Demonstracao: Por hipdtese, temos que

f(x)=lim f,(x), p—q.t.pem X.
Dessa forma, existe um conjunto E € X tal que pu(E)=0e

f(z) =lim f,(x), Vz € EC.

Com isso, podemos definir as funcoes f,, e f, como

fa(x), se xeEC
0, se rek

f(z), se xekEC

fo(@) :{ 0, se xek

-]

Assim, temos f(z) =lim f,(z), z € X. e ainda, |f,|< g, VneN.
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Note que, f € M, pelo Corolério Aplicando o limite na desigualdade acima,
temos |7| < g e pelo fato de g ser uma funcao integravel, concluimos pelo Corolario m
que f e L.

Sabemos que |f,| < g, ¥n € N, ou melhor

~g< fu<g, VneN.

Considerando a primeira desigualdade, temos que f,+¢g > 0 e, pelo Lema de Fatou m,

inferimos que

f liminf(f, + g)du < lim inf /(ﬁ +g)dp.
Logo, pelo Teorema [2.3] obtemos

A

[1iminfﬁdu+[liminfgdlu < liminf/ﬁd,u+liminf/gdu

:>f7du+/gd,u liminffﬁd,u+/gd,u

:>[7d,u liminffﬁd,u. (2.45)

De forma semelhante, consideremos a outra desigualdade, g — f, > 0 e, pelo Lema de

Fatou [2.11] temos

IN

IN

fliminf(g—ﬁ)duSliminf[(g—ﬁ)du.

Utilizando o Teorema obtemos

IN

[liminfgd,u+fliminf(—ﬁ)d,u
= f gdp — f fdp
= - [ fdu

Como inf(-9) = —sup S, com S c R, pelo Coroldrio [3] entao

liminf[gdp+liminf[(—ﬁ)du
/gd,u+liminff(—ﬁ)du
liminf[(—ﬁ)d,u.

IN

IN

—/Td,us—limsupfﬁdus[7duzlimsupfﬁdu. (2.46)
Combinando as desigualdades (2.45)) e (2.46)), temos

ffduSliminf[ﬁduslimsupfﬁd,uﬁf?dﬂ-

Segue que
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liminf[ﬁdu:limsup[ﬁd,u:f?du.

Portanto,

f?d,uzlim[ﬁd,u.

Note que

f=fXx=fXpope = f(Xp + Xpge) = fXp + fXpc.
Uma vez que

fXEsz,

entao, pelo Corolario [2.1.4],

[ san= [ sxedus [ Fan- [ Fdn

Seguindo o mesmo raciocinio, tem-se que

[ fudii= [ Tudp.

Portanto,

f Fdp = lim f Fodps,
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3 COMPARACAO ENTRE AS INTEGRAIS

Neste capitulo, na primeira parte, mostramos como a integral de Riemann é um caso
particular da Integral de Lebesgue. No que segue é apresentado um exemplo que nos

permite perceber a diferenca entre as integrais de Riemann e de Lebesgue.
3.1 A Teoria de Lesbegue Generaliza a de Riemann

Seja f : [a,b] - R uma funcao limitada e nao negativa. Considere do Ezemplo
item (e), a Algebra de Borel gerada pelo conjunto de subintervalos abertos de [a,b]; isto
é, dada uma particao P = {to,t1,,t,}, de [a, b], consideremos que B é gerada pela familia
{E; = [ti1,t;);1 =1, n=1} U [t,1,t;]. E, pelo Ezemplo item (c), temos definida
a Medida de Lebesgue sendo o comprimento de [t;_1,t;) como u(E;) = t; — t;_1, para
i=1,2,-n-1e pu(E, =b-t;_1. Sabemos do Ezemplo item (c) que f é Borel

mensuravel. Com isso, pela Definigao [2.11] a integral de Lebesgue é definida por

ffdu=sup[90du~

E ainda, temos que f é integravel a Riemann pelo Teorema . Pela Definicao
a integral de Riemann é dada por

[ sin= [ s =suplsri )

Sejam os conjuntos,

R={s(f;P); P eP}

Q= {[ wdu; @ 6 uma funcao simples e 0 < ¢(x) < f(x)}

Vamos mostrar que R = (). Para isso, primeiro mostraremos que R ¢ (). Ora, tome
s(f; P) € R, entao

s(f; P) = Zmi(ti —ti1),
i=1
mas, t; — t;1 = u(E£;), para i=1,2,--- n. Assim,
s(fiP) =) miyu(E;).
i=1

n
Note que P é uma parti¢ao qualquer e que | J E; = [a,b]. Dessa forma, podemos definir
=1



93

a funcao simples

¥ = Z mZXEz

i=1
pois P possui um nimero finito de subintervalos de [a,b] e temos m; distintos, pelo fato,
que existe apenas um m; = inf f | E; para cada i = 1,2,---;n. Como f é nao negativa e
pela Definigao [1.4] temos 0 < p(z) < f(z), para todo z € [a,b]. Logo, R ¢ @ como
consequéncia sup R < sup Q.

Agora, tome / wdp € (. Entao,

_[ pdp = iaiu(Ei)v

i=1

n

onde ¢ = ) a;Xg, tal que 0 < p(z) < f(z), para todo z € [a,b]. Note que, a fun¢ao simples
i=1

atinge um valor maximo no intervalo F; € B de modo que deve coincidir com o infimo m;

de f em cada conjunto. Assim, se m; = inf f | E;, entao

m; < f(z), Ve e E;, ei=1,2,- n.

Ora, suponha que exista € > 0 tal que a; = m; + € seja o valor em cada intervalo E; de
uma funcao simples ¢. Mas, a; nao ¢ o infimo da funcao no intervalo F;. Entao, existe
algum x € E; tal que

m; < f(x) <m; +e.

Assim, nao valeria a seguinte condigdo 0 < ¢ < f(z), Vz € [a,b]. Dessa forma, a fungao
@ assume o infimo m; da fungdao f em cada intervalo F; € B, com ¢ = 1,2,---.n. Logo,

sup @ < sup R o que implica em ) € R. Portanto,

[ san= [ pyin

Observagao 3.1. Na abordagem acima, fizemos a comparacao para uma fungao f limitada
nao negativa, porém o raciocinio ¢ aplicado para uma funcao limitada qualquer, basta
tomar a parte positiva e negativa de f, segundo a expressao [2.6, onde temos f = f* -
f~, pois f* e f~ sao funcoes nao negativas, de forma que, para a Integral de Riemann

aplicamos o Teorema [1.4] e para Integral de Lebesgue o Teorema (2.3
3.2 Exemplo de Funcgao Integravel a Lebesgue e nao a Riemann

Exemplo 3.1. Seja f:[0,1] — R definida por

] 1, se xeQn]0,1]
f(x)—{()? se re€QCn[0,1]
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Solucao: Primeiramente, mostremos que f nao tem integral, segundo a Riemann. De
fato, considere uma particao P = {to,t1,...,t,} de [0, 1], satisfazendo a condigao 0 = t; <
t; <+ <t, =1. Cada intervalo da forma [t;_q,¢;], com i = {1,2,... ,n}, é composto por

nimeros racionais e irracionais, no intervalo [0,1]. Assim,

m; =inf{f(x);x € [t;is1, 6]} =0

M; =sup{f(z);x € [t;i-1,t;]} = 1.

Isto implica em,

S(f,P) = Zn;ml(tz —ti_1) = i;() (lfZ —tz‘_l) =0

S(f;P)ZZMi(ti—ti_l)221'(ti—ti_1)=b—a:1—021.
i=1 i=1

Como P é arbitraria, segue que

£f(x)dw =0=%1 =ff(x)d:p

Portanto, f nao ¢é integravel a Riemann.

Agora, resolveremos a integral segundo a Lebesgue. Considere os conjuntos A = Qn{0,1]

e B=(R-Q)n[0,1]. Pelo Lema e Corolario [2.1.1] obtemos

/[ fau

fAudewffXAugdu
= ff(XAJfXB)dM

[ £ Xadu+ [ 1 Xpd

/1-XAd,u+[O-XBd,u
[du.
A

Como pode ser visto em Elon Lima (1989), p. 40, A é enumeravel e, conforme |Coelho
(2012)), p. 30, u(A) =0. Assim,

/Adu:u(A) =0.

Portanto,/fd,u:O.
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CONSIDERACOES FINAIS

No primeiro capitulo, fizemos a construcao da Integral de Riemann comecando por
definir as somas inferiores e somas superiores de uma funcao limitada f : [a,b] - R
relativas a uma particao qualquer P de [a,b]. Diante disso, definimos a Integral Inferior

como sendo

[ F@yd = sups(7: P) = sup (zm(x - :c))
Ja PeP PeP \ ;=1

e a Integral Superior por

— n
fa f(z)de = nf S(f; P) = sup (; M;(z; —$i—1))-

De modo que uma func¢ao limitada é integravel a Riemann em [a,b] quando

bef(x)dx = ff(:c)d:c

Ja no segundo capitulo, desenvolvemos a teoria de Lebesgue, iniciando os estudos pelas
funcoes mensuraveis e a teoria de medida, ao qual destaco a medida de Borel- Lebesgue
definida por A((a, b)) = b—a, em que A coincide com o comprimento do intervalo (a,b). Em
seguida, definimos a integral de uma fungao mensuravel simples nao negativa ¢ : X - R

CcOo1mo

f pdp = iajM(Ej)-

Em seguida, pela Definicao considerando que f : X - R é uma funcao nao

negativa e mensuravel, temos

ffdu=SUPfsodm

onde o supremo se estende sobre todas as fungoes simples ¢ mensuraveis nao negativas
satisfazendo 0 < p(x) < f(x), Ve e X.

Apo6s, temos a condigao para que uma fungao mensuravel f seja integravel a Lebesgue,
pela Definigao as integrais da parte positiva f* e da parte negativa f~ de f sao

finitas e definimos a integral de f em relagao a medida p, como sendo

[ tan= [ rrau- [ rap.

E por dltimo, apresentamos e demonstramos o Teorema da Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue onde as fungoes integraveis f, convergem em quase todo ponto
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para uma func¢ao mensuravel f : [a,b] = R, sendo f,, dominada por uma fungao integravel

g, Vn e N. Ao qual possibilita “jogar o limite para fora”da integral, ou seja,

f fdu= lim f Fdy.

Assim, fazendo a comparacao das duas integrais, quando utilizamos a medida de Borel,
como mencionado, a medida coincide com o comprimento do intervalo [a,b], e ao torma-
mos o supremo das fungoes mensuraveis ¢, temos justamente a construgao da Integral de
Riemann, como verificamos na Sec¢ao .

Mas, a Integral de Riemann tem suas limitacoes, como vimos no Teorema da Con-
vergéncia Dominada de Lebesgue, podemos “tirar o limite para fora”, pois as funcoes
integraveis f, convergem quase sempre para a fungao mensuravel f e f, é dominada por
uma funcao integrével g. Para que isso ocorra para a Integral de Riemann, as funcgoes f,
precisam convergir uniformemente para a fungao limitada f : [a,b] = R.

Portanto, notamos que a teoria de Riemann nao ¢ tao consistente como a teoria de
integracao de Lebesgue, assim como mostramos a falha acima, através de um exemplo,
pontuamos como a limitacao da Integral de Riemann impede o resultado para algumas
funcoes limitadas f. Contudo, mostramos que a teoria de Lebesgue é mais ampla com
relacao a teoria de Riemann e verificamos que a primiera nada mais é que uma genera-
lizagao da segunda. Vale salientar que para os cursos de graduacao das Universidades, a
Integral de Riemann torna-se uma teoria mais acessivel por ser a forma mais natural de

introduzir os conceitos de drea advindas do calculo integral.
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