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"A sabedoria é um paradoxo. O homem que
mais sabe € aquele que mais reconhece a vasti-
ddo da sua ignorancia."

(Friedrich Nietzsche)



RESUMO

Seja G um grupo. Definimos a ordem de G como sendo o niimero de elementos que ele possui
e representamos por |G|. Quando essa ordem € finita, segue do Teorema de Lagrange que se H
¢ um subgrupo de G, entdo |H| divide |G|. Por outro lado, os Teoremas de Sylow nos propde
um caminho inverso. Consideramos um grupo GG de ordem finita. A partir da sua ordem pode-
mos determinar e classificar os seus subgrupos. Sabendo da grande importancia dos Teoremas
de Sylow dentro da teoria de grupos, o presente trabalho tem como objetivo apresentd-los e
demonstra-los. Para alcancarmos o nosso objetivo, destacamos alguns conceitos e resultos ba-
sicos da teoria de grupos e em seguida, introduzimos a teoria de representacdo de um grupo de
permutacdes. Por fim, enuciamos e demonstramos os teoremas base do nosso trabalho. Além

disso, concluimos com alguns exemplos e aplicacdes desses resultados.

Palavras-Chave: Grupos. Teorema de Lagrange. Teoremas de Sylow.



ABSTRACT

Let GG be a group. We define the order of GG as the number of elements it has and represent it by
|G|. When this order is finite, it follows from Lagrange’s Theorem that if H is a subgroup of G,
then |H| divides |G|. On the other hand, Sylow’s Theorems propose an inverse path . We consi-
der a group G of finite order. From their order we can determine and classify their subgroups.
Knowing the great importance of Sylow’s Theorems within the theory of groups, the present
work aims to present and demonstrate them. To achieve our goal, we highlight some basic con-
cepts and results of group theory and then introduce the theory of representation of a group of
permutations. Finally, we enunciate and prove the base theorems of our work. Furthermore, we

conclude with some examples and applications of these results.

Keywords: Groups. Lagrange’s Theorem. Sylow’s Theorems.
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1 Introducio

Dentro da Matematica Moderna, a Teoria de Grupos é sem duvidas, um de seus pilares.
Sua aplicabilidade passeia por diversas dreas, € ndo somente da Matemadtica. Podemos destacar,
inclusive, aplicacdes em fisica e quimica, como na teoria quantica de campos, nas estruturas
atdmica e molecular, na cristalografia, dentre outros. Além disso, podemos citar sua enorme
contribui¢do na criptografia - na decodificacido de dados computacionais.

Foi o matemadtico francés Evariste Galois (1811-1832), o primeiro a estudar a ideia de
grupo, quando em seus trabalhos em torno das equagdes polinomiais, ele estudou a solubilidade
dessas equacdes por radicais. Segundo Boyer [2], ele mostrou que uma equagdo polinomial
pode se relacionar com um dado grupo finito, em que a solubilidade de uma equacao polinomial
por radical estd sujeita ao fato do grupo a qual € relativo € soldvel ou ndo. Galois tentou
inimeras vezes submeter seus artigos a respeito de suas descobertas sobre os grupos, mas eles
eram sempre recusados. Somente quando Liouville (1809 - 1882) teve acesso ao seu trabalho,
em 1846, alguns anos apds seu falecimento, sua obra foi reconhecida e publicada. Hoje, suas
contribui¢des sdo tidas como uma das mais importantes para a Algebra Abstrata.

No decorrer dos séculos muitos outros matematicos foram se destacando e contribuindo
para a Teoria de Grupos. Podemos citar alguns nomes importantes como o noruégues Niels Hen-
rik Abel (1802 - 1829), Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), Arthur Cayley (1821 - 1895), o
britanico Georg Frobenius (1848 - 1917), Henri Poincaré (1854 - 1912) e outros que foram fun-
damentais para o seu desenvolvimento. Inclusive, o matemdtico Arthur Cayley foi o primeiro
a definir grupos por meio de leis. E dele a famosa frase: "Um grupo é definido por meio de
leis que combinam seus elementos". De acordo com Quaresma, (2009, p.27 apud Aleksandrov,
Kolmogorov e Laurentiev) “a teoria dos grupos nasceu da necessidade de encontrar-se um mé-
todo para se estudar propriedades importantes do mundo real, como por exemplo, a simetria”.
No entanto, o estudo de grupos sé tomou lugar de evidéncia quando surgiram os primeiros
resultados sobre grupos infinitos, classificacdo de grupos finitos e representagdes de grupos.
Aqui, destacamos o matemadtico Peter Ludwig Mejdell Sylow, que desenvolveu os resultados
base para o nosso trabalho.

Dado um grupo finito G e um subgrupo H, segue como coroldrio do Teorema de La-
grange que a ordem de H divide a ordem de G. Mas serd que vale a reciproca do Teorema de
Lagrange? Considere um grupo finito GG de ordem n e seja k um divisor de n. Existem subgru-
pos de GG de ordem k£? A resposta nem sempre € afirmativa, por exemplo se considerarmos o
grupo alternado A, de ordem 12, ele ndo possui subgrupo de ordem 6. Os Teoremas de Sylow
sd0 0s que mais se aproximam de uma reciproca para o Teorema de Lagrange. Além disso, eles
sdo resultados importantissimos no estudo da classificagdo de grupos finitos. Nesse sentido, o
nosso trabalho tem como objetivo apresentar esses brilhantes Teoremas e a partir deles classifi-
car alguns grupos de ordem finita. Ele estd dividido da seguinte forma: No primeiro capitulo,

fazemos um passeio pelas defini¢des e resultados bésicos da estrutura de grupos. No capitulo
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dois dissertamos sobre as representacdes de grupos via permutacdo, em seguida apresentamos
e demonstramos os Teoremas de Sylow e por fim, aplicamos os resultados em alguns grupos de

ordem finita. Nosso trabalho teve como base livros cldssicos da teoria de grupos, a citar [3], [4].
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2 Teoria basica de grupos

Neste capitulo, algumas defini¢cdes, teoremas, exemplos e resultados que servirdo de
base para o nosso principal objetivo, os Teoremas de Sylow, no qual exibiremos no segundo
capitulo. Tal Teoria adveio do trabalho do matematico Evariste Galois (1811-1832) e recebeu
influéncias de diversos matemadticos. Para uma leitura mais aprofundada sobre os assuntos

apresentados neste capitulo, pode-se consultar os livros [3] e [4].

2.1 Relacao de equivaléncia e relacao de congruéncia

Nesta se¢do, definiremos duas importantes relacdes que irdo nos acompanhar ao longo

do nosso trabalho.

Definicao 2.1. (Relacdo de equivaléncia) Seja A um conjunto ndo vazio e YR uma relacgio.
Dizemos que R ¢ A x A € uma relagdo de equivaléncia em A se as propriedades a seguir sdo

satisfeitas para quaisquer a,b,ce A:
(i) aRa
(i) SeaRbentio bR a

(iii)) SeaRbebR centdo a R ¢

As propriedades (i), (ii) e (iii) sao chamadas, respectivamente, de reflexiva, simétrica e
transitiva.

Usaremos a notagdo ~ ao invés de ‘R, para representar uma relacao de equivaléncia.

Exemplo 2.1. A relacdo de paralelismo definida para as retas de um espaco A euclidiano é uma

relac@o de equivaléncia. De fato, dadas as retas =, y, z de A, tem-se:
() |z
(i) zy=yll =
(i) z |y, yllz=2] 2

Definicao 2.2. (Classe de equivaléncia) Seja A um conjunto ndo vazio e ~ uma relagdo de
equivaléncia em A. Considere o elemento x € A. E chamado classe de equivaléncia de x o con-
junto dos elementos de A que estdo relacionados com x. Deste modo, a classe de equivaléncia
de x € A é o subconjunto de A estabelecido porZ = {y € A |y ~ x}.

Observacao 2.1. Visto que ~ € uma relagdo de equivaléncia em A tem-se que x ~ x, assim

x € Aexex. Logo T ndo pode ser um conjunto vazio.

Proposicao 2.1. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A nio vazio. Tem-se:



(1)
(i)
(iii)

12
T=y<x~y;, Vr,yec A
T+y=>rny=g; Vr,yec A

UxeAE:A; VzeA

Demonstracdo. (i) (=): Sejam x,y € A e T =7y. Vamos provar que = ~ y. Se T = 7, entdo

(i)

(iii)

dado x € 7, temos que x € y. Disto, segue que = ~ y.

(<): Sejam x,y € A e x ~y. Vamos provar que T = 7 € para iSso temos que provar que
rTCcyeycw.

Primeiramente vamos provar que 7 c /.

Seja z € . Logo z ~ . Como z ~ vy, a propriedade transitiva nos garante que z ~ y €
portanto z € y. Logo, T c . Agora, se x ~ y temos por simetria que y ~ x € de maneira

andloga a anterior chegamos a inclusdo 3 c © o que implica ¥ = 7v.

Suponhamos z,y € A e T #+ 7. Se existisse algum elemento z € T N7y terfamos z ~ = e
z ~ 1y e, usando a simetria, seguiria z ~ z e y ~ z e pela transitividade teriamos =z ~ y e

pelo item (i) dessa proposi¢do T = 7 0 que contraria a nossa hipétese, assimz Ny = .

Inicialmente temos que © ¢ A, V x € A. Logo, U,ea € A. Agora, se x € A. Como, ~ é
uma relac@o de equivaléncia em A, entdo pela propriedade reflexiva temos que = ~ z, isto
é, r €. Sabendo que, T € U, T, tem-se que « € Uyes T €, comisso, A c Uyes T = A.

]

A relagdo a seguir € de grande relevancia para a Teoria dos Nimeros.

Definicao 2.3. (Relacao de congruéncia médulo n) Uma relacdo de equivaléncia em Z é

definida do seguinte modo: =,y € Z, x ~ y < x —y é um multiplo inteiro de n. Assim, temos

que x —y =nk, k € Z. Essarelacdo € indicada por = mod n e é definida por z =y mod n.

Definicao 2.4. (Conjunto quociente) Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A

ndo vazio. Chama-se de conjunto quociente de A pela relacdo de equivaléncia ~ o conjunto

formado por todas as classes de equivaléncia dos elementos de A, denotado por

A~ ={F|zeAl.

2.2 Grupos e Subgrupos

Na presente secao estudaremos os grupos, que sdo estruturas algébricas dotadas de ape-

nas uma operacdo. Além disso, trataremos de conceitos importantes para o nosso trabalho.

Dentre eles, podemos destacar os subgrupos, grupos ciclicos e a ordem de um grupo e de um

elemento.
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Definicao 2.5. (Grupo) Seja G um conjunto ndo vazio munido por uma operagao

GxGE—G
(a,b) —a-b

Dizemos que (G,-) € um grupo se as condi¢des abaixo sdo satisfeitas para quaisquer

que sejam a, b, c € G

(1) A operacdo € associativa, ou seja,

a-(b-c)=(a-b)-c

(i) Existe um elemento neutro, ou seja,

JeeG talque eca=a-e=a

(iii) Existe elemento inverso para todo elemento de (G, ou seja,

VaeG, 3beG talque a-b=b-a=e

Além disso, o grupo € abeliano (ou comutativo) se:

(iv) A operagdo - € comutativa, ou seja,

a-b=b-a

Importante lembrar que nem todos os grupos sao abelianos. Mais adiante veremos um
exemplo de um grupo multiplicativo ndo abeliano. Além disso, com a finalidade de simplificar
as notagcdes, muitas vezes deixaremos de indicar a operag¢do do grupo, escrevendo GG para de-
notar um grupo (G, -). Também, quando ndo existir ambiguidade, escreveremos ab no lugar de
a-b.

Observacdo 2.2. (i) Seja (G,-) um grupo. O elemento neutro de G é dnico. De fato, se

e, e’ € (G sdo elementos neutros de G, entdo

e=e-¢e pois ¢ éelemento neutro,

=€’ pois e é elemento neutro.

(i) O elemento inverso € tnico. De fato, seja a € GG, e sejam b, b’ € GG dois elementos inversos

de a; temos
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b=b-e=b-(a-b") pois b' éinversode a,
=(b-a)-V'=e-0'=b" pois b éinverso de a.
Denotaremos o tnico elemento inverso de a por a=*.

(iii) Da unicidade do inverso de um elemento a € (G, obtém-se o fato mais geral seguinte: Se
a,b e G, entdo a equacdo X -a = b tem uma tnica solug¢do em G, a saber b-a~!. Por outro

lado, a equagdo a - X = b do mesmo modo tem uma tnica solu¢do em G, a saber a~! - b.

(iv) Em decorréncia da observacio anterior, para mostrar que um elemento f € GG € igual ao

elemento neutro do grupo, basta mostrar que f - @ = a para algum elemento a € G.
v) (a-b)yt=b"1-al

Exemplo 2.2. O conjunto dos numeros inteiros Z munido da operacdo de soma usual € um

grupo abeliano. Em notag@o (Z, +). Com efeito, dados a, b, ¢ € Z, temos que:
(i) (a+b)+c=a+(b+c);
(i) Existe 0 e Z,talque a+0=0+a = a;
(iii) Paratodo a € Z, com a # 0, existe (—a) € Z talque a + (-a) = —a + a = 0;
(iv) a+b=b+a.
Analogamente, (Q,+), (R, +), (C, +) sdo grupos abelianos aditivos.

Exemplo 2.3. O conjunto dos niimeros racionais sem o zero Q — {0} munido da operagdo

multiplica¢do usual é um grupo abeliano. De fato, para quaisquer z,y, z € Q — {0}, temos que:
W) (z-y)-z=x-(y-2);
(ii) Existe 1e Q- {0},talque x-1=1-2 = x;
(iii) Paratodo z € Q — {0}, com z # 1, existe 271 e Q- {0}, talque z- 27t =271 . 2 = 1.
Analogamente, (R - {0},-), (C - {0},-) s@o grupos abelianos multiplicativos.

Exemplo 2.4. O conjunto GL,(R) = {4 € M,(R) | det(A) # 0} munido da operagdo de

multiplicacdo usual constitui um grupo.
(i) A(BC)=(AB)C,V A,B,C € GL,(R)

(ii) Existe [,, e GL,(R), tal que Al,, = [,A=A,YAeGL,(R);
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(iii) Toda matriz A € GL,(R) possui um inverso A~!, pois toda matriz quadrada que possui

determinante diferente de zero é inversivel. Assim, AA™1 = A1A=1,

Logo, GL,(R) é um grupo chamado de grupo linear de grau n sobre R. Além disso,

podemos verificar que ele ndo € comutativo.

Exemplo 2.5. O conjunto (S, -) definido como S! = {z € C||z| = 1} munido da multiplicagio

complexa, € um grupo multiplicativo.

Exemplo 2.6. O conjunto A,, ¢ um grupo e iremos defini-lo assim
A, ={aeS,|aépar},

o conjunto das permutagdes pares de S,,. A,, € denominado de grupo alternado de grau n.

Definicio 2.6. (Subgrupos) Sejam (G, -) um grupo e H um subonjunto ndo vazio de GG. Diz-se
que H é um subgrupo de GG (notacdo: H < () se H for um grupo munido da operacdo - do

grupo G, ou seja, quando satisfaz as condi¢des a seguir:
(1) hi-heye H,Y hi,ho e H
(ii) hy-(ho-h3)=(hi-hs)-h3, ¥V hi,ho,hge H
(iii)) dJegye Htalqueey-h=h-eg=h,¥Y he H.
(iv) Paracadah e H,existe ke Htalque h-k=Fk-h=ey.

Observacao 2.3. 1) A condigdo (ii) é sempre satisfeita, pois a igualdade ¢; - (g2 - g3) =

(g1 92) - g3 € valida para todos os elementos de G.

2) O elemento neutro ey de H € necessariamente igual ao elemento neutro e de GG. De fato,
tomando a € H ¢ G, temos ey - a = a; multiplicando os dois lados por a~! a direita,

obtemos ey = e.

3) Dado h € H, o inverso de h em H € necessariamente igual ao inverso de h em G. De fato,
se kéoinversode hem H,entdo h-k=k-h=eg,logoh-k=Fk-h=epoisey =e, e

portanto k € o inverso de h em G.

Proposicao 2.2. Seja H um subconjunto nio vazio do grupo GG. Diremos que H € um subgrupo

de G se, e somente se, sdo satisfeitas as seguintes condi¢des:

(i) hy-hoe H, ¥ hy, hy € H.

(ii)) hlte H,VeH.
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Demonstracdo. Suponhamos que H seja um subgrupo de GG. SO precisamos verificar que h~! €
H, V ¢ H. Mas isso é verdade uma vez que, pela observacio anterior, o inverso de todo
h € H coincide com o inverso de h € G, ou seja, € necessariamente igual a h~!, logo h~' € H.
Reciprocamente, note que ¢y € H. Dado h € H, ja temos h™' € H e portanto pela condigido
(i), ey = hh™' € H. Além disso, a condi¢do de que para cada h € H, existe k € H tal que
h-k=k-h=-epy segue direto da condigao (ii). ]

Exemplo 2.7. Se G é um grupo, entdo {e} e G sdo subgrupos de G, denominados subgrupos

triviais de G.

Exemplo 2.8. O conjunto de todos os ndmeros pares (27, +) munido da adi¢do usual dos intei-
ros, é um subgrupo de (Z, +).

Exemplo 2.10. O Grupo Linear Especial SL,(R) = {M € GL,(R) | det(M) = 1} é um
subgrupo do grupo GL,(R).

Definicao 2.7. (Subgrupo préprio) Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G.
Diz-se que H é um subgrupo préprio ou nao trivial de G se H é um subgrupo de G em que
H+GeH #{e}.

Definicao 2.8. (Centro de um grupo) Seja G um grupo. Chamamos de centro de G o subcon-
junto definido por
Z(G)={xeG|xg=gx, ¥V geG}.

Ele serd denotado por Z(G).
Proposicao 2.3. Se G é um grupo, entdo Z(G) é um subgrupo de G.

Demonstracdo. (i) Sejam x,y € Z(G). Para todo g € G temos:

(zy)g = z(yg) = (gy) = (xg)y = (97)y = g(xy).

Logo,
xy € Z(QG).

(ii) Se x € Z(G), entdo x~! € Z(@). Isto porque, para todo g € G temos

1 1 -1

atg=age =N (gr)aTt = a7 (wg)a 7! = ega = g

Portanto, Z(G') é um subgrupo de G.

Observacio 2.4. GG é um grupo abeliano se e somente se Z(G) = G.
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Definicao 2.9. (Subgrupo gerado por um subconjunto) Dado um subconjunto nio vazio S
de um grupo G, o conjunto {a;as...a,; n € N, a; € S oua; € S~} serd denotado por (S). Prova-
remos adiante que ele € um subgrupo de G chamado de subgrupo gerado pelo subconjunto S.
Quando o conjunto é finito, digamos S = {ay, as, ..., }, empregaremos a notagao (ay, s, ...qu.)

para designar ({aq, ag, ...c, }).

Veja que se g € G, entdo (g) = {...,(¢71)%,97%,e,9,9?,...}; com frequéncia, quando
r € N, escrevemos ¢~ para denotar o elemento (g~!)"; assim, com estas nota¢des, temos (g) =
{gt|teZ}.

Proposicdo 2.4. Sejam G um grupo e S um subconjunto nio vazio de GG. Entdo o conjunto (S)

¢ um subgrupo de G.

Demonstragdo. E necessdrio provar:
(i) Vx,y € (S), temos xy € (S).
(i) Yz e (S), temos 27! € (S).

Sejam x,y € (S). Temos

T =aias...a,, com a; €S ou a; € STV i
y = biby...b,,, com b; €S ou b; e STV .
Logo, 2y = ajas...a,biba...by, € 271 = a;tat . .aztar! estdo também em (S). O

Definicio 2.10. Sejam GG um grupo e S um subconjunto nio vazio de G. Entéo (S) é o subgrupo
gerado por S.

Observacao 2.5. Dado um elemento g € GG, temos que para todo n, m € Z vale que g" - g™ =

ntm e (gn)~1 = g™ Essa observacdo nos permite fazer a seguinte definicéo.
[Y g ¢ P g ¢

Definicao 2.11. (Grupo ciclico) Um grupo G é denominado ciclico quando ele pode ser gerado

por um elemento, ou seja, se existir g € G tal que G = (g).

Exemplo 2.11. (Z,+) é um grupo ciclico gerado por 1, isto é, Z = (1). De fato, todo nimero

inteiro é multiplo de 1.
Proposicao 2.5. Todo grupo ciclico € abeliano.

Demonstrag¢do. Seja G um grupo ciclico e g € G, em que G = (g). Assim, utilizando z,y € G
temos,

r=g"ey=g",
para n,m € Z. Deste modo, x -y = g - g™ = g"*™ = g™t = g™ . g" = y - x. Logo, se G é grupo

ciclico isso implica que G € abeliano. [l
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Definicao 2.12. (Subgrupo dos comutadores) O subgrupo dos comutadores de GG é definido

por
G’ :=[x,y] = ({xyx_ly_l | z,y € G}).

Ele serd denotado por G’. Note que G € abeliano se e somente se G’ = e.

Definicao 2.13. (Ordem de um grupo) A ordem de um grupo GG é definida como sendo o
nimero de elementos em G e é indicada por |G|. Se x € G, a ordem de z é a ordem do subgrupo

gerado por z; ela serd denotada por o(x).

o(x) = ()]
Exemplo 2.12. O conjunto Z é infinito. Assim, |Z| = cc.
Exemplo 2.13. O conjunto Z, possui n elementos. Portanto, |Z,| = n

Proposicdo 2.6. Sejam x € G e (x) o subgrupo gerado por z. Entdo as seguintes condigdes sdo

equivalentes:

(i) A ordem |(z)| é finita.

(i1) Existe t > 1 tal que z! = e.

Neste caso, denotando por n a ordem de x, temos

{t>0|2' =€} ={0,n,2n,...} e (z)={e,z,....2" "}

Demonstracdo. (i) = (ii) Como (x) = {z™ | m € Z}, e como, por hipétese, o grupo (x) é finito,
existem p,q € Z, p # g tais que 2P = 2. Sem perda de generalidade, podemos supor que p > q.
Como P = x4, entdo xP~7 = e, e portanto existe ¢ > 0 tal que x* = e.

(ii) = (i) Consideramos o inteiro r := min{¢ > 1; z! = e}. Queremos mostrar que = n.

Para isto, basta claramente provar o lema seguinte: U
Lema 2.1. (z) = {e,x,2?,...,2""'} e os elementos e, x, z?, ..., 27! sdo todos distintos.

Demonstracdo. Suponhamos que 2 = x2com 0<p, g<r-1, p# q; podemos supor p > q.
Temos 2779 = ¢ com 0 < p — ¢ < r e isso contradiz a minimalidade de r. Logo e, z, 22, ..., z""!
sdo elementos distintos de GG. Para provar que (x) = {e,z,z?%,...,2""1}, devemos mostrar que
V' m e Z, x™ = x* para algum 0 < £ < r. Ora, pelo algoritmo de Euclides, existem ¢, ¢ € 7Z tais

que m = qr + £ com 0 < £ < r, e portanto temos que 2™ = x4+ = (x7)9 - 2t = €9 - 2t = 2*. O
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2.3 Classes laterais e o Teorema de Lagrange

Vamos apresentar nesta se¢do o Teorema de Lagrange, o qual € uma das contribuicdes do
matematico italiano Joseph Louis Lagrange (1736-1813) para a teoria dos grupos. O Teorema
nos ajuda a identificar se um dado subconjunto de GG € um subgrupo do mesmo. A titulo de
exemplo, seja K = {0,3,6,9} um subconjunto de G = Z,5. Conforme o Teorema de Lagrange
K nao € um subgrupo de G, pois o subconjunto K apresenta ordem 4 e 15 ndo € divisivel por

4. Antes de enunciar o Teorema, vamos definir algumas ferramentas importantes.

Definicao 2.14. Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. Sobre G, defina a relacdo de

equivaléncia ~ da maneira seguinte:
y~gx <3 heH talque y=xh.

Proposicao 2.7. A relacdo ~p acima é de equivalécia.

Demonstracdo. Para quaisquer z,y, z € G, considera-se.

( ~g éreflexiva ) Como y = ye, onde e € H, entdo y ~p .

( ~g € simétrica ) Se y ~p x. Entdo, por defini¢do, 3 h € H tal que y = xh. Assim,
yh™'=x=x=yh 'onde h™' € H. Logo, x ~p .

(~g é transitiva) Sey ~grex ~g z,entdo 3 h,h' € H taisque y = xh e x = zh'. Veja
que y = xh = (zh')h = z(h'h), onde h'h € H. Logo, y ~g 2.

Portanto, a relagdo ~g € de equivaléncia. [

Definimos entdo a classe de x como sendo
T={yeGly~pa}={ah|heH}=xH.

Observacio 2.6. Chamaremos o conjunto xH de classe lateral a esquerda de H em G que
contém x. Quando ndo houver confusio possivel, chamaremos simplesmente esta classe lateral
de = a esquerda. Em particular, /7 € a classe lateral do elemento neutro e a esquerda. Observe
queyexrH < yH=xH.

Analogamente, poderiamos definir a relacdo de equivaléncia seguinte:

y~pxr<31 heH; y=hx.

Obteriamos entdo as classes laterais a direita de H em (; a classe lateral de x a direita seria
Hz={hx|heH}.

Definicao 2.15. A cardinalidade do conjunto das classes laterias a esquerda é o indice de H em
G, ele seréd denotado por (G : H).
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Observacao 2.7. O indice de H em GG também € a cardinalidade do conjunto das classes laterias

a direita de H em G, pois a aplicag@o ¢ abaixo é uma bijecdo bem definida.

@ {classes laterais a esquerda} — {classes laterias a direita}
xHv+— Hx L.
Proposicao 2.8. Sejam GG um grupo e H um subgrupo de G. Entio:

(i) G éigual a unido das classes laterais aH, ou seja,

G=|JaH.

aeG

(i1) Duas classes laterais a esquerda (a direita) de H em G sao disjuntas ou iguais.

Demonstragcdo. A demonstracdo segue pela proposi¢do 2.1. 0

Observacao 2.8. O conjunto de todas as classes laterais a esquerda de H em G forma uma

particao de G e serd denotado por

%={aH|aeG}.

Proposicao 2.9. Todas as classes laterais de H em G tém a mesma cardinalidade, igual a car-
dinalidade de H.

Demonstracdo. Primeiramente, definamos a seguinte funcao

p: H—axH

h — xh
Note que, para qualquer y € zH, existe h € H tal que
y=xh=@(h),

ou seja, y € Im(p). Logo, zH c Im(p). Como, Im(yp) c xH, entdo xH = Im(p), isto é, a
funcao ¢ € sobrejetiva.
Agora, se h, h' € H so tais que p(h) = p(h'), temos
xh=xh'=h="h'

Assim, ¢ € injetiva e, consequentemente, bijetiva. Portanto, x H tem a mesma quanti-

dade de elementos de H, isto €,

wH| = |H|. @2.1)
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Agora, defina

p: H— Hx
h— hx

Argumentando como anteriormente, segue que ¢ € sobrejetiva e injetiva. Assim, € bijetiva e,

consequentemente,

|Hz| = |H]|. (2.2)
Portanto, de 2.1 e 2.2 segue que |[xH| = |Hzx|. O

Teorema 2.1. (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e 4 um subgrupo de GG. Entao
|G| =|H|(G : H), em particular, a ordem e o indice de H dividem a ordem de G.

Demonstracdo. Como G é finito, entéo claramente (G : H) também é finito. Considere (G :
H) =n, assim
(G:H)={x1H,xH,...,x,H},

onde x1, s, ..., x, € G, 0 que pela Proposicdo 2.8, temos

G=xHuxyHu..ux,H.

Ainda pela Proposi¢do 2.8, as classes laterais x; H e x;H sdo disjuntas se 7 # 7. Como a

unido acima € disjunta, temos

|G| = |x1H| + |xoH| + ... + |, H|.

A proposigéo anterior mostra que em cada uma dessas classes temos |H| elementos.
Assim,
|G| = |H|+|H|+ ... +|H|

Como, por defini¢do, o nimero de classes é (G : H) = n, temos
|G| = [Hln = |H|(G: H)
Portanto, |G| = |H|(G : H). O

Corolario 2.1. Seja G um grupo finito e seja x € G. Entao a ordem de = divide a ordem de G.

Demonstragdo. Considere n, k € N, tais que |G| = n e o(z) = k. Por defini¢do, o(x) = [(z)| = k.

Como (x) é subgrupo do grupo finito GG, entéo pelo Teorema de Lagrange
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|G| = (2)(G : ()

Assim, 3 r € N tal que

|G| = [(2)r = kr

Logo, o(x) = k divide |G/|. Por fim, temos que este coroldrio equivalentemente diz que

l"G‘ = k= (l,k’)r =" =¢

Portanto, z!€! = e. O

Os dois teoremas que seguem tem uma importancia relevante na Teoria dos Numeros e
s@o corolarios do Teorema de Lagrange. Esses resultados também nos ajudam a calcular o resto
de divisodes entre poténcias de nimeros muito grandes. Por exemplo, o resto da divisao de 3'2°
por 450.

Corolario 2.2. (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p um nimero primo. Entdo:
a’ =1mod p,V a€eZ\ pZ.

Definicao 2.16. Seja n € N. A fun¢do de Euler de n € a cardinalidade do conjunto formado

pelos ndmeros inteiros primos com n entre 1 e n — 1. Iremos denotd-la como ®(n).

Corolario 2.3. (Teorema de Euler) Sejam z e n dois inteiros relativamente primos. Entdo
2™ =1 mod n,

onde ¢ ¢ a funcdo de Euler.
Corolario 2.4. Seja G é um grupo de ordem prima. Entdo G € ciclico.

Demonstrag¢do. Sejam |G| = p, onde p € Z é primo, x € G com x # e. Pelo Teorema de
Lagrange, |(x)| divide |G| = p. Sendo p um ndmero primo, entdo |(x)| = 1 ou |(x)| = p. Mas,
como x # e, segue que |(x)| = p, ou seja, |(x)| = |G|. Portanto, (x) = G. O que mostra que G é

ciclico. O

Proposicao 2.10. Seja G um grupo finito. Se H e K sdo subgrupos de G tais que K < H < G,
entao
(G:K)=(G: H)(H: K).
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Demonstracdo. Pelo Teorema de Lagrange,

H<G=|G|=|H|(G: H),
K<H=|H =|K|(H:K).

Dessas duas igualdades, obtemos

\G|:|K|(H:K)(G:H):>%:(H:K)(G:H),

de modo que,
(G:K)=(G:H)(H:K).

]
Observacao 2.9. Se GG é um grupo abeliano e se H é um subgrupo de GG, entdo Hx =xH, V x €

G.

2.4 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. O objetivo dessa secdo € dar condi¢cdes

necessdrias e suficientes ao subgrupo H para que o conjunto

G

H

tenha estrutura de grupo.
Uma pergunta natural que podemos fazer € sob quais condi¢des a operagdo de G induz

de maneira natural uma operagao sobre o conjunto % isto €, que torna a operacao
(zH,yH) v~ zH -yH = xyH
bem definida, no sentido de ndo depender da escolha dos representantes x e y. Tentaremos ao

longo da se¢@o responder a essa pergunta.

Definicao 2.17. (Subgrupo normal) Sejam GG um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que
H é um subgrupo normal de G se ghg' e H, YV ge G, V h e H.

Observacao 2.10. Um subgrupo normal H de G sera denotado por

H<G.

Proposicao 2.11. Seja H um subgrupo de um grupo G. As afirmagdes seguintes sdo equiva-
lentes:

(1) ghgole H YV geG, YV he H.
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(i) gHg ' c H, V¥ geG.
(iii) gHg ' =H, V g€ G.
(iv) gH=Hg, YV geG.

Demonstragdo. (i) < (ii) Por definicao.
(ii) = (iii) Suponhamos que gHg™' € H, V g € GG; queremos mostrar que H € gHg ', Vg € G.
Sejam entdo h € H e g € G; temos

h = ehe

h= (997" )h(gg™")
h=g(g'hg)g™".

Logo, h=g(g~'hg)g™t e g(g~ Hg)g™' S gHg™".
(iii) = (iv) Para g € G, seja x € gH, digamos x = gh para algum h € H. Logo, por hipétese,

xg ' =ghglegHg ' = H,

isto é, zg~! = hy, com hy € H. Portanto, z = h1g € Hg, de modo que gH c Hyg.

Da mesma forma, prova-se que Hg c gH. Por conseguinte, Hg = gH.

(iv) = (i) Sejam g e Ge h e H. Como gH = Hg, temos que gh € gH = Hg. Segue que gh = h/g
para algum ' € H, ou seja, ghg ' = h' € H. [

Observacao 2.11. Se H é um subgrupo normal, entdo gH = H g. Neste caso, as classes laterais
aesquerda de H sdo iguais as classes laterias a direita de H; vamos chama-las de classes laterais
de H.

Exemplo 2.14. Seja G um grupo. Os subgrupos triviais G e {e} sdo normais em G.

Exemplo 2.15. Seja G um grupo abeliano. Entdo, os subgrupos de GG sdo todos normais. De

fato, sejam g € G e h € H, temos

ghg™ = (gh)g =hgg' =he=heH.
Exemplo 2.16. O centro Z(G) de um grupo G é normal.
Proposicao 2.12. Sejam G um grupo e H um subgrupo. Se (G : H) =2, entdo H < G.

Demonstracdo. Para mostrar isso, vamos mostrar que *H = Hz, V x € G. Se x € H entdo
cH =H=Hz. Se x ¢ H temos

cH+H e Hx + H.
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Como (G : H) = 2, existem exatamente duas classes laterais a esquerda, H e H.
Agora, uma relacdo de equivaléncia num espaco decompde o espaco na unido disjunta de suas
classes de equivaléncia; assim *H = G \ H. Da mesma forma, Hx = G \ H. Desse modo,
xH =G\ H = Hz. Portanto, H < G. O

Proposicao 2.13. Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Entdo H € um subgrupo normal
de G se, e somente se, a operacdo sobre % definida por x H - yH = xyH estd bem definida para
x,yeG.

Demonstracdo. Considere aigualdade (xH,yH) = (aH,bH) com x,y,a,b,€ G, ouseja, tH =
aH eyH =bH. Se H for um subgrupo normal segue que

xyH =x(yH) = 2(bH) = x(HD),

xyH = (xH)b=(aH)b=(Ha)b= Hab=abH.

e isso implica que a operacdo estd bem definida. Reciprocamente, temos que e = H = hH

com h € H. Logo
g'H=eg'H=(cH) - (g'H)=hH -(g7'H) =hg 'H.

Assim, hg~! € g~ H, ou seja, ghg™' € H. Portanto, H < G. O

Corolario 2.5. Seja G um grupo e seja H um subgrupo normal de G. Entdo o conjunto das

classes laterais € um grupo munido com a seguinte operagao:

G/H xG/H — G/H
(vH, yH) — (xy)H

Demonstracdo. Consideremos v H,yH,zH ¢ G/H onde x,y,z € G. Resta verificar que a

operacdo € associativa e que % possui elemento neutro e inverso.

(i) Associatividade:
xH-(yH-zH)=xzH-(y2)H

=x(yz)H
= (zy)zH
(zyH)-zH

=(xH-yH)-zH,

(i) Como G € grupo, GG possui elemento neutro e e, evidentemente, e H = H. Temos
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xH-eH =(ze)H =eH -xH =xH.
Logo, H é o elemento neutro da operagdo em G/ H.

(iii) Como G é grupo, todo = € GG possui elemento inverso z~!. Temos

oH -z 'H=(za')H=0"H-2H = (x"'2)H =eH = H.
Desse modo, x~'H é o inverso de H em G/H.
Portanto, G/H é um grupo.
O

Proposicao 2.14. Sejam H e K subgrupos de um grupo GG. Se H ou K for normal em G, entio
K H é um subgrupo de G.

Demonstragdo. Vamos considerar o caso em que H < G e K < (G; o outro caso € totalmente

andlogo. Vamos mostrar que H K = K H. Dado = = hk € HK, temos
x=hk=kk7hk = ka,

com « = k~'hk € H, pois H < G. Assim, z = ka € KH, ou seja HK < K H. Para provar a

inclusdo contrdria, basta notar que se y = kh € K H, entdo
y =kh = khk™ 'k = Sk,

no qual g = khk=' € H pois H < G; portanto y = Sk ¢ HK. O

Definicao 2.18. (Grupo Quociente) Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O

grupo de suas classes laterais, com a operacdo induzida de G, é chamado de grupo quociente de

G por H; ele serd denotado por G/ H ou por %

Proposicao 2.15. Sejam G um grupo e G’ seu subgrupo dos comutadores. Entao,
(i) G/G" ¢ abeliano.

(i) G’ € o menor subgrupo normal de G com esta propriedade, isto é, se H < G € tal que
G/ H é abeliano, entdo H 2 G'.

Demonstracdo. (i) Consideremos xG',yG’ € G/G' onde z,y € G.

Como z~ 'y lzy € G’ entdo

(g ay) G = &
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(@Y )G (ay)G' = &
(y2) G (2y)G" = G

(vy)G" = (yx)G".

(ii) Sejam z,y € G. Como G/H é abeliano entdo

oH-yH =yH - -zH
(zy)H = (yz)H
(xy)H - (yo)'H = H
(zy)H - (z7y™)H = H
(zyzty )H =H
[z,y]H =H

Assim, [z,y] € H. Portanto, G’ € H.
O]

Proposicdo 2.16. Seja G um grupo e seja Z(G) seu centro. Se o quociente G/Z(G) é ciclico,

entdo Z(G) = G. Em particular, (G : Z(G)) nunca é um nimero primo.

Demonstracdo. Seja z € G/Z(G) tal que G/Z(G) = (Z). Entdo, ¥ g € G,3 i tal que § = 7,
logo tal que g = z'h com h € Z(G). Se gy := 21hy e g5 := z2hy s@o dois elementos quaisquer
de GG, temos

gi1gs = Zil h12i2h2 = Zi1+i2h1h2 = ZithZilhl = g2491,
pois h; e ho comutam com qualquer elemento de GG. Isto mostra que o grupo G € abeliano, ou

seja, Z(G) = G. N

2.5 Homomorfismo de Grupos

Nesta se¢do estudaremos as func¢des entre grupos que preservam suas operacdes. De-
nominamos essas fungdes de homomorfismo de grupos. Quando elas sdo bijetoras, chamamos
de isomorfismo. Grupos isomorfos preservam algumas propriedades, e deste modo, € possivel

obter informacdes algébricas de um determinado grupo por meio de outro ja conhecido.

Definic¢do 2.19. (Homomorfismo) Sejam (G, *) e (H,-) grupos. Chama-se homomorfismo a

fun¢do f : G — H quando

flrxy)=f(x) f(y),Yz,yeq.
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Observacao 2.12. Se f : G — H é um homomorfismo e z1, T, ..., T, € G, entdo por indugdo

temos que

flryxzg*oxxy) = far) fag) o fzn).

Exemplo 2.17. Seja H < G, assim 7 : G —> G/ H definida por 7(z) = xH, é um homomor-

fismo sobrejetor, chamado de proje¢ao candnica. Visto que para todo x,y € (G, entdo

m(zy) =yl = (zH) - (yH) = w(x)7(y).

Exemplo 2.18. Sejam n € Z fixo € ¢, : (Z,+) — (Z, +) definida por o, (x) = nx. Se x,y € Z,

entao

on(r+y)=n-(z+y)=n-z+n-y=p(2)+.(y),

isto €, ¢,, € um homomorfismo.
Exemplo 2.19. Sejam os grupos (R,,-) e (R, +). A funggo
f: R,k — R
r— )= log(x)

deste modo definida € um homomorfismo. De fato, para todo x,y € R,, entdo

f(x-y) =log(wy) =log(x) +log(y) = f(x) + f(y).
Proposicio 2.17. Seja f: (G, *) — (H,-) um homomorfismo de grupos. Entio,

(i) fleg) =en
(i) f(z™') = f(z)!

(iii) kerf:={xeG| f(x) = ey} é um subgrupo normal de G chamado nicleo do homomor-
fismo f.

(iv) Im(f)={ye H |y = f(g) paraalgum g € G} é um subgrupo de H, chamado Imagem
de f.

(v) féinjetiva < kerf ={eq}.
(vi) Se o(x) < oo entdo o( f(x)) divide o(zx).
(vii) Se K é um subgrupo de G, entdo f(K') é um subgrupode H e f~'(f(K)) = K(kerf).

(viii) Se D é um subgrupo de H, entdo f~!(D) é um subgrupo de G contendo ker f e temos
que f(f71(D)) = D nIm(f).



29
Demonstracdo. (i) De fato,
flec) = feg x ec) = f(ec) - f(ec).
Logo, f(eg) = en.
(ii) Paratodo z € G, x » v~ = eq. Assim,
f(z-27) = f(eg) = ey pelo item anterior,

ou seja,

fx)-fa ) =em= f(z™') = flz)™".
(iii) Inicialmente veremos que ker f < GG. Dados z,y € ker f, temos:
flexy)=f(z) f(y)=en-en=en,

f@)=f(a) " = =em;

desse modo ker f < G. Para provar que ker f < G devemos mostrar que:
grg teker f,YgeGeV xckerf.
De fato, temos
flgzg™) = f(g)- f(x)- f(g7") = f(g) em f(9)™ = f(9) f(9)" =en.

Portanto, ker f é subgrupo normal de G.

(iv) Sendo f(eq) = eq, segue que ey € Im(f). Agora, dados x,y € Im(f), existem a,b € G
tais que f(a) =x e f(b) = y. Assim,

flaxb)=f(a)- f(b) =x-yeIm(f).
Por fim, dado y € Im(f), existe x € G tal que f(x) = y. Note que
y-f@™) = f(a) f(@) = flzxa™") = fleg) =en

f@)y=fa™) f(x)=f@" *x) = f(ec) =en
Logoy™t = (f(x))™ = f(z7") e Im(f).
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(v) (=) {eg} <€ ker f. Reciprocamente, seja = € ker f temos,

f(x) =en = f(ec)

e como [ € injetora entdo x = eg. Portanto, ker f = {eq}.

(<) Sejam z,y € G tais que f(x) = f(y). Temos que
f@)-(f(y) " =en
f@) f(y™) =en
flaxy™)=en
vy tekerf={eq}
x*yil:egzmzy.
Logo, f é injetiva.

(vi) Sejan =o(x). Temos " = eg, logo

en = fleg) = f(2") = (f(x))"

€ portanto

o(f(x)) | n = o(f(x)) [ o(x)

(vii) Vamos assumir que f(K') é um subgrupo de H. Agora, iremos provar que f~'( f(K)) =
K(kerf). Queremos provar primeiramente que K (kerf) ¢ f~'(f(K)). Dado z «
K(kerf), existem a € K e b € kerf tais que x = ab. Logo

f(x) = flaxb)=f(a)-f(b) = f(a)-eu = f(a) € f(K).

Assim, z € f~'(f(K)). Agora, provaremos a inclusdo contréria. Seja z € f~1( f(K)),

por defini¢do temos que f(x) € f(K) e existe y € K tal que

f@)=fQy) = fly" *z)=ecn.
Tomemos w = y~! -z € ker f. Assim, x =y -w € K(kerf).

(viii) Assumiremos que f~'(D) é um subgrupo de G contendo kerf. Verifiquemos a igual-
dade f(fY(D)) = DnIm(f). Como f(fY(D)) c De f(f~Y(D)) c Im(f), entdo
f(f~Y(D)) < DnIm(f). Nos resta agora provar a inclusao oposta. Sejay € DnIm(f);
existe z € G tal que y = f(z), pois y € Im(f). Como f(z) =y e D,entdo z € f~1(D) e
assimy = f(z) € f(f1(D)).
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Observacao 2.13. Quando f : G — H € um homomorfismo sobrejetor temos

f(f71(D)) =D.

Definicao 2.20. (Isomorfismo) Seja f : G — H um homomorfismo. Dizemos que f é um
isomorfismo se existir um homomorfismo g : H — G tal que fog =idy e go f = idg. Iremos
denotar G ~ H.

Proposicao 2.18. Seja f : (G,*) — (H,-) um homomorfismo de grupos. Entdo, f é um

isomorfismo se e somente se f € uma bijecao.

Demonstracdo. (=) trivial.
(«=) Para provar isto, mostraremos que se f € um homomorfismo bijetivo, entdo f~! é

um homomorfismo, isto €&,

f Y a-B)=fYa)* f1(B),Ya,BeH.

Sejam entdo o, f € H, e sejama = f~'(«a) e b= f~1(F); temos

fHaB)=f1(f(a)- f(0)) = [ (f(axb)) =axb=f"(a)* f(B).

Observacio 2.14. Dado f : G — H um homomorfismo injetivo de grupos temos que

o(f(x))=o0(x), VxeqG

Teorema 2.2. (Teorema do isomorfismo) Seja f : (G, *) — (H,-) um homomorfismo de

grupos. Entdo,

1) A funcdo induzida
G

I kerf
g(kerf) — f(9)

— f(G)

€ um isomorfismo.
1) As seguintes funcdes
{subgrupos de G que contém ker f} <— {subgruposde f(G)}

fUD) <= D,
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sdo bijecdes, inversas uma da outra. Além disso, estas bijecdes levam subgrupos normais,

isto é€:
a) KaG= f(K)< f(G).

b) D« f(G)= YD)« G.

Demonstragdo. i) Primeiramente, devemos verificar que f ¢ uma funcido bem definida, isto

é, se g(kerf) = G(kerf) entdo temos f(g) = f(§). Mas, g(kerf) = g(kerf) implica
que g =g * k, para algum k € ker f e, portanto,

f9)=f(@xk)=f@) f(k)=f(@)-en=[f(T).
Agora, f é claramente uma funcio sobrejetora e, para g, ¢’ € G, obtemos
Flg(kerf)*g'(kerf)) = F((99Vkerf) = f(g % 9)
= f(9)- f(9') = F(g(kerf)) - F(g (ker[));

assim f é um homomorfismo. Agora,

kerf ={g(kerf)| f(g) =en} ={g(kerf)|gekerf}=kerf;
assim ker f = {eg/rers} OU seja, a fungdo f € injetiva.

ii) Pela proposi¢do 2.15. sabemos que f~'(f(K)) = K(kerf), V K < G, e além disso
f(f~Y(D)) =Dnf(G), VD < H. Dai, se kerf ¢ K entdo f1(f(K)) = K, e se
D c f(G) entdo f(f~1(D)) = D. Portanto, as fun¢des sdo uma inversa da outra. Nos

resta provar que essas fungdes levam subgrupos normais em subgrupos normais.

a) Sejam y € f(G) e z € f(K), queremos mostrar que yzy~' € f(K). Existem g € G ¢
ke K taisquey = f(g9) ex = f(k). Como K < G entdo gkg~! € K. Logo,

yry™ = f(g) - f(k) - (f(9))" = f(g-k-g7") € f(K).

b) Sejam g € G e x € f~1(D). Queremos mostrar que grg~! € f~1(D). Dai, f(g) € f(G) e
f(z) e D,como D f(G) entdo

f(9)-f(x)-(f(9)) ' eD= f(gxg™')eD

e portanto temos que grg~' € f~1(D).
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Corolario 2.6. Seja H < GG. Entdo a funcdo

G
{subgrupos (normais) de G que conttm H} <— {subgrupos (normais) de E}

K — K/H
¢ uma bijecao.
Demonstragdo. Considere o homomorfismo ¢ abaixo,

G
Q: G—)ﬁ

g— gH

Notoriamente, ¢ é um homomorfismo sobrejetor e kerp = H. Utilizando a parte (7i) do teorema

dos isomorfismos no homomorfismo ¢, obtemos o corolério. O]
Corolario 2.7. Sejam H < G e K < G. Entdo,

K KH
HnK H '

Demonstragdo. Ja que H < G, sabemos que K H € um subgrupo de G e que HK = K H. Cla-
ramente, H < G = H < K H e, portanto, faz sentido considerar o grupo quociente K H/H.
Considere 0 homomorfismo candnico ¢ : KH — K H/H e seja y|x a sua restri¢do ao sub-
grupo K < K H, isto é:

KH

k+— LkH.

Claramente, ker(p|x) ={ke K |kH = H} = HnK. Sejaagoraa € K H/H; temos « = (kh)H
para algum k£ € K e algum h € H; logo

a=(kh)H = (kH)-(hH) = (kH) - (eH) = kH = ¢|k (F)

e portanto | € sobrejetor. Aplicando agora a parte 1) do teorema dos isomorfismo ao homo-

morfismo |, obtemos o corolério. OJ
Corolario 2.8. Sejam K < H <G com K < Ge H < G. Entdo,

GIK G
H/K H
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Demonstracdo. Considere o homomorfismo

G G
1/} . E —_—> E
gK — gH.
A funcdo ¢ € bem definida; de fato g K = gK implica que g = gk para algum k € K, e portanto

vemos que gH = gk H = §H pois temos k € K ¢ H. Claramente, 1) é sobrejetor e ker i) = H/K.
Pela parte 1) do teorema dos isomorfismos,

G/K G|K _
H/K Kerv

() =

como queriamos demonstrar. [

Definicao 2.21. (Automorfismo) Seja G um grupo. Um isomorfismo f : G — G é chamado
de automorfismo. O conjunto dos automorfismos de G serd denotado por Aut(G). E facil veri-
ficar que a composicado de dois automorfismos de G é um automorfismo de G e que (Aut(G), o)

¢ um grupo, onde “o” denota a operacdo composicao de funcdes.

Proposicao 2.19. Sejam G um grupo e g € G. Entdo a funcio

I,: G¢—G

€Xr — gxg71

¢ um automorfismo de G, chamado automorfismo interno. O conjunto dos automorfismo inter-

nos de G serd denotado por I(G); assim
I(G)={1,] g€ G} c Aut(G).
Proposicao 2.20. Seja G um grupo.
(i) Se g1,92 € Gentdo [y, o1y =14 .
(i) 1. =idg.
(iii) Se g € G entdo ([,)~! = I ,1.
Demonstracdo. (i) Seja x € GG. Note que

Iy 0 I, () = Iy, (g2293") = g1(92293" ) 97"

= (9192)35(9192)_1 = Ig,g,(2).
(ii) Para todo x € GG, temos

1

I.(z) =exe " =exe=1x=1idg(x).
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Assim,
1. =idg.

(i11) Pelo item (i) temos
Ijolg =1y = 1.

Logo, (1,)™t = 1,1.

g

Proposicio 2.21. (I(G),o) é um subgrupo normal de (Aut(G),0).

Demonstracdo. Segue da proposicdo anterior que I(G) é um subgrupo de Aut(G). Agora,
iremos mostrar que I(G) < (Aut(G), o), isto é, dados o € Aut(G) e g € G quaisquer, temos
ogol,o0 e I(G). Paratodo z € G, temos:

7o l,007 (@) =00 L,(07 (x)) = oo™ ()g ™)
=0(g9)zo(9)™" = Io(g) (@)
assim, 0o [go07! = 1,5 € I(G). O

Definicdo 2.22. Dados H subgrupo de G e o € Aut(G). Pode-se dizer que H é estdvel por o
sec(H)c H.

Observacao 2.15. Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Entao,

1) Um elemento g € G comuta com todos os elementos de G se e s6 se I, = id. Logo, o

grupo G serd abeliano se e somente se /(G) = {id}.

2) HA4 G < I,(H)<H, VY geG.
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3 Os teoremas de Sylow

A reciproca do Teorema de Lagrange nem sempre € vélida. Por exemplo, se considerar-
mos o grupo alternado A, de ordem 12. Ele ndo possui subgrupo de ordem 6, embora 6 seja
um divisor de 12. O resultado mais geral que se aproxima de uma reciproca para o Teorema de
Lagrange s@o os Teoremas de Sylow. Desse modo, apresentaremos neste capitulo os Teoremas
de Sylow, suas demonstracdes e aplicacdes. A primeira secdo deste capitulo serd dedicada a
representacdes de grupos por permutacdo, uma vez que alguns resultados apresentados serdo de
grande importancia para a continuidade do nosso trabalho. Os livros [3] e [4] serviram de base

para o desenvolvimento deste capitulo.

3.1 Representaciao de um Grupo por Permutacoes

Lembremos que um grupo de permutacdo de um dado conjunto C' € o conjunto de todas
as bijecdes de C' em C' munido com a operacdo bindria de composicdo de fungdes, ou seja,
P(C)={f:C - C| f ébijetora}.

Definicdo 3.1. Sejam GG um grupo, C' um conjunto e P(C') o grupo de permutagdes de C'. Uma

representacdo de G no grupo de permutagoes de C' é um homomorfismo p de G em P(C), i.e.

p(9192) = p(g1) © p(92),

para cada g;,g- € G.

Observacio 3.1. Utilizaremos o simbolo GG para designar o conjunto (G, evitando assim con-

flitos de entendimento com o grupo G.

Exemplo 3.1. Sejam G um grupo e GGy um conjunto. Veja que [ : G — P(G) definida da

seguinte forma

I: G—>P(Go)
gl—)Ig: G0—>GO

T~ grg™

¢ uma representagio de G em P(G)). De fato, como /, ¢ um homomorfismo, dados g1, g2 € G,

temos que 1(g192) = Lg,g, = Iy, © Iy, = 1(g1) © 1(g2), ou seja, I € um homomorfismo.

192

Exemplo 3.2. Sejam GG um grupo e H um subgrupo normal de G. Considere a aplicagio

I: G— P(H,)
g+ 1,:  Hy— Hy
h v ghg™t.
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Sabe-se que I é um homomorfismo, assim esta aplicacdo é uma representacdo de GG no grupo
das permutacdes do conjunto Hy = H.
Exemplo 3.3. Seja G'um grupo e seja Gy um conjunto. Temos que
T: G— P(Gy)

g»—>Tg: GO_’GO

T = gx
¢ um homomorfismo. Visto que para todo g1, g2 € G e x € G, temos

Tg1g2($) = (9192)7 = 91(go7) = Tg1(T921‘) =Ty 0 ng(x)§

assim
Ty, =Ty, 0 Ty,
Portanto, serd também uma representagdo de G em P(Gj).
Exemplo 3.4. Sejam G um grupo e seja C' o conjunto formado pelos subgrupos de G. Considere

a aplicacao

I: G— P(O)
gr—1g: C-C
Hw gHg™.
Para todo g € GG podemos ver que a funcido dada é uma permutacdo de C' e que a aplicagdo [ é
um homomorfismo. Portanto, a aplicagdo acima € uma representacio de G em P(C').

Defini¢do 3.2. Sejam G um grupo, C' um conjunto e p : G — P(C') uma representagio de G.

Podemos definir uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto C' da seguinte forma
Ve,yeC, x~y< 3 geG talque p(g)(z) =y.
Definicéo 3.3. (Orbita) A 6rbita de x, em que x € C, é o conjunto

O(x)={yeCly~x}={p(g)(x)|geCG}.

Observacdo 3.2. Quando C' = O(z), para algum = € C, dizemos que a representacdo p é

transitiva.

Definicdo 3.4. (Estabilizador) Seja x ¢ C. O estabilizador de x, denotado por E(z), é o

conjunto
E(z)={geG|p(9)(z)=x}.
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Observacao 3.3. O estabilizador F(z) é um subgrupo de G.

O teorema que segue € de extrema importancia, uma vez que ele nos possibilidade cal-

cular a ordem da classe de conjugac¢do de x a partir do indice do seu centralizador.

Teorema 3.1. (Orbita-estabilizador) Sejam p : G — P(C') uma representagio do grupo G no

grupo de permutagdes do conjunto C' e = € C'. Logo, a aplicacdo v a seguir € uma bijecao.

:  O(x) — {Classes laterais a esquerda de E'(z) em G}
p(g)(x) — gE(x).

Demonstracdo. Primeiramente, vamos verificar se a aplicacdo 1) estd bem definida. De fato,
dados g1, g2 € G tais que p(g1)(z) = p(g2)(x); aplicando p(g,') em ambos os lados e como p
é um homomorfismo, conseguimos obter p(g;'g1)(z) = x. Assim, temos g;'g; € E(z), logo
g1 € g2E(x) e g1 E(x) = g2 E ().

Agora, vamos verificar que v € injetiva. Sejam y; = p(g1)(x) e y2 = p(g2)(x) elementos
de O(x) tais que ¥(y1) = ¥(y2), ou seja, tais que g1 E(z) = goE(z). Assim, temos que
91'92 € E(x), logo p(g;'g2) () = z, ou seja, p(g;") © p(g2)(x) = « e, portanto,

y2 = p(g2)(2) = p(g1) © p(gi") o p(g2) () = p(g1) (@) = y1.
Por fim, v é sobrejetora pois, se gF(x) é uma classe lateral a esquerda de F(x) em G,
logo temos que gE(x) =¥ (y) comy = p(g)(x). O
Observacao 3.4. Em decorréncia do teorema anterior, se G € um grupo finito segue que:
2 [9()] = (G B())
b) |O(z)|divide |G|.

Vamos voltar aos exemplos do inicio do capitulo, agora destacando a 6rbita e o estabili-

zador referente a cada representacdo dada.

Exemplo 3.5. Sejam GG um grupo e Gy um conjunto. Considere

I: G— P(Gy)
g»—>[g: Go = Gy

T grg .

Para cada = € G, obtemos

1) Adrbita O(z) = {I,(z)|ge G} ={grg™' | g e G} de um elemento x nesta representacao
por conjugacdo se chama a classe de conjugacdo de x, e é denotado da seguinte forma
Cl(z). Os elementos de C'l(x) se chamam os conjugados de = em GG. Observe que temos
Cliz)={x} = gxgl=x,VgeGerecZ(G).
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2) Oestabilizador E(z) = {g e G| [,(x) =2} ={ge G |grgt =z} ={g e G| gz = xg}
de um elemento x nesta representacao por conjugacao se chama o centralizador de x, € é

denotado da seguinte forma Z(z).

Pela observacao 3.4 a ordem da classe de conjungacdo de x € exatamente o indice do centrali-

zador de z. Ou seja,

|Cl(x)| = #{conjugados de = em G} =(G:Z(x)).

Naturalmente, G € igual a unido, disjunta, das classes de conjuga¢do. Escolhendo um

representante z,,, em cada classe de conjugacio, temos que |G| = ¥, |Cl(x,)|, e portanto,

Gl=12(G)+ > [Cl(wa)l-

zatZ(Q)

A igualdade acima se chama a equacao das classes de conjugacao.
Segue da equacgdo das classes de conjugacao os seguintes resultados.

Proposicao 3.1. Sejam p um nimero primo e G um grupo de ordem p™ com n > 1. Portanto,

Z(G) tem no minimo p elementos.

Demonstragdo. Temos |G| =|Z(G)|+ ¥ |Cl(z,)|. Paraz, ¢ Z(G), temos
)

TotZ

|Cl(xs)] > 1.
Pelo Teorema de Lagrange sabemos que
(G: Cl(xa)) | |G = |CU(za)| | |G] = |Cl(za)l | p™
Logo, |Cl(x)| € um miltiplo de p. Deste modo,

plICUz)=p|( > [CU(xa)]).

zatZ(Q)

Como
plIGI=p| (G- . [Cl(za)]) =p|]Z(G)].

zatZ(Q)

De outra forma, ja que o elemento neutro pertence a Z(G), temos |Z(G)| # 0. Portanto, o

centro Z((G) tem pelo menos p elementos. O
Proposi¢io 3.2. Dado p um nimero primo. Desse modo todo grupo GG de ordem p? é abeliano.

Demonstragcdo. Pela proposigdo anterior, temos |Z(G)| = p ou p?; por outro lado, sabemos pela
Proposicdo 2.15 que o indice do centro no grupo nunca pode ser um nimero primo. Logo,

1Z(G)|=p*=1G] = Z(G) =G
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e isso implica que G € abeliano. [

Exemplo 3.6. Sejam GG um grupo e C' o conjunto formado pelos subgrupos de G. Considere a

aplicacdo a seguir

I: G— P(O)
gr—1,: C-C
Hw~ gHg™.

1) Aorbita O(H) = {I,(H) | ge G} = {gHg™ | g € G} de um subgrupo H chama-se a
classe de conjugacdo de H, e seus elementos chamam-se os subgrupos conjugados de
H. Vejaque temos O(H)={H} < H< G.

2) O estabilizador E(H) = {g e G| [,(H) = H} = {g € G| gHg™! = H} chama-se o
normalizador de H em G, e serd denotado por Ng(H ).

Pela observagdo 3.4, a cardinalidade do conjunto dos conjugados de H em G ¢ exata-

mente o indice do normalizador de H em (. Ou seja,

#{conjugadosde H em G} =(G:Ng(H)).

Proposicao 3.3. Seja H um subgrupo de G. Desse modo,
a) H< Ng(H).
b) Ng(H) é o maior subgrupo de G em que H é normal.
c) Ha4G< Ng(H) =G.

Demonstracdo.  a) Dados g€ Ng(H) e he H. Logo, gHg™! = H. Como h € H entdo
ghgtegHg'=H = ghg'eH.

Consequentemente, H < Ng(H).

b) Para provar isto, mostraremos que seja () um subgrupo de G e H< @, entdo Q € Ng(H).
Seja ¢ € Q. Como H < ( entdo

qHq'=H = qe Ng(H).

Portanto, Q € Ng(H).

¢) (=) Como H < G entdo pelo item anterior temos G € Ng(H ). Sabemos que Ng(H) <
G, assim, Ng(H) € G. Logo, No(H) =G.
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(<) Suponhamos que Ng(H) = G. Pelo item a) tem-se que

H< Ng(H)=H<G.

[
Exemplo 3.7. Seja G um grupo. Sejam K < G e C' o conjunto formado pelos subgrupos de G.
Considere
I: K— P(C)
ke—1,: C->C
Hw kHE™.

1) A aplicacdo acima € uma restri¢do para K da representacao do Exemplo 3.6.

2) A orbita O(H) = {I(H) | k € K} = {kHk ' | k ¢ K} de um subgrupo H chama-se

K-classe de conjugacdo de H, e seus elementos chamam-se os K-conjugados de H.

3) O estabilizador é

E(H)={keK; kHk™ =H} =K n Ng(H).
Novamente, pela observacao 3.4, segue que,
#{K-conjugadosde H} = (K : KnNg(H)).

3.2 Teoremas de Sylow

Iniciaremos agora uma das se¢Oes mais interessantes do nosso trabalho, que trata da
demonstracdo dos Teoremas de Sylow. Ainda nesta secdo, estudaremos algumas nogdes de
p-Grupos, no qual o simbolo p indicard sempre um inteiro primo. Alguns lemas terdo suas

demonstracdes omitidas, mas podem ser consultadas na referéncia [3].

Lema 3.1. (Cauchy) Sejam G um grupo abeliano finito e p um nimero primo que divide |G].

Entdo existe x € GG de ordem p.

Demonstra¢do. Vamos provar esse resultado por indug@o sobre |G]|.

Se |G| = 1, ndo existe nada para mostrar.

Suponha que |G| > 1 e que, como hipétese de indugéo, o lema é vélido para todos os
grupos abelianos de ordem menor que |G/|. Pretendemos provar que o lema é vélido do mesmo
modo para o grupo G.

Suponha que |G| = p. Assim, G € ciclico e qualuger gerador de G tem ordem p. Provando

0 que querfamos.
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Suponha que |G| # p. Assim, afirmamos primeiramente que existe um subgrupo H tal
que 1 < |H| < |G| . De fato, tome y € G, y # e. Se (y) # G, entdo H = (y) satisfaz 1 < |H| < |G| .
Se (y) = G, entdo y? # e e H = (y?) também satisfaz, visto que |H| = o(y?) = |G|/p < |G

Agora, se p | |H| entdo, pela hipétese de inducdo, existe z € H € G com o(z) = p,
concluindo o que queriamos mostrar.

Caso p ndo divida | H| entdo pelo Teorema de Lagrange temos a igualdade |G| = |H||G/ H]|
e como G ¢ abeliano temos que H < GG. Pela igualdade anterior vemos que p | |G/H| e que
|G/ H| < |G]; logo, pela hipétese de indugdo, o grupo G/H admite um elemento Z de ordem p.

Considere o homomorfismo candnico, onde z € (G,

v: G—G/H

>z

Sejar a ordem de z; temos 2" = e logo p(z") = p(e), ou seja, 2" = € e, portanto, r € um miltiplo
da ordem de Z, isto €, r € um muiltiplo de p, digamos 7 = kp com k > 1. Entdo, 2* é um elemento
de G de ordem p.

O

Teorema 3.2. (1° Teorema de Sylow) Sejam p um nimero primo e G um grupo com |G| = p™b,
com (p,b) = 1. Entdo, para cada n € {0, ..., m} existe um subgrupo H de G tal que |H| = p".

Demonstrag¢do. Vamos provar por indugdo em |G].

Se |G| = 1, ndo existe nada para mostrar.

Suponha que |G| > 1 e que, como hipétese de indugdo, o teorema é vdlido para todos os
grupos de ordem menor que |G|. Pretendemos provar que o teorema € véalido do mesmo modo
para o grupo G.

Sejan € Z, tal que p™ | |G|. Vamos dividir em dois casos.

Caso 1: Suponha que existe um subgrupo préoprio H de G tal que p™ divida a ordem
de H. Diante disso, pela hipétese de indu¢do, temos que [ possui um subgrupo de ordem p".
Logo, G também o possui.

Caso 2: Suponha que ndo existe um subgrupo préprio H de G tal que p” divida a sua

ordem. Diante disso, considere a equacdo das classes de conjugacio:

Gl=1Z(G)+ ) [CU(=)|=1Z(C)|+ 3, (G:Z(xa)).

zatZ(G) zatZ(Q)

Para z,, ¢ Z(G) segue que Z(z,) & G. Logo, Z(x,) é um subgrupo préprio de G e por
hipétese temos que p™ nao divide | Z(z, )|, e portanto p divide (G : Z(z,)). Como p divide |G|,
obtemos

pl(GI- > (G:Z(za))) =p|1Z(G)l.

zatZ(Q)
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Visto que Z(G) é um grupo abeliano finito, pelo lema de Cauchy, Z(G) admite um
elemento y de ordem p. Como y € Z(G) entdo (y) € Z(G) = (y) < G. Assim, podemos
considerar o grupo quociente G/(y). Naturalmente, |G/(y)| < |G| e p*~! divide |G/(y)|. Da
indugdo, o grupo G/(y) possui um subgrupo K’ de ordem p"~!. Considere o homomorfismo

candnico ¢ : G - G/(y) e tome K := p~'(K’). Entdo K é um subgrupo de G que contém (y)

e pelo teorema do isomorfismo segue que ’ ~ K. Assim, segue que

ery

K| = |ker ol K'| = ()| K] = p".

]

Corolario 3.1. (Generalizaciao do lema de Cauchy) Sejam G um grupo finito e p um nimero

primo que divide a ordem de GG. Entdo G admite um elemento de ordem p.

Corolario 3.2. Sejam G um grupo finito e p um nimero primo. Seja p" a maior poténcia de p

que divide a ordem de GG. Logo, existe um subgrupo de G de ordem p™.

Definicao 3.5. Sejam GG um grupo finito, p um nimero primo e p a maior poténcia de p que
divide a ordem de GG. Os subgrupos de G que possuem ordem p™ sdo chamados de p-subgrupos
de Sylow de G.

Observacdo 3.5. Se p é um ndmero primo que nio divide a ordem de G, isso implica que {e}

€ 0 tnico p-subgrupo de Sylow de G.

Corolario 3.3. Sejam GG um grupo finito e p um nimero primo. Entdo a ordem de G € igual a

uma poténcia de p se, e somente se, todo elemento de GG tem sua ordem igual a uma poténcia de

P

Demonstracdo. (=) Seja x € G e, por hipétese, |G| = p'. Pelo Teorema de Lagrange, o(x) | p'
e, portanto, € uma poténcia de p.
(<) Se |G| néo é uma poténcia de p, existe um ndmero primo ¢ tal que g # p e ¢ divide

a ordem de GG. Pelo Coroldrio 3.1 temos que
JxeGtal que o(x) =g.

]

Definicao 3.6. Sejam G um grupo, ndo necessariamente finito, € p um nimero primo. Dizemos

que G é um p-grupo se cada elemento de GG tem sua ordem igual a uma poténcia de p.

Lema 3.2. Sejam GG um grupo finito e p um niimero primo. Sejam S um p-subgrupo de Sylow

de G e P um p-subgrupo qualquer de GG. Assim, Pn Ng(S)=PnS.

Teorema 3.3. (2° Teorema de Sylow) Sejam G um grupo finito, p um nimero primo tal que

p | |G| e n,, o nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Portanto:
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a) Todos os p-subgrupos de Sylow de GG sdo conjugados entre si.
b) Se P é um p-subgrupo de G, logo existe um p-subgrupo de Sylow S de G em que P ¢ S.

¢) Se S é um p-subgrupo de Sylow, entdo temos que

ny = (G2 No ().

Demonstracdo. Dado S um p-subgrupo de Sylow qualquer de (G, considere os conjuntos C' =
{conjugados de S} = {gSg~';9 € G} e D = {subgrupos de GG}. Por defini¢do, o conjunto C' é a
6rbita de S na representag@o por conjugagio I : G — P(D). Logo, pelo exemplo 3.6,

O] = (G : Na(9)). 3.1)

Para mostrar os itens a) e b) basta verificar que um p-subgrupo P qualquer de GG estd
contido em um conjugado de S em G.

Seja P um p-sugrupo de G e considere a representacio abaixo:

I: P—s P(C)
ar—1,: C->C
gSg™t — agSgtal.

Sejam 1, ..., Oy, as Orbitas duas a duas distintas dessa representacgio, ou seja,
Di = {CLSZ'CI,_l; a e G, Sl = QISgl_l}

k
Para cada O; escolha um representante .S; dentro de ©;. Podemos perceber que |C| = ¥ [O;] e
i=1

pela Observagdo 3.4, temos |O;| = (P : E(S;)) = (P : Pn Ng(S;)) e, pelo Lema 3.2, temos
(P:PnNg(S;))=(P:PnS;). Assim, obtemos

k
|C|:Z(P:PmSi). (3.2)
i=1
Portanto, de 3.1 e 3.2 segue que
k
(G:NG(S)):Z(P:PnSi). (3.3)
i=1

Como P é um p-grupo, pelo teorema de Lagrange temos que cada parcela (P : P n .S;)

é igual a 1 ou a um multiplo de p. Além disso, o primo p ndo divide (G : S) visto que S é um
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p-subgrupo de Sylow. Sabendo que S < N¢(S) < G, pela Proposicdo 2.9 temos que
(G:5) =(G: Na(5))(Ne(5) : 5).
Com isso, p ndo divide (G : Ng(.5)). Dessa forma, existe j tal que p ndo divide (P: PnS;) e
portanto (P: PnS;) =1.

Assim, temos que

(P:PnS;)=1=P=PnS;=PcS;=g;Sg;"

Em particular, se |P| = p™ = ||, entdo P = S;. Isso implica que P € C.

Logo,
{p-subgrupos de Sylow} = {conjugados de S} = C.

¢) Pelo item a), segue que
np =|Cl = (G : Na(9)).

]

Corolario 3.4. Sejam GG um grupo finito, p primo em que p | |G| e S um p-subgrupo de Sylow
de (G. Como caso particular do item a) do teorema anterior, temos que S < G se e somente se S

€ o unico p-subgrupo de Sylow de G.

Demonstracdo. (=) Considere C' o conjunto formado pelos conjugados de S. Pelo 2° teorema

de Sylow, temos que
{p-subgrupos de Sylow de G} = C = {gSg™" | ge G} = {S}.

Assim, S € o tinico p-subgrupo de Sylow de G.
(<) Imediato. O

O terceiro teorema de Sylow traz uma propriedade aritmética do indice (G : Ng(9)),

sendo S um p-subgrupo de Sylow de G.

Teorema 3.4. (3° Teorema de Sylow) Sejam p um nimero primo e G um grupo finito tal que
|G| = p™b, onde (p,b) = 1. Se n,, é o nimero de p-subgrupos de Sylow de G entdo

ny | ben,=1modp.

Demonstracdo. Seja S um p-subgrupo de Sylow de G. Assim, temos que (G : S) = b. Como
S < N¢(S) < G, entdo pela Proposi¢do 2.9 obtemos

(G:8)=(G:Ng(S))(Ng(S):9).
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Do 2° Teorema de Sylow, temos que n, = (G : Ng(S)). Entéo n, | b.
Agora, consideramos a expressdo 3.3 para (G : Ng(S)) estabelecida ao longo da prova

do 2° Teorema de Sylow. Utilizando S no lugar de P, obtemos
k
(G : Ng(S)) = Z(S 29N SZ),
i=1
em que Sy, ..., Sy s@o representantes das distintas orbitas 1, ..., O, da representa¢do seguinte
I:5— P(O),

e C é o conjunto dos p-subgrupos de Sylow de GG. Nitidamente, podemos tomar S; = S; com
esta escolha nos resta provarque p | (S:SnS;),Vie{2,...k}.

De fato, dado i € {2, ..., k} por meio do Teorema de Lagrange temos que
1S|=(S:5nS)|SnS;|=(S:5nS;) ||S|=(5S:5nS;)|p™

Assim, (S :SnS;) =p",comreZ*. Ser =0,entdo S; = 5; = i = 1, absurdo. Com isso,
r>1=p|(S:5n5).
Sabendo que n, = (G : Ng(S)), obtemos

k
n,=(5:5n8)+>(5:5n5;)=1mod p.

1=2

3.3 Aplicacoes

Agora vamos aplicar os resultados obtidos para alguns grupo finitos.

Exemplo 3.8. Dado G um grupo de ordem 380 = 22-5- 19, vamos mostrar que necessariamente

ambos nj5 e nqg sdo iguais a 1.

Demonstragdo. Pelo 3° Teorema de Sylow, somente 1 e 76 satisfazem as condicdes expostas

para ns. As condi¢des estabelecidas pelo teorema citado sdo
ns = 1 mod 5 e ns divide 22 - 19.

Assim, temos n5; = 1 ou 76. Do mesmo modo, o 3° Teorema de Sylow nos fornece n19 = 1 ou 20.
Sejam H um 5-subgrupo de Sylow de G e K um 19-subgrupo de Sylow de G. Para provar que
ns € Nig SA0 necessariamente iguais a 1, vamos buscar propriedades dos normalizadores de cada
subgrupo em G.

Primeiro, afirmamos que ns ou n19 € igual a 1; com efeito, caso contrdrio, G' possui-
ria (5 — 1) - 76 = 304 elementos de ordem igual a 5 e também possuiria (19 — 1) - 20 = 360
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elementos de ordem 19 (E retirado de cada subgrupo o elemento neutro). Isso é um absurdo,
pois GG possuiria ao todo 664 elementos e sabemos que |G| = 380. Deste modo, um dos sub-
grupos H ou K é normal em G (pois ns = 1 ou nyg = 1) e, em todo caso, o conjunto H K
¢ um subgrupo de G; temos que |HK| = 5-19 = 95 visto que, nitidamente, H n K = {e}.
Agora, aplicando o 3° Teorema de Sylow ao grupo H K, vemos que [ K possui somente um
subgrupo de ordem 5 (que necessariamente deve ser H ) e somente um subgrupo de ordem 19
(que necessariamente deve ser K'). Portanto, H é normal em H K e equivalentemente, temos
HK c Ng(H);logons; = (G: Ng(H)) < (G: HK) = 2% e, portanto, ns = 1, pois ja sabiamos
que ny eraigual a 1 ou 76. Do mesmo modo, K € normal em H K e equivalentemente, temos
HEK ¢ Ng(K); logo nig = (G : Ng(K)) < (G : HK) = 2? e, portanto, nyg = 1, pois ja

sabiamos que n9 era igual a 1 ou 20. [

Exemplo 3.9. Seja G um grupo e sejam p e ¢ nimeros primos. Se |G| = pq, entdo G possui um

subgrupo normal ndo-trivial.

Demonstracdo. Se p = q, entdo |G| = p2. Pela Proposicéo 3.1, G é abeliano, como decorréncia,
todo subgrupo de G é normal nele. Agora, se p # ¢, podemos supor sem perda de generalidade
que p > q. Denotando por n, o nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Fazendo uso do 3°
Teorema de Sylow obtemos,

n, =1 mod p e n, divide q.

Logo, n, = 1 visto que p > ¢. Portanto, possuimos um tnico p-subgrupo de Sylow de G e este é

normal em G. ]

Exemplo 3.10. Se G é um grupo de ordem 364 = 22-7-13, entdo G possui um subgrupo normal
de ordem 13.

Demonstragcdo. Seja n,3 o nimero de 13-subgrupos de Sylow de GG. Por meio do 3° Teorema
de Sylow, obtemos

ni3 = 1 mod 13 e ny3 divide 22 - 7.

Assim, temos n13 = 1 ou 14. Seja .S um 13-subgrupo de Sylow de G. Desejamos informagdes
sobre (G : Ng(S)); para tal procuramos subgrupos entre S e N (S), ou seja, buscamos sub-
grupos nos quais S é normal. Pelo 3° Teorema de Sylow, temos n; = 1; seja entdo K o tinico
7-subgrupo de Sylow de G. Como K < G, visto que n7 = 1, o produto KS é um subgrupo de G;
temos que |K S| = 7-13, pois K n.S = {e}. Aplicando o 3° Teorema de Sylow ao grupo KS,
vemos que S <I KS. Logo, ni3 = (G : Ng(S)) < (G : KS) = 22. Portanto, temos ny3 = 1. [

O resultado abaixo nos fornece um caso particular onde podemos concluir se um grupo

é ciclico.

Proposicao 3.4. Seja G um grupo e sejam p, g nimeros primos tais que p < ¢ € p nao divide

q-1. Se |G| = pq, entdo G é ciclico.
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Demonstracdo. Pelo 3° Teorema de Sylow, temos
n,=1modpen,|q ny,=1modgen,|p.

Com isso, n, = 1 ou g. Temos uma contradigdo, pois para que n, = ¢ € necessdrioque p | g-1e
por hipdtese temos que p ndo divide ¢ - 1, logo n, = 1. Similarmente, n, = 1 ou p. Novamente
ha uma contradi¢do, pois na medida em que temos n, = p implica que ¢ | p — 1 e isso exige que
p > ¢; por hipdtese dispomos de p < g e assim n, = 1. Sejam H o tnico p-subgrupo de Sylow
de G e K o tnico g-subgrupo de Sylow de G. Comon, =1len, =1, H<1 Ge K< (. Além
disso, como sdo grupos de ordem primo, sdo ciclicos. Entdo existem a,b € G tais que H = (a)

e K = (b). Visto que H e K sdo normais em G, aba™! € K e ba~'b~! € H, logo
aba bt e Hn K.

Por outro lado, dado que p e ¢ sdo primos distintos, H n K = {e} o que implica que G = HK,
onde e € o elemento neutro de (. Entao,

ab = ba = G = (ab).

Em particular, grupos de ordem 33,51, 65, ... s@o ciclicos. [

Exemplo 3.11. Se GG € um grupo de ordem 182 = 2-7- 13, entdo G cont€ém no maximo 91

elementos de ordem 2.

Demonstracdo. Seja n, o nimero de 2-subgrupos de Sylow de G. Mediante o 3° Teorema de
Sylow, obtemos

ny =1 mod2eny|91.

Logo, ns = 1 ou 91. Deste modo, GG possui no maximo 91 elementos de ordem 2. [l
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4 Conclusao

Ao desenvolver este trabalho pude me aprofundar mais sobre os contetidos presentes na
disciplina de Estruturas Algébricas I, contetidos esses de grande relevancia devido a generali-
dade que proporcionam.

Em meio a todos os resultados expostos no presente trabalho, destacamos os Teoremas
de Sylow que constituem uma parte fundamental da teoria dos grupos finitos. Estes teoremas
sdo importantissimos no estudo da classificacao de grupos finitos e por meio deles conseguimos

nos aproximar de uma reciproca para o Teorema de Lagrange.
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