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APLICACOES DOS DIAGRAMAS DE VENN

APPLICATIONS OF VENN DIAGRAMS

Weverthon Felipe Trajano dos Santos’
RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo de mostrar algumas aplicacées dos Diagramas de
Venn e aplica-los na resolugdo de problemas de determinagdo de conjuntos que
satisfazem determinadas condigbes. Apresento um breve histérico sobre os
Diagramas de Venn destacando a historia de quem os apresentou, John Venn, as
contribuicdo de Leonhard Euler (um importante precursor de Venn) com suas
representacdes diagramaticas de silogismos légicos por meio dos chamados circulos
eulerianos e as representacdes feitas por Venn. Algumas nocdes da Teoria dos
Conjuntos serdo apresentadas como uma das bases para o trabalho sendo enfatizado
a representacao de conjuntos, as operagdes entre eles, as propriedade delas, como
também a cardinalidade da reunido de conjuntos. Sera dedicada uma segéo as
aplicagdes dos Diagramas de Venn onde serdo apresentadas algumas aplicagcoes
deles a Teoria dos Numeros, a Teoria dos Conjuntos e a Légica Matematica bem como
a aplicacao de tais diagramas na resolugao problemas de determinacao de conjuntos
que satisfazem condi¢des especificas. Por fim, sera realgado, neste trabalho, a
importancia de tais diagramas como ferramenta semidtica de relevancia ao ensino dos
topicos da Matematica que os comportem.

Palavras-chave: Diagramas de Venn. Aplicacfes dos Diagramas de Venn. Teoria dos
Conjuntos.

ABSTRACT
The present work has as objective the objective of some applications of the Venn
diagrams and to apply them in the resolution of problems of determination of sets that
determine in certain conditions. | present a brief history of Venn Diagrams, the history
of who presented them, John Venn, as an outstanding contribution of Leonhard Euler
(an important precursor of Venn) with his diagrammatic representations of logical
syllogisms through the so-called eulerian circles and the representations made by
Venn. Some notions of Set Theory will be presented as one of the bases for the work,
emphasizing the representation of sets, the operations between them, their properties,
as well as the cardinality of the collection of sets. A section will be dedicated to the
applications of Venn Diagrams where some applications of them to Number Theory,
Set Theory and Mathematical Logic will be presented, as well as the application of
such diagrams in solving problems of determination of sets that satisfy specific
conditions. Finally, in this work, the importance of such diagrams will be highlighted as
a semiotic tool of relevance to the teaching of Mathematics topics that comprise them.

Keywords: Venn diagrams. Applications of Venn Diagrams. Set theory.
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1 INTRODUCAO

A Matematica é uma ciéncia que surgiu como parte da vida diaria dos seres
humanos. Boyer (1974) afirma que ao passo que 0s seres humanos perceberam
semelhancas em numero e forma das coisas foram surgindo a Ciéncia e a Matemética.
Desde entdo a Matematica se desenvolveu e permeia hoje o0 mundo moderno onde
se consolidaram o estudo das quantidades, das formas, das medidas, do espaco, das
variacfes em seus diversos ramos.

A Teoria dos Conjuntos é o ramo da Matematica que cumpre o objetivo de
estudar os conjuntos, suas caracteristicas e propriedades. Tal teoria esta fortemente
ligada a logica mateméatica podendo até ser considerada como um ramo derivado
desta e mesmo que qualquer tipo de elemento possa fazer parte de um conjunto a
essa teoria € desenvolvida a partir de elementos que séo relevantes para o0 universo
matematico.

Um grande passo para o desenvolvimento do conhecimento é atribuido a
escrita. Roque (2012) declara que a escrita surgiu gradualmente, sem objetivo de
substituir a comunicacédo oral e que sua pratica inicial esta associada a representacao
de objetos e fatos cotidianos. A necessidade representativa na forma escrita também
acompanhou o desenvolvimento da mateméatica e a representacdo diagramatica
passou a ser uma das formas de visualizar as relacdes estabelecidas pelo
pensamento abstrato.

Na Teoria dos Conjuntos, o matematico John Venn (1834-1923) desenvolveu
um modelo de diagramas, os Diagramas de Venn, que atualmente melhor representa
as relagdes entre conjuntos. Venn foi um matematico e filosofo britanico. Licenciou-se
em Matematica na Caius Colege da Universidade de Cambridge em 1857 sendo
destaque universitario. A partir de 1862, Venn foi docente de Ciéncias Morais no Caius
Colege onde ensinou filosofia e légica.

Figura 1 — Fotografia de John Venn.

Fonte: Captura de tela feita pelo autor, 2022. (EDWARDS, 2004).

Suas principais obras séo The Logic of Chance, publicada em 1866, Symbolic
Logic, 1881, e, The Principles of Empirical or Inductive Logic, de 1889.



Figura 2 — Folha de rosto dos livros de John Venn: The Logic of Chance (1888)
em 32 edicdo, Symbolic Logic (1881) em 12 edi¢do e The Principles of Empirical or
Inductive Logic (1907) em 22 edicdo. Da esquerda para direita, respectivamente.
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Fonte: Captura de tela feita pelo autor, 2022. (VENN, 1881, 1888, 1907).

Um dos precursores mais influentes as obras John Venn foi o0 matematico suigo
Leonhard Euler (1707-1783). Euler escreveu cartas sobre matematica e filosofica a
princesa prussiana Friederike Charlotte Leopoldine Louise de Brandenburg-Schwedt
gue foram reunidas no livro Letters of Euler on Different Subjects in Physics and
Philosophy Addressed to German Princess. As cartas CIl a CVIII tratam da l6gica
proposicional e do silogismos légico onde o autor faz uso dos circulos eulerianos.

Figura 3 — Folha de rosto do livro Letters of Euler on Different Subjects in
Physics and Philosophy Addressed to German Princess de Leonhard Euler.

Fonte: Captura de tela feita pelo autor, 2022. (EULER, 1802).

Figura 4 — Representagdo dos circulos eulerianos por Euler.



Fonte: Captura de tela entre as paginas 404-405 e 408-409 respectivamente, 2022. (EULER,
1802).

Antes da publicagéo do Simbolic Logic de 1881, por meio de um artigo intitulado
de On the Diagrammatic and Mechanical Representation of Propositions and
Reasonings (Sobre a representacdo diagramatica e mecénica de proposicbes e
raciocinios), Venn apresentou seus diagramas.

De acordo com Edwards (2004) Venn inventou seus diagramas ao tentar
estender os circulos eulerianos a problemas mais complexos de logica e encontrar
dificuldades, como por exemplo, ao buscar verificar se um conjunto de muitas
proposicdo eram mutuamente consistentes (as proposicdes sao mutuamente
consistente quando € possivel que elas sejam todas verdadeiras simultaneamente),
os diagramas de Euler ndo forneciam um procedimento gréfico para solucionar a
questéo.

O capitulo V do livro Symbolic Logic, Diagrammatic Representation, Venn
discute o uso dos circulos euleriano para a representacdo de conjuntos. Faz
representacoes 2, 3, 4 e 5 conjuntos destacando a quantidade de regides (classes)
compartilhadas e ndo compartilhadas entre os conjuntos, 2™ para n conjuntos.

Figura 5 — Representacdo dos diagramas para 2, 3, 4 e 5 conjuntos feita por
John Venn no livro Simbolic Logic.

x x



Fonte: Captura de tela feita pelo autor, 2022. (VENN, 1881, p. 100-125).

Uma das caracteristicas principais dos diagramas de Venn esta na simétricas
das figuras. Observe acima o uso de circulos e elipses.

Os Diagramas de Venn sao simples e trazem mais clareza a representagao dos
conjuntos.

Neste trabalho serdo apresentadas algumas nocdes sobre a Teoria dos
Conjuntos e algumas aplicacbes dos diagramas de Venn oriundas do trabalho de
outros autores. Buscarei também fazer a aplicacdo de tais diagramas na resolucao
problemas de determinac&o de conjuntos que satisfazem determinadas condi¢des.

2 NOCOES DE TEORIA DOS CONJUNTOS

Nesta secdo serdo abordadas algumas nocfes da Teoria dos Conjuntos. Para
sua construgao consultei os trabalhos de Novaes (2018), Lipschutz (1996) e Vieira
(2013).

A Teoria dos Conjuntos € o ramo da Matematica que estuda os conjuntos. O
estudo moderno dessa teoria foi iniciada no ano de 1870 pelos matematicos alemaes
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) e Julius Wilhelm Richard
Dedekind (1831-1916).

Nessa teoria, 0 conjunto, o elemento e a relacdo de pertinéncia sdo tratados
como entes primitivos, ou seja, sdo tomados sem definicAo. O conjunto €
habitualmente designado por uma letra latina maidscula, por exemplo, 4, B, C,..., Y,
Z. O elemento é designado, em geral, por uma letra latina minascula, por exemplo,
a,b,c, ..y z Arelagcdo de pertinéncia é a relagdo estabelecida entre um elemento
e um conjunto.

Quando um elemento a pertence a um conjunto A denota-se por a € A (a
pertence a A). Quando um elemento a nao pertence a um conjunto B, denota-se por
a & B (a nao pertence a B).

Na Teoria dos Conjuntos sao estudados 0s conjuntos constituidos por
elementos do universo da Matemética.

E possivel conceituar tais entes primitivos de maneira informal. Cantor (1905)
conceitua conjunto como uma colecdo de objetos definidos, distinguiveis, de nossa
intuicdo ou de nosso pensamento, concebidos como um todo.

Um conjunto definido ou bem definido é aquele em que dado um elemento
gualquer é possivel determinar se ele pertence ou ndo ao conjunto. Um bom exemplo
é disposto por Vieira (2013): A é 0 conjunto cujos elementos sdo nimeros grande.
Buscaremos determinar se o numero 4321 pertence a A. Neste caso, nao se sabe o



qguao grande deve ser um numero para que faca parte do conjunto A e assim essa
determinacao se torna incerta.

Um conjunto distinguivel é aquele em que dados dois elementos pertencentes
a ele podemos determinar se eles sao diferentes ou séo iguais.

Temos um conjunto importantissimo no tratamento das questdes que envolvem
conjuntos de acordo com o contexto, 0 conjunto universo. Podemos defini-lo da
seguinte maneira:

Definicdo 2.1. O conjunto universo (universo do discurso ou conjunto fundamental)
€ aquele ao qual pertencem todos os elementos de interesse em um determinado
contexto.

Ha uma presuncdo de existéncia do conjunto universo no tratamento de
guestdes relacionadas a Teoria dos Conjuntos e que uma vez determinado, mesmo
gue de forma eliptica, serd considerada como solucdo das questdes somente
elementos desse conjunto. Habitualmente, ele é denotado pelo simbolo U.

Exemplo 2.1.
a) Na Geometria Plana o conjunto universo é formado por todos os pontos do
plano;
b) Em Geometria Espacial, o conjunto universo sao todos os pontos do espaco;
c) A populacao é o conjunto universo da Estatistica.
d) Em Teoria da Probabilidade, o conjunto universo € denominado de espaco
amostral.

Um conjunto pode ser representado de muitas maneiras. Destacarei aqui trés
maneiras. A primeira maneira de representacdo consiste em destacar uma
propriedade caracteristica dos elementos de um conjunto. O destaque de um
propriedade é feito da seguinte maneira

A ={x € U:x tem a propriedade P}
ou, A = {x € U: P(x)} ou, simplesmente, A = {x: P(x)}.
Lé-se: A € o conjunto dos elementos x pertentes ao conjunto universo U talque
(*:") x possui a propriedade P.
Exemplo 2.2. S&o conjuntos classicos na Teoria dos Conjuntos:
a) O conjunto dos numeros naturais é denotado por N e representado por N =
fa: a=1,23,..}.
b) Z={a— b:a,b € N}representa o conjunto Z dos nimeros inteiros;
c) Q= {% a,b €Z,b # 0} representa o conjunto dos numeros racionais (Q);
d) R= {taqa,a,a;..:a,€Nea; €{0,1,2,..,9},i e N}. R denota o
conjunto dos nameros reais);
e) O conjunto dos nimeros complexos C é representado por C £ {a +bi:a,bc€

R, i = V-1}.

O segundo modo de designacdo de um conjunto consiste em enumerar
elemento por elemento, ou seja, a listagem dos elementos.

Exemplo 2.3.
a) O conjunto dos numeros inteiros pares P € representado por P =

{..,—4,-2,0,2,4,..}.

b) O conjunto dos numeros inteiros impares I € representado por I =

{..,—5,-3,-1,1,3,5, ...}

c) O conjunto dos numeros naturais primos P € representado por P =

{2,3,5,7,11,13, ... }.
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Por fim, o terceiro modo de designacdo de conjuntos consiste em utilizar
Diagramas de Venn, ou seja, representar um conjunto com auxilio de uma linha
fechada, ndo-entrelagada e seus pontos internos.

Figura 6 — Representacao de dois e trés conjuntos por diagramas de Venn.

N

S

/.7'1_7{ B

Fonte: Elaborada pelo autor, 2022.

Ha alguns tipos especiais de conjuntos na Teoria dos Conjuntos. Destacarei
agui o conjunto vazio, o conjunto unitario, o conjunto finito e o conjunto infinito.
Defini¢cdo 2.2. Um conjunto A é um conjunto vazio quando ndo possui elemento.
Notacdo: @ ou { }.

Exemplo 2.4.

a) A=fneN:n=n+1}= 0.

b) B={z€Z:z+z}= 0.
Definicdo 2.3. Um conjunto A € um conjunto unitario quando possui um Unico
elemento.
Exemplo 2.5.

a) A= {x€Z:x+5=-10} = {—15}.

b) B = {x:é o Gnico nimero natural primo par} = {2}.
Definicdo 2.4. Um conjunto A € chamado conjunto finito quando € vazio ou seus
elementos podem ser listados pelo nimeros naturais N = {1,2,3,4, ...} de modo que
tal processo é finalizado em determinado n € N.

O numero n é denominado a cardinalidade de A que é denotada por |A| ou
n(A). Utilizarei neste trabalho a notacédo n(4).

Exemplo 2.6.
a) O conjunto 4 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} possui cardinalidade 10, ou seja,

n(4) = 10.

b) O conjunto dos divisores inteiros de 3, D; ={-3,—1,1,3}, possui 4

elementos, logo n(D;3) = 4.

Defini¢cdo 2.5. Um conjunto infinito € aquele que nao é vazio e que ndo pode ser
listado pelo conjunto dos nimeros naturais de modo que o processo seja finalizado
em um determinado n € N.

Exemplo 2.7. O conjunto P = {2,3,5,7,11,...} dos numeros naturais primos é
infinito.
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A seguir definirei a igualdade e a desigualdade entre conjuntos.
Definicdo 2.6. Dois conjuntos sdo iguais quando possuem oS mesmo elementos,

assim dizendo, sejam A e B dois conjuntos todo elemento que pertece a A também
pertence a B, e vice-versa.
Notacdo: A = B (A4 éigual a B).
Simbolicamente: A = B & (Vx)(x € A & x € B).
Deste modo tem-se que qualquer que seja x, x pertence a A se e somente se
x pertence a B. Diante do conectivos l6gico “<” (se e somente se) o leitor pode
consultar o Apéndice A —Nocdes de Légica Matematica onde consta esse e outros
conectivos.
Exemplo 2.8. O conjunto A = {1, 2,3} é igual ao conjunto B = {x € N: x < 4}.
Exemplo 2.9. O conjunto C = {—5} é igual ao conjunto D = {x € Z: x + 2 = —3}.
Séo propriedades da igualdade entre conjuntos:

1. (Reflexiva) A = A.

2. (Simétrica) Se A = B, entdo B = A.

3. (Transitiva) SeA=BeB =C(,entdo A = C.
Defini¢cdo 2.7. Dois conjuntos A e B sdo desiguais (diferentes) quando existe pelo
menos um elemento que pertence a um dos conjuntos e ndo pertence ao outro.
Notagdo: A + B (A é diferente de B).
Exemplo 2.10. Os conjuntos A =1{1,2,3,5} é diferente do conjunto B =
{x € N: x é um nimero primo menor que 5}, A # B .
Exemplo 2.11. Os conjuntos C = {—10} e D = {x € Z: x + 11 = 21} s&o diferentes,

C #D.

Definicdo2.8. Dois conjuntos sao denominados disjuntos se eles ndo tém nenhum
elemento em comum.

Exemplo 2.12. Os conjuntos A = {2,3,5} e B = {1,4,8} séo disjuntos.

Exemplo 2.13. O conjunto I dos ndameros irracionais e o conjunto Q dos nameros
racionais sao disjuntos.

Exemplo 2.14. Os conjuntos I dos numeros inteiros impares e o conjunto P dos
nameros inteiros pares sao disjuntos.

Agora, serd mostrado um pouco da relacao de inclusdo entre conjuntos.
Definicdo 2.9. Um conjunto A é um subconjunto do conjunto B quando cada
elemento que pertenca a A também pertence a B.

Notacdo: A € B (A esta contido em B).
AC B o (Vx)(x € A- x €B).
A negacao é representada por: A € B (A nao esta contido em B).
AZ B (3x)(x€edex &B).
Exemplo 2.15. Dados os conjuntos A = {1,4,9,16,25,36,49,64,...} e B =
{x: x é nGmero quadrado} tem-se que A € B.
A incluséo de conjuntos possuem as seguintes propriedades:
1. (Reflexiva) A € A.
2. (Antissimétrica) Se A S Be B € A, entdo A = B.
3. (Transitiva) Se A BeB C (,entdo A € C.
Definicdo 2.10. Um conjunto A # @ é denominado subconjunto préprio de um
conjunto B se A é subconjunto de B, mas existe pelo menos um elemento de B que
nao é elemento de A.
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Notagdo: A € B (A € subconjunto proprio de B ou A é parte propria de B).
Exemplo 2.16. Os conjuntos classicos possuem a seguinte relacao de inclusao N c
Z c QcR.
Exemplo 2.17. O conjunto P dos numeros inteiros pares é subconjunto proprio de Z,
ou seja, P C Z.
Serdo abordadas agora as operacfes entre conjuntos.
Definicdo 2.11. O conjunto intersecdo de dois conjuntos A e B é formado pelos
elementos comuns aos dois conjuntos.
Notagdo: A N B (A interseccdo B).
Simbolicamente: ANB = {x:x € Ae x € B}.
Exemplo 2.18. Dados os conjuntos A = {2,3,5} e B ={2,4,5,8} tem-se ANB =
{2,5}.
Séo propriedades da intersecéo entre conjuntos:
(Dominante) AN @ = @.
(Identidade) A N U = A.
(Idempotente) AN A = A.
(Comutativa) AN B =B NA.
(Associativa) AN(BNC)=(ANnB)NnC.
A propriedade 5 permite a representacao da intersec¢ao de trés conjuntos por
ANnBNC.
Definicdo 2.12. O conjunto reunido (ou unido) de dois conjuntos A e B é formado
pelos elementos que pertencem a A, a B ou a ambos.
Notacdo: A U B (A uniédo B).
Simbolicamente: AU B = {x:x € Aou x € B}.
Exemplo 2.19. Dados os conjuntos A = {2,3,5} e B = {2,4,5,8} tem-se AUB =
{2,3,4,5,8}.
Exemplo 2.20. A reunido do conjunto I dos nimeros irracionais e o conjunto Q dos

ndmeros racionais resulta no conjunto R dos ndmeros reais, 1 U Q = R.
Sao propriedades da reunido entre conjuntos:

1. (Identidade) AU @ = A.
2. (Dominante) AU U =U.
3. (ldempotente) AU A = A.
4. (Comutativa) AUB = B U A.
5. (Associativa) AU(BUC)=(AUB)UC.
A propriedade 5 permite a representacao da reunido de trés conjuntos por A U

abkrwnPE

BUC.
Séo propriedades conjuntas da intersecao e da reunido:
1. (Absorcdo) AN(AUB)=AeAU(ANB) =A.
2. (Distributividade da interseccdo em relagdo a unido) AN (BUC) =(ANB)U
(AnC).
3. (Distributividade da reunido em relagdo a interseccdo) AU(BNC) =
(AuB)Nn(Au ).
Definicdo 2.13. A reunido disjunta (ou unido disjunta) de dois conjuntos Ae B é 0
conjunto cujos elementos pertencem a A ou a B, mas ndo a ambos.
Notac&o: A U B (A4 unifo disjunta B)!

! Notag&o ndo convencional.
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Simbolicamente: AU B = {x:oux € Aou x € B}.
Exemplo 2.21. Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {3,5,6}, a unido disjunta dos
dois conjuntos é A U B = {1,2,5,6}.
Definicdo 2.14. Dado um subconjunto A de um conjunto universo U, o complementar
(absoluto) de A em relacdo a U é o conjunto dos elementos de U que ndo pertencem
aA.
Notacdo: A¢ (complementar de A).
Simbolicamente: A = {x € U: x ¢ A}.
Exemplo 2.22. O U =1{1,23,45} e A={1,2} e B={3}, A ={3,45} e B¢ =
{1,2,4,5}.
S&ao propriedades do complementar de um conjunto:
¢ =U.
Ut = 0.
(49)¢ = A.
A C B se e somente se B¢ € AC.
(Leis de De Morgan)
51. (AnB)¢=A4%uUB°.
52. (AUB)¢ =A‘n B¢,

6. (Inversa) AN A¢ = Q.

7. (Inversa) AU A¢ =U.
Defini¢cdo 2.15. Dados dois conjuntos A e B subconjuntos quaisquer de um conjunto
universo U, a diferenca entre A e B € o conjunto dos elementos que pertencem a A4,
mas néo pertencem a B.
Notacdo: A — B (diferenca entre A e B).
Simbolicamente: A— B = {x:x € Ae x € B}.
Exemplo 2.23. Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {3,5,6}, A— B ={1,2}e B —
A ={5,6}.
Com essa definicdo o complementar absoluto de um conjunto A pode ser disposto
como A¢ = U — A.

Séo propriedades da diferenca entre conjuntos:

arwDNRE

1. A—p=Ae@d—-A=0.
2. A—U=0elU—A=A"
3. A—A=0.
4. A— A€ = A.
5. (A—B)¢ = A° UB.
6. A—B = B¢ — A,
7.
71. (A—B)—-C=A-(BUC).
72. A—-(B-C)=(A-B)Uu(An?7).
8.
81. AUu(B—-C)=(AUB)—(C—-A).
8.2. (Distributividade da interse¢do em relagdo a diferenca) An (B —C) =
(AnB)—(ANnC).
9.

91. A-(BUC)= (A-B)n(4-0).
92. A-(BNC)=((A-B)UA-0).
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10.
10.1. (AUB)—-C=A-C)u(B—-20).
102. AnB)—-C=A-C)n(B-20C).
11.

111. A—-(A—-B)=AnNB.

11.2. (A—-B)—-B=A-B.
Definicdo 2.16. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto universo U, tais que A C
B, o complementar relativo de A em B € 0 conjunto dos elementos que pertencem
a B mas néo a A.
Notac&o: C4 (complementar de A em relacdo a B).
Simbolicamente: C4 = {x:x E Bex ¢ A} = B — A.
Exemplo 2.24. Sejam A = {1} e B = {1,2,3}, C4 =B — A = {2,3}.
Definicdo 2.17. Sejam dois conjuntos A e B, a diferenca simétricade Ae B é o
conjunto de todos os elementos que pertencem a um e somente um dos conjuntos A
e B.
Notacdo: AAB (diferenca simétrica de A e B).
Simbolicamente: AAB ={x:ou(x € Aexé&B)ou (x€Bex¢ A} =(4-
B) U (B — A).
Exemplo 2.25. Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {3,5,6}, AAB = {1,2,5,6}.

Sao propriedades da diferenca simétrica entre conjuntos:

AAQ = A.
AAU = A°.
AANAC =U.
AAA = Q.

(Comutatividade) AAB = BAA.
(AAB)¢ = (AN B) U (A¢ n BY).
(Associatividade) (AAB)AC = AA(BAC).
(Distributividade da intersecdo em relacdo a diferenca simétrica) A n (BAC) =
(AnB)A(ANC).
9. AU(BAC)= (AUBUC)—-(A°NnBnC).
10.

10.1. (AAB)—C=(ANCHABNCO),

10.2. A—(BAC)=(ANBNnC)Uu(AnB¢ncCY).

Adentrarei um pouco na cardinalidade de um conjunto. Se A e B s&o conjuntos
finitos, entdo, é imediato que A N B é um conjunto finito pelo fato de que AN B € A
ou A N B € B. Nas condi¢ces acima A U B também € um conjunto finito. Isso sera
mostrado em breve.

Se A e B sao conjuntos finitos disjuntos, ou seja, A N B = @, entdo o nimero
de elementos de sua reunido (n(4 U B)) € igual a soma dos niimeros de elementos
de A (n(A)) e B (n(B)), ou seja, n(A U B) = n(4) + n(B).

Por outro lado, se A e B s&o conjuntos finitos e ndo disjuntos, ou seja, AN B #
@, entdo o nimero de elementos de sua unido (n(4 U B)) é desigual a soma dos
nimeros de elementos de A (n(4)) e B (n(B)), pois nessa soma os elementos de
AN B estao contabilizados duas vezes, ANBc A e ANB c B. Segue que
n(AUB) =n(A) + n(B) —n(A n B).

ONO O ~WDNPE
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Com esta formula acima podemos encontrar uma férmula para determinar o
namero de elementos da reunido de trés conjuntos.
n(AUBUC) =
=n[(AUB)UC(]
=n(AUB)+n(C)—n[(AUB)NnC]
=n(A)+nB)—n(AnB)+n(C)—n[(AnC)U (B NC)]
=n(A)+nB)+n(C)—n(AnB)—n(AnC)—n(BNnC)+n[AnC)n(BnC)]
=n(A)+nB)+n(C)—m(AnB)—n(AnC)—n(BNnC)+n[AnBnC].
Vejamos que a reunido de m conjuntos constitui também um conjunto finito.
Teorema da Inclusdo-Exclusédo. Dados A4, 45, As,..., A,,, conjuntos finitos, entdo
n(A;UA, U ..UA,) =
m

m m
i i<j i<j<k
+ (D™ (4, Nn4,NA;N...NAy), m > 2. (D
Demonstracao:
(Base de inducéao) Para m = 2:
m=2 m=2
n(A; UA,) = n(4y) + n(4,) — n(4, N 4,) = Z n(4,) — Z n(A; N 4)).
i i<j

A sentenca é verdadeira para m = 2.
(Passo indutivo) Supondo que a sentenca (1) seja valida para um valor a > 2
n(A; UA, UA3; U ...UA,) =

a

a

a
= Z n(4) — Z n(4; N 4;) + Z n(A;NA4;NA) + -+ (-1)a+!
i i<j i<j<k
(A1NnA,NA;N...NAL) (2)
, entdo a sentenca devera ter validade para a + 1.
FazendoR = A, UA,UA4; U ..UA4,,
n(A; UA, UA; U..UA, UA, ) =
=n(RUAg1) =n(R) +n(dgy) —n(RN A1) . (3)
Calculando n(R N Ag41)
n(Rn Aa+1) =
=n[(A;UA,UA3; U ..UA,) NAg1] =
= n[(Al QAa+1) U (AZ n Aa+1) U a U (Aa n Aa+1)]

a

= Z n(4; N A1) — 2 n(A;NA;NAg) + 2 n(A; N A NA NAgyq) +
i i<j i<j<k
+ (D (A4, NA,NA; N NA; NA ).
Voltando a (3)
n(A;UA,UA; U ..UA,UA, 1) =n(RUA, ) =
=n(R) + n(4g1) —n(RNAgiq)

= Z n(4;) — Z n(A;nA)+ - + (=D (A, n4;N ..nA) | +n(Ager) —

i i<j
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a

a
Z n(A;NAge1) — ) n(AiNAiNAge) + -+ (DA N AN ..NAgyy)

i i<j

a a a

= Zn(AL-) —Zn(Ai nA4;) + z n(A;NA4;NAL) + -+

7 i<j i<j<k
a

(=) (A, N Ay N A5 0 N Ay) + 1(Agyy) — Z n(4; N Ag, ) +
i

a

a
+z n(A;NA;NAgyq) — Z n(A;NAjNANAgq) +
i<j i<j<k
+oe—= (D (A4 NANA3N N Ay NAgsq)

a+1 a+1 a+1
= Zn(Ai) - Zn(Ai nAj) + Z n(Al- NA4;N Ak) 4ot
i i<j i<j<k

+(=1D)E@DH (A NA, NA3N ..NAg N Agyr).
Portanto, a sentenca é valida também para a + 1. Com isso, pelo Principio da
Inducdo Finita a sentenca é valida para todo m € N.

3 APLICACOES DOS DIAGRAMAS DE VENN

Nesta secdo serdo apresentadas algumas aplicacbes dos diagramas de Venn
a Teoria dos Numeros, a Teoria dos Conjuntos e a Logica Matematica. Apresentarei
também a aplicacdo de tais diagramas na resolucdo problemas de determinacéo de
conjuntos que satisfazem determinadas condi¢des.

Santos (2017) destaca uma aplicacdo representativa que relaciona o0s
Diagrama de Venn a Teoria dos Numeros diretamente aos conceitos de maximo
divisor comum e minimo multiplo comum. Segue o procedimento:

1. Determinar a fatoracdo prima de cada um dos nimeros dados;
2. Representar por meio dos diagramas de Venn o conjunto dos fatores primos
de cada um dos numeros destacando os fatores comuns a eles.

O produto dos elementos da intersecao dos conjuntos consiste no maximo
divisor comum. Ja o produto resultante todos os fatores presentes nos diagramas, ou
seja, dos elementos comuns e incomuns a ambos 0s conjuntos consiste no minimo
multiplo comum.

Exemplo 3.1. Calcule o maximo divisor comum e 0 minimo multiplo comum entre 882
e 621.

Determinando a fatoracéo prima dos nimeros:

882 2 621 3
441 3 207 3
147 3 69 3
49 7 23 23
7 7 1
1
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Representamos no conjunto A os fatores de 882 e no conjunto B os do niumero
621.

Figura 7 — Representacao da relacdo entre os conceitos de maximo divisor
comum e minimo multiplo comum dos nimeros 882 e 621 por diagramas de Venn.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2022.

O maximo divisor comum ¢é mdc(882,621) =32 =9 e o minimo multiplo
comum é mmc(882,621) =2 -33-72-23 = 60858.

Os diagramas de Venn também constituem ferramenta representativa a varias
areas do conhecimento. Por exemplo, a abordagem de Heberle (2014) sobre a analise
comparativa de redes biomoleculares com auxilio dos diagramas de Venn.

Observacédo: os diagramas que seguem nos exemplos abaixo foram
elaborados pelo autor deste trabalho.

Destacarei a seguir algumas aplicacbes a Teoria dos Conjuntos e a Loégica
Matemética.

No trabalho de Novaes (2018) encontramos algumas aplicacbes dos
Diagramas de Venn a Teoria dos Conjuntos:

I.  Simplificacdo de expressfes polinomiais de conjuntos;

II. Obtencdo de condi¢cdes necessarias e suficientes para que determinadas
relacbes entre conjuntos sejam satisfeitas para quaisquer que sejam 0S
conjuntos;

lll.  Verificagdo da validade de identidades e relagdes condicionais entre conjuntos.
Exemplo 3.2. (NOVAES, 2018, p. 368, exercicio 1. f), adaptado) Simplifique, por meio
do diagramas de Venn, a expressdo polinomial de conjuntos [A— (ANB)JU
[B — (AN B)].

Resolucao:

No termo [A — (A N B)] temos a seguinte representacéo pelos diagramas de

Venn:

A ANB
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N
_/

A—(ANB)

O termo [B — (A N B)] é representado pelos diagramas de Venn da seguinte forma:

A A ’E\'
(0

B ANB

Com isso, a expresséo [A — (AN B)] U [B — (A N B)] é representada por

AAB

gue equivale a diferenca simétrica entre dois conjuntos.
Exemplo 3.3. (LIMA. et al., 2006, p. 23, exercicio 17) Sejam A, B e C conjuntos.

Determine uma condicdo necessaria e suficiente para que se tenha AU(BNC) =
(AuB)nC.
Resolucéao:
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B

[11

VIII

B

VIII

e
e

VIII

)
W

AU(BNC)

(AuB)NncC

AU (BN C) consiste nos pontos das regido I, II, IV, V, VI e (AUB)NC
consistes nos pontos das regides IV, V, VI. Com isso, podemos ter as regides I e 11
vazias para estabelecer uma condigdo necessaria e suficiente, ou seja, a A € C (A
consistir somente nos elementos das regioes IV, V).

E possivel também verificar isto nas relagbes entre os conjuntos verificando a
proposicdo AU(BNC)=(AUB)NCo AcC. Tendo AU(BNC)=(AUB)N
C,entioAc AU(BNnC)=(AUB)NnC c C. Destaforma, A c C. Reciprocamente,
tendoAc C, logp AUC=C. DeAu(BnC(C), temos AU(BNC)=(AUB)N
(AuC)=((AuB)nC,ouseja,AU(BNC)=(AUB)nNC.Sendo assim verificada
a proposicao.

Exemplo 3.4. (NOVAES, 2018, p. 370, exercicio 9. c), adaptado) Verifique, por meio
dos diagramas de Venn, se a identidade a seguir é verdadeira: AN (B —C) =
(AnB)-C.
Resolucao:

O membro A N (B — C) possui a seguinte representagdo pelos diagramas de
Venn:
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A B-C An(B-0C)

Ja o membro (A N B) — C possui a seguinte representacdo pelos diagramas
de Venn:

ANB C (AnB)-C

Com isso, comparando as representacfes para cada membro temos que a
identidade AN (B —C) = (AN B) — C é verdadeira.

Exemplo 3.5. (NOVAES, 2018, p. 370, exercicio 10. a), adaptado) Verifique, por meio
dos diagramas de Venn, se a relacdo condicional entre conjuntos a seguir é valida: se
ANBCS(C°eAUC S B,entaioANC = Q.
Resolucao:

DeAUC € Btem-seque A S Be(C S B, ouseja, A e C sdo subconjuntos de
B. Uma das representacdes possiveis dessas relacdes pelos diagramas de Venn esta
abaixo.
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Observa-se que a condicional é validade. Como A é subconjunto de B, AN
B = A que corresponde a regido /I da representacado acima. Diante disso, A = A N
B € C°. Com isso, sempre ocorre que as regides II e III ndo possuem pontos em
comum, ou seja, ANC = Q.

Novais (2018) também mostra a abordagem de problemas de Incluséo-
Excluséo pelos diagramas de Venn. Resolverei um problema por esse método.
Exemplo 3.6. (DANTE, 2016, p. 32, exercicio 27) Em uma pesquisa feita com 1000
familias para verificar a audiéncia dos programas de televisdo, foram obtidos os
seguintes resultados: 510 familias assistem ao programa A, 305 assistem ao
programa B e 386 assistem ao programa C. Sabe-se ainda que 180 familias assistem
aos programas A e B, 60 assistem aos programas B e C, 25 assistema Ae C e 10
familias assistem aos trés programas.

a) Quantas familias ndo assistem a nenhum desses programas?

b) Quantas familias assistem somente ao programa A?

¢) Quantas familias ndo assistem nem ao programa A nem ao programa B?
Resolucéao:

Sejam A o conjunto das familias que assistem ao programa A, B o conjunto das
familias que assistem ao programa B e C conjunto das familias que assistem ao
programa C. Tem-se n(U) = 1000, n(4) =510, n(B) =305, n(C) = 386,
n(ANB) =180,n(ANC) =25, n(BNnC)=60en(AnBnC)=10.

Preenchemos a quantidade de elementos comuns aos trés conjuntos na regiao
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Para preencher a quantidade de elementos comuns somente dois dos
conjuntos devem ser retirados os elementos comuns aos trés conjuntos para que eles
nao sejam contados duas vezes, ou seja, 180 — 10 = 170 pararegido I1, 25 — 10 =

15 pararegiao IV, 60 — 10 = 50 para regiéo V1.

Agora, para preencher a quantidade de elementos que pertencem somente a
um Unico conjunto os elementos comuns a somente dois conjuntos e os elementos
comuns aos trés conjuntos para nao contar, novamente, duas vezes um mesmo
elemento, ou seja, 510 — 170 — 15 — 10 = 315 para regido I, 305 —-170 — 50 —
10 = 75 pararegido 111, 386 — 15 — 50 — 10 = 311 para regiéo VII.

| 311 |

Por ultimo, para determinar os elementos que nao pertencem a nenhum dos
conjuntos do total de elementos do universo deve ser retirado os elementos comuns
aos trés conjuntos, os elementos comuns a somente dois dos conjuntos e 0s

elementos que pertencem a somente um Unico conjunto. 1000 — 315 — 75 — 311 —
170 — 50 — 15 — 10 = 54 para a regiao VIII.
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a) Observamos pela representacdo acima que 54 familias ndo assistem a
nenhum dos trés programas.
b) Segue que 315 familias assistem somente ao programa A.
c) Pelos diagramas de Venn acima, 311 + 54 = 365 familias ndo assistem nem
ao programa A nem ao programa B.
Outra importante aplicacdo também relatada por Novaes (2018) enfatiza a forte
relacdo entre a Logica Matematica e a Teoria dos Conjuntos. Essa aplicacao trata de

testar a validade de argumentos légicos.
A tabela a seguir mostra a correspondéncia entre as notagfes da Ldgica

Matematica e a da Teoria dos Conjuntos.

Tabela 1. Correspondéncia entre as notacdes da Légica Matematica e da
Teoria dos Conjuntos.

Teoria dos Conjuntos

Variaveis (conjuntos): P, Q, R, ...
Cc

Logica Matematica
Variaveis (proposi¢oes): p,q,7, ...

T I<|<|>]2
ni>|c|o

Valor l6gico F (Falso)

Conjunto vazio: @

Valor l6gico V (Verdadeiro)

Conjunto universo: U

Fonte: Novaes (2018, p. 355).

Para esta aplicacdo o leitor podera consultar, caso necessario, o Apéndice A
— Nocdes de Logica Matematica.
O procedimento para testar a validade de um dado argumento por meio dos
diagramas de Venn é o seguinte:
I.  Construir tantos diagramas de Venn quantas forem as proposi¢cdes que
constituem o argumento rotulando as regibes por nuameros cardinais ou
algarismos romanos;
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[I.  Traduzir para a Teoria dos Conjuntos as premissas e a conclusdo do
argumento;
lll.  Identificar a(s) regido(6es) nos diagramas de Venn que contém a intersec¢éo
de todas as premissas do argumento.
O argumento dado € vélido se a(s) regido(ées) que identificamos conforme o
item 11l € (s&o) subconjunto(s) da concluséo.
Exemplos 3.7. (Regra de Inferéncia Modus Ponens) Verifigue a validade do

argumentop - q,p F q.

Usando a equivaléncia p - g & ~p V q, reformulamos o argumento inicial
para~pVgq,p + q.

Transformando o argumento para a linguagem dos conjuntos, temos que ~p V
q corresponde a P¢ U @, p corresponde a P e a proposi¢éo g corresponde a Q.

v

PuQ P

P¢ U Q corresponde as regibes 11, 111, IV. P corresponde as regides I, II.
Verificaremos agora se [(P¢ U Q) N P] c Q.

(PCuQ)nP Q

[(P€ U Q) N P] corresponde a regido II. Q corresponde as regides 11, I11.
Com isso, é visivel que se verifica [(P¢ U Q) N P] c Q. Portanto, o argumento é
valido.

Trago nesse trabalho a aplicacdo dos Diagramas de Venn a resolucdo de
problemas de determinacdo de conjuntos que satisfazem condi¢cdes especificas. A
seqguir apresentarei o procedimento e dois exemplos para ilustrar a aplicacao.
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Procedimento:
1. Construir diagramas de Venn quantos forem os conjuntos participantes do
problema.
2. Verificar as condi¢cdes por meio da analise dos diagramas.
3. Atualizar cada regido da representacdo marcando cada elemento dentro da
regido correspondente.
Exemplo 3.8. Determinar os conjuntos A e B que satisfazem as seguintes condicdes:
1) AUB ={p,q,r,s}.
29)ANB ={p,r}
3 s € A.
4% A— B = {q}.
Resolucéao:

Diante da 22 condicédo, A N B = {p, r}, temos pelos diagramas de Venn que tais
elementos estéo na regio /1.

Pela 42 condicdo, A — B = {q}, temos que este elemento g estd em na regido
I e que s também esta na regido 11 pois s € suprimido de A se estiver em B.
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Por fim, verificamos pelos diagramas de Venn acima que a distribuicdo dos
elementos respeita a 12 condi¢do, A U B = {p, q,r, s}. Portanto, A = {p,q,r,s} e B =

{p,r,s}.

Exemplo 3.9. (IEZZI. et al., 1977, p. 36-A, exercicio A-47) Determinar 0os conjuntos A4,

B, C que satisfazem as seguintes seis condicdes:
1) AUBUC ={z,x,v,u,t,s,r,q,p}

29 AN B ={r,s}.

3B NC={s,x}.

48 CNA={st}

5AUC ={p,q,r,s,tuvxl}

6 AUB ={p,q,1,5,t,x,2}.

Resolucéao:

Diante da 22, 32 e 42 condicdes, temos A N B N C = {s}. Nos diagramas de

Venn tal elemento esta na regido V.
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Ainda por essas condi¢des temos que os elementos que ndo pertencema A N
B N C = {s} estdo respectivamente nas regides II, VI, IV.

Os elementos p e g s6 podem pertencer a um Unico conjunto pois caso
pertencessem a mais de um deles seria elemento de pelo menos um dos conjuntos
da 22, 32 ou 42 condicbes, que tratam da interseccédo entre dois dos conjuntos. Temos,

a partir disso, que p,q € A pelos fatos de que se pertencessem a B violariam a 52
condicdo, AUC ={p,q,1,s,t,u,v,x}, e se pertencessem a C ndo satisfariam a 62
condicdo, AUB = {p,q,1,s,t,x,z}. Os elementos p e q estdo na regido I.

1 13\

Os elementos u e v, diante da 5% e 62 condicOes, pertence somente ao
conjuntos C pois se pertencessema A ou a B estariaimem AU B = {p,q,1,s,t, x, z},
ou seja, u, v € C e estdo naregido VII.

T
\2/
\ ./
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Por fim, o elemento z € B pois caso contrario estaria em contraponto a 52
condicdo, AUC = {p,q,r,s,t,u,v,x}. Com isso, o0 elemento z esta na regiéo I11.

/

Portanto, diante das condi¢cdes obtemos os conjuntos A = {p,q,1,s,t}, B =
{r,s,x,z} e C ={s,t,u,v,x}.

Diante dos exemplos acima, os diagramas de Venn constituem um recurso
semibtico que permite verificar conjecturas e encontrar a solugdo para os problemas
de maneira mais simples e precisa. A resolu¢cdo com o uso desse instrumento difere
da tentativa por meio representacdo dos conjuntos pela sua notagdo padréo (4 =
{a,b,c,...}). Nela seria necessario representar todas as relacdo entre 0s conjuntos
uma a uma, verificar as condi¢cdes e atualizar cada conjunto.

Considero que os diagramas de Venn podem facilitar o ensino da Matematica
em varios de seus ramos onde podem ser aplicaveis. Nessa perspectiva, a utilizacdo
de tais diagramas tem potencial para modificar o ensino da Logica Matematica ou da
propria Teoria dos Conjuntos tanto nas etapas do ensino basico quanto no ensino
superior. Também hé iniciativas de uso dos diagramas de Venn na educacdao infantil
como recurso interdisciplinar como, por exemplo, a apresentada no trabalho de
Carvalho, Santos e Sequeira (2017).

4 CONSIDERACOES FINAIS

Os diagramas de Venn sao ferramentas relevantes para o trabalho com a
Teoria dos Conjuntos e 0s ramos que a ela estdo associados. Vimos neste trabalho
algumas aplicagOes dos diagramas de Venn. A representacéo foi utilizada na Teoria
dos Numeros, na Teoria dos Conjuntos e a Loégica Matematica. Fiz também a
aplicacao de tais diagramas na resolucdo problemas de determinacédo de conjuntos
gue satisfazem condic¢des especificas.

A representacao de conjuntos por meio deles diferem das outras maneiras de
representar conjuntos por sua propriedade semiotica e a facilidade na representacéo.
O uso resulta em eficiéncia para o processo de resolucdo de varias questdes no
universo dos conjuntos.

Termino o trabalho enfatizando que a usabilidade dos diagramas de Venn
podem facilitar o ensino da Matematica a medida que seu potencial representativo se
associa aos assuntos matematicos.
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APENDICE A - NOCOES DE LOGICA MATEMATICA

Para a construcado desse apéndice foram consultados os trabalhos de Filho
(2002) e Daghlian (1995). As tabelas apresentadas neste apéndice foram elaboradas
pelo autor deste trabalho.

Definicdo A.1. Denomina-se proposicao todo conjunto de palavras ou simbolos que
exprimem um pensamento com sentido completo.

Exemplo A.1.
a) log100 = 2;
b) Paris é a capital da Franca;
c) 2<1;

d) senm = 1.
Ha dois principios fundamentais na Logica Matematica. Sao eles:
Principio da nado contradicdo: Uma proposicdo ndo ser verdadeira e falsa
simultaneamente.
Principio do terceiro excluido: Qualquer que seja a proposi¢cao ou ela é verdadeira
ou é falsa, nunca ocorre outro caso.
E uma consequéncia desses principios que qualquer proposicdo possui um
unico valor. Ou é verdadeira ou é falsa.
Definicdo A.2. Chama-se valor l6gico de uma proposicdo a verdade se a
proposicao for verdadeira e a falsidade quando for falsa.
Exemplo A.2. As proposi¢éo a) e b) do exemplo A.1. tém valor l6gico de verdade e a
c) e d) o de falsidade.
Definicdo A.3. Chama-se proposicado simples (proposicdo atdmica) aquela que
ndo contém nenhuma outra proposicdo como parte integrante dela mesma.
Tais proposi¢cfes sdo denotadas pelas letras latinas minasculas p, q, 7, s, ...,
gue sdo chamadas de letras proposicionais.
Exemplo A.3. As seguintes proposi¢des sao simples:
a) p: O pato & um ave;
b) g: Maria fez a atividade;
c) r: O ndmero 2 é o Unico numero natural par primo.
Definicdo A.4. Denomina-se proposicado composta (proposi¢cdo molecular) aquela
formada pela combinac&o de duas ou mais proposicoes.
As proposi¢des compostas sdo denotadas pelas letras latinas maiusculas P, Q,
R, S, ..., e sdo também chamadas de letras proposicionais.
Exemplo A.4. As seguintes proposicdes sdo compostas:
P: O pato é uma ave e Maria fez a atividade;
Q: O pato € uma ave ou Maria fez a atividade;
R: Se chover, entéo vai trovejar.
Para evidenciar que uma proposicdo composta P é formada por proposicdes
simples p, q, 1, s, ..., escreve-se P(p,q,7, ...).
Definicdo A.5. Chama-se conectivos palavras utilizadas para formar novas
proposicoes a partir de outras.
Sao conectivos usuais na Légica Matematica: “e”, “ou”, “nao”, “se ... entdo ...”,
‘... se e somente se ...".
Exemplo A.5. S8o exemplos de proposicdes com tais conectivos:
a) P: O numero 11 é primo e o nimero 28 é igual a 256;
b) Q: O quadrilatero convexo ABCD é trapézio ou € paralelogramo;
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c) R: Na&o esta trovejando;
d) S: Se uma figura € um pentdgono convexo, entdo possui 5 diagonais;
e) T: O triangulo ABC é equilatero se e somente se € equiangulo.
A tabela-verdade de proposi¢fes € um dispositivo utilizado para representar
todos os possiveis valores l6gicos de uma proposicdo composta ou simples.
Observacéao: As tabelas dispostas neste apéndice foram elaboradas pelo autor
deste trabalho.
Uma proposicdo composta com duas proposicdes p, g da seguinte forma:

BSIW N
B>l >R RS ASE S
n<|ITmISKR

A representagdo de uma proposicdo composta com trés proposi¢cdes p, g e r

S'[?\

IO | U1 DW=
SR i N ies B ST NI A SE A SRS
T SN T T S ISR
oSNT ST ST IS|s

A seguir sera destacada as operacdes logicas entre proposicoes.
Definicdo A.6. A negacdo de uma proposicao p é a proposicéo representada por
“ndo p”, cujo valorldgico é a verdade (V) quando p é falsa e a falsidade (F) quando p
€ verdadeira.
Notacdo: ~ p (néo p).

A tabela-verdade dessa proposicao é a seguinte:

P ~p
1 V F
2 F 4

Definicdo A.7. A conjuncdo de duas proposicdes p e q € a Pproposicao
representada por “p e q”, cujo valor légico é a verdade (V) quando as proposicdes p
e q sao ambas verdadeiras e a falsidade (F) nos demais casos.
Notagdo: pAq (p e q).

A tabela-verdade dessa proposicao é a seguinte:
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IEIESIESE S
< |mste
| <>

BN (-

Definicdo A.8. A disjuncéao (inclusiva) de duas proposi¢cdes p e q € a proposicao
representada por “p ou q”, cujo valor l6gico é a verdade (V) quando ao menos uma
das proposi¢des p e g € verdadeira e a falsidade (F) quando ambas séo falsas.
Notagdo: p V q (p ou q).

A tabela-verdade dessa proposicao é a seguinte:

B IW (N [

B>l >N SEASIES]
omSImIS/R
o<ISINI<

Definicdo A.9. A disjuncéo exclusiva de duas proposicdes p e q € a proposicao
representada por “ou p ou q”, cujo valor légico é a verdade (V) quando somente uma
das proposicdes p e q é verdadeira e a falsidade (F) quando as proposi¢fes s&o
ambas verdadeiras ou ambas falsas.
Notagdo: p V q (ou p ou q).

A tabela-verdade dessa proposicao é a seguinte:

ERiEs ERSEASELS
ST SR
< ST

BSIW(IN (-

Definicdo A.10. A proposicéo condicional de p e q é a proposi¢cao representada
por “se p, entdo q”, cujo valor I6gico é a falsidade (F) quando p € verdadeira e q é
falsa e a verdade (/) quando nos demais casos.
Notagdo: p — q (se p, entdo g ou p é condicdo suficiente para q ou ainda q é condigéo
necessaria para p.

A tabela-verdade para essa proposicao é:

p q pP—q
1 |4 4 4
2 |4 F F
3 F |4 |4
4 F F |4
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Definicdo A.11. A proposicado bicondicional de p e q € a proposicéo representada
por “p se e somente se q”, cujo valor I6gico é a verdade (V) quando p e q sdo ambas
verdadeiras ou ambas falsas, e a falsidade (F) nos demais casos.

Notagdo: p « g (p se e somente se g OU p é condigdo necessaria e suficiente para q
ou ainda q € condicao necessaria e suficiente para q.

p q p<q
1 4 |4 4
2 4 F F
3 F %4 F
4 F F 4
A ordem de prioridade dos conectivos é a seguinte:
1) ~;
2) ANeyv,;
3) =
4) o,

Os parénteses podem ser utilizados para priorizar determinadas operacoes.
Exemplo A.6. Na proposi¢cdo composta p = g <> r A's a bicondicional é o ultimo
conectivo a incidir em seu valor l6gico. JAem p - (q « r A s) é a condicional.

Serdo apresentadas a seguir as definicdes de tautologia, contradicdo e
continéncia.

Definicdo A.12. Chama-se tautologia toda proposicdo composta cuja Ultima coluna
da tabela-verdade apresenta somente o valor légico de verdade.
Exemplo A.7. A proposicdo ~(p A ~p) é tautolédgica:

p ~p | pA~p | ~(pA~p)
1 1% F F %
2 F % F %

Tal proposicdo é chamada de principio da ndo contradicéo.
Definicdo A.13. Denomina-se contradicdo toda proposicdo composta cuja Ultima
coluna da tabela-verdade traz somente o valor l6gico de falsidade.
Exemplo A.8. A proposicdo p A ~p € uma contradi¢ao:

% ~p pPA~p
1 |4 F F
2 F |4 F

A partir dessa proposicdo a afirmacao de que uma proposi¢cao pode ter valor
l6gico de verdade e falsidade concomitantemente tem valor l6gico de falsidade.
Definicdo A.14. Designa-se contingéncia toda proposicdo composta cuja Ultima
coluna da tabela-verdade ha valores logicos de verdade e de falsidade.

Exemplo A.9. A proposicdo tabela-verdade da proposicdo pVg—>p € uma
contingéncia:
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p q pVvq pvVq-p
1 v v v v
2 v F Vv Vv
3 F % Vv F
4 F F F v

A seguir serdo apresentadas as definicdes de implicacéo logica, equivaléncia
l6gica e argumentos proposicionais.
Definicdo A.15. Diz-se que uma proposicdo P(p,q,r,...) implica logicamente
(implica ou acarreta) uma proposicdo Q(p,q,r,...) se Q(p,q,r,...) é verdadeira (V)
todas as vezes que P(p,q,, ...) é verdadeira (V).
Notacdo: P(p,q,1,...) = Q(p,q,r, ...) [P implica logicamente em Q].
Exemplo A.10. A tabela-verdade da proposicdo (p = q) A p é:

p q p—-q (p=>qgAp
1 1% 1% 1% %
2 % F F F
3 F v 1% F
4 F F % F

A proposicdo (p —» q) Ap € verdadeira na 12 linha e nela g também é
verdadeira. Com isso, h& a implicacao logica (p —» q) Ap = q. Essa implicacao
€ denominada Regra Modus Ponens. Também ocorrem as implicacdes
p-PAp=>pelp->@Ap=>p-q.

Teorema A.l. A proposicédo P(p,q,r,...) implica a proposicdo Q(p,q,r, ...) isto
é P(p,q,7,..) = Q(p,q,r,..) se e somente se a condiciona P(p,q,r,...) =
Q(p,q,r, ...) € tautoldgica.

Demonstracao:

Se P(p,q,7,...) > Q(p,q,7,...), entdo ndo ocorre que os valores logicos
das proposicdes sejam simultaneamente de forma respectiva V e F e com isso
a condicional entre essas duas proposi¢coes € tautoldgica.

Reciprocamente, se a condicional entre essas duas proposicdes
P(p,q,r,..) e Q(p,q,r,..) é tautoldgica, ou seja, a Ultima coluna da sua tabela-
verdade se encerra em V, ndo ocorre que os valores simultineos dessas
proposicdes sejam respectivamente V e F. Com isso, P(p,q,r,..) implica
logicamente em Q(p, q,7, ...).

Exemplo A.11. A tabela-verdade da proposicdo [(p = q) A ~q] = ~p é:

~q|lp-=>q | p>PA~q| ~p | [(p>)A~q]>~p

BN Ie> I ST SIS
SIS KR
< I ST <)L

B TWIN (-
S|mIS|™
ST T T
S S| T
SISNISNIS
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Com isso, ha a implicacao légica (p — q) A ~q = ~p pois a condicional
[(p - q) A~q] » ~p € tautologica. Essa implicacdo é denominada Regra
Modus Tollens.
Definicdo A.16. Diz-se que uma proposicdo P(p,q,7,..) Sdo equivalentes
(logicamente) a uma proposicéo Q(p, q,r, ...) quando as tabelas-verdade dessa
proposi¢cdes possuem valores logicos idénticos.
Notacdo: P(p,q,7,...) © Q(p,q, 7, ...) [P equivale logicamente a Q].
Exemplo A.12. A tabelas-verdade das proposi¢cdes p e ~~p séo:

p ~p ~~p
1 v F v
2 F v F

Diante das tabelas-verdade acima ha a equivaléncia légica p & ~~p. ESsa
equivaléncia € denominada de dupla negacéo.

Teorema A.2. A proposicdo P(p,q,r,..) € equivalente a proposicao
Q(p,q,r,..),istoé: P(p,q,r,..) © Q(p,q,1,...) Se e somente se a bicondicional
P(p,q,r,..) < Q(p,q,r,..) € tautoldgica.

Demonstracao:

Se P(p,q,r,..) = Q({p,q,r,..), entdo as proposicées P(p,q,r,..) €
Q(p,q,r,...) possuem tabelas-verdade idénticas. Com isso, o valor l6gico da
bicondicional entre essas proposicdes é tautoldgica.

Reciprocamente, se a bicondicional entre essas duas proposicoes
P(p,q,r,..) € Q(p,q,7,...) € tautoldgica, logo a ultima coluna da sua tabela-
verdade se encerra em V. Com isso, ocorre sempre que os valores légicos
respectivos das duas proposi¢cdes sao ambos V (verdade) ou ambos F (falsidade).
Dessa forma, P(p, q,1, ...) equivale logicamente a Q(p, q,7, ...).

Exemplo A.13. A tabela-verdade da proposicdo condicional (p - q) « (~p V q) é:

4 q | ~p | p—q ~pVvqg | p->q@ o (pVvyg
1 v | v | F v 1% v
2 v | F | F F F %
3 Flv |v v % %
4 F | F |V v % %

Com isso, ha a implicacao logica (p - q) & (~p V q) pois a bicondicional
(p = q) & (~pV q) € tautoldgica.

Definicdo A.17. Chama-se argumento toda a afirmacéao de que uma dada sequéncia
finita Py, P, ..., B, (n = 1) de proposi¢cdes tem como consequéncia ou acarreta uma
proposicao final Q.

As proposigoes Py, P,, ..., P, sdo denominadas premissas do argumento, e a
proposicao Q diz-se a conclusdo do argumento. Indicasse um argumento por
Notacéo: P;, P,, ..., B, + Q (P, Py, ..., B, acarreta Q ou Q decorre de Py, P,, ..., B,).

Observacao: As premissas dos argumentos sao verdadeiras ou sdo admitidas
como tal.
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Teorema A.3. Um argumento P;,P,,..,B, -Q € valido se e somente se a
condicional:
(PLAP,A ... ANB) - Q (1)

€ tautoldgica.
Demonstracao:

A principio, as premissas Py, P,, ..., B, sdo todas verdadeiras se e somente se
a proposicdo P A P, A ... A B, é verdadeira. Com isso, o argumento P;, P,, ..., P, +
Q é vélido se e somente se a conclusdo @ € verdadeira todas as vezes que a
conjuncdo P; A P, A ... A B, é verdadeira, ou seja, P, A P, A ... A B, = Q. Por fim,
pelo teorema A1, P, A P, A ... A B, = Q seesomentese P, A P, A .. AN B,—>Q é

tautologica.
Exemplo A.14. A Regra Modus Ponens e a Regra Modus Tollens sdo argumentos

validos daformap - q,p + q e p = q,~q + ~p respectivamente.
Exemplo A.15. A tabela-verdade da proposicdo [(p 2 g) A(g > 1)] = (p - 1) é:

p->A(@—-71)

=<
<

p

S

q 1%

IR IESIRSIESIESE S
I ISISIEIE SIS
o < |m s msim <=
<|<|==|===i<]L
<|<|m==sisimi<|L
<|<|==s|=sm =L
<|<Im<|=m|mm<

RN U WIN -

Na dltima linha da tabela acima ocorre:

[(p->pA(@->1)]->(p-oT1)

I |N|U|D |WN -
RIS NN SIS

Com isso, 0 argumento p = q,q > r +p — 1r é valido pois a condicional
[(W>qg)A(q@—-1)]>(p—-r) é tautolégica. Esse argumento é denominado
Silogismo hipotético.



