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O TEOREMA DE MOTZKIN

Wesley dos Santos Pereira*
RESUMO

O famoso Teorema de Motzkin afirma que um subconjunto fechado do espaco euclidiano €
convexo se, e somente se, € um conjunto de Chebyshev ou, ainda, se, e somente se, a fungdo
distancia até ele € diferencidvel em seu complementar. Neste artigo, apresentamos um esbogo
da demonstracdo desse teorema devida a Lima (2011). Essa demonstracdo nos propiciou um
bom itinerdrio para introduzir os conceitos primordiais da Anélise e da Topologia no espago
euclidiano, os quais sdo apresentados, por exemplo, em Bartle (1964) e Lima (2015). Estas
duas teorias sdo essenciais para o estudo de objetos geométricos mais sofisticados e do Célculo
em ambientes mais gerais, como se faz na Geometria dos dias de hoje.

Palavras-chave: Anilise e Topologia no Espaco Euclidiano. Conjunto de Chebyshev. Conve-

xidade. Espaco euclidiano.
ABSTRACT

Motzkin’s famous theorem states that a closed subset of Euclidean space is convex if and only
if it is a Chebyshev set or even if and only if the distance function to it is differentiable in its
complement. In this article, we present an outline of the proof of this theorem due to Lima
(2011). This demonstration provided us with a good itinerary to introduce the primordial con-
cepts of Analysis and Topology in Euclidean space, which are presented, for example, in Bartle
(1964) and Lima (2015). These two theories are essential for the study of more sophisticated
geometric objects and Calculus in more general environments, as is done in Geometry today.

Keywords: Analysis and Topology in Euclidean Space. Chebyshev set. Convexity. Euclidean

space.

1 INTRODUCAO

A Geometria € uma das dreas mais antigas da Matemadtica, e os problemas de mdximos e
minimos sempre dela fizeram parte. Tal € o caso do seguinte problema: No plano, sejam dados
uma reta v e um ponto A fora de r. Determine um ponto P € r tal que o comprimento do
segmento AP seja o menor possivel.

A introducdo de coordenadas e o uso de técnicas do Célculo permitem que alguns dos pro-

blemas geométricos de maximos e minimos sejam melhor formalizados, tratados com maior

*Aluno de graduacdo do Curso de Licenciatura Plena em Matemdtica do Centro de Ciéncias Exatas e Sociais
Aplicadas, Campus VII — Governador Antonio Mariz (Patos—PB), Universidade Estadual da Paraiba. E-mail:
email @email.com. Este artigo de conclusdo de curso foi escrito sob orientacdo do Prof. Dr. Arlandson Matheus
Silva Oliveira.



generalidade e, assim, resolvidos de forma mais completa e satisfatéria. Coordenadas e Célculo
também tornam possivel estender problemas do plano a espacos mais gerais e abstratos.

No espaco vetorial R”, podemos estudar geometria a partir do produto interno candnico,
definido por (z,y) := z1y; + -+ - + z,Yy, quaisquer que sejam os vetores z = (z1,...,T,),

vy = (y1,...,Yyn) € R". Este produto interno dd origem a uma norma, chamada norma euclidi-

ana, ||z|| :== \/(2? + - - - + 22) para x € R", que mede o comprimento dos vetores. Da norma,
vem uma nogao de distincia entre dois pontos: para z,y € R, definimos d(z,y) := ||z — y||.
O espago vetorial R™ pode, entdo, ser considerado como espago métrico (R”,d), e a métrica
gera naturalmente uma topologia. Esta no¢do de distancia pode ser estendida, de maneira na-
tural, a de distincia entre ponto e subconjunto: a distincia d(x, A) de um ponto x € R™ a um
subconjunto A C R™ € definida por d(z, A) := Cllxelg ||z — al|. Do ponto de vista da Anélise e da

Topologia podemos formular as seguintes questoes:
» Dado A C R", que propriedades tem a fungdo distincia = — d(z, A)?

* Que relacdes tém as propriedades métricas e topoldgicas de A com as propriedades da

fungao distancia?

No caso particular em que A € um subespaco vetorial préoprio de R", sdo conhecidos os

seguintes trés fatos:

* Existe uma projecdo 7 : R" — A tal que d(z, A) = ||z — 7(x)]|, isto é, 7(z) é o ponto

de A mais préximo de z;

A funcdo distincia € diferencidvel em R™ — A;

A € um subcojunto convexo.

E notdvel que estes trés fatos sdo, na verdade, equivalentes para qualquer conjunto fechado
A C R"™. Segundo Lima (2011), “Este resultado, conhecido como Teorema de Motzkin, consti-
tui uma importante caracterizacdo dos conjuntos convexos (fechados) de espacos euclidianos e
deve seu nome ao matematico alemao Theodore Motzkin (1908-1970), que o estabeleceu”.

Este trabalho teve como objetivo geral estudar o Teorema de Motzkin que constitui uma
importante caracteriza¢do dos conjuntos convexos de espacgos euclidianos, para o qual apresen-
tamos a demonstracio devida a Lima (2011).

A metodologia empregada na elaboracdo deste artigo consistiu na leitura minuciona e mape-
amento dos pré-requisitos necessarios para compreender a demonstragdo do Teorema de Motz-
kin devida a Lima (2011). Passamos, entdo, a estudar esses pré-requisitos a partir de Bartle
(1964) e Lima (2015), o que nos levou a ter acesso ao formidavel cabedal matematico da Ana-
lise e Topologia no Espaco euclidiano, com énfase no Célculo Diferencial.

O trabalho estd organizado como segue.



2 CALCULO DIFERENCIAL NO ESPACO R"

2.1 O espaco vetorial normado R"

Na teoria da Andlise Matemadtica, o conjunto dos reais R € caracterizado como corpo or-
denado completo e € comum chamar os elementos do conjunto R de pontos. A partir disso,
surge a no¢do de distancia, designada como valor absoluto, de um ponto até um ponto pré-
fixado, uma origem. Essa ideia de distancia conduz aos conceitos centrais da Andlise — limite,
convergencia, continuidade, derivada e integral.

Os espacos euclidianos de vérias dimensdes, no entanto, ndo possuem estrutura de corpo.
Portanto, precisa-se de uma estrutura mais apropriada que valha para espacos multidimensio-
nais, a saber, a de espaco vetorial.

Em vista disso, para se alcangar os resultados importantes da demonstracao do Teorema de
Motzkin, € necessdrio introduzir o ambiente adequado para este fim, que serd entdo o estudo do

espaco euclidiano n-dimensional como espago vetorial normado.

2.1.1 Produto interno e Norma

Definimos o espaco R™ como um produto de n cépias de R, com n > 1,
R"=RxRx...xR.

Os pontos =,y € R" sdo daforma x = (x1, 22, ..., 2,),y = (Y1,Y2, - - -, Yn)- Os 4, y; € R,
1 =1,...,n, sdo as coordenadas, respectivamente, dos pontos x, y.

A seguir, definiremos uma no¢ao importante para o nosso estudo que € o produto interno
euclidiano. E importante, pois utilizaremos para introduzir outro conceito fundamental que é
a norma de um elemento de R". Essa norma é a generaliza¢do da ideia de mdédulo ou valor

absoluto de um nimero real.
Definicdo 2.1. Dados dois pontos em R”, x = (21, %2,...,%,),y = (Y1,Y2, - - -, Yn), 0 produto

interno euclidiano entre e y é definido como:

(,y) ==1y1 + Toy2 + ... + TpYp = leyz
i=1

Isto define uma fungao

(,):R"xR" >R
(z,y) — (z,y)

e observamos facilmente que para cada x,y,z € R" e A\ € R, tem-se:

1. (z,y) = (y, ) (simetria);



2. (z,y+ Az) = (x,y) + Xz, ) (linearidade);
3. (z,x) > 0e (x,z) = 0 < x = 0 (positividade).
Defini¢do 2.2. A norma euclidiana sobre R™ € a funcéo || - || : R" — R* dada, para cada

|z]] = /(@ - ),

a qual goza das seguintes propriedades:

x € R", por

1. ||z|| > 0 e vale a igualdade se, e somente se, z = 0;
2. |[Az|| =|A ||z|| para todo A € R, x € R™;

3. ||z 4+ y|| < ||z|| + ||ly|| para todo =,y € R™.

Definicao 2.3. A distancia euclidiana entre =,y € R™ é dada por:
d(z,y) = |z =yl

O ntimeros real d(x, y) é chamado de distincia de = a y.

Tem as seguintes propriedades, para todo x,y € R™:
1. d(xz,y) > 0ed(x,y) = 0 se, e somente se, r = ¥;

2. d(z,y) = d(y,z);
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) paratodo z,y, z € R".

Seja E um conjunto sobre o qual estd definida uma fung¢do d : £ x E — R com as pro-
priedades acima. O par (F,d) é dito um espago métrico. Sendo assim, se tomarmos o espaco

vetorial R™ com a distincia d(z, y) = ||z — y||, temos um exemplo de espagco métrico.

A nocido de distancia em R" permite falar de conceitos fundamentais tais como de pontos

proximos, em particular, podemos falar em convergéncia.

2.1.2 Sequéncias em R"

Apresentaremos agora um tipo de funcao especial, denominada sequéncia, assim como suas

principais propriedades de convergéncia.

7

Definicao 2.4. Uma sequéncia em R" € uma funcao

N — R"
kl—>LL’k



Como cada 7, € R", escrevemos z = (1, 73,...,27%) € R™. Assim, uma sequéncia de

termos (z1) € R" € equivalente a termos n sequéncias de nimeros reais, (z}), . . ., (z7).

Definicdo 2.5. Uma subsequéncia da sequéncia () no conjunto R" ¢ a restricdo da aplicagdo
k — xp a um subconjunto infinito N’ = {k; < ks < ...} C N,

Ja que sequéncias sao fungdes, podemos questionar seus limites. Entretanto, como o domi-

nio da funcgio estd definida em N, o tnico limite que faz sentido € o de z,, quando n — +o0.

Definico 2.6 (Sequéncia convergente). Sejam (xj) uma sequéncia em R e um ponto a € R".
Dizemos que () converge para a € R™ ou equivalentemente, que a é limite da sequéncia (zy),
se

lim ||z — al| = 0.
k—o0

Isto significa o seguinte: paratodoe > 0,3 N € N, talquese k > N = ||z —al < e.
Desse modo, escrevemos:

lim z, =a ou x, — a.
k—o00

Caso possua limite, a sequéncia () é dita convergente; caso contrdrio, ela é dita divergente.

Proposicdo 2.1. Sejam (1) uma sequéncia em R" e a = (aq, . .., a,) € R™. A sequéncia (xy,)

converge para a se, e somente se, cada sequéncia coordenada (x;,) converge para a;.

Demonstracdo. Suponhamos que () converge para a € R™. Entéo, paracadae > 0,3 N € N
tal que
k>N= |z —al <e.

Como ||z — al® = Z;L:l(xi — a;)?, segue que, se k > N, entdo:

n
Z(wi —aj)* < €.
j=1
A soma anterior envolve somente nimeros reais ndo negativos. Portanto:
(Ii—aj)Q <e Vji=1,2,...,n.
desde que £ > N. Concluimos, entdo, que
k>N = Hxi—ajH <e Vj=1,2,...,n.
Isto mostra que cada sequéncia (:)sfc) converge para a’.

Reciprocamente, suponhamos que x4, converge para o/ para todo j = 1,2,...,n. Entdo,

dado € > 0, paracada j = 1,2,...,n, existe k; € N, tal que
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Tomando-se, entdo, N = max{ki, ..., k,}, tem-se, para todo k > N,
e = all < Vi max{eg = aall ot = anll} < Vi = =
donde z;, — a ]

Definicao 2.7. Uma sequéncia (z;) € R"™ ¢ limitada se existe » > 0 tal que
ekl <rVEkeN.
Proposicao 2.2. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragdo. De fato, se (z5) é uma sequéncia em R" que converge para a, existe ky € N,

tal que k > ko = ||z — al| < 1. Logo,

[zell = l(zx — a) + all < lzx —all + flall <1+ lal[ V & = ko.

Fazendo-se r = max{||z||,..., || zk-1ll, 1+ |||}, tem-se ||zx| < rVEk € N. O

O Teorema de Bolzano-Weirstrass na reta diz que toda sequéncia limitada de nimeros reais
possui uma subsequéncia convergente. Esse teorema, quando tratado no conjunto dos reais R,
requer o conceito de supremo para um conjunto nao-vazio limitado superiormente. Mas observe
que essa ideia de supremo ndo se aplica ao espaco multidimensional R"”, haja visto que R" ndo

tem uma ordem compativel com a estrutura de espago vetorial.

Teorema 2.1 (Bolzano-Weirstrass). Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia conver-

gente.
Demonstragdo. Seja (ry) = (z},7%,...,2%) € R" uma sequéncia limitada. Segue imediata-
mente das defini¢des que cada sequéncia coordenada (z})ren,i = 1,...,n, é limitada. Com

efeito, existe r > 0 tal que

" 1/2
|zt | < Z(:L‘ﬁﬂf <r VkeNji=1...n.

=1

Pelo Teorema de Bolzano-Weirstrass unidimensional, existe uma subsequéncia (z})ren, de
(73) que converge para um nimero a; € R. A sequéncia (27 )ren, € limitada; logo, possui uma
subsequéncia (77)en,, com Ny C Ny, convergindo para algum a; € R. Prosseguindo assim,
apos n etapas, obtemos um subconjunto infinito N,, C N tal que, para cadai = 1,...,n, (z%)

converge para a; € R. Pela Proposi¢do 2.1, (z)ken, converge para a = (ay,...,ay,). O

Definicao 2.8. Uma sequéncia de Cauchy em R™ é uma sequéncia (zj) que tem a seguinte

propriedade: Ve > 03 N € N tal que se k, m > N, entdo:

e — x| <€
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Entdo, uma sequéncia é de Cauchy quando, dado arbitrariamente um ¢ > 0, a partir de um

certo termo, a distancia entre dois termos quaisquer da sequéncia € menor que ¢, ou seja,
(x)) é de Cauchy < lim ||z, —xk|| =0V p e N.
k—o00

Teorema 2.2 (Completude de R™). Uma sequéncia em R"™ é de Cauchy se, e somente se, é
convergente.

Demonstracdo. A prova de que uma sequéncia convergente € de Cauchy € imediata a partir das
defini¢oes. Seja, agora, (zj) de Cauchy. Nao é dificil ver, a partir da definicdo, que (xy) é
limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weirstrass, existe uma subsequéncia (z)ren, convergindo

para, digamos, a € R". Dado € > 0, existem [; € Ny e k; € N tais que

1>10,leNy = ||z — al <§ e kI>kLkleN= |z - < -

2
Fazendo ks = max{k,(;} e fixando N 5 [ > k,, temos
€ €
lzx —all < flze =@l + o —a <5+ 5 =€ Vk 2k,
0 que prova que xj — a. [

2.2 Nocoes topologicas no R

Dados a,b € R", o segmento de reta aberto determinado pelos extremos a e b €, por defini-
¢do, o conjunto
(a,b) ={x e Rz = (1 —t)a+1tb,t €(0,1)}

Da mesma forma, o segmento de reta fechado €, por definicao, o conjunto
la,b] ={z € R";2 = (1 —t)a+tb,t € [0,1]}
Ademais, nos referiremos ao conjunto
{(1 —=t)a+tb;t € [0, 400}

como a semirreta com origem em a e que contém b.

Definicao 2.9. Diz-se que um conjunto X C R" é convexo quando, para quaisquer a,b € X,
tem-se [a,b] C X

Em termos geométricos, a definicdo de conjunto convexo equivale a dizer que qualquer
segmento de reta com extremos no conjunto, estd inteiramente contido no conjunto.

z

Exemplo 2.1. O conjunto do R" é, obviamente, um caso de conjunto convexo. Outro exemplo
€ o de um qualquer subespaco vetorial V' C R”. Com efeito, dados a,b € V, a combinacgdo
linear (1 — ¢)a + tb pertence a V' para todo ¢ € [0, 1].
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2.2.1 Abertos e fechados

No estudo da Andlise na reta, os intervalos da reta real desempenham um importante papel.
Jano R" € possivel generalizar esse conceito, através da ideia de bola.

Definimos bola aberta, bola fechada e esfera da seguinte maneira:

1. A bola aberta de centro a € R" e raio » > 0 é o conjunto de pontos cuja distincia a a €
inferior a r, isto €,
B(a,r)={x e R": |jz —a|| <1}.

2. A bola fechada de centro a e raio > 0 € o conjunto de pontos cuja distancia de a € ndo
superior a r, isto é,
Bla,r| ={z e R": ||x —a] <r}.

3. A esfera de centro a e raio r > 0 € o conjunto de pontos z € R" cuja distancia a a € igual
ar
Sla,r] ={zx € R" : ||z —al| = 1}.

Definicao 2.10 (conjunto aberto). Um subconjunto A C R € dito aberto se para cadaa € A

existe r > 0, que depende de «, tal que B(a,r) C A.

Definicao 2.11 (interior). Seja A C R"™ um subconjunto qualquer. Dado um r > 0 arbitrario,

definimos o interior de A como:
int(A) :={a € A;3B(a,r) C A}.

E possivel mostrar que int(A) é um conjunto aberto que estd contido em qualquer outro
conjunto aberto contendo A.

7z

Exemplo 2.2. Toda bola aberta B(a,r) C R" é um conjunto aberto.

Demonstragdo. Dado x € B(a,r), fazendo s = ||z — a|| < r, defina § := "5*. Entdo todo
y € B(x,0) satisfaz

ly —all <lly =zl +llz —a| <d+s<(r—s)+s=r

Logo, B(z,d) C B(a,r). Portanto, todo ponto x € B(a,r) é ponto interior, ou seja, B(a,r) é
aberto. ]

Definicao 2.12. Um subconjunto X C R € limitado quando existe um nimero real ¢ > 0 tal
que X C BJ0,¢|.

7

Definicao 2.13. Dado A C R". Dizemos que a € R" € um ponto de acumulagio de A se para

cada ¢ > 0 tem-se:
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AN (B(a,e)\{a}) # 0.

Denotamos por A’ o conjunto dos pontos de acumulacdo de A. Os pontos de A que ndo sido

pontos de acumulacio sdo chamados de pontos isolados.

Exemplo 2.3. Seja X = B(0, 7). Todo ponto = € B[0,r] é ponto de acumulagédo de X.

Demonstragdo. Tome = € B[0,r]. Assim, ||z|] < r. Dado € > 0, queremos mostrar que existe
y # xtalque: y € X ey € B(x,€) ou seja, queremos y # = com |ly|| < relz—y| < e
Denotamos ||z|| = a. Podemos assumir que € < 2a. Tome y = (1 — ) x. Logo, temos y #
(pois 1 — = # Delly| = |1 — 5| |lz]l < (1 - %) -7 < r. Portanto, y € B(0,r). Temos
também que ||z — y|| = || - #|| = £ ||lz]| = £ < e. Logo, y € B(z,¢). O

Definicao 2.14. Se A C R", definimos o fecho de A por:
A=AUA
Exemplo 2.4. O fecho de uma bola B(a,r) é a bola Bla, r].

Defini¢ao 2.15 (Conjunto fechado). Um subconjunto X C R" é fechado se o seu complementar
X¢=R"— X for aberto.

E possivel mostrar que X C R™ é fechado quando X = X. Portanto, dizer que X é fechado

¢ o mesmo que dizer que se limz, =aex, € X,Vk € N,entdoa € X.

Exemplo 2.5. O conjunto vazio e o espago R” sdo exemplos imediatos de conjuntos fechados.
(Estes conjuntos também sdo conjuntos abertos. Na verdade, esses sdo 0s Uunicos conjuntos
simultaneamente abertos e fechados em R".) Outro exemplo de conjuntos fechados sdo as

bolas fechadas e as esferas.

Exemplo 2.6. Seja V' C R" um subespaco vetorial préprio. Entdo V' é fechado e tem interior
vazio. Com efeito, seja {uy,...,u,} uma base ortonormal de V' a qual completamos para
uma base {u1, ..., Un, Upt1, ..., U, } de R". Dado x € R" \ V, existem unicos escalares c;
tais que x = > 7 aju;. O vetor my () = Y7 aju; € a projegdo de x sobre v. Fazendo
r = |z — my(x)|/2, abola B(x,r) é disjunta de V. (De fato, dado w € V,w # my(x), temos
mv(z) —w € V. Nio é dificil ver que  — my (x) é ortogonal a 7y (z) — w; logo, pelo Teorema
de Pitdgoras, |x — my (2)|? + |7y (2) —w|* = |z —w|?. Uma vez que |7y (z) —w|? > 0, segue-se
que |z — 7y ()| < |x — wl.) Isso mostra que R™ \ V' e, portanto, que V' é fechado. Agora, dado
v € V, para qualquer € > 0 seja w = v + €Uy, 41/2. Entdo w € B(v,¢e) N (R™\ V). Isso mostra
que int(V) = 0.

z

Definicao 2.16. Dizemos que um subconjunto KX C R" é compacto se ele € fechado e limitado.
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Exemplo 2.7. A esfera S;(0) = S[0, 1] é um conjunto compacto. Com efeito, ndo é dificil ver
que, em R”, um conjunto K é compacto se, € somente se, ¢ sequencialmente compacto, isto
é, se para toda sequéncia (z;) C K, existe uma subsequéncia (z;) convergindo para z € K.
Usaremos essa caracterizagdo para provar que S;(0) é compacta. Dada (u;) C S;(0), é claro
que esta sequéncia é limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weirstrass (Teorema 2.1), existe uma
subsequéncia convergente (u;,) C (u;). Seja v o limite. Para ver onde estd esse limite, usaremos

a seguinte desigualdade:
|zl =yl < |z —yl,  z,yeR™ (D

(Aplicando a desigualdade triangular |z +y| < |z|+|y| a z = x —y, obtemos |z| —|y| < |z —y].

Analogamente,

y| — |z| < |z — y|.) Segue-se dessa desigualdade que lim |u;,| = |u|. Ora

u; | = 1 paratodo [ € N. Logo, |u| = 1, isto €, u € S1(0).
Ji

Definicao 2.17. Uma cisdo de um conjunto X C R é uma decomposi¢do X = A U B tal que
ANB=0e AN B = (), isto é, nenhum ponto de A é aderente a B ¢ nenhum ponto de B é
aderente a A. (Em particular, A e B sdo disjuntos.) A decomposi¢io X = X U () chama-se a

cisdo trivial.
Proposicao 2.3. Um intervalo da reta so admite a cisdo trivial.

Demonstragcdo. Suponhamos, por absurdo, que o intervalo / admita a cisdo ndo trivial [ =
AU B. Tomemos a € A, b € B, digamos com a < b, logo [a,b] C I. Seja ¢ o ponto médio
do intervalo [a,b]. Entdo ¢ € Aouc € B. Sec € A, pomos a; = ¢,b; = b. Se c € B,
escreveremos a; = a, b; = c¢. Em qualquer caso, obteremos um intervalo [ay, b;] C [a, b], com
by —ay = (b—a)/2ea; € Aby € B. Por sua vez, o ponto médio de [a, b;] o decompde
em dois intervalos fechados justapostos de comprimento (b — a)/4. Um desses intervalos, que
chamaremos [as, by|, tem a; € A e by € B. Prosseguindo analogamente, obteremos uma
sequéncia de intervalos encaixados [a,b] D [a1,b1] D -+ D [an,b,] D -+ comb —a =
(b —a)/2", a, € A,b, € B para todo n. Pelo Principio dos Intervalos Encaixados, existe
d € Rtal que a, < d < b, paratodon. O ponto d € I = AU B nio pode estar em A pois
d =1limb, € Bnemem B pois d = lima,, € A. Absurdo! ]

2.2.2 Distancia entre ponto e conjunto

Dados, no plano euclidiano, uma reta ¢ e um ponto P fora de ¢, aprendemos nos cursos de
Geometria a determinar a projecdo ortogonal P+ de P sobre . Escolhendo um ponto A € /,
podemos supor que AP ndo é perpendicular a /. Seja B # A outro ponto de ¢. No semiplano
determinado por ¢ (aquele nao contendo P), construimos uma semirreta B—é tal que PAB =
QAB. Nesta semirreta, escolhemos P; tal que PA = P, A. Nio é dificil ver que a intersecio

P+ de PP, com / é a projegdo procurada. Assim, para todo ponto P do plano, fora de ¢, é
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possivel determinar um tdnico ponto P+ € ¢ que realiza a distancia de P a £ no sentido de que
d(P, Pt) = infge, d(P, Q), onde d é a distancia euclidiana.

E possivel generalizar este conceito para conjuntos mais abstratos de espagos euclidianos
de dimensao qualquer. Isso € feito, por exemplo, no Exemplo 2.6. Cabe observar que uma reta
no plano é um subespaco afim, isto é, é a translacdo de um subespaco do R? (o qual é uma reta
que passa pela origem).

Quando nao conhecemos a geometria ou a estrutura (algébrica ou de outra natureza) de que
possa estar munido um subconjunto nio-vazio A C R", definimos a distancia de um ponto

x € R™ a A, de maneira natural, por

d(xz,A) = da(z) = inf d(z,a).
acA
O conjunto de nimeros reais ndo-negativos {d(z,a);a € A}, formado pelas distancias de x aos
diversos pontos de A, € ndo-vazio e limitado inferiormente por zero. Pela completude de R, é
claro que este conjunto possui infimo. A questdo passa a ser quando existe um ponto a, € A

que realiza a distancia de x a A, isto é, que ¢ tal que d(z, a,) = d(z, A).

2.3 Calculo no R"
2.3.1 Limites e continuidade

Sejam f : X — R™ uma aplicagdo definida num conjunto X C R" e a € R™ um ponto de

acumulacdo de X.

Definicao 2.18. Dizemos que L € R™ é o limite de f quando x tende paraa € X', e escrevemos

lim f(z) =L

r—a

se, para todo € > 0, dado arbitrariamente, existe 6 > Otalque x € X e 0 < ||z —al] < § =
[/ (z) = L]l <.

7

Definicao 2.19. Dizemos que uma aplicagdo f : X — Y, emque X C R"eY C R", ¢

continua no ponto a € X se, para todo € > 0, existe 0 > 0, tal que
reXel|r—a|l|l<d=|f(z)— fla)] <e.
Quando f € continua em cada um dos pontos de X, dizemos que f € continua.

A relagdo entre continuidade e limites € a seguinte: Se a € X' N X, entdo f é continua em

a se, e somente se,

lim f(z) = f(a).

T—a
Em termos de limites de sequéncias, temos a seguinte caracterizagdo: f € continua em a se, e

somente se, para toda sequéncia (z5) C X com limx, = a, tem-se lim f(z;) = f(a).
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Exemplo 2.8. Dizemos que f : X — R" é lipschitziana quando existe L. > 0 tal que

1f (@) = fWl < Ll —yl| Va,y e R

L é chamado uma constante de Lipschitz de f. Nestas condi¢des, dizemos também que f é

L-lipschitziana. Toda aplicagdo lipschitziana € continua.

Demonstragdo. Seja f L-lipschitziana. Entdo, dado € > 0 qualquer, tome ¢ = 57. Assim,
le =yl <0 =357 = f(@) = FI < Lllz -yl <5
Portanto, f é continua em qualquer ponto x € R". 0

Exemplo 2.9. Fixado a € R", segue-se da desigualdade (1) que a aplicacdo f : R” — R dada

por f(z) = [z —a
fun¢do norma = — ||z

€ 1-lipschitziana e, portanto, continua. Em particular, tomando a = 0, a

¢ continua.

Exemplo 2.10. Dados ¢ € R" e T : R" — R™ linear, T" # 0, tem-se, para todo x € R",
[Tz = Tall = |T(x = a)l| < [T |lz —all, onde |T]| := sup{|[Tu] : v € R Jul| = 1}
¢ a norma espectral de 7. Assim, dado ¢ > 0, tomando-se 6 = ¢/ ||T||, para todo z € R"

satisfazendo ||z — al| < J, tem-se ||T'z — T'a|| < €. Logo, T" € continua.

Proposicao 2.4 (Teorema de Weierstrass). Se f : X — R é uma funcdo continua sobre um
conjunto compacto X C R", entdo a fungdo [ assume o seu valor mdximo e o seu minimo em

X, isto é, existem a,b € X tal que
fla) < f(z) < f(b)Vz e X.

Demonstra¢do. Vamos comegar provando que a imagem f(X') é um compacto. Seja (y,) uma
sequéncia de pontos em f(X). Para cada k € N existe x;, € X tal que f(x;) = yx . Como X é
compacto, uma subsequéncia (z)ren, converge para um ponto a € X. Sendo f continua nesse
ponto a, de lim z;, = a resulta lim f(zy) = f(a). Logo toda seqiiéncia de pontos y, = f(xy) €
f(X) possui uma subseqiiéncia (yx)ren, convergente para um ponto f(a) € f(X). Noutras
palavras: f(X) é compacto.
Sendo f(X) limitado, existem
sup f(z) e inf f(x)
0s quais sdo pontos de acumulagdo de f(X). Como f(X) é fechado, segue que
ing(x) € f(X) e inf f(z) € f(X).

portanto o maximo e minimo sao atingidos em pontos de X. [
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2.3.2 Derivadas

Definicao 2.20 (Derivada parcial). Seja U C R™ um conjunto aberto e e; o -ésimo vetor da

base candnica de R". Se f : U C R" — R é uma fun¢éo e a = (ay,...,a,) € U, para cada
¢ =1,...,n definimos a i-ésima derivada parcial de f em a é o nimero

) te;) — e+t a) —

ox; t—0 t t—0 t

caso este limite exista.

Como U ¢ aberto, existe 6 > 0 tal que a + te; € U para todo |t| < J, de maneira que estd
0
bem definido o caminho A : (—d,) — U dado por A(t) = a + te;. Assim, a—f(a) ¢ a derivada
T
no ponto ¢ = 0 da fung@o real f o A : (—0,9) — R.

Dizemos que f ¢é diferencidvel no ponto a € U quando cumpre as seguintes condic¢des:

* As derivadas parciaisde f : U C R" — R existem e sdo continuas em todo U.

* Paratodov = (vy,...,v,) talque a + v € U, temos:
o)
fla+v) = fla) = ZZI 8:;: (@)v; + r(v), com lim, % = 0.
A esséncia dessa definicdo estd na condi¢do lim M = (. Dai decorre que, se f € diferen-

o[-0 |v]
ciavel no ponto a, entdo f é continua nesse ponto. Com efeito, temos lirr(l) r(v) = 0, uma vez
v—r

r(v)

que r(v) = |v| - Tl Segue-se que })i_r)r(l)[f(a +v) — f(a)] = 0. Diremos que f : U — R é

diferencidvel quando f € diferencidvel em todos os pontos de U.
Dado a € U, existe um tunico vetor de R", o qual designamos por gradiente de f em a e
denotamos por V f(x), tal que

f'(a)h = (Vf(a),h) ¥ h e R

O gradiente de uma fung¢ao diferencidvel f : U — Rema € U € o vetor

Vi(a) = (g—i(a),...,gi(@).

Se v € qualquer vetor de R"”, a derivada direcional de f no ponto a na dire¢do de v €, por

definicdo,
4 ) _ T 10) =~ Sle)

t—0 t

Quando f € diferencidvel no ponto a, a derivada direcional —f(a) existe na direcdo de
v

qualquer vetor v = (vy,...,v,). De fato, se A : (—9,9) — U é qualquer caminho diferenciavel



18

com A\(0) = ae X (0) = v, entdo

(FoNO) = (VS(@.0) = @ =3 L.

Se f : U — R € diferenciavel, entdo, para cada a € U, é bem definida a aplicacdo linear
f'(a) : R — R dada por f'(a)v = (V f(a),v), denominada a derivada de f em a.

Definicao 2.21. Seja f : U C R” — R uma func¢io diferencidvel. Um ponto a € U é dito:

1. Ponto critico de f, se V f(a) = 0.

2. Ponto regular de f, se V f(a) # 0.

Exemplo 2.11. Seja a € U um ponto de maximo local de f : U C R" — R. Isto é, existe

e > 0 tal que:
f(z) < fla) Yz € Ba,e).
Afirmamos que a é um ponto critico de f. De fato, paracadai = 1,...,n afungdo f;(t) =
flay,...,a;_1,t,a;41,...,a,) definida para ¢ préximo de a;, tem um maximo local em ¢ = a;.
Assim,

0= fi(a;) =

axi(a) Vi=1,...,n.

Logo, Vf(a) = 0.

Observacao 2.1. Se a € U é um ponto de minimo local de f, da mesma forma mostramos que

a € ponto critico de f.

Proposicao 2.5 (Teorema de Rolle). Seja U um aberto limitado de R" e f : U — R uma fun¢do

continua, diferencidvel em U e constante em OU. Entdo existe x € U, tal que f'(z) = 0.

Demonstracdo. Como U € compacto e f é continua, pelo Teorema de Weierstrass, f atinge
seus valores maximo e minimo, respectivamente, em pontos xg,yo € U. Como f é constante
em OU, a menos que f seja constante em U, o que implicaria f'(x) = 0 para todo z € U,

devemos ter o € U ouyy € U. ]

Exemplo 2.12 (Norma ao quadrado). Seja f : R” — R a fun¢fio norma ao quadrado, f(x) =
| ||°. Temos que
flx+h) = f(x) = (@ +hx + h) = (z,2) = 2{z,h) + |||

r(h)
(IRl

Fazendo-se 7(h) = ||h|°, tem-se, claramente, lim,_,
f'(@)h =2z, h) V&, h e R"

= 0, donde f ¢é diferenciavel e
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3 TEOREMA DE MOTZKIN

3.1 Projecoes e conjuntos de Chebyshev

No que segue, supomos que A C R” ¢ fechado, o que é o mesmo que dizer que seu com-
plementar R” — A € aberto ou ainda, que, se a € R" € limite de uma sequéncia de pontos de A,
entdo a € A.

Dado x € R™, infere-se da definicdo de distincia de = a A, d(x, A), que existe uma sequén-
cia de pontos (a,) C A tal que ||z — ax|| — inf,ea ||z — al| = d(x, A). Aplicando a desigual-
Jak]] < [lz = axl| +

que (ay) é limitada e, portanto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor

dade (1), obtemos ||ax| — ||z|| < [|ax — ]|, isto é,

x|, donde se segue

que (ay) converge para um ponto a € A (pois A é fechado). A partir dai e da continuidade da
norma, concluimos que d(z, A) = limy_ ||z — axl| = ||z — 4|

Observe que o ponto a € A que satisfaz essa distancia ndo €, necessariamente, inico. Isto
¢, podendo existir infinitos pontos com essa propriedade; basta tomar por exemplo a esfera
S|x,r] € R". Por isso, vamos designar o conjunto desses pontos da seguinte forma: II(z) =
{a € A;||lx — al|| = d(z, A)}, qualquer que seja z € R".

Nota-se que esse conjunto é formado por todos os pontos de A que realizam a distancia de
x a A. Além disso, esse conjunto é compacto, pois € fechado, em virtude da continuidade da
norma, e claramente limitado, jd que V a € II(x) temos ||a|| < ||a — z||+||z|| = d(z, A) + ||z||.

Conforme se vé€ sem dificuldade, usando a defini¢do e a desigualdade triangular, para todo
r € R" tem-se a fungdo distncia = — da(z) = d(z, A) € R é 1-lipschitziana. Com efeito,

dados z,y € R", para quaisquer a € II(z) e b € II(y), tem-se
da(r) = day) = llz —all = [ly — ]

Além do mais, ||z —al| < ||z —0b

]

y—b|| < |ly—al|. Portanto, usando a desigualdade
triangular,

—llz =yl < llz = all = lly = all < [l —al = lly = bl < [l =0l = [ly = bl < [lz—yl
Ou seja,

Ida(z) = da()]| <[l =yl V 2,y € R™.

Logo, essa func¢do € (uniformemente) continua.
Quando para todo = € R™, o conjunto II(x) contém um tdnico ponto a € A, dizemos que
A é um conjunto de Chebyshev, que denotamos por 7(z). Assim, fica bem definida a aplicagido

projecdo sobre A,

:R" — A

r — m(x),

a qual satisfaz
da(z) = |z — 7 (z)] .
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Afirmamos que esta projecdo € continua. Com efeito, suponha que A C R™ seja um conjunto
de Chebyshev. Dados € R™ e (z3) C R" com & = lim x4, entdo, da desigualdade triangular,

vem

I ()l < llmw(zr) = zll + llznll < flw() =zl + k]l -

Aqui, fizemos uso também do fato de que 7 () realiza a distancia de z;, a A. Como as sequén-
cias (||m(x) — x||) e (||x||) sdo convergentes, logo limitadas, segue-se que (||7(xy)||) € limi-
tada. Ja que toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia convergente, seja (7(zy,)) uma

subsequéncia de (7 (zy)) convergindo para, digamos, a, isto é, a = lim;_,,, 7(xy, ). Dai, temos
l = all = lim [|(zg, — 7 (ex)|| = lim da(ey,) = da(z),
1—00 1—00
donde a = 7(z), mostrando que a proje¢do 7 €, de fato, continua.'

3.2 Demonstraciao do resultado principal

A demonstracdo do Teorema de Motzkin devida a Lima (2011) repousa, essencialmete,

sobre os dois lemas que enunciamos € provamos a seguir.

Lema 3.1. Sejam A C R"™ um conjunto fechado e f : R" — R a funcdo distancia a A ao
quadrado, isto é, f(z) = d%(z). Entdo, dado x € R", a fungdo

T(h) = min 2(x —a,h),h € R",

acll(zx)
cumpre as seguintes condicoes:
i JE T — @) =T _
h—0 Al
2 g LEEZS@) gy
h*)0+ t

Demonstragdo. Tomemos z € R". Devido a compacidade de II(z) e a continuidade? da fungio

a — 2(x — a, h), pelo Teorema de Weirstrass, para cada h € R”, temos
y(x) = {a € M(x); T(h) = 2{x — a,h)} # 0.
Assim, dados hg, h € R", para quaisquer a;, € Il 1(2) € a € I, (z), temos

T(ho+ h) —T(hy) = 2(x — ap, ho + h) — 2(x — a, ho).

Nio ¢ dificil ver que (7(z)) é uma sequéncia de Cauchy:
(k) = m(@)l| < lm(@e) — zill + o — w(@)]| + ok — 2l < (7 (@) — 2p)l| + lloe = 7 (@) + 2k — 25

todas as dltimas parcelas sdo sequéncias convergentes, logo de Cauchy.
2Consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz.



Por defini¢do de 7', I1j,, 11 (z) e I, (),

(x —ap,ho + hy < {(x —a,hy + h)

(x —a,ho) < (x —ap, ho).
De (2), usando a bilinearidade do produto interno, segue que
(x —ap,ho+h)y < {x—a,hg+h) = {(x—a,hy) + (x —a,hg+ h),

donde
(x —ap, ho+ h) — (x — a, hy) < (x —a,hy+ h).

De (3), segue-se que
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2)

3)

“)

0 < {(x—an ho)—(xr—a,hy) = (x—aph) <{x—ap hy) — (x —a,ho) + (x — ap, h)

isto €,
(x —ap, h) < {(x —ap, ho+ h) — (x — a, ho).

Combinando (4) e (5), vem
2(x —ap, h) <T(hy+ h) —T(hy) < 2(x —a,h).
Uma vez que |(x — ap, h)| < ||z — ap|| ||h|| = da(x)||h|| (pois a, aj, € TI(x)), temos

lim(x — ap, h) = 0.

h—0

Segue-se, portanto, de (6) e do Teorema do Confronto que

0= lim 2(x — ap, h) < im{T(ho + h) — T(ho)} < lim 2(z — a, h) = 0,
h—0 h—0 h—0
isto é,
lim T'(ho + h) — T(ho) = 0,
h—0

ou ainda,
lim T'(ho + h) = T'(ho),

h—0

donde 7" € continua.

Agora, tomando-se h € R" — {0}, a;, € II(z + h) e a € II(z), valem as desigualdades

llt+h—ap||<|lt+h—a

v — al| <z = anl].

]

®)

(6)
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Dai segue-se que
2(z —ap, h) + | |L]]* < (2 +h) = f(z) < 2(z —a, k) +[|A]]*. )

Assim, tomando-se a € II,(x) C II(z) e observando-se que, para todo real t > 0, T'(th) =

tT'(h), somando T'(h) a todos os membros de (7) obtém-se as desigualdades

h h flx+h)— f(z) —T(h)
2o i = 7 () + 1l < <l ®

|7 |7 |7

Em particular,
h h
2w —ap, —)—T (—) <0,Yay € lI(z + h). 9)
|7 |7
- ) h h A

Provemos entdo que, lim |2(x—ap, —)—T [ —— = (. Para tanto, tomemos uma sequén-

h—0 ||7] |7

cia (hg) em R™ — {0}, tal que hy — 0. Pelo exemplo 2.7, podemos supor que

R,
U 1= —u com ||lu|| = 1.
= luf

Para k € N, escolhemos a; € II(z + hy). Por (1), temos
akl| = ||z + hel| < ||z + he — ax[| < |lz + hi =] (10)
donde
lak|| < |z + hi = bl| + ||z + hil].

Dai, vé-se que (||ax||) € limitada, pois (||z + hx — b||) e (||x + hk||) o sdo (por serem conver-
gentes). Assim, passando a uma subsequéncia (se necessario), podemos supor que ay — ag €

I1(x). Fazendo k — oo na segunda desigualdade em (10), obtém-se
||z — aol| < ||z —b||,Vb e A.
Logo, pela continuidade de 1" e por (9), vem

2(x — ag,u) = lim 2(x — ag, u) < lim T'(ug) = T(u) = min 2(z — a,u),
k—oo k—o00 a€ll(x)

donde 2(z — ag, u) = T'(u). Desta forma,

lim {2<x—ah,HZ—ZH> —-T (HZ:HH = 2(x — ag,u) — T(u) = 0.

Como (hy) e (ay) sdo arbitrdrias, retornando a (8), concluimos que

_ h h . fle+h)— f(x)=T(h) _ ..
0= iy {2t o =7 (i) + 10 < T4l = =0
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o que conclui a demonstragdo de (i).

Quanto a (ii), o resultado segue de (i) observando que , para todo real ¢t > 0,

Flatth) = fe) _ gy Fletth) = f@) _ Th) _ flatth) — flx) ~T(),
t t t 2l |

]

Corolario 3.1. Nas condicdes do Lema 3.1, se A é um conjunto de Chebyshev, entdo d% é

diferencidvel e, para todo x € R",
Vi (z) = 2 — 7(x))

Demonstracdo. Com efeito, sendo A um conjunto de Chebyshev, tem-se, para quaisquer x, h

€ R", que
T(h) = min 2(z —a,h) = 2(x — w(x), h);
a€ll(x)
dai, 7" € linear. O resultado segue-se, entdo, do item (i) do Lema 3.1. O]

Lema 3.2. Sejam A C R"™ um conjunto de Chebyshev e um ponto xy do comlementar de A, isto
é, xo € R" — A. Entdo, todo ponto x da semirreta o, que tem origem em m(xg) e contém x,

satisfaz 7(x) = 7(xg).

Demonstragdo. Dado xy € R™ — A, todo x no segmento [7(x), xo] é tal que 7(z) = 7(zo),
pois, neste caso, temos ||zg — m(x¢)|| = ||zo — z|| + || — 7(20)||- Logo, utilizando da desi-

gualdade triangular,
[lzo = m(@)[| < [lzo = 2| + |lz = w(@)[| < [lwo — 2| + |l& = 7 (o)l = |lzo — 7 (w0)]]

donde 7(x) = 7(xp).
Desta forma, devemos nos ocupar apenas dos pontos da semirreta oy C o, cuja origem € x.
Vamos provar que

Q={x €op;m(x) =n(x)} C 0y

é fechado em oy. De fato, seja (x)) C 2 convergindo para a € R™. Temos 7(zy) = 7(z) para
todo k. Pela continuidade da projec¢do, temos 7(a) = lim7(zy) = limw(zy) = 7(x). Logo,
a € €. Se conseguirmos mostrar que este conjunto é, também, aberto em oy, nosso trabalho
acabou.

Dado x € ) C R" — A, tomemos uma bola fechada Blx, 7], tal que B[z, 7] N A = (. Seja,
entao,

p=max{ds(z);z € Slz,r]}.

E claro que i > 0, porque A é fechado e a esfera S [z, 7] é compacta e disjunta de A. Assim,
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podemos tomar A € R satisfazendo

2
O<)\<min{l,—2}
[

e definir a funcao

v:R*" —- R
S o By - ML)

em que Ay = {x}. Pelo Coroldrio 3.1, ¢ é diferencidvel e satisfaz, para todo z € R",
V(z) = 2((z — ) = A(z = 7(2)). (11)

Em particular, ¢ é continua (pois ¢ € derivdvel). Entdo, por Weierstrass, a restricdo de ¢
a bola compacta B[z, r| assume seu valor minimo em algum ponto 2z, € B[z, r]|. Note que

o(z) = —Ad%(z) < 0 e, para todo ponto z da esfera S|z, r|, tem-se
o(z) =1 = A4 (2) > 1* — A\ > 0.
Logo, o minimo de ¢ sobre B[z, r] é atingido num ponto z, bola aberta B(x, r) no qual temos
V(z0) = 0.

Logo, por (11),

20— & = Mzo — m(20))-

Lembrando-se que 0 < A < 1, concluimos que = € (7(2),20). Pela primeira parte desta

demonstracdo, 7(zg) = w(x) = 7(xy), ou seja, x € (2o, m(zo)). Fazendo-se, entdo, ro=||zp — x

’

Iy = B(z,ry) N oy é um aberto de oy que contém z e, claramente, estd contido em [z, 2.
Logo, todo ponto y € I, satisfaz 7(y)=mn(x¢), donde se infere que [, C € e, portanto, que 2 é

aberto em oy. ]

Teorema 3.1 (Teorema de Motzkin). Dado um conjunto fechado A C R", as seguintes afirma-

coes sdo equivalentes:
* A funcdo distancia a A é diferencidvel em R" — A;
* A é um conjunto de Chebyshev;
e A é convexo.

Demonstracdo. Suponhamos que d 4 seja diferenciavel em R” — A. Entdo, vale o mesmo para
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f = d4. Logo, pelo item (ii) do Lema 3.1, para quaisquer z € R" — Ae h € R, tem-se

Pl — i JE I = @) T h) = f@)

t—0 t t—04 t

donde T' = f’(x). Em particular,
Th=(Vf(x),h),Yh € R".
Dado h € R", se a5, € II(x) étal que T'(h) = 2 (x — ap, h), entdo

(Vf(z),h) = {(x—ap,h),

donde, tomando-se a = = — %(x), tem-se, pela definicdo de 7',

(r —a,h) < (& —b,h),Vh € R",b € TI(z).

Dai, tomando-se b € II(z) e h = b — a, obtém-se ||b — a||* < 0, ou seja, b = a. Logo, A é um
conjunto de Chebyshev.
Agora, se A C R" € um conjunto de Chebyshev, entfo, pelo Corolario 1, d% € diferencivel
em R" e, portanto, d 4 = \/@ ¢ diferencidvel em R" — A. Desta forma, (i) e (ii) sdo equivalentes.
Suponhamos agora que A seja convexo. Neste caso, dados z € R" — A, a € II(z) e b € A,
b # a, o segmento fechado [a, b] estd contido em A. Logo, para todo z; = a + t(b — a) € [a, b],
0<t<1,tem-se

|z —all® < [l — 2||* = ||z — al|* = 2t(x — a,b — a) + *||b — al|? (12)

donde, para todo t € (0,1], 2(x — a,b — a) < t||b — a||?, o que nos d4, fazendo t — 07,

(x —a,b — a) < 0. Fazendo-se t = 1 na igualdade em (12) obtém-se, entio,
|z = bl = [|lz — al|* = =2(z —a,b—a) + [|[b—a|]* > 0

isto &, ||z — al| < ||z — b]|. Segue-se que a é o tnico elemento de I1(x) e, portanto, que A é de
Chebyshev.

Finalmente, suponhamos que A seja de Chebyshev e, por absurdo, que nio seja convexo.
Entdo, existem a, b € A, tais que [a,b] ¢ A. Além disso, podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que o segmento aberto (a, b) ndo intersecta A. Com efeito, cada componente conexa de
(R* — A) N (a,b) € um aberto conexo de (a, b) e, portanto, € um segmento da forma (ay, by),
em que ag, by € A.

Fazendo-se a(t) = a + t(b — a) t € [0, 1], pelo Coroldrio 3.1, a fungdo g(t) = d*(a(t)) é

continua em [0, 1], diferencidvel em (0, 1) e satisfaz g(0) = g(1) = 0. Entdo, pelo Teorema de
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Rolle?, existe ¢ € (0, 1), tal que

0= g'(to) = (Vdi(a(to)), o' (to)) = 2(a(ty) — (o)), b — a),
donde a semirreta o, que contém xy = «(ty) € (a,b) e tem origem em 7(xg), é ortogonal ao
segmento [a, b].

Definamos
To — W(Io)

U= ———
[lz0 — 7 (o)

e consideremos x = xg + (u € o.

Figura 1: Se A € de Chebyshev, mas ndo-convexo, chegamos a uma contradi¢do com o Lema
3.2.

e

X )\0

&o

m(20)

Fonte: LIMA (2011).

Escrevendo-se

§o = [lzo = m(zo)ll, Ao =[b—wol[ e A=z —b]

tem-se

d(z0, A) =& < Ao, ||z —m(@0)[| =& +E& e N =+ A\

5
)

Logo, tomando-se £ > , obtém-se
lz — m(@o)[|* = (§0+£)> =& + 266+ € > N+ & =X = |z - b|?

isto &,

[ = bl < [l = 7 (o).

3Veja o Teorema 6, Capitulo 8, de Lima (2006).
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Segue-se desta dltima desigualdade que m(z) # 7(zp), 0 que contradiz o Lema 3.2. Desta

forma, A € convexo e, portanto, as afirmagoes (ii) e (iii) sdo equivalentes. ]

4 CONCLUSAO

Por fim, este trabalhou descortinou possibilidades e temas de estudos que esperamos poder

desenvolver em um curso de pds-graduacgao.
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