Q\\V

A
UEPB

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
CAMPUS 1
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

LEONARDO DE MACEDO NASCIMENTO

NUMERO DE EULER, SUA IRRACIONALIDADE E SUA
TRANSCENDENCIA

CAMPINA GRANDE
2022



LEONARDO DE MACEDO NASCIMENTO

NUMERO DE EULER, SUA IRRACIONALIDADE E SUA
TRANSCENDENCIA

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
ao Departamento de Matematica do Centro
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Estadual da Paraiba como requisito parcial
a obtencao do titulo de Licenciado(a) em
Matemaética.

Area de concentracao: Matematica

Orientador: Profa. EMANUELA REGIA DE SOUSA COELHO

CAMPINA GRANDE
2022



E expressamente proibido a comercializacdo deste documento, tanto na forma impressa como eletronica.
Sua reproducéo total ou parcial é permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reproducao figure a identificacdo do autor, titulo, instituicdo e ano do trabalho.

N244n  Nascimento, Leonardo de Macedo.
Numero de Euler, sua irracionalidade e sua transcendéncia
[manuscrito] / Leonardo de Macedo Nascimento. - 2022.

35p.

Digitado.

Trabalho de Conclusédo de Curso (Graduacdo em
Matematica) - Universidade Estadual da Paraiba, Centro de
Ciéncias e Tecnologia, 2023.

"Orientacdo : Profa. Dra. Emanuela Régia de Sousa
Coelho, Coordenacéo do Curso de Matemética - CCT. "

1. Ndmero de Euler. 2. Nimeros irracionais. 3. Hist6ria da
Matematica. |. Titulo

21.ed. CDD 510.1

Elaborada por Camile de A. Gomes - CRB - 15/559 BC/UEPB




LEONARDO DE MACEDO NASCIMENTO

NUMERO DE EULER, SUA IRRACIONALIDADE E SUA
TRANSCENDENCIA

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado
ao Departamento de Matematica do Centro
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Estadual da Paraiba como requisito parcial
4 obtencdo do titulo de Licenciado(a) em
Matematica.

Area de concentragiao: Matemitica

Aprovado em: 23/33/201L

BANCA EXAMINADORA

b b Cbbe

Profa. Dra. Emanuela Régia de Sousa Coelho (Orientador)
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)

Prof. Me. Maxwell Aires da Silva
Universidade Estadual da Paraiba (UEPB)

Prof. Dr. Ademir Benteus Pampu



Dedico este trabalho
a0s meus pais, pessoas
que sempre fizeram o
possivel para permitir
0s meus estudos.



AGRADECIMENTOS

Meus agradecimentos vao inicialmente aos meus pais, Edson e Ancilete, que me en-
sinaram a importancia dos estudos, a importancia do trabalho e do esforco. Agradeco
também por eles terem me dado a oportunidade de estudar, por sempre priorizarem os
meus estudos.

Agradego também a minha noiva, Luana, que me motivou sempre que precisei, ficando
empolgada com cada progresso. Agradeco também, pois ela conversou comigo quando eu
precisava conversar, me divertiu quando eu precisava me divertir e sempre esteve comigo.

Agradeco muito a minha orientadora Emanuela por toda a paciéncia e por toda ajuda
com o trabalho. Além de ter me ajudado com este trabalho, foi uma professora que me
ensinou bastante e que acreditou em mim.

Sou grato também a todos os professores que tive o prazer de conhecer durante todo
o curso, cada um teve uma grande contribuicao em minha vida.

Agradego aos meus irmaos por todo o apoio. Em especial sou grato a Bruna por
ter me ajudado sempre que precisei estudar e Adson por sempre conversar comigo sobre
Matematica. Ambos me aconselharam quanto as minhas decisoes relacionadas ao curso e
permitiram que eu chegasse até aqui.

Sou muito grato aos meus amigos também, os meus amigos de curso, os meus amigos
de time, amigos da vida. Agradeco aos que me apoiaram e me aguentaram falando sobre

Matematica o tempo todo.



“A Matemética é a rainha das ciéncias
e a Teoria dos Numeros é a rainha da

Matemaética.”
-Carl Friedrich Gauss



RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo sobre o Numero de Euler, Niimeros Irracionais e Trans-
cendentes. A fim de contextualizar e motivar a leitura, apresentamos, inicialmente, um
resgate historico sobre o Niumero de Euler e o matematico que tem seu nome gravado
nessa constante. Em seguida, fazemos uma introdugao sobre niimeros irracionais e trans-
cendentes com alguns resultados e como resultado principal, apresentamos uma prova

tanto para a irracionalidade como para a transcendéncia do Niumero de Euler.

Palavras-chave: Numero de Euler. Ntimeros irracionais. Histéria da Matemética.



ABSTRACT

In this work, a study is made about the Euler’s Number, Irrational and Transcendent
Numbers. In order to contextualize and motivate reading, we initially present a historical
review of the Euler’s Number and the mathematician whose name is engraved in this
constant. Then, we make an introduction about irrational and transcendental numbers
with some results and as the main result, it is presented a proof of the Euler’s Number

irrationality and transcendence.

Keywords: Euler’s Number. Irrational numbers. History of Mathematics.
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1 INTRODUCAO

O Numero de Euler, denotato por e, é uma constante que é bastante utilizada na
Matematica, ela tem aplicagoes em diversos campos de pesquisa, como Epidemiologia
Matematica, Economia e no estudo de Dinamica Populacional. Esta constante apareceu
com a notabilidade que vemos hoje através do estudo do Calculo. A importancia de e se
da pelas propriedades que possui. Em particular, destaca-se que é niimero irracional.

Genericamente, um nimero irracional é todo aquele que pertence ao conjunto do reais
e que nao pode ser escrito como uma fracao de dois inteiros. Ao longo da vida estudantil
nos deparamos com conjuntos numéricos cada vez mais elaborados e, em especial, quando
conhecemos os irracionais é comum achar que nao sao muito usuais, mas na verdade
utilizamos esses niimeros constantemente.

Mostrar a irracionalidade de uma constante em especifico pode ser simples em alguns
casos, mas também pode ser uma tarefa nao muito facil quando se trata, por exemplo, de
Numeros Transcendentes, como sera visto neste trabalho com a prova da irracionalidade
do Numero de Euler.

Numeros Transcendentes sao elementos do conjunto dos complexos que nao sao raizes
de polinomios com coeficientes inteiros. Apesar de ter sido estudada por diversos ma-
tematicos como o proprio Euler, a existéncia de constantes de tal forma so foi garantida
em 1844.

A Teoria dos Numero Transcendentes nao é muito antiga e possui muitos problemas
ainda em aberto, isso se deve muito pela complexidade da area. Como veremos neste
trabalho com a demonstragao da transcendéncia de e, mostrar a transcendéncia de uma
constante em especifico geralmente se mostra uma tarefa bastante complicada.

Vérios Matemdticos contribuiram para a Teoria dos Numeros Transcendentes, como
por exemplo Liouville que foi um dos personagens principais para essa Teoria, isso porque
foi ele que mostrou os primeiros niimeros transcendentes que se tem registro.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: O primeiro capitulo foi destinado a
introducao. O segundo capitulo foi construido com o intuito de apresentar um pouco sobre
a histéria de Euler e explicando de forma breve sobre a constante “e”. Ao terceiro capitulo
foi destinado a introducao do conjunto dos irracionais e em especial a apresentacao de
uma prova da irracionalidade de e. Foi dedicado ao quarto capitulo explicar e construir
um pouco da ideia dos nimeros transcendentes e, como foco principal, apresentar uma
prova da transcendéncia do Numero de Euler. Por fim, o quinto capitulo apresenta as

consideragoes finais do que foi apresentado durante todo o texto.



2 APANHADO HISTORICO

Antes do nosso estudo sobre irracionalidade e transcendéncia, é interessante entender-
mos um pouco sobre a histéoria do Nimero de Euler e também sobre o matemético que

tem seu nome gravado nessa constante.
2.1 Euler

E notério que a historia da Matematica durante o periodo moderno tem uma im-
portante diferenga em relagdo aos tempos anteriores: ja nao havia apenas um pais es-
pecifico que era detentor dos registros histéricos das descobertas e pesquisas na area,
como tinhamos na antiguidade com a Grécia, ou na Idade Média com os paises arabes,
mas ainda assim, ao analisarmos, percebemos que apesar de nao haver um pais especifico,
existe um continente que detém a maioria dos registros na area da Matematica, esse conti-
nente é a Europa. Os maiores pélos de Matematica sempre estavam na Alemanha, Franca,
Inglaterra, Itdlia e Holanda. Até hoje com a facilidade de obter e propagar informacao, a
maioria das referéncias em pesquisa na area ainda se encontram na Europa, mesmo que
existam varias outras 6timas referéncias vindas de outros continentes.

Durante o século XVII e XVIII temos registros de muitos mateméticos europeus que
foram bastante importantes para o desenvolvimento da Matematica, como Newton[l] e
LeibniA| para o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral ou como Fermatf| para
o desenvolvimento de incriveis teoremas em Teoria dos Ntimeros e a sua contribui¢cao em
Geometria Analitica. A Matemadtica estava sendo revolucionada durante todo o século
XVIII gracas ao Célculo Diferencial e Integral; esse estudo abriu portas para solucao de
muitos problemas.

No século em que o Calculo estava revolucionando a Matematica, mais especificamente
no ano de 1707, nasce um dos maiores matematicos que se tem registro da histéria, mais
especificamente na Basileia, na Suiga, chamado Leonhard Euler. Ele estudou diversas
areas e desenvolveu pesquisas dos mais diversos niveis e dos mais diversos campos. O
pai de Leonhard, Paul Euler, tinha conhecimentos de Matematica, pois foi aluno de
Jacques Bernoullff] Por ser ministro religioso, Paul esperava que Leonhard seguisse o

mesmo caminho, porém era inegavel que seu filho possuia a vocagao para a matematica,

Tsaac Newton(1642-1727) foi um dos maiores matemédticos e fisicos da histéria, em que o mesmo
elaborou a lei da gravitacao universal.

2Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716) foi um grande Matemdtico, fisico e filésofo; contribuiu bastante
para o estudo de andlise combinatodria e para conceitos que hoje sao utilizados em computacao.

3Pierre de Fermat (1601-1665) autor do “Ultimo Teorema de Fermat”, famoso teorema enunciado por
Fermat, mas que s6 foi provado definitivamente mais de 300 anos depois de sua morte.

4Jacques Bernoulli(1654-1705) foi um grande matemético autor da famosa Desigualdade de Bernoulli.
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descoberta, finalmente, através de Nicolaus Bernoullf’] e Daniel Bernoullff], ambos filhos
de Jean Bernoulli I} Leonhard também foi ajudado por seu pai, que o ensinou alguns
conteudos mais béasicos de Matematica.

Leonhard Euler teve incriveis contribuicoes em diversas dreas da matemaéatica como
Teoria dos Numeros, Andlise Real, Anélise Complexa e Geometria. Nem todos conhecem
esse grande estudioso que além de sua principal area de pesquisa, também deu muitas
contribuicoes para a Fisica e para areas que hoje sao fundamentais para a programacgao
como a Teoria de Grafos.

Em Geometria, Leonhard contribuiu com a “Relagao de Euler”. Essa relacao nos da
uma férmula que liga o nimero de vértices, arestas e faces de um poliedro convexo. Sendo
entao V - A+ F = 2, em que V é o niumero de vértices, A o numero de arestas e F' o
nimero de faces. Em Teoria dos Grafos, Euler mostrou como resolver o problema das
Pontes de Konigsberg, assim contribuindo para o estudo de Grafos Eulerianos.

Teoria dos Numeros é o ramo da Matematica que busca estudar as propriedades dos
numeros inteiros, como divisibilidade e nimeros primos. E inegavel a grande contribuigao
de Leonhard para esse ramo com o Teorema de Euleiff] esse teorema que leva o seu nome
tem o papel de generalizar o Pequeno Teorema de Fermatf] Na época em que Euler estava
estudando Teoria dos Nuimeros, até mesmo pessoas proximas dele nao davam apoio para
suas pesquisas na area. Segundo |Peter Shiul (2007) Daniel Bernoulli enviou uma carta
para Nicolas Fus{l| que mostrava sua desvalorizacio as pesquisas de Euler: “Entao o que?
Por que o grande homem déa tanta atencao aos nimeros primos? Pessoalmente, valorizo
mais sua pesquisa sobre a resisténcia das vigas.”

Euler foi responsavel por grande parte das notacoes matematicas que usamos hoje,
como e para retratar a base do logaritmo natural, i para representar /-1 e também 7
sendo a constante obtida pela razao da circunferéncia pelo diametro do circulo. Durante
todo o seu periodo de producao, que foi entre 1727 e 1783, Euler teve feitos incriveis,
desenvolveu teoremas que até hoje sao importantes para continuar desenvolvendo a Ma-
tematica.

Leonhard também era um grande estudioso de séries, tendo descoberto que apesar da

®Nicolaus Bernouli(1695-1726) irmio de Daniel, assim como outros Bernoulli tinha uma vocagao para
Matematica entrando na universidade com apenas 13 anos.

SDaniel Bernoulli(1700-1782) teve grande contribuicio no estudo de hidrodinamica, conhecido pelo
Principio de Bernoulli.

"Jean Bernouli(1667-1748) foi um dos principais matemdticos da familia Bernouli. Jean estudou
bastante sobre Célculo e era chamado de Arquimedes do seu tempo.

$Teorema que diz que se mdc(a,m) = 1, entdo a®™ =1 (mod m).

9Caso particular do teorema de Euler que diz que: se p é primo, entdo a” = 1(mod p). E caso particular
do Teorema de Euler pois mdc(a,p)=1.

ONicolas Fuss(1755-1826) foi um matemético que por um bom tempo foi secretario de Euler, além
disso, muitos dos seus artigos eram solucoes de problemas propostos por Euler.
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série harmonica divergir, a série dos reciprocos dos inteiros positivos ao quadrado converge

2

>0 1 T
L G

Ele continuou estudando sobre essas séries, tendo encontrado resultados fantasticos,

como por exemplo:

o0 1 2
k; (2k-1)2 8
E além desse importante resultado, temos também:
Z ( 1)k+1 2
12

Ainda sobre suas contribuicos, temos a Identidade de Euler, que por muitos é cha-
mada de “férmula mais bonita da Matematica”, conhecida assim por reunir alguns dos
elementos mais importantes da Matematica, sendo eles os elementos neutros da adicao e
da multiplicagao, respectivamente, 0 e 1, e também retne e, ¢ e m. Essa formula é obtida
da relacao e = cosf +isen ), quando tomamos # = 7, utilizando os valores conhecidos do
sen e do cos, entao concluimos que €™ + 1 = 0.

Segundo Roque e Pitombeira (2012), gragas a Identidade de Euler, foi possivel notar
que In(-1) = i, com isso, durante os anos de 1747 e 1748 Leonhard Euler remeteu vérias
cartas para d’Alembert sobre sua descoberta acerca de logaritmos de ntimeros negativos,
pois ao contrario do que se acreditava, um nimero negativo nao possuia logaritmo real.

Depois de muita producao em Matematica, em 1735 Euler havia perdido a visao do
olho direito, mas ao invés de parar de estudar, ele continuou com suas pesquisas. Durante
toda a sua vida, Euler escreveu mais de 500 livros e artigos, entao por seu constante
esforco em estudar e propagar suas descobertas, conquistou prestigio internacional muito
cedo e era notério que ele estava sempre pesquisando Matemaética. Sua contribuicao nao
se resumia a pesquisas avancadas, Euler também chegou a criar material escolar.

Por volta de 1766, Leonhard descobriu que também estava perdendo a visao do olho es-
querdo devido a catarata, mas ele continuou produzindo, ditando para seus filhos enquanto
eles escreviam. Em 1771 ele passou por uma cirurgia para tentar resolver o problema e
obteve sucesso, mas somente por alguns dias, logo depois ele ficou totalmente cego e as-
sim passou os ultimos 17 anos da sua vida. Em 1783, aos setenta e seis anos de idade,

Leonhard Euler morreu de forma subita enquanto tomava cha com um dos seus netos.
2.2 Numero de Euler

Diante da histéria desse grande Matematico e de algumas das suas contribuigoes, po-
demos agora tentar entender um pouco sobre o nimero que leva o nome dele. O nimero

de Euler, que é denotado por e, é um ntmero irracional que pode ser escrito e obtido de
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algumas formas diferentes

—
I©

2,71828182845904523: -
20 limn_,oo(l + %)n

32 yoo 1

n=0 n!

Segundo Maor| (2008), a constante e era conhecida pelos matematicos pelo menos meio
século antes da invencao do calculo, isso se deve ao fato de que esse niimero aparece em
problemas cotidianos. O nimero deve ter aparecido em uma férmula de calculo de juros
compostos, dada por S = P(1+ Z)" sendo P o capital, ¢ a quantidade de anos, r a taxa
anual de juros, S o valor total obitido no final e n a quantidade de vezes que a taxa é
aplicada por ano, dai basta termos P =1, r =1, t =1 e n crescendo indefinidamente, dai
chegamos que S é aproximadamente 2, 718.

Além de problemas com juros, outros problemas comuns denunciam o Numero de
Euler, como a area sob a hipérbole y = % Esses problemas ja existiam antes do desenvol-
vimento do cédlculo, mas somente na segunda metade do século XVIII, com os trabalhos
de Leonhard Euler, a constante e veio ter o papel importantissimo que desempenha no
Calculo como sendo a base do Logaritmo Natural.

Para o entendimento de alguns conceitos posteriores, vamos definir o que é uma Série

de Taylor

Definigao 2.1. Seja f uma fungao analitica com derivadas de todas as ordens, entao

r@ =3 0 oy

Esse somatério é chamado de Série de Taylor em torno de a.
H& um caso especial que chamamos esse caso de Série de McLaurin que é para a =0

e é da forma:
100

n!

f(z) = f%

O Numero de Euler é um ntimero muito importante para diversas areas na Matematica;
possui incriveis propriedades e a fungao e* possui uma Série de Taylor “bem comportada”
e isso se deve justamente a uma de suas principais propriedades que é a derivada dessa
funcao ser o proprio e*.

O numero e possui relagoes com outra constante muito importante, o nimero 7. Essas

relacoes sao por suas semelhangas, suas caracteristicas: ambos sao nimeros irracionais



14

e transcendentes; sao numeros que apesar de a primeira vista parecerem “artificiais”,
aparecem em problemas comuns do dia a dia. Uma das ligagoes mais importantes entre
esses numeros ¢ justamente a, ja mencionada, “formula mais bonita da Matematica” que
relaciona diretamente esses nimeros.

Para mostrar outra semelhanca do e com o 7, basta vermos que dado um circulo, sua
area ¢ dada por A = 72, se tivermos r = 1, teremos que A = 7. Agora dada uma hipérbole
Y = g—lc, temos que a area sob essa hipérbole é dada por A = Inz, mas se quisermos que
A =1, temos que = = e, ou seja, ambas constantes conseguimos obter através de funcoes
que descrevem a area de determinadas conicas fixando um determinado valor.

Chamamos a atencao para a diferenca entre nimero de Euler e constante de Euler-
Mascheroni. A constante de Euler-Mascheroni é um nimero obtido através da diferenca
entre a série harmonica e o logaritmo natural, denotado por v, de forma que

v = 1im(1+1+1+1---+l—lnn)
n—o0 2 3 4 n

O Numero de Euler é uma constante muito versatil, pois apesar de vermos ela com mais
frequéncia no Calculo Diferencial e Integral, ela aparece em diversos ramos da Matematica.
Podemos ver o e em problemas de Geometria ou até mesmo em Matematica Financeira.

John Napieil] desenvolvedor da ideia dos logaritmos, fez grandes avangos para, for-
malmente, encontrar o Numero de Euler, que também é chamada de base do Logaritmo
Natural ou Logaritmo Neperiano, ou até mesmo, base universal dos logaritmos.

Apds apresentarmos um pouco sobre a histéria de Leonhard Euler e do niimero de
Euler, vamos no capitulo seguinte apresentar uma introdugao aos niimeros irracionais e,

em especial, exibir uma prova da irracionalidade de e.

1 John Napier(1550-1617) foi um grande matemético, fisico e astronomo. Ele fez muitas contribuicoes
a Matematica, mas com certeza a invencao dos logaritmos foi a mais fantastica e relevante delas.



3 ITRRACIONALIDADE DE e

Numeros irracionais sao aqueles que possuem infinitas casas decimais e nao héa perio-
dicidade na sua representacao. De outra forma, podemos dizer que esses ntimeros sao os
nimeros reais que nao sao racionais, ou seja, nao podem ser escritos em forma de fragao de
inteiros. O Numero de Euler é um numero irracional muito conhecido e utilizado, a prova
de sua irracionalidade serd feita nesse capitulo, mas antes é interessante conhecermos e

nos familiarizarmos com alguns outros nimeros irracionais.
3.1 Irracionalidade

Para entender o que de fato é um niimero irracional, é necesséario entender a defini¢ao

de um numero racional.

Definicao 3.1. Se k pode ser escrito como uma fragao de inteiros, entao k é dito racional

e o conjunto de nimeros que podem ser escritos dessa forma é denotado por Q, ou seja

Q:{Q:peZ;qEZ*}.
q

Assim, nimeros irracionais sao justamente os nimeros reais que nao sao racionais, ou
seja, sao os reais que nao podem ser escritos como uma razao de inteiros.

Durante a vida escolar somos apresentados a alguns nimeros irracionais como /2 e
m, mas o conjunto desses nimeros ¢ infinito. Em um primeiro pensamento, parece ser
dificil encontrar no nosso cotidiano um nimero que seja irracional, mas na verdade eles
estao por toda parte. Para ser mais especifico, o conjunto dos niimeros racionais de certa
forma pode ser listado, ou seja, é possivel fazer uma associagdo de nimeros naturais com
nimeros racionais, mas isso nao é possivel com o conjunto dos nimeros irracionais. Isso
quer dizer que o conjunto dos ntimeros irracionais é, em um certo sentido, maior que o
dos nimeros racionais, mesmo os dois sendo conjuntos infinitos.

7 ¢ um numero irracional muito importante, além de ser um dos nimeros mais co-
nhecidos da Matematica. Este nimero é obtido a partir da divisao do perimetro pelo
diametro de qualquer circulo. 7 é aproximadamente 3,1415. Essa constante é estudada

desde a antiguidade. Arquimedes deu étimas aproximacoes de m para a época, ele chegou

233
71

V2 é um exemplo muito comum quando é apresentado o conjunto dos nimeros irraci-

que 2 <1< Z.

onais. Quando tentamos mostrar que um numero ¢é irracional, acaba sendo um trabalho
nao muito dificil se estamos tratando de numeros algébricos, isto é, nimeros que sao
raizes de polinomios de coeficientes inteiros. Quando queremos avaliar a irracionalidade
de numeros que nao podem ser obtidos por meio desses polinomios, a tarefa acaba se

complicando um pouco.

15
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Para exemplificar esse fato, vamos ainda nessa nessa sessao fazer uma simples prova
da irracionalidade do ntimero /2. Para que essa demonstracio seja bem estruturada,

vamos inicialmente provar um lema que nos ajudara na demonstracao principal.
Lema 3.1. Seja peZ. Se p? € par, entdo p € par.

Demonstracao. Essa prova é simples e serd dada por contrapositiva.
Vamos supor que p nao é par. Como p € inteiro e nao é par, entao p s6 pode ser impar.

Assim, com k € Z, temos
p=2k+1<=p?=4k> +4k+1 = p? = 2(2k* + 2k) + 1

Como k ¢ inteiro, entao 2k? + 2k também é inteiro e o chamaremos de n, dai p? = 2n + 1.
Concluimos que p? nao é par. Isso foi obtido por termos suposto que p nao era par, ou
seja, negamos a nossa tese e chegamos na negac¢ao da nossa hipétese. Por fim, isso significa

que se p? é par, entao p é par. ]
Teorema 3.2. \/2 € irracional.

Demonstracdo. Como /2 é um nimero real, entdo ele sé6 pode ser racional ou irracional.
A demonstragao serd feita por contradicao.

Suponhamos que v/2 é racional, entdao podemos escrevé-lo como uma fracao §, com p,q € 7,
q+0 e mde(p,q) =1. Dai

p p? 2_,2
\/_:—<:>2:—2<:>2q =p
q q

ou seja, p? é par, mas pelo Lema isso implica que p é par. Logo podemos escreve-lo

como p =2k, com k € Z. Assim,
2¢% = (2k)? <= 2¢° = 4k* <= ¢* = 2K*

Entdo ¢? é par e pelo Lema [3.1] ¢ é par.

§ era uma fracao irredutivel, mas p e g sao nimeros

Como supomos inicialmente que
pares, hd uma contradicio da nossa hipétese. Assim v/2 nao é racional, logo é irracional.

]

De forma mais geral, a raiz de qualquer nimero primo € irracional. A prova segue de
maneira analoga.

Durante toda a historia, varios ntimeros irracionais muito importantes foram desco-
bertos como, por exemplo, o niimero ¢ que é chamado de nimero de ouro. Esse ntimero é
responsavel por proporc¢oes que aparecem na natureza com o comportamento de animais
e também com a anatomia do ser humano. Esse nimero por muitas vezes é associado a

conceitos de estética, beleza e harmonia.
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A constante ¢ pode ser obtido a partir da equacao

P =p+1

dai, tomando o caso positivo, temos ¢ = % ou ¢~ 1,618
Esse niimero possui uma forte relagao com a Sequéncia de Fibonaccll], pois ¢ pode
ser aproximado ao tomarmos a razao entre 2 ntimeros seguidos da sequéncia de fibonacci

an

PR Quanto maior o n, maior a precisao dessa razao, ou seja
.

da seguinte forma ¢ =~
¢ =1lim,, o -22-.

An-1

Uma constante bem interessante que também ¢é irracional é ((3), também chamado

de constante de Apéry. Esse niimero ¢ obtido a partir da Funcio Zeta de Riemann?] Essa

funcao é dada pelas poténcias dos reciprocos dos niimeros inteiros nao negativos:

. _ 00 1 _
Assim, temos ((3) = Y520 73 = 1.202056...
Apoés apresentarmos um breve estude sobre nimeros irracionais, vamos na segao se-

guinte tratar da irracionalidade de e.
3.2 O Numero de Euler é irracional

Quando nos é apresentado o Numero de Euler geralmente nao é demonstrada a sua
irracionalidade; isso se deve ao fato de essa prova nao ser tao simples. Como e nao é raiz
de um polinomio de coeficientes inteiros, efetuando as operagoes algébricas convencionais
nio nos serd muito util como foi pra mostrar a irracionalidade de /2 anteriormente.

Para a demonstracao que serd dada a seguir da irracionalidade de e iremos utilizar
a sua Série de Taylor. Esse tipo de sérifff| nos permite escrever uma fungao analitica

indefinidamente derivavel como uma série de poténcias.
Teorema 3.3. e € irracional.

Demonstragao. A partir da Série de MacLaurin para a funcao f: R - R, f(x) = e, temos

o0

=Y
|
k:o kz. . . .
Vamos fazer um truncamento dessa série, ou seja, vamos tomar o somatério até um

certo m e N.

Como
O<€_ZH (31)

k=0

1Sequéncia em que cada termo é a soma dos dois anteriores, isto é a,42 = apy1 +a, com a; =1 =as
2Para um melhor entendimente sobre este tema, é recomendada a leitura de [Edwards| (1974)
3Com o intuito de um estudo mais aprofundado sobre séries, recomendamos [Elon| (2019) p. 251
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multiplicando a expressao (3.1)) por m!, temos:

U > 1
O<mle-m!) — =m! —,
kzz(:)k' k:%:ﬂ k!
pois,
1 &1 <1

mtw; oy
2 (k+m+1)! = (k+m+1)!
o 1-2m
- kz:(:]1-2---m-(m+1)---(m+k)-(m+k+1)

ad 1
- kz:;](m+1)-(m+2)---(m+l<:)-(m+k:+1)

Mas kl < [(m+1)-(m+2)-(m+k)], pois [(m+1)-(m+2)-(m+k)] é o produto de k
nimeros consecutivos e (m + k) > k, entdo, em especial, k! <[(m+1)-(m+2)--(m+k)].

Além disso, m<k+m+1,

o0 1 o0
Z:: (m+1)-(m+2)-(k+m)-(k+m+1) Zk'm

Assim, finalmente, encontramos um limitante superior. Unindo as desigualdades te-

mos:

ou seja,
m! 1
O<m!e—2—‘<—e (3.2)
k=0 K!
Agora iremos contradizer a nossa tese, iremos supor que e € racional, entdao pode ser

escrito como uma fracao de inteiros §= em que p,q€7Z, ¢+ 0 e mde(p,q) = 1. Assim em

(3.2) obtemos:

|
e3P
q kok! qm

agora, como m ¢ um numero qualquer em N e, além disso, e >0, e e = §, basta tomarmos

m = pq, entao
p A (pg)!  p
0<(pa)l -3 P L
q ;;) kU pg?
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ou seja,
ey &)t 1
q iz K¢

é um numero inteiro e Y7¢, (1;;1') ¢ uma soma finita de inteiros,

Como ¢|(pq)!p entao (p(f])!p

logo também é um inteiro.

(pq) 'p e TP (pg)!

1, = sao inteiros, entao (pq)p —ypa o)t

Como oo - também ¢ um inteiro; e ¢
é um nimero inteiro, entdo, em especial, — <1

Assim, chegamos em
NIV
q k=0 k"
e concluimos que existe um inteiro entre 0 e 1. Absurdo!
Esse absurdo foi alcancado por termos suposto que e é racional, logo, obtemos que o

mesmo é irracional

[]

Essa demonstracao foi baseada na demonstracao dada por Fourier em 1815, mas se-
gundo Marques| (2013), historicamente, a primeira demonstracao foi dada pelo préprio
Euler utilizando fracoes continuas. Foi escolhida para ser apresentado neste trabalho essa
demonstracao por ser considerada a mais simples. Além dessas duas demonstragoes men-
cionadas, ha outras formas de se provar a irracionalidade de e como a prova geométrica
que utiliza o Teorema dos Intervalos Encaixados. Essas provas podem ser encontradas em
Marques (2013).

E notével que a demonstracao da irracionalidade do niimero e nao é tao simples quanto
a irracionalidade do nimero v/2, isso se deve ao fato de que /2 é um nimero algébrico,
enquanto e nao pertence a esse conjunto. No capitulo a seguir sera apresentado um pouco

sobre esses numeros que nao sao algébricos; chamados de Nimeros Transcendentes.



4 TRANSCENDENCIA DE ¢

A histéria dos nimeros transcendentes é relativamente recente e essa area ainda possui
muitos problemas em aberto. O nome “transcendente” geralmente é atribuido a Leibniz,
e foi justificado por Euler no século XVIII, e significa que esses niimeros “transcendem”
o poder das operagoes algébricas. Apesar de o proprio Euler ter estudado esses nimeros,
a existéncia de nimeros transcendentes s6 foi garantida em 1844 por Liouville, um dos
grandes nomes dessa area.

A teoria dos niimeros transcendentes é pouco conhecida mesmo tendo contribuicao de
grandes matematicos como Euler, Liouville, Cantor, Hilbert e Hermite. Segundo Marques
(2013)) isso provavelmente se deve ao fato de que os métodos da teoria transcendente sao

dificeis e a area nao possui teoremas fundamentais como outras areas possuem.
4.1 Numeros transcendentes

Numeros transcendentes nao sao definidos essencialmente pelo que eles sao, mas sim
pelo que eles nao sao. Para entender o que é um nimero transcendente, é necessario

entender o que é um ntmero algébrico.

Definicao 4.1. Considere um polinomio
A + Q1" P+ ar+ag=0

com os coeficientes a; € Z para i = 0,1,...,n. Qualquer solu¢ao para um polinomio desta
forma é chamado de nimero algébrico, ou seja, nimero algébrico é todo nimero que é

raiz de algum polinémio de coeficientes inteiros.

Todo numero racional é necessariamente algébrico, pois dado um nimero racional
r= §7 em que p e Z e qeZ*, temos que r é solugao do polinomio gz — p = 0, assim todo
nimero racional é algébrico. Dizemos também que os nimeros racionais sao algébricos
de grau 1, pois sao todos solugoes de polinomios de grau 1. No geral dizemos que um
nimero « é algébrico de grau n se « é raiz de um polinomio de grau n e nao é raiz de
nenhum polinomio de grau menor.

Alguns niimeros irracionais também sao algébricos como o /2, pois este é solucdo da
equagao x2-2 =0. Até mesmo nimeros complexos que nao sao reais podem ser algébricos,
como por exemplo i, pois este nimero é a solucao para z?+1 =0.

Podemos definir niimeros transcendentes como sendo todos os niimeros complexos que
nao sao algébricos, ou seja, nimeros transcendentes sao niimeros complexos que nao sao
solugoes de nenhuma equagao polinomial de coeficientes inteiros.

Vamos denotar o conjunto dos nimeros algébricos como Q e o conjunto dos nimeros

transcendentes como T.

20
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Para entender um mais pouco sobre o conjunto dos niimeros transcendentes e sobre
como eles se comportam em relacao ao conjunto dos nimeros reais R, vamos fazer uma

definicao e posteriormente utilizaremos o conceito para continuar nosso estudo.

Definicao 4.2. Dizemos que um conjunto A é enumeravel quando é possivel fazer uma

bijecao de A com algum subconjunto dos niimeros naturais N.

Alguns nimeros bem conhecidos sao transcendentes, como o préprio w. A trans-
cedéncia desse nimero tem uma implicacao interessante em um problema muito antigo
denominado quadratura do circulo. Esse problema consiste em construir um quadrado
com mesma area de um circulo dado utilizando apenas régua e compasso. Todo nimero
construtivel por régua e compasso € algébrico. Para construir um quadrado com a mesma
drea de um circulo, o lado do quadrado precisaria ser [ = /7 sendo [ o lado do quadrado
e 7 o raio da circunferéncia, entao, em especial, \/7 precisaria ser algébrico, mas como 7
é transcendente, \/7 também é. Assim o problema nao tem solucao.

Dentre varios matematicos que contribuiram ou contribuem para essa area da Ma-
tematica, destaca-se o Liouville. Liouville acabou sendo um personagem muito impor-
tante para a teoria dos niimeros transcendentes, pois foi ele quem apresentou os primeiros
numeros transcendentes. A ideia apresentada por Liouville para construir um nidmero
transcendente foi encontrar uma propriedade satisfeita por todo ntmero algébrico e de-
pois construir um numero que nao apresentasse tal propriedade.

A propriedade encontrada por Liouville é chamada de Teorema de Liouville e diz que
se a é uma raiz real de um polinémio irredutivel de coeficientes inteiros P(z) de grau

n > 2, entdo existe uma constante positiva c(a) tal que

c(a
¢

>

a-= (4.1)

‘ D
q

para todo racional %.
Para construirmos a ideia de como foram descobertos os primeiros ntimeros trans-
cendentes, vamos definir o conceito a seguir. Essa definicdo nos ajudarda a chegar nos

primeiros niimeros transcendentes descobertos; os ntimeros de Liouville.

Definicao 4.3. Dizemos que um nimero « é aproximavel na ordem n por racionais se
»;

existem uma constante C' > 0 e uma sequéncia {q? } de racionais distintos com ¢; > 1 e
i) 21

mdc(pj,q;) =1 tais que

para todo j > 1.

Definicao 4.4. Um ntimero real a é chamado ntimero de Liouville se existir uma sequéncia
Pj

de racionais (
J

) com g; > 1 tal que
j21
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para todo j > 1. Iremos representar o conjunto dos niimeros de Liouville como L.

Agora que fizemos algumas definicoes vamos seguir com alguns resultados muito im-

portantes para o nosso estudo sobre os niimeros de Liouville.
Teorema 4.1. A sequéncia (q;).»1 € ilimitada.
E

Demonstracao. Vamos supor que a sequencia ¢ limitada, daf existe M > 0, tal que ¢; < M,
para todo j > 1. Como |a - | < ? <1, temos

g i
K )

<1<+ |ga - p;| <|gjl
d;

Pela desigualdade triangular, obtemos
[pil = lajal <lgjor=pj| <la;| <= Ip;l <lg;ol + g1
Utilizando a desigualdade triangular novamente, temos
Ipil <lgjo+ g5 = |+ 1 g1
Por hipédtese temos que ¢; < M e ¢; > 1, entdo |g;| = ¢; ¢ além disso
Ip;| < |la+1|g; <|a+ 1| M,

ou seja, temos uma limitacao para (p;);s1, pois |p;| < |a+1|M, logo |a+1|M € (-pj,p;). A
partir disso, temos uma quantidade finita de valores p;, ademais como ¢; por hipétese ¢é

limitado e ¢; € N, entao hd uma quantidade finita de valores ¢;. Em particular, se temos

uma quantidade finita de valores p; e g;, temos uma quatidade finita de valores %, mas
J

pj

i

ilimitada L

isso contraria o fato de que a sequéncia ( ) ser infinita. Logo a sequéncia (g;); > 1 é
j21

Corolario 4.1.1. Todo numero de Liouville € irracional.

Demonstracao. Vamos supor, por absurdo, que existe § € Q que é numero de Liouville.
Dal, existem infinitos %, diferentes de g, tais que
J
1 ; =D 1
f>‘g_zﬁ _|Pai—pidl
7 11 4 q9; lalg;

Assim qg_l <|g|, contrariando o fato de que (g;); é ilimitado. ]
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Existe um nimero bastante conhecido chamado de constante de Liouville, esse niimero
é da forma .
Z 10~ = 0.1100010000000000000000010000...
n=1

Essa constante é um nimero de Liouville. De forma mais geral temos que todo niimero da

0 apn

forma a = 377, 7% com b > 2 inteiro é um niimero de Liouville para todo a, € {1,---,b—1}.

Teorema 4.2. Todo niumero de Liouville é transcendente.

Demonstracao. Pelo Corolario |4.1.1, um nimero de Liouville o nao pode ser racional.
Dai vamos supor que « é algébrico de grau n > 1. Entao pelo Teorema temos que a

inequagao (4.1)) serd vélida para todo nimero racional. Assim, levando em consideragao
0s (%) da Definicao , temos que

C(O[)< a-Pi <i(:>c(a)<i<:»q;_"< (1)
c(a
1

A %1 q G g
Dai, se j > n+1, entao g; < qj_" < Zay © que significa que ¢; é limitada. Absurdo, pois ja foi

q;

mostrado no Teorema que a sequencia g; ¢é ilimitada. Essa contradigao foi obtida por
termos suposto que existe um numero de Liouville que é algébrico, ou seja, todo niimero

de Liouville é transcendente.

[]

Os resultados anteriores nos ajudam a entender um pouco da natureza do conjunto dos
Numeros Transcendentes, embora o conjunto que apresentamos, dos Numeros de Liouville,
seja de certa forma “artificial”, no sentido de que este conjunto foi contruido para ser
transcendente. Como foi dito anteriormente, o conjunto dos Numeros Transcendentes
é nao-enumeravel enquanto o seu complementar, o conjunto dos Numeros Algébricos, é
enumeravel, concluimos entao que existem muito mais nimeros Transcendentes do que
Algébricos, mas provar a trancendéncia de um nimero em particular nao é facil. Na
secao a seguir vamos provar a transcendéncia do ntimero que ¢ o objeto de estudo deste

trabalho, o Nimero de Euler.
4.2 O Numero de Euler é transcendente

Como dito, mostrar que um nimero em especifico é transcendente nao é facil, mas
vamos aqui passo a passo mostrar que o Numero de Euler é transcendente. Antes de
partirmos para a demonstracao, é interessante saber que a transcendéncia de e é garantida
por ser um caso particular do Teorema de Hermite-Lindemant[, mas para nao recorrermos
a resultados mais rebuscados, aqui veremos uma demonstracao especifica sem utilizar a

esse Teorema.

!Teorema que diz que se ay,qs,...,q,, sdo algébricos distintos, entdo e“!,...,e%" sdo linearmente
independentes sobre o corpo dos nimeros algébricos.
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A prova da transcendéncia de e é um pouco extensa por isso sera dividida na forma
de resultados prévios que serao demonstrados a seguir. Ao final dos resultados prévios
sera enunciado o Teorema e devidamente provado utilizando os Lemas anteriores. Essa
prova foi baseada nos exercicios que se encontram em |Figueiredo| (2011)) e ela garante a

transcendéncia de e.

Lema 4.3. Seja P:R - R um polinomio de grau r. Definimos a func¢ao F': R - R
F(z) = P(z) + P'(z) + -+ P (x)
de forma que P(") representa a derivada de ordem r de P. Entao

d -z _ -z
%[e F(x)] =-eP(x).

Demonstragao. Utilizando a definigao que foi dada para F(z) e utilizando a regra para

derivada de um produto, temos

%[e‘”F(x)] = %[e“(P(a:) + P'(2) + -+ P ()] (4.2)
= —e(P(z)+ P'(x) +-+ P (z)) +e®(P'(z) + -+ P (z)) (4.3)
= e(-P(z) - P'(z) == P"(z) + P'(z) + -+ P")(z))
= e (=P(x))
= —e"P(x)

De (4.2) para (4.3) foi utilizado a regra do produto e posteriormente foi utilizado o fato
de que PU+D(z) =0, pois P(x) tem grau r.
[l

Para o Lema a seguir serd necesséria a utilizagao do Teorema do Valor Médidf Este
Teorema garante que se f é uma fun¢ao continua em um intervalo fechado [a,b] e, além
disso, é derivavel no intervalo aberto (a,b), entao existe um elemento ¢ no intervalo aberto

(a,b) tal que f’(c) corresponde a taxa de variagao média de f em [a,b].

Lema 4.4. Sejam F(z) e P(z) como no Lemal{.3 Entao
F(k) - e*F(0) = =P (k6),) ker(-0%)

para todo k>0 e, além disso, 6 € um nimero entre 0 e 1.

2Para um estudo mais aprofundado sobre o assunto, recomendamos [Elon| (2019)) p. 184.
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Demonstracao. Seja k> 0. Definindo a funcao

G: [0,k] —R
r —G(x)=€e"F(x)

Observamos que G é continua em [0, k] e derivavel em (0,k), jd que e* e F(z) também
possuem essas mesmas propriedades. Logo podemos utilizar o Teorema do Valor Médio,

dai existe c € (0, k) tal que

G(k)-G(0)=G"(c).(k-0) = e*F(k)-e’F(0)=-e“P(c)k
= e "F(k)-F(0)=-k(eP(c)) (4.4)

Pois, do lema anterior
G'() = L (e F(c)) = < P(c)
dx
Observe que como c € (0, k), existe 6, € (0,1), tal que
c= k‘@k (45)
Substituindo (4.5)) em (4.4]), temos
e *F(k) - F(0) = —k(e " P(k6},))
Por fim, multiplicando ambos os lados da equacao por e* obtemos

ebe " F(k) - " F(0) = e *k(eH%) P(kby))

Portanto,

F(k) - eFF(0) = =P (kb)) ke*(-0%)
O

Observagdo 4.1. Sejam F(z) como antes e Ay = —P (k0 )ke*(1-%). Se e nao fosse trans-

cendente, ou seja, se e fosse algébrico, existiriam inteiros cg, c1, -+, ¢, tais que
Cn€™ + 1€ =0

Entao
oF(0)+a F(1)+-+c, F(n)=c1A1 + oA + -+ ¢, Ay
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Demonstragdo. Pelo Lema[t.4] Ay = F(k) - e*F(0), entdo para k € 1,2:+n, temos

c1(F(1)=eF(0))+ -+ c,(F(n)—€e"F(0))
il F(1) + coF(2) + -+, F(n) = F(0)(cre + coe? + - + cpe™)

01A1 + -+ CnAn

Como —(c1e + o€ + -+ + ¢,e") = ¢, obtemos

C1A1 +C2A2 + .- +CnAn = CoF(O) + Clp(l) + e+ an(n)

Lema 4.5. Seja
Q(z) =) ajz’,a;eZ,xeR

J=0

7=0,1,....,m ep<r, entao

T |
. 7! L
jz (G-

Demonstracao. Para essa demonstragao, sera utilizado o Principio de Indugao Finita.

Primeiro Vamos averiguar se vale para i=1

Note que
QW (2) = [Q(x)]

,

[Q(@)]" = [} a’]

=0

= (apz’ + a2’ + ...+ a, ")’

2y +raa’
2!

")

asr* t+ .+ ———a,x
? (r-1!"

Ou seja, é valido para ¢ = 1. Agora, por hipdtese de inducao, vamos supor que vale para

1 =k, ou seja

B ()= I ik
QW= L (46)

O passo seguinte é mostrar que a expressao vale para o caso k + 1, ou seja, queremos
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mostrar que a expressao

+ - .7' j—(k+1)
QF ()= S — i
j:%;rl (= (k+1)

é valida.
Para isso basta lembrarmos que QU+ () = [Q®)(z)]’, daf pela equagao temos

r | !
B\ = J: ik
[Q™(2)] LZI; Gom” ]
k! k+1)! r! '
_ l(k_k)!ak k—k+mak+lxk+1—k+...+mawr—k
| rl
= (l{:+1—k)%ak+lxk+l_k—1+- (r—k)(r Bl ayx"F!
(k+1)! k+l-k-1 rl r—k-1
(v 1—k— 1) ? EE A TR
_ (k+1)! (k+1)=(k+1) r! r—(k+1)
T (kD)= (kr 1)) R TS S
- Z J—!ajxj—wu)

o (5= (k+1))!

Logo, pelo Principio de Inducao Finita, vale que

J=i
a]x LT

Q@)=Y =L

]

Lema 4.6. Considerando () como no Lema ¢ vdlido que, para p <1, ﬁQ(i)(a:) é

um polinomio com coeficientes inteiros divisiveis por p.

Demonstracao. Do lema anterior, sabemos que

Logo,

1 @ (r) = 1 Jo i
G0 @ = s 1>'Z<J—z>”
|

- S oTG

r 1l

Dai, podemos perceber que o polinomio dado pelo somatério acima tem cada coeficiente

dado por b; = ey 1), = Z),a] Nesse caso, basta mostrar que cada b; ¢ inteiro divisivel por
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P-

Note que ou seja b; = & =r5a;. Como para b; ser inteiro divisivel por p devemos

(-1)! 1)' - p" p' (J l)
ter b; = kp, em que k € Z, entao precisamos mostrar que k = maj €7
[ ~ 4! ‘
Ja que a; € Z, entao se mostrarmos que —=—y € Z, o Lema estara provado.
pl(G-1)! ’

Como i > p, entdo (j—1i) < (j - p). Logo

J! _ ! l(j—p)~(j—(p+1))(j—(p+2))---(j—(@'—1))
pl(j - ) pPlG-)LG-p)-G-(+1)G-(p+2)(-(-1))
JG-p)- G-+ 1))G-@+2)G-(-1))
p!(j - p)!

= ( ; )(j—p)-(j—(p+ )G = (p+2)-0G-0G-1))

COHIO(;)EZG(] pG-(p+1)(J-(p+2))(j-(i-1)) € Z, entao ( 57 € Z. Isso

. 1 i ’ AL . . . . s s
garante que, para p < i, WQ( )(z) é um polindomio com coeficientes inteiros divisiveis

por p. 0

Lema 4.7. Considerando P(x) como sendo da forma

P(zx) = P (1 -2)P(2-2)P(n-2)P, xR

(p 1)'

em que p € um nimero primo tal que p>n, p > cg, comn e ¢o dados pela Observagao [4. 1,

entao P(x) pode ser escrito como

1P
P(z) = (n!) o+ by P +- &mm’“"_l,x eR.
@-D" -1 (p-1)!

Demonstracao. Considere
H(z) = (1-2)(2-x)(n-1x)
Dai, H(x) pode ser reescrito como
1

H(z)=a,2" +ap 12"+ +a1x+n!

com ai, as, -, @, constantes. Entao

[H@P = (1=a)@-2)(n-z)

[an2™ + ap_ 2™+ + agz +nl]P

bupT™ + by 1271+ by + (n!)P
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De forma que by,b2,"+,by, sao constantes. Por conseguinte

P P H ()]
(r) = m[ ()]
bppx™PaPt by, qxPlgpl byraP~t  (n!)papr-t
= + ot +
(p-1)! (p-1)! -D! (p-D!
= (n')p _|_ bl P+ 4 bix”w‘*'p—l'
(p- 1)‘ (p-1)! (p-1)!

]

Coroldrio 4.7.1. Nas condicoes do Lema temos P@W (k) =0 para k = 1,---,n, com
1<p.

Demonstracao. De fato, basta considerarmos

P(x) = (k-x)"g(x)

de forma que

g(2) = ———aP (1 -2)P2-2)P-(k-1-2)P(k+1-2)P(n-2)P

(p- )
Dali,

P'(z) = p(k-2)""(-1)g(x) +g'(z)(k - z)"
(k- 2)"" (-pg(z) + ¢' () (k - 7))
(k-2)""g1(x)

Com ¢1(x) = —pg(x) + ¢'(x)(k — ). Entao generalizando, temos

PO (x) = (k- )" g;(w)
Que nos garante P (k) =0 para k= 1,---,n sendo i < p. O

Coroldrio 4.7.2. Nas condicées do Lema [{.7, vale que P®1(0) = (n!)? e PM(0) =0

comi<p-1.
Demonstracao. Para a primeira parte temos

(n!)P p-1 by bnp

P

-0 -t T )

np+p—1

P(x) =
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Dai,

-1 b "
pw )(x) = (p- )(( )1)| (p- )'(p 1) - )‘(p 1)'m

(NP + by + -+ + bypx™

Como todos os termos, com a excessao do termo independente (n!)P, estdao sendo

multiplicados por z, aplicando P®~1(z) em z = 0, vamos obter
PED(0) = (n!)?

Para a segunda parte devemos mostrar que P (0) = 0, com 7 < p— 1. Nesse caso, como

i < p-1, entao para qualquer i todos os termos de P®)(x) sao multiplos de x, entao

P@®(0) = 0. 0
Lema 4.8. Se d; com1=0,1,---,r sao inteiros tais que os d; para v > 1 sao divisiveis por

p e dy nao € divisivel por p, entdo Y;_,d; nao € divisivel por p.

Demonstrag¢ao. Supondo por contradigao que Y., d; seja divisivel por p, ou seja, existe
k € Z, tal que

i=0

Como d; é divisivel por p, para 1 <7 <r, temos

Ydi=kp=dy+di+-+d, =dy+kip+kop+-+kp=do+p(ky+ ko +-+k,)

1=0

Logo,
do = k?p—p(dl + dQ + .-+ dr) Zp(k? - (k‘l + .-+ kr))

Como L = (k—(k1+ka+---+k,)) € Z, temos dy = Lp, portanto dy é divisivel por p. Absurdo,
pois por hipétese temos dg nao divisivel por p. Logo Yi_,d; nao é divisivel por p.
]

Lema 4.9. Seja F': R - R definida como antes, entao F(0) € um inteiro nao € divisivel

por p e, para todo k=1,2,--n, F(k) € um inteiro divisivel por p.

Demonstragao. Temos que F(z) = P(z)+P'(z)+--+P®(x), entao F(0) = P(0)+P'(0)+
-+ P®=2)(0) + P-1(0) + P®(0), mas pelo Coroldrio [4.7.2 chegamos que

F(0) = PP D(0) + P®»)(0)

Ainda do Coroldrio sabemos que P®-1(0) = (n!)? e pelo Lemad. 7} sabemos também
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que
1\p
P(z) = () Pty b x”+~-+—b"p Pl
(p-1)! (p-1)! (p-1!
Entao ) ,
P(P) T :p! 1 tot (nptp—1)-(np nD !
(=) (p-1)! ( ) )(p—l)!

dai aplicando em x = 0, vamos obter

by
(p- 1!

P®(0) = p! = pby

Por fim, chegamos que F'(0) = (n!)? + pb;. Este nao é divisivel por p, pois se fosse de tal
forma, (n!)? também seria divisivel por p, mas isso caracterizaria um absurdo, pois p >n
e p é primo. Nos resta mostrar que F'(k) para k = 1,---,n é inteiro divisivel por p. Para
isso, note que

F(k)=P(k)+P'(k)+--+ PPV (k) + PP (k)

Do Lema sabemos que ﬁQ(”(az) ¢ um polinomio com coeficientes inteiros divisiveis
por p. Daf basta notarmos que P()(z) com i = 1,2,---p é da mesma forma do Lema ,
entao vale que os coeficientes de P()(z) sdo inteiros divisiveis por p, agora substituindo
x = k. Chegamos que cada P(® (k) serd um nimero inteiro, pois k € Z. Por fim, como
F(k) é um soma finita de nimeros inteiros, entdo F'(k) é nimero inteiro.

O

Lema 4.10. Nas condicoes da Observacao para cada ¢ e com 0 < co < p, coF'(0) +

aF(1)+-+c,F(n) é um inteiro nao divisivel por p.

Demonstragao. Pelo Lema anterior, sabemos que F'(k), para k=1,---,n, é um inteiro di-
visivel por p, entao c1 F'(1), o F(2), -+, ¢, F'(n) s@o todos inteiros divisiveis por p. Restando
apenas a parcela ¢ F'(0). Do lema anterior, sabemos que F'(0) é um inteiro nao divisivel
por p. Essas informacgoes nos garantem que cada parcela é um ntimero inteiro e a soma
finita de niimeros inteiros continua sendo um numero inteiro. Além disso, por hipotese,
temos 0 < ¢y < p, como p é primo, entao p nao divide ¢y, entao nao divide ¢y F'(0). Como p
nao divide apenas uma parcela, pelo lema , p nao divide ¢oF'(0) +c1 F(1) +++ ¢, F'(n).

m

Lema 4.11. Nas condicoes da Observagdo |Ag| < eng;p_(s!,)p para A, como definido no
Lemalf.4 e k <n.

Demonstragdo. Como definido ao final do Lema [£.4] temos

Ay, = =P (k) keF(-0%)
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Assim,
A = ke o _1 ] (k0P (1 = k)P (2 = kO )P-+(n - kOp)P,0 < O < 1
Dai
Al = |=ketC00 G _1 o (k)P (1 = k6,)P(2 = kb )P--(n — kb )P
= (p_ll)!l = KlleF (RO )P (1= k)P II(2 = ki )|-+-|(n = kb, )|
o N (= 072 - 07110 - 6,

Note que e(1=%) < e pois 0< 1 -0 <1 e [nbgP~* <nP~1. Entao

|Ag| <

e PRIk (0L (GRS AL

Além disso, veja que

(1= 00)P1l(2 = 0k)P|--+[(n = 61)7] < (nh)?

Para perceber isso basta expandir o fatorial e notar que ambos possuem a mesma quan-
tidade de termos, mas comparando termo a termo, percebemos que |y — 6x| < y para todo

y=1,2,---n. Dai

1
Akl < (p_1),n€"np71|(1—9k)p||(2—ek)p|'"|(n—9k)p|
< ﬁne"n’?_l(n!)p
p-1)!
_emP(n!)P
(-1

]

Lema 4.12. Nas condi¢oes da Observagaolf.1], se p for um nimero primo suficientemente

grande, entao |c1 Ay + -+ ¢, Ay| < 1.

Demonstracao. Pela desigualdade triangular, temos

jc1 Ay + o+ enAn| S [erAu] + -+ |en An] = [er]| Ax| + - + [en]| An]

Pelo [4.11} sabemos que |Ag| < eﬂgf{;i)p para k <n, entao

emnP(n!)P  CernP(n!)p

(-1 (p-1)!

[al[Av] -+ lenl[An] < (lea] + -+ en])
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Com C = |¢y|+ -+ + |c,|. Dai, o problema se resume a mostrar que existe p suficientemente

grande em que
Cemn?(n!)P

(p-1)!

Ce™nP(n!)P

T basta mostrar que essa sequéncia converge para

considerando a sequéncia X, =

0.
Tomemos
Xp1 ) Cnptlen(nl)rtt  (p-1)!
X, ] p! Cenrnp(n!)P
on n!
p
Assim
X -n!
lim (_) i 2
p—>00 Xp p—>0o0 p

Logo, como a sequéncia converge para 0, entao existe p suficientemente grande de forma

que |c1 Ay + -+ e, Ayl < 1 O

Por fim, todos esses resultados prévios sao importantes para embasar o resultado que

vem a seguir.
Teorema 4.13. O numero de Euler € transcendente.

Demonstragao. Pela Observacao[.I|supomos que e é algébrico, ou seja, existem cq, ¢1, -+, ¢,
tais que ¢o + cre + - + cpe™ = 0 e chegamos que ¢oF(0) + 1 F(1) + - + ¢, F'(n) = 1 Ay +
oAy + -+ + ¢, A,. Pelo Lema concluimos que ¢oF'(0) + 1 F(1) + -+ + ¢, F'(n) é um
inteiro nao divisivel por p, porém pelo Lema [4.12] chegamos que nas mesmas condigoes
lc1Ap++-+ ¢, Ay| < 1, mas isso é um absurdo, pois um nimero inteiro nao nulo tem médulo
sempre maior ou igual a 1. Esse absurdo foi obtido por termos suposto que e ¢é algébrico,

logo e é transcendente. O



34

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi feito um estudo sobre o Ntumero de Euler, inicialmente contando um
pouco sobre a histéria desta constante e também do grande matematico Leonhard Euler,
posteriormente foi introduzido o assunto de irracionalidade, em que o foco principal foi
apresentar uma prova que garantisse a irracionalidade deste niimero que é o nosso objeto
de estudo e finalmente foi introduzido o assunto de transcendéncia que teve como ponto
central apresentar uma demonstracao da transcendéncia do Numero de Euler. Além disso,
para fazer esse estudo, foi utilizada uma linguagem um pouco mais simples a fim de ser o
mais claro possivel, sem que de alguma forma perdesse o rigor matematico.

A Teoria dos Numeros é o ramo da Matematica que busca estudar as propriedades
das constantes e, em especial, a Teoria dos Numeros Transcendentes busca estudar o
conjunto dos transcendentes. Assim, por meio deste trabalho foi possivel entender um
pouco mais sobre o Numero de Euler, tanto sobre a sua historia como também em relacao
as suas propriedades. Além disso, através do estudo sobre o conjunto dos transcendentes
podemos entender um pouco mais sobre o conjunto dos nimeros complexos no geral e
mostrando que e é transcendente foi possivel entender um pouco mais sobre a natureza

dessa constante em especifico que é tao importante para a Matematica.
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