@QN

UEPB

UNIVERSIDADE ESTADUAL DA PARAIBA
CAMPUS VI - POETA PINTO DO MONTEIRO
CENTRO DE CIENCIAS HUMANAS E EXATAS
CURSO DE LICENCIATURA PLENA EM MATEMATICA

ANTONIEL JOSE DO NASCIMENTO

NUMEROS COMPLEXOS: HISTORIA, TEORIA E APLICACOES

MONTEIRO
2023



ANTONIEL JOSE DO NASCIMENTO

NUMEROS COMPLEXOS: HISTORIA, TEORIA E APLICACOES

Trabalho de Conclusdo do Curso apresentado a
coordenacdo do curso de Licenciatura em Mate-
matica do Centro de Ciéncias Humanas e Exatas
da Universidade Estadual da Paraiba, em cum-
primento as exigéncias legais para a obtencdo
do titulo de Graduado no Curso de Licenciatura
Plena em Matematica.

Area de concentracao: Matemadtica aplicada.

Orientador: Prof. Me. Robson Batista de Sousa

MONTEIRO
2023



E expressamente proibido a comercializacdo deste documento, tanto na forma impressa como eletronica.
Sua reproducéo total ou parcial é permitida exclusivamente para fins académicos e cientificos, desde que na
reproducao figure a identificacdo do autor, titulo, instituicdo e ano do trabalho.

N244n  Nascimento, Antoniel Jose do.
NUmeros complexos [manuscrito] : histéria, teoria e
aplicacBes / Antoniel Jose do Nascimento. - 2023.

56 p. : il. colorido.

Digitado.

Trabalho de Conclusédo de Curso (Graduacdo em
Matematica) - Universidade Estadual da Paraiba, Centro de
Ciéncias Humanas e Exatas, 2023.

"Orientacdo : Prof. Me. Robson Batista de Sousa ,
Coordenacao do Curso de Matematica - CCHE. "

1. Nimeros complexos. 2. NUmeros complexos -
Aplicagdo. 3. Historia da matematica. I. Titulo

21. ed. CDD 512

Elaborada por Talita R. Bezerra - CRB - 15/970 Biblioteca
José

Rafael de

Menezes




ANTONIEL JOSE DO NASCIMENTO

NUMEROS COMPLEXOS: HISTORIA, TEORIA E APLICACOES

Trabalho de Conclusido do Curso apresentado a
coordenacio do curso de Licenciatura em Mate-
matica do Centro de Ciéncias Humanas ¢ Exatas
da Universidade Estadual da Paraiba, em cum-
primento as exigéncias legais para a obtengdo
do titulo de Graduado no Curso de Licenciatura
Plena em Matemética.

Area de concentragiio: Matematica.

Aprovada em: 28/11/2023.

BANCA EXAMINADORA

D (hd 4 [

Prof. Me. Robson Batlsta
Orientador

R (0L Q,,jaé =)

Prof. Dr. Clédlo Odair Pereira da Silva
Examinador Interno (CCHE/UEPB)

NQ;(CW\ J& A’WCA Lm

Prof. Dr. Natan de Assis Lima
Examinador Interno (CCHE/UEPB)




Passamos toda a vida nos preocupando com o futuro. Fazendo planos para o futuro. Tentando
prever o futuro. Como se desvendd-lo fosse aliviar o impacto. Mas o futuro estd sempre
mudando. O futuro é o lar dos nossos medos mais profundos e das nossas maiores esperangas.
Mas uma coisa é certa: quando ele finalmente se revela, o futuro nunca é como imaginamos.”

(Grey’s Anatomy)
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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos uma breve historia dos niimeros complexos e contribui¢des de
matemadticos para o desenvolvimento deste conjunto. Os niimeros complexos foram se desenvol-
vendo ao longo do tempo onde os matematicos trabalhavam principalmente com nimeros reais e
ao solucionar algumas equagdes se depararam com raizes de nimeros negativos. Matematicos
importantes contribuiram para esse desenvolvimento como, Del Ferro, Tartaglia, Cardano, Bom-
belli, Argand, Gauss, Euler e outros. Junto a isto, mostraremos a expansao dos conjunto naturais
até os nimeros complexos, apresentaremos a definicdo e algumas propriedades importantes
dos nimeros complexos. Posto isso, apresentaremos algumas aplicacdes tanto em matematica
quanto em fisica. Ao fim do texto mostramos nos apéndices, duas importantes equacdes para os

complexos, a formula de Cardano e a férmula de Euler.

Palavras-chave: Nimeros Complexos. Historia dos Numeros Complexos. Aplicacdes dos

Numeros Complexos.



ABSTRACT

In this work we will present a brief history of complex numbers and the contributions of
mathematicians to the development of this set. Complex numbers developed over time where
mathematicians worked mainly with real numbers and when solving some equations they came
across roots with negative numbers. Important mathematicians contributed to this development,
such as Del Ferro, Tartaglia, Cardano, Bombelli, Argand, Gauss, Euler and others. Along with
this, we will show the expansion of natural sets to complex numbers, we will present the definition
and some important properties of complex numbers. Having said that, we will present some
applications in both mathematics and physics. At the end of the text we show in the appendices

two important equations for complexes, the Cardano formula and the Euler formula.

Key-words: Complex numbers. History of Complex Numbers. Applications of Complex Num-

bers.
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1 INTRODUCAO

Os numeros complexos sdo apresentados teoricamente aos alunos no Ensino Médio,
onde eles se deparam com raizes de nimeros negativos, contudo, varios professores cometem o
equivoco na educacdo bdsica anos finais (6° ao 9° ano), onde afirmam que ndo existem soluc¢des
para raizes de nimeros negativos. Isso € um problema, pois, ao se depararem com essas raizes
negativas no Ensino Médio havera solugdo para aquele problema. Portanto, precisa-se enfatizar
nos anos finais que existe solu¢c@o para problemas com discriminantes negativos, porém, em um

outro conjunto numérico que vai além dos Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e Reais.

Conforme Brasil (2002) os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN+), o contetdo dos
nimeros complexos € tido como flexivel no curriculo, com isso, grande parte dos professores do
Ensino Médio ndo apresentam o conteddo, ou até mesmo, por ndo se sentirem preparados para
ministra-lo. Por muitas vezes € tido como desnecessdrio, o que torna prejudicial aos que irdo
seguir na vida académica. Dessa forma, ao nao dar a devida aten¢do a esse contetdo, esta-se

negligenciando um conhecimento essencial na educagdo matemaética.

Durante toda a graduag@o, mostra-se que as componentes basicas do curso de licenciatura
plena em matematica sdo de extrema importancia, pois, estas sdo a base para as demais compo-
nentes avangadas, assim, sendo imprescindivel para a formacdo dos graduandos de licenciatura
em Matematica. O licenciando' percebeu que alguns componentes nio apresentam os contetidos
em sua completude, deixando lacunas sobre assuntos importantes € que sao necessarios em

outros componentes.

Uma delas é a componente curricular matemaética II (MII) a qual faz parte do Projeto
Pedagdgico do curso de licenciatura plena em matematica do Campus VI (CCHE). Esta possui
uma carga hordria de 60h e trata dos seguintes conteudos: Trigonometria e nimeros complexos.
Contudo, o orientador desse Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) tem ministrado a compo-
nente curricular (MII) ha alguns periodos, e, conforme informa que devido a carga horaria, o
contetido dos nimeros complexos ndo € abordado de maneira abrangente, devido ao calendério
académico e ha imprevistos. Este contetido é de suma importancia para os graduandos em
matemadtica, além de ser indispensdvel na formacgao dos futuros professores, ja que 0 mesmo

deve ser abordado no Ensino Médio.

' autor do presente texto.



Capitulo 1. Introdugdo 15

A partir dos pontos supracitados, decidi desenvolver uma pesquisa que tenha como
ponto primordial o aprofundamento do estudo dos nimeros complexos. Em suma, podemos
justificar a escolha do tema de pesquisa ja que o mesmo € indispensavel no decorrer da graduag@o
em diversas componentes curriculares, tais como: Algebra Linear, Estruturas I e II, Equagdes
Diferenciais Ordindrias, Histéria da Matemaética e outros. Logo, € notdria sua grande relevancia

para os licenciandos em matematica.

De acordo com os procedimentos técnicos utilizados, esse trabalho € de natureza biblio-
grafica, pois, conforme Gil (2002), a pesquisa bibliografica € desenvolvida com base em material

jé elaborado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos.

As questdes norteadoras deste trabalhos sdo: Como os nimeros complexos foram
desenvolvidos ao longo da histéria? Quais sdo suas defini¢coes e propriedades fundamentais?

Eles encontram aplicacoes em outras areas do conhecimento?

Partindo desses pontos onde maioria da utiliza¢do das aplica¢des dos Numeros Comple-
xos sdo direcionados ao ensino superior, este TCC tem como finalidade ser material de apoio
tendo como publico alvo os professores de Matematica do Ensino Médio e também para os

graduandos em Matemadtica.

No Capitulo 1, encontra-se a introdug¢do. No Capitulo 2, é apresentada uma breve
histéria acerca dos nimeros complexos. No Capitulo 3, encontra-se a teoria basica dos nimeros
complexos. No capitulo 4, encontram-se algumas aplicagdes dos nimeros complexos. E, por fim,

o Capitulo 5, € o de conclusao.
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2 BREVE HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Um fato interessante sobre os nimeros complexos € que eles foram criados devido a um
problema com equagdes polinomiais, ou seja, para solucionar um problema matematico, com
intuido em nao deixar a matematica de certa forma “estacionada”, assim, criando-se matematica
pela matemdtica. Diferente de outros conteidos, que sdo criados para solucionar problemas

relacionados ao cotidiano ou da natureza.

Os niimeros complexos foram se desenvolvendo ao longo da histéria, os matemaéticos
trabalhavam principalmente com nimeros reais e ainda ndo consideravam a existéncia dos
numeros imagindrios, na época. Conforme Ribeiro (2015), o primeiro cdlculo que se levou a
raiz de um nimero negativo foi registrado cerca de 50 d.C. em Stereometrica, de Herdo de

Alexandria.

Segundo Roque (2012) o debate sobre as quantidades negativas e imagindarias, durante
o século XVIII, mostrava que somente os nimeros absolutos eram aceitos, pois procurava-se
associar a matemadtica a um nocdo de “realidade”. Enquanto os nimeros eram associados a
quantidades geométricas, ndo se permitia a realizaciio de operagdes abstratas' e arbitrarias? sobre
eles. Portanto, para tornar-se aceitos, era preciso mudar para um conceito abstrato de um nimero

ndo subordinado a ideia de quantidade.

Apesar de serem utilizados para resolver equacdes os numeros complexos nao eram
admitidos como solucdo das equagdes. Isso mostra o quao dificil foi para os nimeros complexos

tornarem-se admitidos na matemética. Conforme Roque (2012):

Ainda que, desde o século XVII, as entidades algébricas tenham adquirido
um lugar de destaque na matematica, até o final do século XVIII as raizes
negativas e imagindrias de equagdes eram consideradas quantidades irreais.
[...] quantidades “falsas”, “ficticias”, “impossiveis” ou “imagindrias”’, eram
descritas para os nimeros negativos e complexos. Todos os nomes utilizados
para designar esses nimeros exprimem a dificuldade de admitir sua existéncia

ou, melhor dizendo, sua cidadania matematica (Roque, 2012, p.371).

Certamente, ndo possuiam uma cidadania, ndo eram, em udltima instancia, admitidos

como numeros. Ainda segundo Roque (2012):

Que s6 pode existir no pensamento (ideia)

2 Que ndo segue principios 16gicos nem depende de regras e normas.
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Leonhard Paul Euler ja via a dlgebra como uma ciéncia dos nimeros, e ndo das
quantidades. Para ele, todas as grandezas podiam ser expressas por nimeros € a
base da matematica devia se constituir de uma exposi¢éo clara do conceito de
numeros e das operagdes. Entretanto, suas propostas ndo foram reconhecidas
no século XVIII (Roque, 2012, p.400).

2.1 CONTRIBUICOES DE MATEMATICOS PARA O AVANCO DOS
NUMEROS COMPLEXOS

Segundo Roque (2012), Silva (2005) e Silva (2019) :

Frei Luca Pacioli (1447- 1517) fez algumas consideracdes sobre as equacgdes cibicas em
Pacioli (1523) “Summa de arithmetica geometria proportioni et proportionalita”, ele menciona
que ndo poderia ser generalizada a solugio de equagdes cubicas do tipo 2° + pxr = ¢. Porém, o
italiano Scipione del Ferro (1465-1526), professor de Matematica da Universidade de Bolonha,
foi um dos primeiros matemaéticos europeus a trabalhar com niimeros complexos e conseguiu
resolver o problema envolvendo equagdes do tipo 2° + pz = ¢. Mas, ndo publicou seu resultado.
Ele compartilhou seu método com dois de seus alunos, Annibale Della Nave e Antonio Maria

Fiore, sem fornecer a eles dados concretos de sua descoberta.

Em 1535, Antonio Maria Fiore desafiou Niccolé Fantana (1499-1557)(Figura 1) conhe-

cido como Tartaglia a resolver um problema de equacdo cubica do tipo 2® + px = ¢, usando

Figura 1 — Tartaglia

| A7
(U1 V/f{

Fonte: S6.Matematica

apenas a férmula que Del Ferro havia descoberto. Na época, Tartaglia era um matematico re-
conhecido na Itdlia e Fiore era um jovem matemaético que havia aprendido a férmula com Del
Ferro, mas que ainda ndo era muito conhecido. Tartaglia aceitou o desafio, mas impds a condi¢do
de que Fiore também deveria resolver um problema de equagdo cubica proposto por ele. Os dois
matemadticos conseguiram resolver os problemas propostos, mas Tartaglia foi o vencedor do

desafio, usando uma técnica que ele proprio havia desenvolvido para a resolugao de equagdes


https://www.somatematica.com.br/biograf/tartaglia.php
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ctbicas. A vitéria de Tartaglia nesse desafio acabou contribuindo para a popularizacdo da técnica

de resolucdo de equagdes cubicas que ele havia criado.

Informacdes sobre a disputa entre Tartaglia e Fior, bem como sobre o contetido dos

problemas, chegaram até Girolano Cardano (1501-1576)(Figura 2).

Figura 2 — Cardano

Cardano, que era um matematico renomado na €poca, ficou fascinado com a técnica de
resolucdo de equagdes cubicas desenvolvida por Tartaglia e atraiu-o até sua casa sob a promessa
de manter sigilo sobre a técnica. Tartaglia acabou revelando sua técnica a Cardano, mas sob a
condi¢do de que ele ndo a divulgasse publicamente. Porém, mais tarde, em 1542, Cardano e seu
discipulo Lodovico Ferrari foram a Bolonha examinar os manuscritos de Del Ferro, entre esses
estavam a resolucdo de problemas do tipo z° + pz = ¢. Como o juramento de Cardano era a
Tartaglia e ndo a Del ferro, decidiu entdo publicar a férmula em sua famosa obra Ars Magna
(1545), atribuindo a autoria da férmula a Tartaglia. Mais tarde, a férmula ficaria conhecida como

Férmula de Cardano.?

Em 1560, Rafael Bombelli (1526-1572) (Figura 3) teve contato com a obra Ars Magna e

Figura 3 — Bombelli

Fonte: S6.Matematica

ao aplicar a férmula de Cardano a equagio x®> = 15z + 4 obteve um resultado inesperado, esta

equacao serd resolvida adiante em (Equagao 2.5). Contudo, como Bombelli sabia que x = 4 era

3 Para informacdes ver em A.


https://www.somatematica.com.br/biograf/cardano.php
https://www.somatematica.com.br/biograf/bombelli.php
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a solucdo da equacio, utilizou os nimeros na forma a + by/—1, com a,b € R, e ainda b > 0, da

mesma maneira que se operava com os reais, porém com a propriedade (/—1)? = —1.

Bombelli mostrou, ao lidar com os nimeros complexos, estar a frente no seu
tempo, uma capacidade de abstracdo algébrica superior a dos seus antecessores,
que lhe permitiu desenvolver as regras operatdrias com esses novos nimeros
que surgiam e que ainda ndo faziam grande sentido (Silva, 2005, p. 46)

Com isso os nimeros complexos foram ganhando espaco na matemadtica e entdo comeca-
ram a serem aceitos. Um dos contribuintes para isso ocorrer, foi 0 matematico suico-fracés Jean

Robert Argand (1768-1822) (Figura 4). Sua principal contribuicdo foi a representacdo geométrica

Figura 4 — Argand

Fonte: Engineering Mathematics

dos nimeros complexos como pontos no plano cartesiano, conhecida como o “Diagrama de

Argand”.

Antes da criagdo do Diagrama de Argand, os nimeros complexos eram vistos apenas
como entidades abstratas que satisfaziam certas propriedades algébricas. Argand prop0s a ideia
de que cada nimero complexo poderia ser representado como um ponto no plano cartesiano,
com a parte real representada no eixo x e a parte imagindria representada no eixo y, como sera
mostrado na (Figura 10). Isso permitiu uma visualiza¢cdo mais clara das propriedades dos niimeros
complexos e facilitou o trabalho com eles. Além disso, permitiu a interpretagdo geométrica das

operagdes com nimeros complexos, como adicao, subtracao, multiplicacio e divisao.

Apesar disso, os nimeros complexos foram definitivamente aceitos na Matemdtica no
século XIX, quando mateméaticos como Augustin Louis Cauchy (1789-1857) e Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) (Figura 5) estabeleceram uma base tedrica sélida para o estudo dos nimeros
complexos e sua relacdo com outras areas da matemadtica, como a andlise complexa e a geometria

complexa.

Gauss, definiu os nimeros complexos na forma a + bi tal que a, b pertencem ao conjunto

dos nimeros reais onde i = —1, denominada forma algébrica dos niimeros complexos.


https://routledgetextbooks.com/textbooks/9781138673595/biographies.php
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Figura 5 — Gauss

Fonte: Mol (2013, p. 126)

Vérios matematicos contribuiram para a forma polar ou trigonométrica dos nimeros
complexos ao longo da histdria, incluindo: Roger Cotes (1682-1716); Abraham De Moivre (1667
- 1754) conhecido por ter estabelecido o chamado teorema de De Moivre, que permite elevar um
numero complexo a poténcia de um nimero inteiro, este teorema afirma que se z € um nimero
complexo na forma trigonométrica z = r(cosf + isenf)), entdo z" = r"(cos(nf) + isen(nh)),

onde n pertence aos conjunto dos nimeros inteiros.

E também do alemao Leonhard Paul Euler (1707-1783) (Figura 6), considerado um
dos mais prolificos da histéria, entre as suas muitas contribui¢cdes para os nimeros complexos,

destacam-se:

1. Representagdo trigonométricas dos nimeros complexos: Euler foi o primeiro a utilizar a
notagdo e’ para representar um niimero complexo na forma trigonométrica. Essa notagio é

conhecida como a férmula de Euler.*

2. Teorema de Euler: Ele descobriu um teorema fundamental dos nimeros complexos que
relaciona a exponencial complexa com as func¢des trigonométricas seno e cosseno, 0 mesmo

¢ utilizado em outras dreas da matemadtica, como na engenharia.

Figura 6 — Euler

Fonte: Mol (2013, p. 118)

4 Para mais informagdes ver B.


https://www.mat.ufmg.br/ead/wp-content/uploads/2016/08/introducao_a_historia_da_matematica.pdf
https://www.mat.ufmg.br/ead/wp-content/uploads/2016/08/introducao_a_historia_da_matematica.pdf
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Essas sdo algumas contribui¢des de Euler que é considerado o homem que dominou os

nimeros complexos.

2.2 A NECESSIDADE DE UM NOVO CONJUNTO NUMERICO

Segundo AMORIM, Seimetz e SCHIMITT (2006):

A numeracao escrita nasceu, na pré-historia, da necessidade que o homem sentia de
registrar os seus bens. E, portanto, tdo antiga quanto a linguagem. A forma mais antiga de
numeracao escrita era feita por meio de tragos num bastdo ou em arvore. Séculos depois, foram
criados simbolos para representar nimeros de contagem, e os registros mais antigos que se t€ém

sao dos sumérios e egipcios (3.500 a.C). Atualmente esses nimeros sao representados por:

N=1{1,2,3,4,5,...}. 2.1)

Apds muitos anos, o uso do simbolo para o zero, sem duvidas, revolucionou a escrita dos
numeros e facilitou a linguagem matemaética. Historicamente, o zero ndo fazia parte do conjunto
dos nimeros naturais, foi criado somente séculos depois. Acontece que o zero € admitido e as
vezes ndo, por isso, temos N = {0,1,2,3,4,5,...} e N = {1,2,3,4,5,...}, por questdo de
conveniéncia. O mais importante é que, ao darmos nome a um conjunto, deve ficar claro os seus

elementos.

Até o século XVII, os matematicos estavam limitados ao campo dos numeros naturais,
como vimos brevemente e veremos mais adiante, de modo que as operacdes mais simples nem
sempre eram possiveis. As operagdes de adi¢do e multiplicacdo eram possiveis, enquanto as
operagdes inversas, subtracdo e divisdo s6 eram possiveis sob algumas restri¢des. Sentiu-se,
entdo, a necessidade de ampliar o campo numérico, momento onde se juntaram aos nimeros

naturais, 0 zero e os nimeros negativos, assim, surgindo os nimeros inteiros representados por:

Z={.,-2-1,01,2...}. 2.2)

O problema com a operacdo da subtragdo estava superado, porém, niao o da divisao.
Novamente fez-se necessario uma ampliagcdo e foram criadas os ndmeros racionais que ¢ também

chamado de corpo de fragdes, representados por:

Q:{Z; wbez, b;é()}. 2.3)
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Neste caso a Unica restri¢do quanto a divisao seria a impossibilidade de se dividir por
zero. A equagdo x - 0 = 0 € satisfeita por qualquer nimero racional, porém, a equacdo x - 0 = a,

a # 0 ndo € satisfeita por nenhum.

Com isso descobriu-se que os racionais ndo eram suficientes para representar todos os
nimeros. Era certo que a medida de um segmento representa um nimero. Mas a diagonal de um

quadrado de lado 1 (Figura 7) ndao poderia ser representado como quociente de dois inteiros.

Figura 7 — Quadrado

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

Esses niimeros foram chamados de irracionais (I). Foi, entdo, definido um conjunto mais
amplo em relagdo biunivoca’. Esse conjunto foi denominado de nimeros reais e representado

por R.

Por tempos, os matematicos aparentavam estar satisfeitos, porém, ainda havia problemas
praticos na solucao de equagdes polinomiais. Os matemaéticos esbarravam, em ocasides, com
solucdes “diferentes”. O matematico Tartaglia desenvolveu a férmula para encontrar uma das
raizes de equacdes polinomiais de terceiro grau, do tipo 2 + px + ¢ = 0, a qual foi publicada

por Cardano em 1.545, e recebendo o seu nome, como vimos anteriormente.

A e

> Que estabelece uma correspondéncia entre dois conjuntos, sendo que cada elemento de um conjunto estd somente

associado a um, e s6 um, elemento do outro.
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Consideremos a equagio 2° — 62 — 9 = 0. Entdo, p = —6 e ¢ = —9. Assim:

AT

Logo,

z=+v8+V1=3.

Na maioria das vezes nos deparamos com ndmeros negativos dentro das raizes, mesmo
quando sabemos que devem existir trés raizes reais. E o caso da equagio 23 = 152 + 4, dita

como “irredutivel”. Ao aplicarmos a féormula a esta equagdo temos:

v =2+ v/—121 + 2 — 121

Acontece que x = 4 € solucdo para a equacio;
2} — 152 —4 = (z —4)(2* + 4z + 1)

—=r=-2+V3er=-2-V3
sdo as duas raizes reais, contudo, um nimero estranho produzido pela férmula de Tartaglia.

Como vimos anteriormente, esses nimeros estranhos que “nao existiam”, vieram a
ser “criados” por Bombelli, ainda no seculo XVI. Outra vez, o campo numérico foi ampliado,

surgindo assim, o conjunto dos nimeros complexos C.

O conjunto numérico pode ser ampliado para além dos complexos (Figura 8 ), os
Quatérnios (H) e Octonios (O). Poucos alunos, mesmo universitarios, terdo ouvido falar dos
quaternides de Hamilton, porém parte dos licenciados que frequentarem alguma cadeira de
Matematica, ouviu falar de grupos, corpos, anéis, e outros. Essa expansao além dos complexos

ndo serdao abordados neste trabalho.
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Figura 8 — Conjuntos

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.



25

3 NUMEROS COMPLEXOS

Vimos na (se¢@o 2.2) a necessidade de se ampliar o conjunto numérico, e assim, surgiram
o conjunto dos nimeros complexos, o qual é denotado por C. Apresentaremos em seguida
operacdes com pares ordenados, a unidade imagindria para entdo definir os nimeros complexos

€ suas operagoes.

3.1 OPERACOES COM PARES ORDENADOS

Seja R o conjunto dos nimeros reais. Consideremos o produto cartesiano R x R = R? :

R?={(z,y)|z€R e ycR}L (3.1)
Isto é, R? é o conjunto dos pares ordenados (,y) em que x e y sdo0 nimeros reais.

Tomemos dois elementos, (a,b) e (c, d), de R% Valem as seguintes defini¢des:
1. Igualdade: (a,b) = (c,d) < a=0be c=d.

2. Adigdo: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d).

3. Multiplicagdo: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Todo par ordenado na forma (z, 0) pode ser identificado pelo nimero real z, ou seja:

r=(z2,0), Ve € R (3.2)

3.1.1 Unidade Imagindria

O que hé de novo nos estudos dos pares ordenados de nimeros reais € o produto do par

ordenado (0, 1) por ele mesmo:

(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-141-0) = (=1,0) = —1 (3.3)

Se chamarmos o par ordenado (0, 1) de unidade imagindria e o representamos por %,

temos que, ¢ - 7 = —1, isto é,
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2 =—1

Ou seja, “O quadrado de certo elemento € igual a um nimero negativo”. Dizemos que 7 é

uma raiz quadrada de —1.

Podemos calcular a poténcia do nimero ¢ da mesma maneira que calculamos para

poténcia de um numero real. De fato,

e 0=1

o il =

e 2=_1

e =it i=(-1)-i=—

Observe que, os resultados comecam a se repetir ap6s 7. Portanto, podemos generalizar,

sejan, m € N, temos:

Para n = 4m, temos 1" = i*™ = (i)™ = 1" = 1;

Paran = 4m + 1, temos i" = "™ = (i)™ . i =1" i =1-i = i;

Paran = 4m + 2, temos 1" = ™2 = ({Hh)m . 2 =1m . (-1) =1 (-1) = —1;

Paran = 4m + 3, temos " = ™3 = (7)™ . 3 = 1M . (—i) =1+ (—i) = —i.

.. . . . . . N n
u ) i,—1,—i}, i"=1", r v —.
Ou seja, " € {1,7,—1, com " = ¢", onde 7 € o resto da divisdo de 1
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3.2 DEFINICAO

Segundo Iezzi (2005, p. 2) temos que:

Chama-se conjunto dos nimeros complexos, representado por C, o conjunto dos pares
ordenados de numeros reais para os quais estdo definidas a igualdade, a adi¢do e multiplicacao,

definidas em 3.1. Representa-se cada elemento x,y € C com simbolo z,

2€Cs z=(x,y), Y,y € R. (3.4)

Observemos que, dado um nimero complexo z = (z, y), temos que:

z=(z,y) = (2,0) + (0,9)
= (2,0)+ (y-0—0-1,y-1+0-0)

= (I’O) + (yvO) ) (07 1)

como z = (z,0),y = (y,0) e i = (0, 1), logo:

(x,y)=x+yi ou z=z+yi

Dessa maneira, os ndmeros complexos z podem ser escritos na forma algébrica
z = x + yi, onde chamamos o nimero real x a parte real de z, e y a parte imagindria de

z, 0s quais denotamos respectivamente por

r=Re(z) e y=Im(z).

3.2.1 Operagoes com Numeros Complexos

Lembremos que um nimero complexo pode ser representado como um par ordenado de

numeros reais e também na forma algébrica.

1. Igualdade: Dados dois nimeros complexos z; = (a,b) = (a + bi) e 22 = (¢,d) = (¢ + di),

tem-se que z; = 29, S€ € somente se, a = c e b = d, ou seja:
a+bi=c+di

isto €, dois nimeros complexos sdo iguais quando apresentam, simultaneamente, partes reais

e imaginarias iguais.
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2. Adicao: Seja z; = (a,b) e zo = (¢, d), definimos a soma z; + z» é dada por:
21+ 20=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

3. Subtracao: A mesma ideia da soma se aplica a subtrac¢ao, temos:
21— 2= (a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

4. Multiplicagio: Dados z; = (a, b) e 2z = (¢, d) devemos aplicar a defini¢do 3, vista anterior-

mente.
2129 = (a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

5. Conjugado: Dado z = (a, b) um nimero complexo qualquer, consideremos o par ordenado
simétrico! a z em relagdo ao eixo x. Este par é chamado de conjugado® de z, o qual é indicado
por z. Na forma algébrica, dizemos, que, se z = a + bz, seu conjugado € z = a — bi. Valem

entdo as relagdes,
Re(z) =Re(z) e Im(z)=-Im(2).
Propriedades de Conjugacao

a) Seja z = a + bi um nimero complexo, seu conjugado € z = a — bi. Assim,
z-z2=(a+bi)-(a—bi)=a*—abi+ abi — (bi)*> = a® + b*.

b) Temos que z = Z, se, e somente se, z € R. Assim, para z = Zz, pela defini¢cdo (Item 1) dos

nimeros complexos, tem-se que a = ae b= —b,logob=0¢e z = a.

c¢) O conjugado da soma € a soma dos conjugados. Seja z = a + bi e w = = + yi entdo seus

conjugados sdo, respectivamente, Z = a — bi e w = x — yi. Entdo
itw=(a—bi)+(x—y)=(+z)-(b+tyi=z+w

d) O conjugado do produto € o produto dos conjugados. Seja z = a + bi e w = x + yi entdo

seus conjugados sdo, respectivamente, z = a — bt e w = = — yi. Logo,

Z-w=(a—b)-(z—yi) =ar — ayi — bai + byi> = ax — by — (ay + bx)i = Z-w.

Relativo a simetria; cujas formas, medidas, posi¢cdes apresentam correspondéncia ou estdo em conformidade
umas com as outras; proporcional, regular.
ligado, unido, reunido harmonicamente; misturado, combinado.
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21 21
Z

2 22
ou seja, z; = 25 - z3. Temos entao:

a+bi=(c+di)-(x+yi) = a+bi=(cx—dy)+ (cy + dx)i.

segue o sistema:

a=cr—dy
b=cy+dx
resolvendo o sistema, temos:
ac + bd bc — ad
TSare S VT are

entao:

B ac + bd n bc —ad) .
ST era 2+ )"

Exemplo 3.1. Sejaz; =3+ 7i e zg:4—z'.Calculezl—|—22,zl—ZQ,zl-zge2.
Resolucao:
21+ 2= B+7i)+ (4—1)=T+6i;
21— 20=(3+7i)—(4—1)=—1+8i;
21-20=034+Ti) - (4—i)=B-4—=T7T-(=1)+3-(=1)+7-4)i
=(1247)+ (=3 +28)i
= 19 + 254;
ﬂ:3+7i:(3+7z’).(4+z’):12+3i+28i+7i2:i+§i.
zo 44— (4—1) (4+19) 16 +1 17 17

3.2.2 Propriedades

6. Divisdo: Sejam z; = (a+bi) e zo = (c+di) e z3 = (x+yi), sendo zo # 0. — —-2
Z2

= 23,

Os nimeros complexos constituem um conjunto onde estio definidas operacdes nos itens

2 e 4 (subse¢do 3.2.1), mostrados anteriormente. Quando consideramos trés nlimeros complexos,

21, 29 € 23, as seguintes propriedades sdo vélidas para essas operacdes:
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e Comutatividade: z; + 20 = 29 + 21 € 21 - 29 = 29 - 21.
Demonstragdo.
21+ 29 = 29 + 21, v21722 e C

21+22=(a,b)—i—(c,d)=(a+c,b+d):(c—|—a,d+b)

= (c,d) + (a,b) = o + =

[ |
* Associatividade: (z; + z3) + 23 = 21 + (22 + 23) € (21 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23).
Demonstragdo.
(21 + ZQ) + 23 =21+ (22 + 23), v21,22723 eC
(21 + 29) + 23 = [(a,0) + (e, )]+ (e, f) = (a+ ¢, b+ d) + (e, f)
=la+c)+e (b+d)+ fl=la+(c+e),b+ (d+ [)]
=(a,b)+ (c+e,d+ f)=(a+b)+ [(c,d) + (e, f)]
=z + (22 + 23)
[ |

* Distributividade: z; - (25 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23.

Demonstragdo.

21 (+22 4+ 23) = (a,b) - [(¢,d) + (e, f)] = (a,D) - [c+ e, d + f]
=la(c+e) =bld+ f),a(d+ f) +b(c+e)]
= [(ac 4+ ae — bd — bf, ad + af + bc + be]
= [(ac — bd) + (ae — bf), (ad + be) + (af + be)]
= (ac — bd, ad + bc) + (ae — bf,af + be)
= (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f)

= 2129+ 21 23.
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* Elemento neutro aditivo: O nimero complexo (0, 0) tal que z + (0,0) = (a,b)+(0,0) =
z,VzeC.

Demonstragdo.
Jde,€Clz+e, =2 VzeC. Seja z=(a,b), ouseja e, = (z,y) | 2+e, =2

a+zr=a z=0
(a,b) + (z,y) = (0,0) & &
b+y=> y=20
portanto existe e, = (0,0), chamado elemento neutro aditivo, que somado a qualquer

nimero complexo z resulta no préprio z. |

* Elemento neutro multiplicativo: O nimero complexo (1,0) | z- (1,0) = 2,V z € C.

Demonstragdo.
dene€C|ze,=z VzeC. Sejaz=(a,b), provemos que e,, = (z,y) | z-e;, = 2 :

(a,b) - (x,y) = (a,b) & (ax — by, ay + bz) = (a,b) &

a-r=aq z=0
= =

b-y=0» y=0
portanto existe e, = (1,0), chamado elemento neutro multiplicativo, que multiplicado a

qualquer nimero complexo z resulta no préprio z. |
+ Existéncia do simétrico aditivo: Todo nimero z = (z,y) € C possui um tnico simétrico
aditivo —z = (—z, —y) | z + (—2) = (0,0).

Demonstragdo.
VzeC, 32 eC|2+z2=¢, Seja z=(a,b), entdo 2’ = (z,y) |2+ 2=¢€,:

a+xT=a T = —a
(a,0) + (z,y) =& &

b+y=2»b y=—b
portanto existe 2’ = (—a, —b), chamado simétrico ou inverso aditivo de z, que somado

ao nimero complexo z resulta no e, = (0,0). |

* Existéncia do inverso multiplicativo: Para todo z = (z,y) # 0 existe um tnico nimero

= y) |z 2 =272
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Demonstragdo.

VzeC*, 32'e€C|z-2"=e,. Seja z=(a,b),a# 0oub+#0, entdo
"

Z=(ry) | 22" =ep:

(a,b) - (z,y) = (1,0) & (ax — by, ay + bx) = (1,0).

ar —by =1 r=—a
= =
ay +br =0 y=—b
o ¢ e -
r=—-m = —.
PR R A

portanto existe 2’ = (—a, —b), chamado simétrico ou inverso aditivo de z, que somado

ao nimero complexo z resulta no e, = (0,0). n

3.2.3 Modulo de um Niimero Complexo

Seja z = a + b um ndmero complexo, temos que o médulo ou valor absoluto de z

(Figura 9), é dado por:
p=|z| = Va®+ b2 (3.5)

Figura 9 — Médulo de z

Y,

L P
U=z i

O fL"l s

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.
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Pelo Teorema de Pitagoras, podemos verificar que |z|* = 2] + yi = |z| = /27 + ¥}

Propriedades do Conjugado

1) Vimos anteriormente no item a (subsecdo 3.2.1) das propriedades de conjugacdo, que

2.z =a®+ b Assim,

ISy

2P =a*+b*=z-
ii) Sejaz = a+bi,z = a—bi,temos |z| = Va2 +b?e|z| = \/a® + (=b)? = Va2 + b? = |z]|.

iii) Sejaz =a+biez = c+ di € C, seus médulos sdo respectivamente |z| = va? + b% e

|z1] = V¢ 4+ d?, operando o produto entre z e z; temos:
z-2z1 = (a4 bi)(c+ di) = ac — bd + (bc + ad)i.

Assim,

|z 21| = \/(ac —bd)? + (bc + ad)?

— \/@202 1+ 02d2 + b2c2 + a2d?
= |2 - =]

Exemplo 3.2. Mostremos que z - 7 = |z|?

Resolucao:

Seja z = a + bi, tal que a, b € R, com isso, z = a — bi. Logo:

2z =(a+bi)- (a—bi)=a® — abi+ abi — V*i* = a® + b* = |2

3.3 NUMEROS COMPLEXOS NO PLANO

Conforme Ribeiro (2015), foi Caspar Wessel (1745-1818) que criou a representacdo
geométrica dos complexos que utilizamos até a atualidade. Contudo, seus estudos nao foram
devidamente reconhecidos, pois, além de estarem escritos em dinamarqués, foram publicados
numa revista cientifica em 1799, pouco reconhecida fora da Dinamarca. No entanto, a ideia
s teve visibilidade quando publicada por Argand, como vimos no cap 2.1. Somente em 1895

Wessel € reconhecido como pioneiro. Conforme Roque (2012), temos:

A associacdo dos nimeros complexos aos pontos do plano foi enfatizada por
Gauss como por nenhum outro matematico antes dele, mas o passo decisivo
para que o estatuto dos niimeros complexos fosse firmemente estabelecido foi
dado com a introducdo da nogao de vetor (Roque, 2012, p.410).
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Definimos z = (x,y) = x + yi como sendo um par ordenado (x,y), o qual pode ser
representado como um ponto no plano cartesiano. O nimero real x = z + 0i que € o ponto (x, 0)
e 0 nimero imagindrio y = 0 + yi é o ponto (0, y), em que o eixo z é a parte real e 0 eixo y a
parte imagindria. A representacdo do plano se deu apds as publicacdes dos trabalhos de Gauss,
por isso chamado de Plano de Argand-Gauss ou Plano Complexo. (Observa-se na Figura 10)

Figura 10 — Plano Complexo
Y,

o2 = (z,y)

oi=(0,1)

O $:(23,0)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.

Pela definicdo dada, podemos ainda representar um nimero complexo como um vetor
(isto é, um segmento orientado) segmento esse que se dd inicio na origem até a extremidade
(x1,11), ou seja, o complexo de z é representado pelo vetor ¥ = Oz onde P(xy,y;) é aimagem

geométrica do nimero complexo z. (Observa-se na figura 9).

3.3.1 Argumento de um Numero Complexo

Seja P = (a,b) um ponto no plano complexo, onde OP é o vetor. Temos que 0 é o
angulo entre OP e o semi-eixo positivo z, e p = OP. Entdo, = = pcos(f) e y = psen(d). As
coordenadas polares do ponto P sdo (p, 8). O angulo 6 para o qual temos:

b
tg(0) = % = 0 = arctan -

€ chamado de argumento, denotado por arg z, ilustrado na (Figura 11). Temos que,

argz =0 < sen(f) =
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Se limitarmos o intervalo de 6, temos:
=0, VR €(—mn] e 0=m V R_€(-mnl.
A origem € o tinico ponto em que p = 0, ou seja, # ndo estd definido.

Exemplo 3.3. Calcular o argumento de z = 2 — i.

Temos
P=24+(-1)=pP?=5=p=5
2 2 V5 2V5
cos()=—==—4-—F—==—,
NGERRVAERYS) 5

El
I
=

S

Como 0 < 6 < 2, temos que
b 1
6 = arctan (a) = (—2> .
3.4 FORMA POLAR

A forma polar, também conhecida como forma trigonométrica, ¢ uma maneira de repre-
sentar nimeros complexos no plano complexo usando o médulo (magnitude) e o argumento
(angulo) do numero.

Figura 11 — Forma Polar

Im(z)
pcos(f)
b z=a+bi
=1z psen(d)
A
@) a Re(z)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2023.
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Seja, z = a + bi # 0, escrevemos a forma polar da seguinte maneira
z = p(cosf + i - send). (3.6)
podemos ainda escrever a expressao acima na seguinte forma
z = p(cos(0 + 2km) +i - sen(0 + 2km)) 3.7

substituimos 6 por ¢ + 2km, onde k € 7Z, ndo altera o nimero complexo z.

Essas representacdes sdo uteis para efetuar cdlculos com nimeros complexos, especial-

mente quando trata-se das operacdes de multiplicacdo e divisdo.

Exemplo 3.4. Seja z = 2 — 24, temos

2
p=|z| =/22+ (=2)2 = V8 e arg(z) = arctan (—2> = —g +2km, onde k€ Z

Assim,
T , T
z=18 {cos (—4 +2k7r> +1 - sen (—4 +2k:7r)] , keZ.

= Al () 1o ()]

Observacao 3.1. A representacdo dos nimeros complexos podem ser escritas das seguintes

ou,

formas:
z=a+bi = z=(a,b) = z=p(cosh+i- send).
— —_———
Forma algébrica Par ordenado Forma polar

3.4.1 OPERACOES NA FORMA POLAR

Vamos observar as operacdes de multiplicacdo, divis@o e potenciagdo dos nimeros

complexos na forma polar.

Teorema 3.1. Seja z1 e z5 € C, tais que
21 = p1(cos by + i - senby),

2o = po(cos by + i - senby)
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entdo z - z9 € dada por
21 - 290 = [p1(cos by +i- senby)] - [pa(cos by + i - senby)].

utilizando a propriedade distributiva, temos

21 - 2y = py1 - pafcos Oy - cos by +i(cos by - senby) + i(send; - cos fy) + i*(send; - senby)]

= p1 - p2[(cos by - cos Oy — senby - senfy) +i - (cos by - senby + send; - cos bsy)]

cos (61+62) sen(01+62)

usando a identidade triangular (6), tem-se
21+ 29 = p1 - pa(cos (01 + 63) + i(sen(6y + 05)).

Observacao 3.2. Na multiplicacdo de dois nlimeros complexos na forma polar, multiplicam-se

os modulos e somam-se os argumentos.

Teorema 3.2. Seja 2, e 25 € C, 25 # 0, tais que
21 = py(cos by +i- senb),
2o = po(cos by + 1 - senby)

a divisdo de z1 por 2z é dada da seguinte forma:

z1  pi(cosBy +i - send)

2y pa(cosBy 4 i - sends)

_ p1 [costp+i-senfy costh — - senty
N p2 \cosfy +i- senfly cosly, —i- senfy

_p1 costy - costy —i(cosb - senbdy) 4 i(send - cosby) — i%(senf; - senfy)
T o cos? 0y + sen?6,.

utilizando das identidades trigonométricas, (6) e (5), temos:

2 (cos by - cos by + senb; - senby) + i(senf; - cosfy) — (cos by - senbsy)
o cos? 0y 4+ sen?6,

—&~cos 1— 65 1(sen(f; — 07)).
_p2< (61 — 62) + i(sen(by — 62))
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Observacao 3.3. Na divisao de dois nimeros complexos na forma polar, dividem-se os médulos

e subtraem-se os argumentos.

Teorema 3.3. Seja z € Cen € N, temos

2" = p"-lcos(n-0)+i- sen(n-0). (3.8)

Como na multiplicacdo de dois niimeros complexos na forma polar, multiplicam-se os

modulos e somam-se os argumentos. Temos que:

2=p-p...pfcos(@+0+...+0)+i-sen(0+0+...+0)]
—_———

n vezes n vezes n vezes

Sejan € N, vamos usar o principio da indugdo finita.

Paran = 0, temos:
2 =1 =cos0+ isen0
p° - [cos(0) +i - sen(0)] = 1
Supondo que Equacdo 3.8 é verdadeira para n = k, para algum k € N, isto é,
2K = pF - [cos(k - 0) +i - sen(k - 0)).
Vamos mostrar que vale paran = k + 1. Assim
=2k = pF o Jcos(k - 0) +i- sen(k-0)-p-[(cosf+i- send)

= p" - p-[(cos(kB) - cos @ — sen(kf) - send) + i(cos (kf) - send + cos 6 - sen(k0))]
P - plcos (kO + 6) + isen(kb + 0)]
= p"cos (k4 1)0) + isen(k + 1)0)] (3.9)

Observaciio 3.4. A equacio acima é conhecida como 1° férmula de De Moivre’. Portanto, pelo

principio de inducdo que (Equagdo 3.9) é verdadeira para todon € N

3 Abraham De Moivre (1667 - 1754) matemdtico, nasceu em Vitry-le-Francois, Champagne, Franca.
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4 APLICACOES E EXERCICIOS

Nesta se¢do, apresentaremos algumas aplica¢des dos nimeros complexos e posterior-
mente alguns exercicios, assim como suas respectivas soluc¢oes, a fim de que possam ser usados
para um aprofundamento do conteddo. Esses exercicios foram selecionados das dissertacdes de

mestrado de Feitosa (2013) e Lobo (2017).

41 GEOMETRIA

4.1.1 Leidos Cossenos e Lei dos Senos

Teorema 4.1. (Lei dos Cossenos) Seja ABC' um tridngulo. Entdo
|BC|? = |AB|? + |AC|? — 2|ABJ||AC| cos A. (4.1)

Demonstrag¢do. Supondo, sem perda de generalidade, que A € a origem do plano complexo, B

estiem 1 e C' é representado pelo nimero complexo z, temos a Figura 12.

Figura 12 — Tridngulo ABC
Y,

Fonte: Feitosa (2013, p.53).

Deste modo, com as coordenadas estabelecidas, temos que

|AB| =1, |BC|=|z—-1|, |[AC|=|z| e fl:argz.
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Iniciando pelo lado direito de (4.1), temos:

|AB|? +|AC|? — 2|AB||AC| cos A = 1 + |z|* — 2|z| cos arg 2
Re(z)
|2

=zZ+1-2|2|-
z+z

—2Z+1-2
=zi+l—z—7%
=2(z-1)—(2-1)
=(E-D(E-1)
=]z —1J?

= |BCP.

Teorema 4.2. (Lei dos Senos) Seja ABC um tridngulo. Entdo

AB BC AC

senC senA senB

Demonstragdo. Representando A, B e C pelos nimeros complexos 0 4 0z, 1 + 0z, 2 = a + b,

temos

AC _ Jol _|ellz=1] _|z=1] _ |BC|

senC L 7‘”;:'1) Im(z) I nllz(IZ) senA’

4.1.2 Problemas Geométricos

Exemplo 4.1. Seja um quadrado ABC'D de centro O e sejam J e N os pontos médios dos

segmentos BO e C'D, respectivamente. Prove que o tridngulo AJN & isésceles' e retangulo.

Resolucao:

Considere o ponto O a origem do plano complexo e sejam as raizes quartas da unidade,

1,4, —1 e —i, as coordenadas dos pontos A, B, C e D, respectivamente. Os pontos J e N sio,

—1—=
respectivamente, J = % e N = ' Desta forma,
AT _ 1}—;‘: 2—i _(=1-20i .
JN == -i —1-2 —1—2i

' Triangulo isésceles é um poligono que apresenta trés lados, sendo dois deles congruentes (mesma medida).
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Figura 13 — Quadrado ABCD
Y,

. ' D
Fonte: Adaptada de Feitosa (2013, p.58).

Entdo AJ1LJNe AJ = NJ.

4.2 FISICA

Niimeros complexos sdo nimeros que nao tem significado fisico, porém, sdo muito uteis

para a resolucdo de determinadas equagoes.

4.2.1 Mecanica Qudntica
4.2.1.1 Movimento livre de uma particula

O movimento livre de uma particula ao longo do eixo x, em uma unica direcao, ¢ descrita
pela seguinte fun¢do de onda:

onde k é um niimero qualquer, pela identidade de Euler (B.2), temos
e** = cos (kx) + isen(kx).

Para se calcular a probabilidade de a particula se encontrar em determinada regido € preciso

resolver uma integral do tipo:

[ 10 1 a.

Pela propriedade do conjugado item (3.2.3), sabemos que |z|* = z - Z, logo:
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b ) )
/ Aezk:p.Aefzkxdx
b
iAQ/ do = A*(b — a).

O movimento livre de uma particula ao longo do eixo x, nas duas dire¢des, € descrito

pela seguinte fun¢do de onda:

Y(z) = Ae™™ + Be

E mais conveniente escrever a funcdo acima em termos de seno e cosseno, aplicando a

férmula de Euler, fica da seguinte forma:

() = A(cos kx + isenkx) + B(cos kx — i senkx)

Y(x) = (A+ B)coskx + (A — B)isenkx
SejaC' = (A+ B)e D = (A — B)i, entdo:

Y(x) = C(coskx) + D(senkz).

Esse exercicio sobre a fung¢do de onda pode ser encontrado em: Professor Thiago.

Caso os leitores desse TCC desejem estudar um pouco mais acerca da fun¢io de onda na

mecanica quantica indica-se o livro de Griffiths (2011) no capitulo 1.

4.2.2 Oscilador Harmonico Simples

Um movimento harmdnico simples é um tipo de movimento em que o corpo” descreve
pequenas oscilagdes em torno de um ponto de equilibrio. Na realidade quando a for¢a restauradora
€ diretamente proporcional ao deslocamento da posi¢cao de equilibrio dizemos que a oscilacao

denomina-se movimento harmoénico simples, abreviado por MHS (Young; Freedman, 2008).

2 Em fisica, um corpo (algumas vezes chamado apenas de objeto) ¢ a cole¢io de massas tomadas uma a uma. Por

exemplo, uma bola de basebol pode ser considerada um objeto, mas ela também consiste de muitas particulas
(partes de matéria).


https://www.youtube.com/watch?v=hSFy2aOHKw4.
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Figura 14 — Bloco de massa m preso a uma mola de constante eldstica k.

Fonte: Halliday, Resnick e Walker (2016, p.220).

Na Figura 14 tem-se um bloco de massa m, que estd preso a uma mola com constante
k. Desconsiderando qualquer tipo de for¢ca, como o atrito, esse sistema descreve o Movimento

Harmonico Simples, que oscila entre (—z,, ¢ +x,,), sujeito a uma forca restauradora dada por:
FR = —kx

onde k € a constante eldstica da mola e x € a deformidade sofrida pela mola. Como F' € a tnica

for¢a atuando, podemos aplicar a segunda lei de Newton ao sistema, teremos entao:

d? d?
FR:m-a:>—kx:m-aé—kx:md—gimdig—i-kx:().
Deste modo, chegamos a uma equagao diferencial, linear, homogénia de segunda ordem
dada por:
d?z
aqui utilizaremos o método usual de resolu¢do de uma equacgao diferencial linear de segunda

ordem.

Supondo que x(t) = ¢ seja solugdo, onde p € o parAmetro € ¢ é o tempo. A equagio
diferencial linear de segunda ordem pode admitir até duas solu¢des. Conhecendo o valor de p

podemos escrever a solugdo geral z(¢), como uma combinacdo linear na forma
z(t) = 11 (t) + caxa(t),

onde x; e x5 sdo solugdes independentes e c; € ¢, constantes arbitrarias a serem determinadas

pelas condig¢des iniciais do problema.

Considerando que z; e 75 admitem solucdes na forma x = e, vamos usar uma solucio
na EDO:

m——+kr=0=—+—a=0=>— —ePt =,

4’z Pz |k d’ () + k
d¢? dtz " m d¢? m
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derivando, teremos:
k k
preft + —eft =0 = et <p2 + ) =0,
m m
agora, dividindo a equacdo acima por e, temos:
k
PP+ —=0 (4.3)
m

onde a equacdo (4.3) estd na forma polinomial do segundo grau, resolvendo-a, temos:

k —k k - d? k
p2=—:p=i\/7:»p=i\/ : = p = £\ —
m m m m

| k . . . )
no qual {/ — é uma frequéncia angular de oscila¢do do sistema. Com isso, podemos fazer:
m

k
\/7 =w (Frequéncia angular)
m

/!

p=diw=p =iw e p=—iw

deste modo, temos:

com isso, as duas solucdes independentes x; e x; podem ser expressas da seguinte forma:
x1 = et e xo = coe” ™! 4.4)
assim, a solucdo geral, serd dada por:
o(t) = ce™" + cpe ™! 4.5)

onde c; e co devem ser delimitados por meio das condicdes iniciais do problema

z(0) = xo
(4.6)
v(0) = wp.
Aplicando essas condic¢des iniciais em (4.5), temos
2(0) = 1™ + e = 2(0) = ¢; + ca.
. . d .
Aplicando a segunda condic@o inicial, v(0) = vy. Lembrando que v(t) = &x(t), ou seja,

precisamos derivar a solucao geral com relacio ao tempo.

v(t) = (ft (clei“t + cge_m)

= jwep et — jwege ™t
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Aplicando a condicéo v(0), temos que:

0 w-0

v(0) = iwe e — dwege”
= wep — tWes.

Para v(0) = vy, temos iwc; — iwey = 0, com isso, temos o seguinte sistema:

Wep — ey = Uy
Cc1+ cy =

Resolvendo o sistema, temos:
Cl+C =Tg=C =Tyg— Co

dai, temos
iw(zg — c2) — lwey = vy = w|(xg — c2) — 2] = vy
= iwlze — 2¢] = g
Vo

Vo
:>3L’0—202:%:>—202:%—5L‘0
1w 1w

—7Vp 1 .Vo
:>202:,+x0:02:<x0+2>.
1w 2 w

Assim, temos

1 Vg 1 Vo
cl+02:x0:>cl+(x0+z) =Ty=>C = —= <x0+z>+x0
2 w 2 w

1 .Uo
:>cl—2(x0—zw).

Substituindo na solucdo geral, obtemos:
1 , .
x(t) = = Kmo - Z'UO> et + (xo + Zﬂo) ez‘”t} 4.7)
w w

Utilizando a férmula de Euler (B.2), podemos reescrever a equagao (4.7), por:

x(t) = ; Kmo — ztjj) (cos (wt) + isen(wt)) + <x0 + z?) (cos (wt) —isen(wt))| .

Agora efetuando a distributividade, temos:
1 3 . Vo .9 Vo
x(t) = 5[1‘0 cos (wt) + ixg sen(wt) — i— cos (wt) — i°— sen(wt)
w w

+ g cos (wt) — iz sen(wt) + i2 cos (wt) — 220 sen(wt)]
w w

como 2 = —1, podemos reduzir os termos semelhantes, obtemos entio:

1
x(t) = 5 21 cos (wt) + 2% sen(wt)| = xg cos (wt) + % sen(wt)
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como xg, vg € w sdo quantidades constantes, podemos fazer o seguinte:

xog = Acos () e ZO = —Asen(6p).

Deste modo, temos a seguinte expressao:
x(t) = Acos () - cos (wt) — Asen(fy) - sen(wt)
utilizando o (6) cosseno da soma, temos:
x(t) = Acos (wt + ) (4.8)

que € a Solugdo Geral da Equacgdo Diferencial do Oscilador Harmonico.

Ou seja, a solucdo da equacdo geral permite determinar a posi¢ao que o corpo oscilador

estd ocupando ao longo do eixo z em cada instante de tempo, onde:

A € a amplitude do movimento;
w € a frequéncia angular de oscilacdo;

6y € o angulo inicial do movimento.

A solugdo geral da equagdo diferencial do oscilador harmonico simples também pode ser

encontrada entrando no link:velezfisica.

Caso os leitores desse TCC desejem estudar um pouco a teoria das equacdes diferenciais
sugere-se estudar as obras de Machado (2000), Boyce e Diprima (2006) e Bronson e Costa
(2008).

4.3 Exercicios

Exemplo 4.2. (UFPE) Encontre o menor inteiro positivo n, tal que a poténcia (\/5 +1)" seja

um ndmero real.
Resoluciao:

Podemos escrever z = a + bi na forma polar, ou seja, z = V3 4+ 1, para aplicarmos a 1°

féormula de De Moivre (3.9).

Representando z no plano complexo, encontramos


https://www.youtube.com/watch?v=NqgQa8A3ZJk&t=1262s.
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tl=p=V(Vap+12=Vi=2 ¢

a \/§

cosl) = — = —,
p 2
1
Senﬁzézf.
p 2

1 s

b
concluimos entdo que # = arctan () =0=—=—.

a V3 6

Figura 15 — Representacdo de z = V3+i
Im(z),

0 \/g Re(z)

Fonte: Adapatada Ferdinando Lobo, 2017, pg.67

Com isso, temos que 2z = 2 (cos % + iseng) . Aplicando a 1° férmula de De Moivre,

temos:
n_on ( nmw ny mr)
2" = cos — + isen—- | .
6 6
Para que 2" seja um ndmero real, sua parte imagindria deve ser zero. Sendo assim, temos
que:
nm
ni — =0+ 2km n =12k
- 6
sen— =0 = =
6 nmw

note que as solugdes de n podem ser combinadas numa tnica solu¢do n = 6k onde k € Z. Como

queremos 0 menor inteiro positivo n, tomemos k£ = 1, concluimos que n = 6.

Exemplo 4.3. (ITA) Sejam a, b e ¢ nimeros reais com a # 0.
1

a) Mostre que a mudancga « + — = z transforma a equagdo ax” + ba® + cx? + bz + a = 0 numa
x

equagao polinomial do segundo grau.
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b) Determine todas as raizes da equagio 2* +32° — 222 + 3z +1=0

Resoluciao: a)

1 1\?
Se z =z + —, entdo 2% = <x+> , ou seja,
T x

1
— _ _ .2
x a2 x? -7 +2+§

) <x2 + 1)2 (z2+1)2  2t4222+1
5 =
2 2 1
=>2z"—2=1"+ —.
x
Como z = 0 ndo é raiz da equagio, podemos dividir az* + bz® + ca? + bz + a = 0 por 22,

a
obtendo az?® 4+ bx + ¢+ — + — = 0, ou seja
T T

1 1
a<x2+2>+b<m—|—)+c:0:>a(z—2)+bz+c:0:>a22—|—bz+c—2a:().
x x

Assim, chegamos a equagd@o polinomial do segundo grau. b) Realizando a mudanga de varidvel
sugerido no item a, podemos entdo transformar a equacdo em uma equacdo polinomial do
. 1 (. ~ o
segundo grau. Seja z = x + —, como 0 néo é raiz da equagio podemos dividir z* + 32° — 2% +
x

3 1
3x+1:Opoer,obtend0x2+3x—2+—+—2:O,ouseja,
r

2 1 1 2 2
(x —|—2>—|—3(a:+$>—220:>(z —2)+32—-2=0=2"4+32-4=0.
T

1
Temos como raizes z = 1 ou z = —4. Como z = = + —, temos duas possibilidades:
T
1 1 31 1—+/31
x—l——:1:>x2—x—|—1:O:>x:7+\/_Z ou xzi\/_z
T 2 2
ou
1
14+ -=-d=224+4r+1=0=>2=-2+V3 oux=—-2—+3.
T

1++/3
Portanto, as raizes da equagdo z* 4 32> —22° + 3z +1 =0, sdo x = 2\/_Z exr=—2+3.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos uma breve histéria dos nimeros complexos, as contribui¢des
de matemadticos para o desenvolvimento deste conjunto e também para que fossem definitiva-
mente aceitos na Matematica. Esta contextualizacao histérica € importante para a compreensao

das dificuldades que o conteudo dos numeros complexos enfrentam para serem apresentados.

Apresentamos a unidade imagindria, a fim de, em seguida, mostrarmos a definicao quanto
aos numeros complexos de forma clara e objetiva, bem como suas propriedades e operagdes,
assim como suas representacdes, a fim de capacitar o leitor a realizar operagdes com os nlimeros

complexos em todas as suas formas e representd-lo geometricamente.

Trazemos as aplicagdes dos niimeros complexos, o que € um dos tépicos principais do
trabalho, onde esperamos que estas aplicagdes, juntamente ao contexto histdrico e tedrico, sejam
utilizados tanto por professores do ensino médio quanto pelos graduandos em matemadtica como

material de apoio para seu ensino e aprendizagem.

Por fim, almejamos que este estudo possa enriquecer a compreensao daqueles que t€ém

interesse em explorar esse topico.
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ANEXO A — FORMULA DE CARDANO

Qualquer equacao polinomial do terceiro grau pode ser escrita na forma reduzida da

seguinte forma:

2 +pr+qg=0 (A.1)

Seja z = (a + b), reescrevendo a equagdo acima:

(a+b)*+pla+b)+q=0

desenvolvendo o cubo da soma,
2 = a® + 2a%b + ab® + b + 2ab* + b°

2® = a® + 3a’b + 3ab® + b°
2® = a® + 3ab(a + b) + b
23 =3ab-z+a®+?
2* —3ab-x — (a* + %) =0 (A2)
As equacdes (Equagdo A.1) e (Equacdo A.2) sdo a mesma equacgao representadas de
formas distintas. Entdo:
pr = —3ab-x
—3ab - x
P=— "
x
p = —3ab
D
Y ab
3 a
Elevando ambos os membros ao cubo, temos:

@) -

3
) e

¢=—(a’+1%)

—q=a+b
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3
a® e b® sio raizes de equacgdo quadratica z* + gz — <§ > = 0, resolvendo a equagado

gt JFT P

quadratica, temos:

Tr =

Concluimos que:

R RO NS S OR0)

Temos que x = a + b, logo, a solugdo para a Equacdo A.1 é:

@O e w

Equacgdo A.3 € conhecida como Férmula de Cardano.
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ANEXO B - FORMULA DE EULER

Roger Cotes' (1682 - 1716) foi o matematico que teve a ideia de se medir um Angulo

em radiano. Sua obra Harmonia Mensurarum, s6 foi publicada em 1722, anos depois do seu

falecimento. Nela ele demonstrava a seguinte relacao:

In(cos(x) +isen(z)) = iz (B.1)

mais tarde, Leonhard Euler sabendo da existéncia desse resultado, publicou em 1748, seu livro

(INTRODUCTION in analysin INFINITORUM), que mostrou uma demonstracao alternativa para

a relacdo de Roger Cotes, que é conhecida como a Féormula de Euler:

e = cos(w) + isen(z). (B.2)

Demonstragdo. A série do cosseno, seno e exponencial € dada da da seguinte forma:

22zt
cos(:c)zl—a—i—ﬂ—
w3 2P
sen(x):x—a—i—g—
2 3

T i

ef=1+z+ 5+ —

21 3l

ZL’6

6!

$7

7

174

41

+ ...

+ ...

+ ...

Partindo da série e”, acrescenta-se a unidade imaginaria a cada x, ou seja:

(@) | (@) (ix)'

et =141+ 51 + 3] 1

Sabemos que i se repete ap6s i*. Temos:

(iz)®>  (i2)®  (ix)7
st e T

w14 z? axd ot da® ab T
T T TR R TR 1}
«_ [, 2 b 46 3 45 7
e = —E j—a"‘ -+ {L‘—g—f—g_?‘f‘

cos (z) sen(z)

]

' Foi um matemitico inglés. Membro da Royal Society, conhecido por trabalhar conjuntamente com Isaac Newton,
revisando a segunda edi¢do de seu famoso livro, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, antes da

publicacio.
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Ao substituir « por 7, na férmula de Euler, obtemos:

'™ = cos () +i sen(r)
N—— N——

-1 0
e =—1+i-0
em=—1
e +1=0. (B.3)

Temos que a (Equagdo B.3) é conhecida como a Identidade de Euler.
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ANEXO C - IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Utilizaremos no nosso trabalho alguma das identidades trigonométricas, e as apresentarei

em seguida para enriquecer nosso trabalho.

1. Identidades de quociente:

~ sen(0) ~ cos (0)
te(6) = cos (0)’ cot (6) = sen(f)
2. Identidades reciprocas:
1 1 1
sec (0) = csc (0) = cot (0) = ——

cos (6)’ sen(f)’

3. Identidades pitagoricas:
sen’() +cos® () =1,  tg*(0) + 1 =sec?(0), cot?(0) +1=csc®(0).
4. Identidades associadas a paridade:
sen(—0) = —sen(), cos(—0)=cos(#), tg(—0)=—1tg(d).
5. Identidades de arcos complementares:
cos (0) = :sen<72r — 9), sen(f) = cos (g - 9);

tg(0) = cot (g — 0), cot (0) = tg(w _ 9>;

2
csc (0) = sec (7T - 9), sec (#) = csc <7T — (9).
2 2
6. Adicao e subtracao:
Seno
sen(a + b) = sen(a) - cos (b) 4+ sen(b) - cos (a),
sen(a — b) = sen(a) - cos (b) — sen(b) - cos (a).
Cosseno

cos (a + b) = cos (a) - cos (b) — sen(a) - sen(b),
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cos (a — b) = cos (a) - cos (b) + sen(a) -
Tangente
tg(a) + tg(b)
D = () 1)
o) — 20 = 150

1 — tg(a) - tg(b)

sen(b).
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