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RESUMO

A Integral Gaussiana, como o nome diz, vem da fungao Gaussiana e é conhecida pela
grande aplicabilidade, especialmente, na estatistica; e pela impossibilidade de ser cal-
culada diretamente pelos métodos convencionais. Nesse trabalho, apresentamos a inte-
gral Gaussiana, baseado no artigo intititulado “The Gaussian Integral” de Keith Conrad
(2016), e calculamos seu valor diretamente de cinco formas distintas: A primeira forma, a
mais simples, é dada por coordenadas polares e, a 52, a mais elaborada, é uma reproducao
do método original, devido a Laplace. As demais formas dependem de argumentos diver-

SOS.

Palavras-chave: integral Gaussiana. demonstragao. Laplace.



ABSTRACT

The Gaussian Integral, as the name suggests, arises from the Gaussian function and is
renowned for its broad applicability, particularly in statistics, and for its impracticality
to be directly computed by conventional methods. In this study, we present the Gaussian
integral, based on the article entitled “The Gaussian Integral” by Keith Conrad (1), and
calculate its value directly in five different ways: The first form, the simplest, is given by
polar coordinates and the most elaborate is a reproduction of the original method, due

to Laplace. How else depends on different arguments.

Keywords: Gaussian integral. proof. Laplace.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como proposta apresentar algumas formas de resolucao da

[oo e dx = ﬁ
0 2

Aqui, apresentamos cinco formas diferentes de resolve-la, incluindo a prova original

integral gaussiana, dada por

feita por Laplacdl]em 1774. A proposta é que, em cada prova, mostremos referéncias que
apresentem os objetos e resultados utilizados, e ainda o passo a passo de cada argumento
necessario.

A integral gaussiana, como o nome diz, deriva da funcao gaussiana. De acordo com
Lee, em (4)), o primeiro a utilizar um método que calculasse explicitamente o valor da
integral foi Laplace, em 1774, no Artigo Mémoire sur la probabilit € des causes par les
évenmentsmas, mas ela ja havia aparecido anteriormente nos trabalhos de De Moivre,
a partir de um estudo sobre séries. A integral Gaussiana é usada em diversas areas,
como quimica, fisica e até biologia. Mas sua importancia maior se da nas aplicagoes em
estatistica, especialmente na area de probabilidade.

A ideia de apresentar este tema surgiu apds a resolucao de uma Equacao Diferencial
Ordinaria? que resultava em uma integral gaussiana. Ao questionar professores sobre nao
conseguir resolveé-la, recebi a resposta de que nao seria possivel com métodos convencionais
(por partes, por substituicio, entre outros), uma vez que a funcao f(z) = e nao possui
primitiva elementar. Decidi entao me debrucar sobre ela.

Em (2]), Morais e Filho destaca que esse tipo de questionamento é comum nos cursos
de Calculo e apresenta como consequéncia do Primeiro Teorema de Liouville: se p é um
polinémio de grau maior que 1, entao [ eP(*)dz nao pode ser escrita como uma fungao
elementar P, ou seja, a partir de fungoes que nos sio conhecidas nos cursos de Célculo.
Assim, a funcdo e=2* é um caso particular deste.

Para as provas que apresentamos aqui, utilizamos essencialmente como base o artigo
“The Gaussian Integral” de Keith Conrad, ver (1)), o autor apresenta nove formas de
resolver a integral. Outras formas de resolu¢do podem ser encontradas também em (3)) e
(4). Algumas generalizagoes, podem ser encontradas em (9).

Este trabalho esta dividido em sete capitulos, sendo eles: a introdugao, com uma breve
contextualizacao e objetivo do estudo; a primeira prova feita por coordenadas polares; a
segunda prova denominada por outra mudanca de varidveis.; a terceira prova feita pela de-

rivacao sob o sinal da integral, nessa demonstracao foi utilizado o teorema fundamental do

IPierre-Simon Laplace (1749 - 1827) foi um matematico, astrénomo e fisico francés.

2Equacbes que s6 apresentam derivadas ordinarias em relacdo a uma variavel.

3 As funcoes elementares sdo as polinomiais, trigonométricas, exponenciais, logarftmicas, hiperbélicas,
etc.



calculo e o teorema de Leibniz; a quarta demonstracao feita por estimativas assintoticas;

a quinta demonstracao, a demonstragao original feita por Laplace; e por fim, a conclusao.
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2 PRIMEIRA PROVA: COORDENADAS POLARES

A primeira prova a ser apresentada aqui é a mais simples, portanto, a mais conhecida
e utiliza uma mudanca de varidveis para o que chamamos de Coordenadas Polares. O
termo Coordenadas Polares foi introduzido pelo Matematico Italiano Gregorio Fontana
(1735-1803), mas os estudos sobre esse sistema de coordenadas passaram por NewtonE],
Bernoull?|e Eulei] De acordo com (4) essa prova ¢ devida ao Matemético e Fisico Francés
Simeon Denis Poisson (1781-1840).

2.1 Coordenadas Polares

Para definirmos as coordenadas polares, primeiro escolhemos um ponto no plano, que
chamaremos de pélo (ou origem) e o denotaremos de O. Entao desenhamos um raio inicial
(ou eixo polar) comegando em O. Esse raio é normalmente desenhado horizontalmente
e apontando para a direita, correspondendo a parte positiva do eixo x em coordenadas
cartesianas. Desta forma, cada ponto P pode ser localizado por meio de sua associacao
a um par de coordenadas polares, (r,0), no qual r d& a distancia orientada de O a P e 6
déa o angulo orientado do eixo polar ao eixo OP.

Assim, se P = (x,y) no sistema cartesiano, e P = (r,0) no sistema de coordenadas
polares descrito acima, entao P pertence a circunferéncia de raio r, ou seja, x%+y? =12 e,
utilizando as relagoes do circulo trigonométrico, concluimos que x = rcosf e y = rsen6.
Essas sao as relagoes que usamos na primeira prova.

Mais detalhes sobre a utilizagao de coordenadas polares podem ser encontradas em
(8)), capitulo 10, pag. 592.

2.2 Prova

Seja I a integral a ser calculada, ou seja,

[:/ e~ du.
0

Assim,

- (/Owexzdx)-(foooe“2dw).

Note que podemos trocar a varidvel x por qualquer outra variavel, ja que o valor da
integral é um certo nimero e nao depende de x. Substituindo uma das variaveis x por y,

ficaremos com

saac Newton( 1642-1727), Fisico e Matematico Inglés.
2Jacob Bernoulli (1654 - 1705), Matemético Suico.
3Leonhard Paul Euler (1707 - 1783), Matemdtico Suico.
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- (fowe—dex)~(f0°°e-y2dy).

. [ee] 2 , , ~ . ~
A integral [~ e dy é um nimero. Para chegarmos a essa conclusio, considere a fungéo
2 . ’ ~ . 2
e”¥" no intervalo [0,00). Podemos comparé-la com a fungao e™¥ para y > 1, pois, e™¥" é
. 2 .
sempre menor que e ¥ para y > 1. Ou seja, 0 > e ¥ >e Y. Agora, calculando a integral de

e7¥ de 0 a infinito:

/ e Ydy = lim (f e‘ydy) = lim (—i+1) =1.
0 a—+oo 0 a—+00 ea

. ~ 2 , 7 7
Se a integral de e ¥ converge, entao f0°° e ¥ dy também converge, e portanto ¢ um nimero.

Podemos passa-la para dentro da primeira integral, formando uma integral dupla

I? = [Ooe‘mz ([Ooe‘dey) dx.
0 0

2, ~ ~
E como e " é uma constante em relagao a y, podemos passar a funcao para dentro

da integral dy

I? = [) fo e eV dydx
fo fo e @) dyd. (2.1)

Chegamos entao em uma integral iterada. Nosso objetivo é calcular o valor da integral

mudando ela para coordenadas polares. Para calcular usando coordenadas polares, o
primeiro quadrante é definido como o conjunto de pontos (7,6) em que r>0e 0< 6 < 7.

Perceba que em (2.1 aparece 22 + y? que em coordenadas polares é igual a r?, entao
z2+y?=r? e, por fim, drvdy = rdrdffj

Reescrevendo a integral

]2=/§fooe_r2rdrd0.
o Jo

. oo} 2 ~ ’ ’
Como a integral [;~ e rdr nao depende de 6, o resultado serd um nimero. Podemos

4Para mais detalhes ver (8), capitulo 10, pag. 593.
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entao retira-la de dentro da integral de 6,

I’ = / e_TQTde§d0

0 0

= f e‘TQTdr-Z
0 2
7-(- o0

= —-[ e rdr. (2.2)
2 Jo

Para resolver [0°° e~’rdr, utilizando a integracdo por partes, chamando u = —r2 e

derivando, temos

d d
o =2r = du = -2rdr = a_ rdr.
dr -2
Mudando os limites de integragao, temos que r € (0, 00) para u € (0,—00).

Entao ficamos com

—00 2 —oo d 1 e ]‘ 1 1
Jooeraes fp e Sy [ e g (e =) =5 (0= 5

Voltando para ([2.2))



3 SEGUNDA PROVA: OUTRA MUDANCA DE VARIAVEIS

Para a segunda prova, utilizamos um artificio semelhante ao feito no capitulo anterior,
de modo a transformar a integral numa integral dupla. Em seguida, fazemos uma mudanca
de variaveis conveniente e outros argumentos para calcularmos o valor da integral. Essa
prova é devida a Laplace, de acordo com (1), mas nao é a primeira prova apresentada por
ele.

Na argumentacao desta prova, utilizamos o Teorema de Fubini, enunciado a seguir,

cuja prova pode ser encontrada em ([7]).
Teorema 3.1 (Teorema de Fubini). Seja f:[a,b] x [¢,d] - R integrdvel.

(1) Com a possivel excegao de um conjunto de medida nula em [a,b] e de um conjunto de

medida nula em [c,d], estdo respectivamente bem definidas as integrais [cdf(x,y)dy

e fab fx,y)dz.

(2) Definamos as integrais acima, nos respectivos subconjuntos em que elas ndo existem,
como ou a respectiva funcao integral inferior (em todos os pontos do respectivo sub-
conjunto) ou a respectiva fung¢do integral superior (em todos os pontos do respectivo
subconjunto). As fungoes assim obtidas, respectivamente definidas em [a,b] e em

[c,d], sao integrdveis e satisfazem

[/[mb]x[qd]f(w,y)dxdy: /abfcdf(m,y)dydm: ‘/cd—/abf(:v,y)d:pdy

3.1 Prova

Como antes, seja I a integral a ser calculada, isto é,

I= f°° e dx = ﬁ
0 2
e, olhando para I2,
I% = (f e_”‘“de) . (/ e‘xQdm) :
0 0
Faremos o mesmo processo da Prova apresentada no Capitulo 2, logo
(/ e‘z2dx)-([ e‘ygdy)
0 0
f e’ ([ e‘y2dy) dx
0 0
f [ e e‘ygdydx
o Jo
= / [ e @) dyd. (3.1)
o Jo

13

12
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Seja t = %, y %0, e dai x = yt. Derivando em dt, temos dx = ydt.

Substituindo em ({3.1))
I? = /w/we—((yt)2+y2)ydtdy
o Jo

/oo/ooe_(y2t2+y2)ydtdy.
o Jo

Colocando o y? do expoente de e em evidéncia, temos

/00 foo e_y2'(t2+l)ydtdy

0 0

/OO (/00 €_y2'(t2+1)ydt) dy
0 0

/ (/ e‘yQ'(tQH)ydy) dt. (3.2)
0 0

A ultima igualdade é possivel pelo Teorema de Fubini (Teorema .
Note que [~ e % ydy = &, com a > 0.

IQ

De fato, por substituicao, considerando u = ay?, temos du = 2aydy e, consequente-

mente, & = ydy. Assim, considerando a =2+ 1 em , obtemos

2a
oo [ d
L ey = [T (5)
0 0 2a
1 ()
= —f e “du
2a Jo
1. a
= — . lim (/ e“du)
2a a—+oo 0
1 1
= — . lim (——+1)
2a a—+oo eo
1
2a
1
2a

Como a =12 +1>0, Vt, segue-se que lim; . e7" = 0, daf

o 1 2
oy’ dy = —— -
/0 © yey 2a

|
ml
Q
<

Retornando para ({3.2]), obtemos
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_[2

(e
/ 2(752 + 1)
) f t2 + 1

: (lim arctan(r) — arctan(O))

[\DI»—*[\DIH[\DI

: (Th_)rgo arctan(T))

Como lim,_, arctan(7) = 5, segue-se que

r o=

AEECT
o]

Dessa forma, encontramos o valor de I2. Entao como I > 0, temos que
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4 TERCEIRA PROVA: DERIVACAO SOB O SINAL DA INTEGRAL

Para esta prova, utilizamos o conhecido Teorema Fundamental do Calculo e o Teorema
de Leibniz enunciados a seguir. Aqui, introduzimos uma fung¢ao auxiliar conveniente e
a comparamos com outra de calculo mais facil, e integravel num intervalo limitado, de
modo que os argumentos necessarios sejam mais simples. Em Conrad (1), indica que ha
discussoes que aproximam a prova apresentada neste Capitulo, da Prova via Coordenadas
Polares. Em resumo, o debate parte da ideia que ambas as provas escolhem uma curva
convexa parametrizada como ponto de partida e fazem uma substituicao conveniente, de

modo a encontrar uma integral trivial.

Teorema 4.1 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja f: 1 - R continua no intervalo

I As sequintes afirmacoes a respeito de uma funcao F : I - R sdo equivalentes:

(1) F é uma integral indefinida de f, isto ¢, existe a € I tal que F(x) = F(a)+ [" f(t)dt,

para todo x € 1.
(2) F € uma primitiva de f, isto €, F'(x) = f(x) para todo x € I.
Demonstracao. Ver (5)), 2001, p. 132. O

4.1 Teorema de Leibniz

Teorema 4.2 (Teorema de Leibniz). Seja f:[a,b] x [0,1] = R continua.

(1) E continua (em [a,b]) a fungdo
F(x)=f01f(w,y)dy-

(2) Se %(x,y) existe e € continua (em [a,b] x [0,1]) entdo F' € de classe C' e

F)= [ gy (4.1)

Demonstragao. Ver (6)), 2015, p. 4. O]
4.2 Prova

Queremos determinar o valor de I, dada por

I:[ e~ du.
0

Para isso, defina, para t > 0, a funcao
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A(t) = (Ate_Ide)Q.

Nesse caso, como A é dada por uma integral de uma funcao continua, entao é bem
definida.

Nosso objetivo é provar que o valor de lim;.., A(t) = I2. Derivando A e usando
Teorema Fundamental do Célculo (Teorema [4.1]), obtemos

t 2\’
((/ e’ d:)s) )
0
t 2 2
= 2([ e‘“"”dx)-e_t
0
2 t 2
= 2t f e dx.
0

Se y =7 com t # 0, entao x = yt e derivando, temos em ¢, dx =t - dy. Perceba que se

A'(1)

x =0, entao yt = 0. Como t é uma constante positiva, temos y = 0. E, da mesma forma,

se x =1, entao ty =t e portanto y = 1. Com isso temos o novo limite de integracao:

2 1 2
A'(t) = 2¢et f e~ (W) tdy
0

1
= 26t2[0 te Y dy.

Consequentemente,

1
A'(t) = f e eV dy
0
f12te_(1+92)t2dy
0

! —t2(1+ 2)
'/0 2te v dy. (4.2)

Note que é conhecida a antiderivada em relacao a t. Por substituicao, fazendo
u(t,y) = e 0,

temos

% = e 0 (22t (1 +42))

ou seja,
1 ou
1+y2 Ot

ot - e~ (1+9%)
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e substituindo na integral (4.2]), obtemos
1
f 2te (1) gy
0
L ou 1
—|-—71]d
./0 (815( (1+y2))) Y
1 6 2 2 1
(e [ = d
/(; 815(6 ) ( 1+y2) Y
19 [et?(+y?)
L[y,
o Ot\ 1+y9?

Pelo Teorema de Leibniz (Teorema , podemos retirar a derivada parcial para fora

A'(t)

da integral, entao

o 1 67t2(1+y2)
A = -2 [ i
(*) ot ( o 1+y? dy)

Definindo

1 e—t*(1+2?)
B - [
0

1+ 22

e entao, temos
A'(t) =-B'(t)
para todo t > 0, o que implica em
A(t) = -B(t)+C.
Dai, segue-se que

b, 2 1 e—t2(1+:c2)
(](; (& dl’) = A 1+—x2d1‘ + C, (43)

em que C' é uma constante. Para encontrar o valor de C', fazendo t — 0, em temos

t
lim A(t) = lim f e dx = 0.
t—0 t—0 Jo

E, no lado direito, observando que a convergéncia é uniforme em [0, 1], entdo podemos

aplicar em ¢ = 0, temos
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1 o-0%(1+2?) L e S|
_/ ——dx+C = —f dx+C=—f dr+C
o 1+2? 0 1+ a2 0o 1+a2
I | 1 1
= _A mdx+0:—1~arctan(x)|o+c

1
- arctan(x)’o +C = —(arctan(1) — arctan(0)) + C

—(%—O)+C:—%+(J.

Substituindo os valores encontrados,

T T
0= Ti0=s0=L
1T TYTg

Agora como temos o valor de C', podemos voltar para a equagao (4.3 com ¢ — oo,

t 2
lim ([ e " dx)
t—+o0 0

1 €—t2(1+a:2)
lim ——dx +—
t—>+o0 Jq 1+ 22 4

1 e—t*(1+z?) T
li —— |dx + —.
0 t—grio( 1+ 22 ) o 4

2
IZ

Como
. e t?(1+2%) limy 400 (e‘t2(1+$2))
lim | ——— | = -
to+oo \ 1+ 22 limy sy oo(1422)
B 0
C 1422
= (),
entao,
R
4
e, portanto,

uma vez que [ > 0.
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5 QUARTA PROVA: ESTIMATIVAS ASSINTOTICAS

Aqui, a ideia é fornecer estimativas que limitem o valor da integral desejada, tanto in-
feriormente, quanto superiormente, por integrais mais conhecidas. Partimos da Expansao
em Série de Poténcias da Funcao e®, para identificar as possiveis limitagoes. De acordo
com Conrad (1)), a técnica é baseada no que foi feito por Watson em ([10).

Recorde que uma série de poténcias centrada em a € R, é uma série da forma

oo
Y an(z—a)" =ag+a(z-a)+ay(z—a)’+-+a;(x—a) +-,
n=0
com a, € R, para todo n natural. Essa série converge num intervalo cujo centro é o centro
da série.
Ainda, dizemos que uma funcao f é desenvolvivel em série de poténcias em um inter-

valo (a—r,a+7), quando f é infinitamente derivavel em (a —r,a+71) e
f(@) =) an(z-a)",
n=0

_ ™)
n!

nesse caso, prova-se (ver (§), p. 699) que os coeficientes a,, sao dados por a, = ou

seja

o £(n)(g
1@ = 5 F oy

n.

A série acima é chamada de Série de Taylor de f em a. Quando a =0, a série de Taylor
é chamada de Série de Maclaurin.

Assim, a Série de Maclaurin de e* em x =0 é dada por

Logo, se x >0

e assim, se x > 0,

1
l-x<e™< )
l+z

(5.1)

A prova apresentada nesse Capitulo, parte da desigualdade acima.
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5.1 Prova

Partindo de (.1]), considerando 22, no lugar de x (o que é possivel pois é verdade para

todo z > 0) temos

2

1
l-2*<e™ < ——, VreR (5.2)

T l+zx

Assim, se n é inteiro e positivo, elevando os termos de (5.2)) a n e integrando de 0 a 1,

obtemos
1 9\ Lo 2\n 1 1 \"
./0 (1—9&) dr < /0 (e )dxsfo (1+x2) dx.
Como
1 2\ 1 2 1 2

f (e‘x) dx:f e " dx:f e~ (V) gy

0 0 0
entao,

1 n 1 2 Lo 1 \"
- 27 <f ~(v/) </ ( ) . 5.3
[0( 2?)" dx < e dx < A\ dx (5.3)

Agora, considere as seguintes mudancas de variaveis:

(i) Em fol (1-22)"dx considere z = senf , logo dx = cos0df e, portanto,
1 s
/ (1- x2)n dx = f * cos?™ (6) - cos () db:
0 0

(ii) Em fol e~V dx considere x = %, logo dx = %dy e, portanto,

1 NG
/ W) gy - L / eV dy;
0 \/75 0

(iii) Em /01 (2 )n dx, considere x = tan ), logo dx = sec20d0 e,

1+22

™

1 i1 2 1 on-2 f 2n-2
= - . = " "= (0)de.
/0 (1+$2) dx A = () sec” (0)db /o cos™" % (0)d < | cos (0)

Assim, retornando para (5.3]), obtemos

ME]

bl 1 v, bl
f cos? 1 (0)d) < — f eVdy< f cos®" 2 (6)df. (5.4)
0 Vvn Jo 0
Agora, para cada n > 0, defina

jus

I, = [E cos™ (0)db,
0
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e substituindo em (5.4)), temos

v,
\/ﬁ]2n+1 < ./O ey d’y < \/ﬁ]gn_g. (55)

A ideia é provar que VkI 2 — \/g quando k — oco. Nesse caso, para a esquerda em
(5.5)), considerando que

vV2n+1
\/ﬁ[2n+1 = \/_

P
mr1 !

= ﬂiﬁﬁ 20+ 141, (5.6)

—> OO
e o limite de TaniT quando n , OU seja,

lim = lim =4/ lim = lim ———
n—oo \/on 11 n—oco \ 21+ 1 n—oo 21 + 1 \/n—won.(2+%)

o L \/ 1 \f 1
= 11m = = _ = — .
n—oo 2 4+ L 2+0 2 V2

Entao em ([5.6))

1
ggglo vVl ﬁ :

E, para a direita,

2n -2
Vnlay, o = /n- Aop-o

considerando o limite

l = 1 =+/1
N oo 5" Viteon—9
| E
“V2-0

. \/ \/T 1
= lim 5 =\/==—.
\In—>°°2—; 2 2

n
2n -
1




Logo, de (5.7))

ol S -

lim \/ﬁfgn_g

n—o0

Sl

E, portanto, por (5.5)), entao

=)

Voo,
I =lim e Ydy = %
n—oo O

23

Para provar que \/E[,f — \/g, note que, por integracao por partes, fazendo u =

cos*1(0) e v = —sin(f), obtemos

/2
I, = zf cos"1(6) cos()db
0

/2 w/2
= cos"1(h) sin(@)’o -(k-1) / sin?(#) cos*(6)d6
0

= —(k-1) foﬂﬂ(l—0052(0))0081“‘1(9)(19
= (k=1)(Lg2~1I1),

para todo k > 2, logo

I = 2 I o,
para todo k > 1.
Ainda, por induc¢ao, mostramos que
1 =
Ioplopy = ———.
R T 9k 412
De fato, para k =1, por (5.8)), temos
1.2 1 [7/2 1
Ily==-Iy=I = -— 0)do = —.
2l =ghoghi=57 |, cos(O)dh = 53773

Supondo verdade para k, segue de (5.8) que

2k + 12k +2 2k +1
ekl Y A LI
Ok + 22k + 3 HAHL T op g kAL

Iokiologss =

e, da hipodtese de indugao, obtemos

I I _2k+1 1 T 1
2Tk T oL 139k +12 2k+32]

portanto, o resultado é verdadeiro para todo k € N.

(5.8)



Agora, como 0 < cos(f) < 1, em [0,7/2], temos [}, < I < I}5 = k—’fllk,

portanto, para k suficientemente grande, temos [ ~ I}_1, donde
17
12, ~ Doy 1 1lop = —=
2k 2k-142k 2%k 2a
para k suficientemente grande, consequentemente,
m

quando k — oo e, portanto,

lim 2k, = \/g

Analogamente, mostramos que

lim V/2k + 1lop, 1 = \/g

k—o00

. ™
fim VL =[5

portanto,

como queriamos.

24

com k > 1,
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6 QUINTA PROVA: A DEMONSTRACAO ORIGINAL

Em 1774, o matematico francés, Pierre Simon Laplace, desenvolveu um método para
determinar as causas mais provaveis de eventos e fendomenos que ele chamou de “Memorial
sobre a Probabilidade das Causas dos Eventos” (Memoir on the Probability of the Causes
of Events). E foi nesse artigo que Laplace calculou de forma explicita o valor da Integral
Gaussiana. Segundo Lee (4)), a Integral Gaussiana ja tinha aparecido nos estudos de
diversos matematicos, destacando os trabalhos de A de Moivre [] e Stirling | mas o
primeiro a conseguir exibir de fato o valor da Integral foi Laplace.

Para sua prova, Laplace partiu da Férmula de Euleif]| dada por

:L»S+7' 1

1 xT p 1 J T
fO V1= 2 xﬁ V1-x2s :E_S(T-i-]_)g.

para s, inteiros positivos e calculou o valor de uma integral auxiliar para, entao, encontrar

o valor da Integral Gaussiana.
6.1 Prova

Defina, como antes,

I:f e~ d
0

1 1
J:[ dz.
0 vV-Ilnz

O primeiro passo ¢é associar as integrais apresentadas acima. Fazendo

e faca

y:\/—lnx:'y2=—lnx=»x:€_92,

como utilizaremos o método de substituicao, temos que a derivada de y com respeito

a x é dada por

dy __ 1 (_l)_i (_eyz)
dr  2/~Inz \ =/ 2y '

e, por fim, a derivada de x com respeito a y é dada por

dx 2
2= eV
dy ve

! Abraham de Moivre (1667 - 1754), Matematico Franceés.
2James Stirling (1692 - 1770), Matematico Escoceés.
3Mais detalhes sobre a Férmula podem ser encontrados em (4) e suas referéncias.
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Ainda, analisando os limites de integracao, temos

lim V-lnz=vV-In1=0

r—>1~

lim V-1lnz = oo.

z—0%

Assim, substituindo em .J, ficamos com

J

01 )
f — - (—2ye™")dy
y

o0

0 _2yev’
L=

0
f —2¢7V" ydy

oo )
0 2
—2e™V dy.

o0

Note que a integral estd com os limites de integragao invertidos, entao,

J = / 26‘y2dy
0

= 2 f e’yZdy
0
21

Assim, ao encontrarmos o valor de .J, encontramos os valor de I e como [ = 4

esperamos, que J = /7.

O ponto de partida de Laplace para avaliar J foi a férmula de Euler, que nos diz que

xS-F’I’ 1

1 x" 1
S f g —
/(; V1-x% o V1-x% ) s(r+1)

para s,r inteiros positivos.

g (6.1)

Agora, na expressao acima, avaliamos as integrais quando r — 0, nesse caso, como as

convergéncias envolvidas sao uniformes, obtemos

xs-%—() 1

1 0 1
[ [ = 1
0 V1-x% 0 \1-a% s(0+1)

s
2

ou seja,
1 1 Logs 1m
——dx f ——dxr = ——. 6.2
/0 V11— a2 0 V1-ua2 S 2 (62
Avaliando a expressao encontrada quando s - 0, temos z° - 1 e note que 1 — 225 ~

—-2slnx pela regra de I’'Hopital, uma vez que
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1—$25 1 _625111:1:

= lim

im _
s=0 —2sIlnx s=0 —2slnx

b %(1_e2slnm)
520 4 (_25lnx)

—2lng - e2sne

= lim
50 —2Inzx

= lime*M?=¢0 =1
s—0

E, assim, podemos reescrever 1 —x2% ~ —2slnz e x* ~ 1, para s proximo de zero, em ([6.2)),

logo

1x

s 2

portanto, para s pequeno,

Ou seja, chegamos a

e, consequentemente,

1 1 1 1
——dx |- f ———dx
fO V-2slnzx ) ( 0 V-2slnzx )
1 1 2
J—
0 V-2slnzx
2

b m—;m—d)

1 o1 2
/ dx)
V2sJ0 /=lnzx

([01 \/_imdx)zzﬂ.
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7 CONCLUSAO

A Integral Gaussiana é uma integral que aparece em diversas aplicagoes da Ma-
tematica, da ciéncia, da engenharia, e esta diretamente ligada a distribuicao normal.
O entendimento dessa integral nao se limita a matematica pura, se estende a diversas
disciplinas. Entretanto seu calculo nao é possivel pelas técnicas simples de integracao
e, portanto, resolvé-la além de trazer um conhecimento maior dessa importante integral,
ainda nos permite aumentar o repertorio de conhecimentos matematicos aplicaveis. Estu-
dar, analisar e determinar se integrais, como a Integral Gaussiana, possuem primitivas ou
nao, é um trabalho dificil mas necessario na andlise matematica. O processo de estudé-las
desenvolve habilidades analiticas avancadas. Isso inclui aplicacao de técnicas mais sofis-
ticadas, compreensao de conceitos aprofundados de integracao e capacidade de pensar
de forma abstrata sobre problemas matematicos. Portanto, estudar a Integral Gaussiana
além de enriquecer o estudo académico, contribui para o desenvolvimento de habilida-
des praticas, interdisciplinares e analiticas essenciais para o avanco do conhecimento e a

resolucao de problemas do mundo.
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