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RESUMO

O desenvolvimento das equagoes diferenciais estd intimamente ligado ao avango geral da
Matemética. No século XVII, Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) inauguraram estudos muito relevantes envolvendo esse tipo de equacao, que,
em geral, dependia apenas de uma varidvel, e que hoje é conhecida como Equacao Diferen-
cial Ordinaria (EDO). Posteriormente, devido & necessidade de modelar problemas fisicos
mais sofisticados, outros matematicos passaram a estudar as chamadas Equagoes Dife-
renciais Parciais (EDPs), que por sua vez dependem de mais de uma varidvel. Sob essa
perspectiva, objetivou-se, por meio deste trabalho, proceder com um estudo introdutoério
as Equacoes Diferenciais Parciais, investigando técnicas de resolucao dessas equacoes, re-
ferentes a existéncia, unicidade de solucao e dependéncia continua de dados iniciais. Neste
contexto, a énfase foi sobre a equacao da onda, que é do tipo % = a2%. Ela é uma
EDP classica que modela fendomenos como o som, a luz e as ondas sismicas?Neste sentido,
foram utilizados o Método de D’Alembert e o Método de Fourier para resolver problemas
mistos envolvendo a equacao da onda. Trata-se, portanto, de um estudo de natureza
bibliografica, uma vez que foram explorados textos que versam sobre o tema como pilares
da pesquisa, com o intuito de investigar e aprender sobre as EDPs. A partir disto, foram
desenvolvidas simulagoes gréaficas nos softwares computacionais GeoGebra e Python, com
o intuito de tornar didatica a visualizagao de alguns resultados obtidos durante a pesquisa,
como a interpretacao geométrica da solucao de D’Alembert e a convergéncia de uma série

de Fourier para a funcao associada a ela.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais; Equacao da Onda; GeoGebra; Python.



ABSTRACT

The development of differential equations is closely tied to the overall advancement of
mathematics. In the 17th century, Isaac Newton (1643-1727) and Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) pioneered significant studies involving this type of equation, which
generally depended on a single variable, and which today is known as Ordinary Diffe-
rential Equation (ODE). Later, due to the need to model more sophisticated physical
problems, other mathematicians began to study the so-called Partial Differential Equati-
ons (PDEs), which in turn depend on more than one variable. From this perspective, the
the objective of this work was to conduct an introductory study of Partial Differential
Equations, investigating techniques for solving these equations, particularly concerning
existence, uniqueness of solutions, and continuous dependence on initial data. In this
context, the emphasis was on the wave equation, which takes the form % = a2%. It
is a classical PDE that models phenomena such as sound, light and seismic waves. In
this context, the D’Alembert Method and the Fourier Method were used to solve mixed
problems involving the wave equation. This is, therefore, a bibliographic study, since
texts that deal with the topic were explored as pillars of the research, with the aim of
investigating and learning about PDEs. From this, graphical simulations were developed
in the computer software GeoGebra and Python, with the aim of making the visualization
of some results obtained during the research more instructional, such as the geometric
interpretation of the D’Alembert solution and the convergence of a Fourier series for the

function associated with it.

Keywords: Partial Differential Equations; Wave Equation; GeoGebra; Python.
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1 INTRODUCAO

Com o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral, Kline [4] afirma que os ma-
tematicos passaram a estudar diversos problemas fisicos que os levaram, primeiramente,
as Equacoes Diferenciais Ordinarias e, posteriormente, as Equacoes Diferenciais Parci-
ais. Equacoes deste tipo nao foram criadas de maneira deliberada, mas sim deduzidas a
partir da exploragao de problemas fisicos que levavam a formulacao de declaracoes ma-
tematicas que proporcionaram uma melhor compreensao dos principios fisicos adjacentes
aos fenomenos estudados. O estudo do deslocamento de uma corda vibrante, por exem-
plo, foi estudado inicialmente como uma funcao do tempo e da distancia de um ponto da
corda a sua extremidade. A partir disso, se realizou o estudo do deslocamento como uma
funcao de duas varidveis, e a tentativa de compreender todos os movimentos possiveis
levou a uma Equagcao Diferencial Parcial, que é o principal tema de nossa pesquisa, com

énfase justamente na equacao da onda, dada por

Pu 0%
— =a'—.
ot? Ox?

A escolha desse tema foi, em primeiro lugar, devido ao fato dessa pesquisa ser fruto
de um projeto no ambito do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacao Cientifica
(PIBIC), cota 2023-2024. Por outro lado, também cabe destacar a relevancia desse tema
para um primeiro contato com uma matematica mais formal, que permite ao graduando
em matematica se familiarizar com conteudos da matematica pura e, consequentemente,
iniciar na area da pesquisa. Outro motivo foi a importancia do estudo das Equacoes
Diferenciais Parciais para estudantes que almejam seguir estudando em nivel de pds-
graduacao, especificamente no campo da Anélise Matematica.

Neste sentido, objetivou-se proceder com um estudo introdutério as Equagoes Diferen-
ciais Parciais, investigando técnicas de resolucao dessas equacoes, referentes a existéncia,
unicidade de solugao e dependéncia continua dos dados iniciais. Por outro lado, a pes-
quisa também teve como objetivo o aprendizado de ferramentas cada vez mais exigidas
no mundo atual, como o uso de softwares computacionais para o tratamento de dados e
producao de graficos. Em vista disso, foram utilizados os softwares GeoGebra e Python,
o que possibilitou uma apresentacao mais didatica de alguns dos resultados obtidos.

A metodologia empregada na pesquisa foi de natureza bibliografica, uma vez que foram
explorados diversos materiais que abordam o tema das Equagoes Diferenciais Parciais,
com o intuito de compreender os contetudos e simular resultados por meio de softwares
computacionais.

Esta pesquisa esta dividida em 5 Capitulos principais. O Capitulo [1| corresponde a

introdugao do trabalho. No Capitulo [2 sdo enunciados alguns teoremas e definigoes que
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serao importantes para fundamentar alguns conceitos ao longo do texto. O Capitulo
versa sobre nocoes de Séries de Fourier, que serao fundamentais para se trabalhar com
o método de Fourier. O Capitulo |4, por sua vez, corresponde a maior parte da pes-
quisa, em que se trabalha a Equagao Diferencial para Pequenas Oscilagoes de uma Corda.
Nesse capitulo é deduzida a equacao da onda e também sao trabalhados os métodos de
D’Alembert e de Fourier para encontrar existéncia de solucoes, unicidade de solucoes e
dependéncia continua dos dados iniciais. Finalmente, o Capitulo [5| trata das simulacoes
em softwares computacionais que foram realizadas, especificamente no software GeoGebra

e na linguagem de programacao Python.
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2 PRELIMINARES

Inicialmente, vamos enunciar alguns resultados que foram indispensaveis para o de-
senvolvimento do trabalho, juntamente com as principais referéncias. Sao defini¢oes e
teoremas que servem como base para a pesquisa e permitem uma compreensao mais

rapida e uma leitura mais fluida do texto.
2.1 Toépicos de Analise Matematica

Os toépicos de Analise Matematica foram muito importantes para a compreensao e
aplicacao de alguns conceitos mais formais da matematica, que foram muito uteis nas
demonstragoes dos teoremas e lemas presentes no trabalho. Assim, as referéncias [6], [7]
e [§] foram fundamentais para o desenvolvimento da pesquisa e nelas sdo encontrados os

teoremas e defini¢oes abaixo enunciados.

Definicao 2.1. Uma funcao f: X — R é continua no ponto a € X quando, para todo

e >0, existe § >0, tal que, x € X e |z —a| < implicam |f(z) — f(a)| < e. Simbolicamente,
Ve>030>0; zeX, [x—a|<d=|f(x)- f(a)|<e.

Definicao 2.2. Uma funcao f: X — R é uniformemente continua quando, para cada

e >0, existe § >0 tal que z,y € X e [z —y| < § implicam |f(z) - f(y)| <e.

Definicao 2.3. Seja f: I — R uma funcao. Diz-se que f é de classe C™, e escreve-se
f € C", para significar que f é n vezes derivdvel em I e z — f(")(z) é uma fun¢ao continua

em /.

Teorema 2.1. (Regra de Leibniz ou derivacao sob o sinal da integral). Dado

U cR”, aberto, seja f:U x [a,b] — R uma fungdo com as sequintes propriedades:

1) Para todo x €U, a fungao t — f(x,t) € integrdavel em a <t <b.

2) A i-ésima derivada parcial

of
8.%‘2'

(z,t) existe para cada (x,t) € U x [a,b] e a fun¢ao

(]

:U x[a,b] — R, assim definida, € continua.

Entao a fungao ¢ : U — R, dada por ¢(z) = fabf(x,t)dt, possui i-ésima derivada

parcial em cada ponto x € U, sendo

B b o
ai@:): f ai (x,t)dt.

Em sintese, pode-se derivar sob o sinal da integral, desde que o integrante resultante

seja uma funcao continua.
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Demonstracao. Ver [7], pag. 148. ]

Antes de apresentar os proximos resultados, precisamos relembrar das seguintes de-

finigoes:

Definigao 2.4. Um subconjunto H c R é dito fechado se a sua fronteira (que é denotada
por OF) é tal que OF c H.

Defini¢ao 2.5. Um subconjunto H c R” é dito limitado se |H| < C,Vx € H.
Definicao 2.6. Um subconjunto H c R" é dito compacto se H for fechado e limitado.
A partir das defini¢oes anteriores, podemos enunciar os préximos resultados.

Teorema 2.2. (Borel-Lebesgue). Um subconjunto A c R é compacto se, e somente se,
toda cobertura aberta de A possui uma subcobertura finita. Em outras palavras, A c R €

compacto se, e somente se, A € fechado e limitado.

Demonstracao. Ver [6], pag. 180. ]

s

Teorema 2.3. Seja X um conjunto compacto. Toda func¢ao continua f : X — R €

uniformemente continua.

Demonstragao. Ver [6], pag. 243. O
Teorema 2.4. Seja f: X — R continua. Se X € compacto, entao f(X) é compacto.
Demonstragao. Ver [6], pag. 238. ]

Coroldrio 2.1. (Weierstrass). Toda fun¢io continua f : X — R definida num com-

pacto X € limitada e atinge seus extremos.

2.2 Topicos de Calculo Diferencial e Integral

Alguns tépicos de Célculo Diferencial e Integral foram indispensaveis ao desenvolvi-
mento da pesquisa, uma vez que este trabalho estd concentrado na area de Equagoes
Diferenciais Parciais. Os teoremas e defini¢oes abaixo podem ser encontrados, principal-
mente, nas referéncias [1], [2] e [5].

Considerando que o conceito de derivadas de fungoes reais estd bem estabelecido,

apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 2.5. (Regra da Cadeia). Sejam f e g fungoes tais que f'(g(x)) e ¢'(x)
existem. Entao, (f o g)'(x) existe e (fog)'(x)=f'(g9(x))-g'(x).

Demonstragao. Ver [2], pag. 42. ]



14

Definigao 2.7. (Integral definida segundo Riemann). Seja f : [a,b] — R continua.
Quando o limite

[IP||-0 5

existe, em que ||P|| = ﬁlaéx{a:i - x;-1} é a norma da particao de [a,b], diz-se que f é
<1sn

integrével em [a,b] e escreve-se

b n
[ @z - Jim >0 () A

Quando cada particao tem n subintervalos todos com o mesmo comprimento Ax =
b-a

n

também escreve-se

[ @iz = lm 3" fle)Ar

O préximo resultado estabelece uma relagao direta entre a integral e a primitiva de

uma funcao f.

Teorema 2.6. (Teorema Fundamental do Célculo). Se f:[a,b] — R for continua

e se F' for uma primitiva de f em [a,b], entao vale

b
f F(2)dz = F(b) - F(a).
Demonstragao. Ver [2], pag. 96. ]

Sabemos que, para cada regra da diferenciacao, ha uma regra correspondente de in-

tegracao. No préximo resultado, veremos uma regra correspondente a regra do produto.

Teorema 2.7. (Integracao por partes). Se f,g sio funcoes derivdveis com derivadas

f'.g" continuas, entdo vale

[ 1@ @iz = f@g() - [ o) s @y, 21)

que € chamada de Formula de Integragao por Partes.

Isso ocorre pois

(f9)'(x) = f(2)g'(2) + g(x) [ (2),
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1sto €,
f(@)g'(z) = (f9)'(z) - g(x) f'(2),

de onde obtemos a igualdade ({2.1)).
Seu=f(x) ev=g(x), entdo temos du = f'(x)dx e dv = ¢'(x)dx e, assim, a formula

de Integragao por Partes se torna, simplesmente,

/udvzuv—/vdu.

No caso das integrais definidas, temos as formulas andlogas

[ @) @yir = 5@l - [ o) f @)

b b
[ udv = uvl> - / vdu.
a a

Demonstragao. Ver [14], pag. 442. ]

Defini¢ao 2.8. Seja f uma fungao real continua em [a,b] e com derivada continua em
(a,b). Seja C a curva do grafico de f, compreendida entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Definimos a fungao comprimento de arco s como sendo:

b
s:f V1+ f'(x)%dr; a<x<b.

Proposigao 2.1. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua, com f(x) >0,V z € [a,b] e

b
[ f(t)dt =0. Entao,
f(x)=0,Vzela,b]
O proximo resultado estabelece uma relacao entre a integral de linha sobre uma curva

fechada simples C' e uma integral dupla na regiao D delimitada por C.

Teorema 2.8. (Teorema de Green). Sejam M e N funcoes de duas varidveis x e y,
de tal modo que tenham deriwadas parciais primeiras continuas em um disco aberto B em
R2. Se C for uma curva fechada simples seccionalmente suave, contida inteiramente em

B, e se R for a regiao limitada por C, entao

ﬁM(m,y}dm+N(x,y)dy:fv/I;(%—];]—%—]\;)dA.

Demonstragao. Ver [5], pag. 1100. ]
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3 NOCOES SOBRE SERIES DE FOURIER

Para se trabalhar com o método de Fourier, serao necessarios alguns resultados sobre
séries de Fourier, a fim de que o método de trabalho para resolver a equacao de pequenas
oscilagoes de uma corda seja autossuficiente. Neste sentido, vamos estudar algumas nogoes
sobre séries de Fourier, com o intuito de estabelecer alguns resultados basicos que irao
facilitar a compreensao do método de separagao de variaveis para o caso da corda. Assim,
o objetivo deste capitulo sera apresentar de forma didatica e detalhada os resultados
referentes as Séries de Fourier, os quais serao utilizados para a solucao da equacao da
onda por meio do método de Fourier.

Primeiramente, vamos enunciar um lema elementar da trigonometria.

Lema 3.1. Para todo x real tal que sen(g) ¢ diferente de zero, tem-se

an([n+2)+)
23]

1 + > cos(kzx) =
2 A

Demonstracao. Sabe-se que

sen(p + ¢) = sen pcos q + sen q cosp

e
sen(q — p) = sen g cosp — sen p cos q.
Dai, temos
sen(p +q) —sen(q—p) = 2senpcosq
x
Fazendo-se p = 5 e q = kx, obtemos
1 1
2sen = cos(kx) = sen ((k} + —) x) - sen ((k‘ - —) x) .
2 2 2
Aplicando o somatério com k variando de 1 a n em ambos os lados da equacao acima,
temos

2sen = > cos(kz) = SGH(M) - sen (f)
9 & 2 2
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Isso ocorre pois o lado direito da equacao nos da

Z 2sen (f) cos(kx) = 2sen (f) Z cos kx
k=1 2 2/ k=

e o lado esquerdo
isen(kﬁ 1)93 - sen (k— 1):zc —sen(3—x) - sen(f) +sen(5—x) —sen(g—x)
Pt 2 2)" 2 2 2 2

cen() on () o (252

—sen(2n2_ 3) +sen(@) - sen(@)

(1) (2).

Dai, temos

SQD(MI') sen(z)

2 2 Sen((“%)x)

1 n
- = —+ Y cos(kz) = :
2sen(£) QSGH(E) 2 = QSGH(E)
2 2 2

que é o Lema [3.7] O

Zn: cos(kx) =
k=1

L 1
Sabemos que, pela regra de L’Hopital, 5 + Zcos(lm) =n+ 5 quando x = 0, e que
k=1

()

w0 2sen (f)
2

se defina o valor do somatorio igual a n + 3 quando x = 0.

=n+ 3 Neste sentido, o Lema [3.1| sera valido para todo x desde que

Definicao 3.1. Denomina-se série trigonométrica uma série de fungoes da forma

a+ i(ak cos(kx) + by sen(kx)),

k=1

sendo o, ag, by, k=1,2,... constantes.
Para as aplicacoes pretendidas neste trabalho, serd necessario um certo tipo de série
trigonométrica na qual procuraremos motivar a definicao. Desta forma, vamos considerar

uma funcao u(x) integrdavel no intervalo -7 < x < 7 que possa ser representada como a

soma de uma série trigonométrica, ou seja, para todo x desse intervalo, temos

u(r) =a+ g(ak cos(kx) + by sen(kx)). (3.1)



18

Além disso, suponhamos que seja possivel a integracao termo a termo no intervalo
[-m,m]. Assim, podemos determinar os coeficientes «,ag,by, para k = 1,2,.... Com

efeito,

[ﬂu(x)dx = [: adzx + [: lg:l (ag cos(kx) + by sen(lm))] dx
= az|"_+ i (ak '[Wcos(k:x)dx + by, [ﬂsen(kx)dx)

T ™
7T )
-7 -7

=207 + i ag (% sen(km) — %sen(lm)) + by, (—% cos(km) + %cos(—/m))]

™

+ by (—%) cos(kzx)

0 que resulta

« i[ﬂu(x)algc

:27'(' ™

Suponhamos agora que, ao multiplicarmos os membros da equagcao ({3.1]) por cos(nz) ou
sen(nz), a integracao termo a termo continue véalida. Assim, ao multiplicar por cos(nz),

obtemos

[: u(zx) cos(nx)dr = « /: cos(nz)dx
+ g; (Gk [: cos(nx) cos(kx)dx + by, [ﬂ cos(nx) sen(kx)dx) . (3.2)

-7

Destaquemos, entao, os seguintes resultados validos:

fﬁcos(kzx) cos(nz)dx = fﬂsen(/m:) sen(nz)dr =0, se k #n;

fﬂ cos(kz) sen(nx)dx = 0;

fWCOS2(kx)dx = fwseHQ(kx)dx =7, se k #0.

Notemos que

oo

> (ak /:: cos(nz) cos(kx)dx + by, [W cos(nx) sen(kx)d:v) = ay, [: cos(kx) cos(kx)dz,

k=1 T _

pois as parcelas em que k # n sao iguais a zero, restando apenas a parcela em que k = n.

Desta forma, obtemos

fﬁu(x) cos(kx)dw=a[ﬂcos(kx)dx+ak [WCOSQ(kx)dl‘,

U U
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ou ainda
]_ ™
ag = — f u(x)cos(kx)dr,k=1,2,....
mwJ-m
De forma anéloga, ao multiplicarmos a série da equacao (3.1 por sennx, vamos obter
b = — [ u(x)sen(kx)dr,k=1,2,....

A partir das hipdteses de integracao termo a termo, foi possivel concluir que os coefi-
a ~ . ~ .
cientes a = ?0, ag,bp,k=1,2,... sao bem determinados em funcao de u. Este fato motiva

a definicao seguinte.

Definicao 3.2. Seja u real em —7 < x < 7 e integravel. Denomina-se série de Fourier de

u a série trigonométrica

% + > (ay cos(kz) + by sen(kzx)),
k=1

com os coeficientes dados por

ag = 1 fﬂu(:z) cos(kx)dz,k=0,1,2,...
mwJ-7

by, = l/ﬂu(as) sen(kz)dx,k=1,2,....

™

Exemplo 3.1. Qual a série de Fourier da fungao u(x) = |z| em -7 <z < 7?7

Solugao. Primeiramente, vamos encontrar os valores dos coeficientes ag, ax e by. Assim,

1 T 1 T 1 7T 1 2 2 2
aoz—f u(x)d:z:z—f |z|dz = — iy :—(W—+7T—):7T—:7r.
T Jon T Jr T\ 2 |, T\ 2 2 T

Por outro lado,

ag = 1 fﬁu(a:) cos(kx)dx = 1 [ﬂ |z| cos(kx)dx
mwJ-7 T J-
0 s
L [/ —zcos(kx)dx + f xcos(lm)dm] :
- 0

™
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Utilizando as propriedades de integracao, obtemos

1 ( xsen(kx) cos(k‘x)) 0 (xsen(kx) cos(k‘m)) "
Qp = — - - + +
T | k k2 —Tr k k2 0
) 1 (_i . mwsen(km) . Cos(lmr)) . (7rsen(k:7r) . cos(km) B i)]
o\ K 2 k k2R
1 cos(kw)—1+cos(kﬂ)—1]: 2 [cos(km) -1],k=1,2,....
7l wk?

k2 k2

De forma analoga, obtemos by, =0,k =1,2,....

Portanto, a série de Fourier associada & fungao u(x) = |x| é dada por

™

T & 2 4 1 1
- = -1 --_Z= — — .
5" k; {ﬂ_kg [cos (k) ]COS(kﬂf)} 5 - (Cosx t 3 cos(3x) + = cos(bx) + )

Desde que facam sentido as integrais que resultam nos nimeros ag, ag, bx, k=1,2,. ..,
podemos escrever a série de Fourier da fungao que deu origem a esses niimeros. O principal
problema é saber se a série de Fourier assim obtida converge para a funcao dada. Outro
problema natural é o da convergéncia uniforme de uma série de Fourier. Vamos estudar
essas questoes a seguir. Embora seja possivel estudar as séries de Fourier para uma ampla
classe de fungoes, vamos nos limitar a uma classe pequena, bem proxima a das fungoes
continuas, precisamente a classe das func¢oes continuas por partes, segundo a definicao

seguinte.

Definigao 3.3. Seja u uma funcao real num intervalo (a,b). Diz-se que u sera continua
por partes em (a,b) quando ela for continua em (a,b), exceto em um numero finito de

pontos de (a,b), satisfazendo as seguintes condigoes:

a) existe o limite de u a esquerda de b e a direita de a.

b) a fungdo u possui limites laterais finitos em todo ponto de (a,b).

Exemplo 3.2. A fun¢ao u(z) = |z], em que |z] é a parte inteira do ntimero z, é continua
por partes para —1 <x <4.
~ T . ,
Exemplo 3.3. A funcao u(x) = u, se x # 0, é continua por partes para -1 <z <1,z #0.
x

E importante destacar que segundo a Definicio 3.3 os limites laterais devem ser finitos.
Portanto, quando u ¢é continua por partes, ela é integravel no intervalo correspondente.
Vamos representar por u(x —0) o limite a esquerda do ponto = e por u(x +0) o limite a

direita do ponto x.

Lema 3.2. (Riemann-Lebesgue). Se u é continua por partes em (a,b), entao

b
]}im / u(x)sen(kx)dr =0
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b
lim u(zx) cos(kz)dz = 0.

k—o0

7r
Demonstra¢ao. Suponhamos que u seja continua em [a,b]. Seja h = T com k suficiente-

mente grande de tal modo que
a<a+h<b-h<b.

Assim, obtemos

_/;bu(x) cos(kz)dx = La+h u(r) cos(kx)dx + '/C:h u(z) cos(kx)dx
= faa+h u(x) cos(kx)dx - fab_h u(x + h) cos(kx)dx,
pois

b b-h h
f u(x) cos(kx)dx = f w(x + h)cos(k(x+h))dx = f u(x + h)cos((kx +m))dx
a+h a a
e, usando a transformacao trigonométrica
cos(a +b) = cosacosb—senasenb,
temos
b b-h
f u(x) cos(kx)dx = f u(x + h)[cos(kzx) cosm — sen(kx) sen 7 |dx
a+h a

=— fabh u(x + h) cos(kx)dz.

Ademais, obtém-se também

[ utwyeostharar = [ uyeostharae s [ ue)cos(hara

Dai, adicionando-se, membro a membro, as duas igualdades obtidas, obtém-se

2 fabu(a:) cos(kx)dz = /aa+h u(x) cos(kx)dx + /b_bh u(z) cos(kx)dx
+ fabh[u(:v) —u(x +h)]cos(kx)dx.

Como supomos u continua em [a,b], pelo Corolério [2.1] ela ¢ limitada, isto é, existe
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uma constante M tal que |u(x)| < M nesse intervalo. Isto resulta na seguinte majoragao:

b a+h b
2‘/ u(x) cos(kx)dx S[ M|cos(k::v)|d:n+‘/th|cos(k::1:)|da:

b-h
n f [u(z) - u(z + k)] cos(kx)|dz
ash b b-h
<M dm+Mf dx + f |u(x) —u(z + h)|dx
a b-h a
b-h
:Mh+Mh+f |u(x) —u(x + h)|dx

b-h
oMb+ [ () - u(x + h)|de.

Como u é continua no intervalo fechado [a,b], resulta em sua continuidade uniforme
nesse intervalo. Consequentemente, ao fixarmos A > 0, existe k) tal que para todo k > k)

e todo x em [a,b] tem-se

<A (3.3)

u(x+ %) - u(x)

0 .
Dai, lembrando que h = T podemos concluir que

Mm b-a

U A
=% "2

fb u(x) cos(kx)dx

a

€

Ademais, para cada € > 0, consideremos A\ > 0 tal que \ < 2 e ky tal que para k > k)

M
seja valida a desigualdade (3.3]) e Tﬁ < g Desta forma, concluimos que, para cada € > 0,

-a
existe k. tal que, para todo k > k., resulta

fbu(x) cos(kx)dx| <€,

a

0 que prova uma parte do lema no caso continuo.

Suponhamos u continua no intervalo aberto (a,b). Nesse caso, ndo poderemos utilizar a
continuidade uniforme como na primeira parte da demonstracao. Por outro lado, sendo u
continua por partes, ela possui os limites laterais finitos u(a+0),u(b—0). Assim, a fungao

@, que é a extensao de u ao intervalo fechado [a,b], definida por

u(a+0), sex=a
w(z) =1 u(x), sea<x<b
u(b-0), sex=b,

é continua no intervalo fechado [a,b]. Portanto, pela primeira parte da demonstragao,

vale o lema para u. Como as integrais de @(z) cos(kz) e u(x) cos(kz) sao iguais em [a, b],



23

concluimos que o lema vale para wu.

Por fim, vamos supor que u seja continua por partes no intervalo (a,b). Sejam a =
To < X1 < Ty <+ < Ty < Tpy1 = b os pontos de descontinuidade de u. A restricao u; de
u a cada um desses intervalos abertos (z;, ;1) estd nas condigoes da segunda etapa da

demonstracao do lema. Logo, o lema é vélido para as u;, isto é,

fim [ ui(x) cos(kz)dx =0,

k—o0 T;
para ¢ = 0,1,2,...,n, completando-se a demonstragao do lema. De forma analoga ¢é
b
possivel demonstrar que l}im [ u(z)sen(kx)dzx = 0. O

Um teorema de suma importancia que iremos demonstrar é o Teorema de Riemann,
que da condigoes suficientes sobre uma funcao u para que ela seja a soma de sua série
de Fourier. Contudo, antes demonstraremos um lema que permite calcular a soma dos n
primeiros termos de uma série de Fourier sob a forma de integral. Mais especificamente,
demonstraremos que, mediante certas restricoes sobre a funcao u definida no intervalo
-m <z <m, asoma S,(x) dos n primeiros termos de sua série de Fourier tem a seguinte

forma:

1
5 () - % /:W o) sen (n + %)_(j;— x) "

T 2 sen ——
2

que é denominada integral de Dirichlet. O ntcleo, dado por

sen (n + %) (s)

ZSen§ 7
2

Dy (s) =

denomina-se nicleo de Dirichlet.

Lema 3.3. (Dirichlet). Seja u uma fungao real e continua por partes em —mw < x < .

Entao, a soma S,(x) dos primeiros n termos da série de Fourier de u serd dada por

1
500 - % /:W ) sen (n + %)_(i— x) "

T 2 sen ——
2

para todo —m < x <.

Demonstracao. Sabemos que

Sp(z) = % + > (ay cos kz + by sen kx),
k=1
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em que ay e by sao os coeficientes de Fourier de u. Substituindo na igualdade anterior tais

coeficientes, obtemos

1 ™ no/1 ™ 1 =
Sp(z) = 5= f u(t)dt + )" (— / u(t) cos kt cos kxdt + — / u(t) sen kt sen k::vdt)
27T - =1 T J-n T
= - fwu(t)dt + 1 Z fﬂ u(t) [cos kt cos kx + sen kt sen kx] dt
27 J—= T )

1 0 12 P
om L u(t)dt+ kzl L u(t) cosk(t - x)dt
1

=2 [Tt (% +§:lcosk(t—x))dt.

™

Do Lema [3.1] e da tltima igualdade, concluimos que

1
. 1 [ﬂ ) sen (n + %)_(;— x) "

TS 2sen ——
2

0 que prova o lema. O]

Teorema 3.1. (Riemann). Seja u uma fungdo real, periddica com periodo 27 e continua
por partes em —m < x <. Entdo, em todo ponto x onde u possui derivadas laterais finitas,

sua série de Fourier converge para
1
E[u(x +0)+u(z-0)].

Demonstracao. Consideremos a série de Fourier da funcao u,

Qo s
— + Y (axcoskx + b sen kz),
2 4
em que ay, e by sao os coeficientes de Fourier. Do Lema|[3.3] a soma dos n primeiros termos

dessa série é dada por

1
S (x) = % [ " () (n ’ %)_(i_ x)dt.

T 2sen ——
2

Assim, ao fazer a substituicao s = t—x na integral de Dirichlet, levando em consideragao

que u é periddica com periodo 27, obtemos a funcao S, em uma forma mais simples:

Sp(x) = %‘/:u(:ﬂ +5)D,(s)ds,

em que D, (s) é o nucleo de Dirichlet, definido anteriormente.
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Além disso, do Lema temos
1 n
D,(s) ==+ cosks.
2 i

Dai, ao integrarmos ambos os membros desta igualdade no intervalo [-7, 7], obtemos

/:: Dn(s)ds = [: |é +I§;COS(/€3):| ds = [: %d$+ [:g:lcos(k’s)ds

+> l:sen(ks)
ik

s ™

2

N
=—+
2

s
—_ = ﬂ"
. 2
isto é,

1 ™
—f D, (s)ds = 1.

™

Notemos, ainda, que D, (s) = D,(-s). De fato, sabendo que a fun¢ao seno é uma

funcao fmpar,

sen (n+ %) (-s) ) —sen(n+ %) (s) ] sen (n+ %) (s)

2sen _?S -2 seng 2sen§

D, (-s) = =D,(s).

Agora, vamos decompor o intervalo de integragao [-m, 7] em [-7,0] e [0,7]. Assim,

temos
1 rr 1 o 1 rm
1:-[ Dn(s)ds:—/ Dn(s)ds+—[ D (s)ds
T Jd-n T J-n 7w Jo
1 o 1 rm
:—f —Dn(—s)der—/ D, (s)ds
T™JdTm ™ J0o
1 r= 1 rm
:—f Dn(—s)ds+—[ D, (s)ds
w Jo m Jo
2 T
:—[ D, (s)ds.
w Jo
Portanto,

1 rm 1 o 1
= [ D, (s)ds=— f D, (s)ds = —.
m Jo T J-m 2

Por outro lado, também podemos escrever a funcao 5, sob a forma

Sn(x) = % [ju(m +8)D,(s)ds + % foﬂu(x +58)D,(s)ds.

Isto nos diz que, para se demonstrar o Teorema de Riemann, basta provar que quando

n tende ao infinito a primeira parcela da soma S, (x) converge para §u(x -0) e a segunda
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1 . . .
para EU(I +0) em cada ponto = onde existem as derivadas laterais de u. Com efeito,

conforme vimos anteriormente,

= v 0D, es = u(a=0)2 [ D = Gutz-0)

e
1 rm 1 rm 1
- f (@ +0)Dy(s)ds = u(x +0)— f Dy(s)ds = ~u(z +0).
m™ Jo m Jo 2
Logo, ¢é suficiente demonstrar que
N
lim — [u(z+s)—u(z-0)]D,(s)ds=0
e

lim 1 ; 7r[u(x +s)—u(z+0)]D,(s)ds =0.

n—oo 7'('

Como as demonstracoes dos dois limites sao andlogas, vamos provar o segundo. Em

sintese, vamos demonstrar que, se v possui derivadas laterais finitas no ponto x, entao

1
| sen(n+§)s
lim — [ [u(z+s)-u(zx+0)] ———F5—ds=0.
neeem Jo 25en§

Com efeito, vamos considerar a funcao

o(s) = u(x+<5‘)—u$(ac+0)7
2sen —
2

com a observacao de que x é um ponto onde existem as derivadas laterais de u. Ao

analisar o comportamento de v no ponto zero, vemos que

u(z+s)-u(z+0) 9

limov(s) = lim 5
s—0 s—0 S
s>0 s>0 sen -
2
que ¢ igual a derivada a direita de u no ponto . Concluimos, portanto, que v é continua

por partes em (0, 7]. Portanto, aplicando o Lema de Riemann-Lebesgue, obtemos

1 rm 1
lim — v(s)sen (n + 5) sds =0,
0

n—>oo 7"'
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ou ainda
1
| sen (n+ 5)3
lim — [ [u(z+s)-u(z+0)] ———F5—ds=0,
e T JO ZSen§

como queriamos demonstrar. De forma andloga, podemos provar que

0

lim 1 [u(x+s)—u(z-0)]D,(s)ds =0.

n—oo 7 J_r
O

Corolario 3.1. Se, no Teorema de Riemann, a funcao u for derivdvel em cada ponto de

(=7, ), entao a série de Fourier de u convergird para u(x) em cada ponto x de (-, 7).

Nas aplicacoes, normalmente surge o problema de representar em série de Fourier uma
funcao continua por partes em um intervalo (0,7) ou (0, L). Para resolver tal problema,
basta obtermos uma representacao em série de Fourier de uma funcao @ periddica de
periodo 27 na reta, cuja restrigdo a (0,7) é igual a u. Esta fungao u serd denominada

extensao periddica de u.

Veremos, a seguir, algumas peculiaridades das séries de Fourier para fungoes impares,
isto é, u(-x) = —u(x), e para fungoes pares, ou seja, u(—x) = u(x), as quais possuem
diferentes de zero apenas os coeficientes dos senos e cossenos, respectivamente. Com

efeito, suponhamos que u seja par. Assim, teremos

by, = ! [: u(x)sen(kx)dr = %—[Ou(x) sen(kx)dx + 1 —/Oﬂu(x) sen(kx)dz.

m m m

Fazendo x = —t, e sendo u uma funcao par, obtemos

/:: u(x)sen(kx)dr = - ‘/Wou(—t) sen(k(-t))dt = - foﬁu(t) sen(kt)dt.

Dai, substituindo-se na expressao dos by, obtemos

1 = 1 =
by = —— [ u(z)sen(kx)dr + — / u(z)sen(kx)dr=0,k=1,2,....
0 7 Jo

™

Portanto, concluimos que, no caso das fungoes pares, sua série de Fourier se reduz a

Qo >,
— + Y apcoskz,
2 =
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com
1 ™
ay = —f u(x)coskrdr,k=0,1,2,....

Vamos supor, agora, que u seja uma funcao impar. Desta forma, temos

ay = %[ﬂu(x) cos(kx)dx = % [: u(z) cos(kx)dx + % —/Oﬂu(m) cos(kx)dz.

™

Dad, fazendo-se x = —t, obtemos

[f u(x) cos(kx)dr = — fﬂou(—t) cos(k(~t))dt = - fowu(t) cos(kt)dt.

Substituindo na expressao dos ag, temos
1 rr 1 rr
ar =—— / u(x) cos(kx)dx + — f u(z)cos(kr)dx=0,k=1,2,....
w Jo m Jo

Logo, no caso das func¢oes impares, sua série de Fourier se reduz a

> bysen(kx),
k=1
sendo

1 ™
b = — f u(x)sen(kx)dr,k=1,2,....
T J-

™

Neste sentido, quando u é definida em (0,7), se quisermos obter uma representacao
de Fourier de u, sera conveniente fazer sua extensao par ou impar, tendo em vista a
simplificacao da série de Fourier para essas fungoes. Por exemplo, vamos supor que u seja

continua por partes em (0, 7). Sua extensdo par @p é definida como

u(x), se0<z<m;
u(-x), se —m<x<0;
up:=1 u(0+0), sex=0;

u(r-0), sex=-mouz=m;

u(z +2m), sex<-moux>r.
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Analogamente, sua extensao fmpar @y é dada por

u(x), se 0<z<m;
—u(-z), se —-w<x<0;
-u(0+0), sex=0;
u(m-0), sex=m;

—u(m-0), sex=-m,;

u(x +2m), sex<-moux>m.

Outro problema que surge nas aplicagoes ¢ que o periodo, em geral, é 2L, L > 0, e
nao 27. Todavia, se —L < x < L, entao a funcao s = % transforma esse intervalo em
-1 < s < 7. Em outras palavras, para funcoes periédicas de periodo 2L, continuas por
partes em —L < x < L, o Teorema de Riemann garante que, se u possuir derivadas laterais

em x, entao sua série de Fourier

ag & km;) kmx
— akcos( +bksen(—)),
5+ & aveos (7 L

com

1 rt kmx
ak—z[L u(x)cos(T)dx,k—O,l,Z...

L[ u(x) sen( )dxk 1,2,.

convergira para
1
§[u(x +0) +u(z-0)].

E importante destacar que nas aplicacoes das séries de Fourier as Equacoes Diferenciais
Parciais, é necessario derivar e integrar termo a termo uma série dessa natureza. Por isso,
vamos demonstrar um teorema sobre derivagao termo a termo e outro sobre convergéencia

uniforme.

Teorema 3.2. Seja u derivdvel em —m < x <7, com derivada v’ continua, sendo u(m) =
u(-m). Entao, em cada ponto x do intervalo (-w,7) onde u" existe, a série de Fourier

da v dada por

50 > (ay cos(kx) + by sen(kzx))
k=1

¢ derivavel e vale a regra da derivacdao termo a termo.
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Demonstra¢ao. Como v/ é continua em —7 < x < 7, podemos concluir do Teorema de
Riemann que a série de Fourier da u converge, em cada ponto x desse intervalo, para

u(x), ou seja,
w(z) = EO > (ag cos(kx) + by sen(ka)),
k=1

para —w < x < 7. Por outro lado, também do fato de u’ ser continua e existir " em cada
ponto de —m < x < m, o0 mesmo Teorema de Riemann diz que a série de Fourier de u’

converge para u/(z) em cada ponto x de -7 < x <, isto é,

u'(x) = % - g:l(ak cos(kx) + Brsen(kzx)),

Ccom

1 ™
o = — / u'(x) cos(kx)dx,k=0,1,2,...
mwJ-7

1 ™
B = — / u'(x)sen(kx)dx, k=1,2,....
™ J-m

Vamos, entdo, integrar por partes e utilizar a hipétese u(m) = u(-7). Sendo

u = cos(kx) = du = —ksen(kx)dx

dv =u'(x)dx = f dv = [ u'(z)dr = v =u(z),

temos

/ u'(x) cos(kx)dr = (u(x) cos(kx))|™ +k:/ u(z) sen(kx)dz.

Portanto,

ay, = %( u(x) Cos(k:c)) :r + % /: u(x)sen(kx)dz

= %[u(w) cos(km) —u(—m) cos(—km)] + kby

= Cosgrkm) [u(m) —u(-m)] + kby,
= cosgr—lm)[u(ﬁ) —u(m)] + kby,

= kb, k=0,1,2,....
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De forma andloga, obtemos
6k=—kak,k: 1,2,....
Substituindo ay e §; na série de u/, temos

u'(x) = g(lﬂbk cos(kx) — kay sen(kz)),

0 que prova o teorema. O

Antes de demonstrarmos o teorema sobre convergéncia uniforme absoluta, vamos pro-
var duas desigualdades que serao uteis na demonstracao do referido teorema e em outras

situagoes significantes.

Lema 3.4. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam aq,as,...,a,,b1,ba,...,b,

numeros reais. Entao vale a desigualdade

(Bon) <(8) (7).

Demonstracao. Consideremos x € R. Dai, tomemos o nimero real a; — b;x. Logo,

n

a? —Zmzn:a,»bi +22 Y b; (3.4)

n
i=1 i=1 i=1

Z (ai - bzx)z = Z(CL? - 2a2bzx + b?.TQ) =
i=1 i=1

Como

Zn: (ai - blfL')Z > 0,

i=1

entao a equagao do segundo grau ({3.4) é positiva, isto é, seu delta deve ser nao positivo.

Portanto,
o que implica

ou ainda
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que é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. n

Lema 3.5. (Desigualdade de Bessel). Seja u uma func¢do real cujo quadrado é in-
tegravel em —m < x < e ag, b, 0s coeficientes de Fourier de u. Entdo, para todo nimero

natural n vale a desigualdade sequinte:

%a% + i (af +07) < % fﬂu(a:)de,

k=1 -
denominada desigualdade de Bessel.

Demonstracao. De fato, temos

[ lu(aj) - kil(ak cos(kx) + by sen(lm))] du > 0.

Das propriedades das integrais de produtos de coskz e sen kx, obtemos, apos desen-

volver o quadrado da integral anterior,

0< [ [ (2)? + (2) Z(akcos(kx)+bksen(kx))2—a0u(x)

- 2u(x) Z(ak cos(kz) + by sen(kx)) + ag Z(ak cos(kz) + by sen(kx)) | dx
/: [ (2)*+ Z (a3 cos?(kz) + bi sen?(kz) + 2axby, cos(kx) sen(kz))
—2u(x) i (ag cos(kx) + by sen(kx)) + aou(x)] dx

= [ﬂu(:p)Qdm + gag +> /ﬁ(az cos?(kz) + bz sen?(kx))dx
- j=17-m
~ag [ Cu(z)dz -2 f "u(@)ag cos(kz) + u(x)by sen(kx)]da
- =177
- fﬁ w(z)?dr - gag + Y (apm + bim),
- k=1

ou seja,
1aQ + Zn:(a2 +b7) < 1 /ﬂu(x)Qd:p
0 kT O0R) S )
2 ] mJ-
que ¢é a desigualdade de Bessel. O]

Teorema 3.3. Seja u continua, periddica com periodo 2w, derivdvel com derivada u'

continua por partes em [-m,7]. Se u(-7m) =u(rw), entao a série de Fourier da u converge

uniforme e absolutamente em [-m,].
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Demonstracao. Podemos formar as séries de Fourier de u e u/, que serao dadas por

% + > (ay cos(kz) + by sen(kz))
k=1

% + i(ak cos(kz) + By sen(kx)).
k=1

Como u' é continua por partes e u(-7) = u(7), obtemos, ao integramos por partes

como na demonstracao do Teorema [3.2] as seguintes igualdades

Oékzkbk, /{2071,2,...

6k=—kak, k=1,2,....

Por outro lado, da desigualdade de Bessel, obtemos

Dai, sendo
n n 2 2\ 1/2 n
() -3 E) - Sl o],
-1

resulta, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1/2

7 172 & 1/2 s Y2
S (a2 +12)" = 3 [k202 + 5] <(zk) (k;(ozwi))

k=1 k=1

n
Portanto, da desigualdade de Bessel para os ay, € (g, e sendo a série Z k=2 convergente,
k=1
por ser uma p-série com p =2 > 1, concluimos que a série

S (a2 +12)"
k=1

é convergente. Finalmente, usando mais uma vez a desigualdade de Cauchy, temos

|ag cos(kx) + b sen(kz)* < (a2 +b2),
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ou seja, os termos da série

% + > (ay cos(kz) + by sen(kz))
k=1

sao, em valor absoluto, dominados por uma série convergente de niimeros positivos. Isso

garante a convergéncia uniforme e absoluta da série dominada, provando o teorema. [
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4 EQUACAO DIFERENCIAL PARA PEQUENAS OSCILACOES DE
UMA CORDA

Neste capitulo, trabalharemos com a equacao da onda, que é dada pela expressao

Pu 0%

— =a —.
ot? ox?

Nosso estudo tera como principal referéncia o livro de Medeiros e Andrade [10], que

forma uma base sélida e detalhada sobre os métodos e teorias aplicados a andlise desta

equacgao. Utilizaremos os conceitos fundamentais para desenvolver uma compreensao

aprofundada das solugoes, comportamento da onda e propriedades de estabilidade.
4.1 Equacao Diferencial para Pequenas Oscilagcoes de uma Corda

O objetivo desta secao sera deduzir uma equagao que represente o comportamento
das pequenas oscilagoes de uma corda. Antes de prosseguirmos, é importante definir que
consideraremos a corda como um fio fino e flexivel. Imaginemos agora que, em estado de
equilibrio, essa corda coincida com o eixo z de um sistema de coordenadas cartesianas, cuja
origem estd no ponto (0,0) do plano R2. A partir dessa configuragao, serao investigadas
as pequenas oscilagoes transversais da corda neste sistema. Em sintese, iremos estudar as
oscilagoes da corda que sao realizadas no plano, em que cada elemento da corda se desloca
perpendicularmente ao eixo x.

Neste sentido, vamos representar por u(z,t) o deslocamento de cada ponto = da corda
no instante t, a partir da sua posicao de equilibrio. Ademais, é importante destacar as

seguintes hipdteses, que serao necessarias para consideracoes posteriores:
a) Todas as forgas de atrito, internas ou externas, nao serao consideradas.

b) A intensidade das forgas gravitacionais é pequena quando comparada as tensoes da

corda.

¢) As amplitudes u(z,t) das oscilagoes e suas derivadas sdo pequenas, de modo que
seus quadrados e produtos nao sao considerados nos calculos quando comparados

com a unidade.

A partir disto, imaginemos que num instante ¢ fixo o perfil da corda seja o representado

na Figura |l em que o segmento ;75 se deformou no arco Mj M.
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Figura 1 — Sistema com corda.

up

sy

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, da definicao [2.8] sabemos que o comprimento de um arco é dado por

2 Ju
5= f 1+ =—
x1 8$
Dessa forma, devido & hipétese c), temos s ~ x5 — x1, ou seja, em pequenas oscilagoes

nao ha variacao no comprimento do segmento xT;z5. Para avancarmos, sera necessario

enunciar a definigdo que segue, que pode ser encontrada em [11].

Definicao 4.1. (Lei de Hooke). Nas deformagoes elasticas, a forca restauradora é

proporcional ao deslocamento da posicao de equilibrio linear, ou seja,
F=—kx,

em que F' é a forca aplicada, k é a constante de elasticidade, que depende do material e
da forma do objeto, e x é a deformacao sofrida pelo material, podendo ser alongamento

OU COmpressao.

Logo, voltando ao sistema com corda, pela Definigao [4.1], pode-se concluir que a in-
tensidade da tensao T, em cada ponto, nao varia com o tempo, devido as pequenas
oscilagoes. Com efeito, como o comprimento do segmento Z1x; nao varia, a distensao
da corda também nao varia e, assim, a tensao 7', em cada ponto, também permanece a
mesma. Logo, sendo Tj a tensao a que esta submetido o segmento Z1x3 na posicao de
equilibrio, a variacao da tensao durante o movimento nao é levada em conta em presenca
da tensao 7. Conclui-se, assim, que a tensao 7' nao depende do tempo ¢.

Além disso, mostraremos, ainda, que a tensao 17" nao depende de z, isto é, pode-se
considera-la igual a tensao Tj. Para isto, notemos que as forcas que atuam sobre o arco

de curva MM, sao as seguintes:

a) Tensoes T'(x1) e T'(x2) nos pontos M; e My, respectivamente, tangenciais a corda.
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b) Forgas externas, caso existam.
c) Forgas de inércia.

Como estamos estudando o movimento na direcao perpendicular ao eixo x, as forcas
externas e de inércia também tém direcao perpendicular a esse eixo. Dessa forma, nao
h4 movimento do arco M; M, no eixo z, ou seja, também nao ha velocidade. Conclui-se,
entao, que o arco nao possui aceleragao no eixo x e, portanto, a resultante das forcas na
dire¢ao x é nula. Dessa forma, sendo o o angulo agudo que a tensao T faz com o eixo z,

no instante ¢, temos
T(x9)cosa(zy) —T(x1)cosa(xy) = 0.
Da Relacao Fundamental da Trigonometria, obtemos
sen? a(x) + cos? a(z) = 1.

Dividindo ambos os lados da igualdade por cos? a(z), obtemos

sen? () . cos?a(x) 1

cos?a(z) cos?a(z) cos?a(x)’

ou seja,
1

tan?a(z) +1= ———
an”a(z) cos? a(z)’

donde segue )

2 _
cos*a (@) tanZa(z) +1°

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados da igualdade e considerando a hipdtese

de serem pequenas oscilagoes, temos

1 1

Vtan?a(z) + 1 ) \/(%)2 i1

~ 1.

cosa(x) =

Portanto,

cosa(r) ~ 1,

o que resulta em T'(x1) ~» T'(x2), para quaisquer 7 e xs da corda. Assim, como a tensao
T também nao depende de x, a identificaremos como T para todo x e t.

Para prosseguirmos, é importante mencionar o Principio de D’Alembert, o qual, em
sintese, afirma que “num sistema material em movimento, as forcas nele aplicadas e as
forcas de inércia se equilibram”. Iremos deduzir a equacao diferencial de pequenas os-
cilagoes de uma corda a partir da aplicacao deste principio e, para isto, vamos explicitar

as forcas que atuam sobre a corda. Devido as condi¢oes impostas, vimos que as forcas res-
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ponsaveis pelo movimento sao as componentes das tensoes na direcao dos deslocamentos

de u, as forcas externas e as forcas de inércia. Assim, encontremos essas forcas a seguir:

a) Resultante das tensoes na diregdo u - como a tensao T nao depende de x e é iden-

tificada por Ty, podemos calcular a resultante das tensoes na direcao u por:
Fy =Tysena(xy) — Tosen a(xy) = To[sen a(xz) — sen a(xy)]. (4.1)
Ademais, sabemos que, dividindo a Relagao Fundamental da Trigonometria por

sen? a(z), temos
sena(r) cos?a(x) 1

sen?a(z)  sen?a(z) sen?a(z)’

donde segue

1 1
1+ =
tan?a(x)  sen?a(r)
e, portanto,
sen’a(z) = ! = ! :
14 1 tan® a(z) + 1
tan2 O./(I) tanQ a(g;)

Desta forma, organizando o lado direito da tultima igualdade e extraindo a raiz

quadrada, obtemos
tan a(x)

VianZa(z) + 1

ou
Oz 0
(au 2 89&
— ] +1
(995)

Dai, substituindo a expressao encontrada acima em e utilizando o Teorema

sena(z) =
ou seja,

sena(z) =

Fundamental do Célculo, chegamos a seguinte expressao:

ou ou 2 92
=1, l(%)x:xz - (%)xm] =Ty . @dx.

Dessa forma, a componente das tensoes na dire¢ao u é dada por

z2 2
F1=T0 Q—udﬂf

1 81'2

b) Forgas externas - representemos por p(z,t) a distribuicdo de forgas externas por

unidade de comprimento atuando sobre a corda, na direcao u. Dessa forma, as



39

forcas externas Fy que atuam sobre o arco M; M, sao dadas por

F2=f 2p(x,zf)dx.
z1

c¢) Forgas de inércia - seja p(z) a densidade linear da corda. Logo, a massa do segmento
Ax da corda é dada por p(z)Ax. Por sua vez, a forga de inércia sobre esse segmento

sera

92w
-p(x)Ar— 52

Portanto, a forca de inércia Fj sobre o arco MM sera dada por

F3 :—‘/:C p(w)wdx

Finalmente, diante de todas as forcas aplicadas no sistema, podemos utilizar o principio
de D’Alembert, obtendo

0%u 0%u
To— +p(x,t)[dx =0,
L;[ 053 p()(%2 p( )]
para quaisquer x1,xo e t > 0. Supondo o integrando uma funcao continua e utilizando a

Proposigao [2.1] segue-se que

62 2
%82 M@ +M$ﬂ 0.

Esta ultima é a equacao diferencial de pequenas oscilagoes de uma corda flexivel, sob
a agao de uma forca externa p(x,t). No caso em que p(x,t) é constante, isto é, a corda é

uniforme, obtemos

0%u 82

aZ\/E e F(x t)—p@t)
p p

Quando nao ha forgas externas atuando sobre a corda, a equagao se reduz a

com

d%*u 82
— = (4.3)
oz~ ¢ ez

Vale pontuar que a constante a possui dimensao de velocidade. Isto porque a dimensao

de Ty é Nm, em que N é a unidade de medida da forca, dada em Newtons, e m a unidade
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de medida do espaco, dada em metros. Por sua vez, a grandeza p possui como dimensao
kgs?, em que kg é a unidade de medida da massa, dada em quilos, e s é unidade de medida
do tempo, dada em segundos.

Uma equagao como a , que envolve uma func¢ao incégnita u, suas derivadas parciais
e um termo F que depende apenas das coordenadas é denominada de Equacao Diferencial
Parcial (EDP). Mais especificamente, a equagdo em questao estd incluida em um tipo
amplo de EDPs denominado equacao de ondas.

Outro conceito importante é o de operador de Laplace, o qual também estd presente
nas Equagoes Diferenciais Parciais. Consideremos uma fungao u(z,t). O simbolo de
derivacao

d%*u
e
que opera em funcoes u, é denominado de operador de Laplace unidimensional. De modo
analogo, pode-se definir o operador de Laplace bidimensional, tridimensional e, ainda, de
dimensao maior que trés. Desse modo, uma equacao de ondas de dimensao um é, por
definicao, uma equagao diferencial parcial da forma
2
% =a*Au+F,
sendo a uma constante, A o operador de Laplace unidimensional e F' uma funcao que
depende de (z,t). De modo andlogo, pode-se definir uma equacao de ondas bidimensional,
tridimensional e de dimensao maior que trés. Por fim, o termo F' é denominado termo

independente. Se F' = 0, entao a equagao se diz homogénea.

Definicao 4.2. Denomina-se solucao da equacgao de ondas em um aberto {2 do R a uma

funcao u(x,t) definida em €2 com valores reais tal que satisfaz a equacao pontualmente
em ) x R*.

Analogamente, pode-se definir a solucao de equagoes de ondas de dimensao dois, trés
ou maior que tres.
Estudaremos, em seguida, as equagoes (4.2) e (4.3) utilizando, para isto, o método de

D’Alembert e, depois, o método de Fourier.
4.2 Método de D’Alembert

Quando obtemos uma Equagao Diferencial Parcial descrevendo determinado fenémeno,
surge o problema de saber se existe solucao para esta equacao e se ela é unica. Ademais,
outra questao levantada, sobretudo nas aplicagoes, é denominada de dependéncia continua
dos dados, que consiste em investigar a variacao das solucoes quando os dados sofrem pe-

quenas modificacoes. Imaginemos, por exemplo, que no caso da corda as condigoes iniciais
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sejam a posigao da corda ug ()] no instante inicial ¢ = 0, e sua velocidade u; (2 )P} também
no instante inicial ¢ = 0. Assim, investigar a dependéncia continua dos dados seria enten-
der se observadas duas posigoes iniciais ug e vy e duas velocidades iniciais u; e vy, sendo
up proxima de vy e uy proxima de vy, resulta que a solugao u obtida de ug e uy e a solugao

v decorrente de vg e v sao préoximas.

4.2.1 Problema de Cauchy

Iremos analisar a equagao homogénea sob o aspecto de existéncia, unicidade
e dependéncia continua dos dados. Para isto, é proposto o problema de Cauchy, ou
Problema de Valores Iniciais. Tal problema consiste em, conhecidas as fungoes ug e uq,
para —oo < x < oo, encontrar u(x,t), com —oo < x < o0 e t > 0, satisfazendo as seguintes

condicoes:

Pu 0%

ﬁ:a@,—oo«zxooetzo; (4.4)
u(z,0) =up(z); (4.5)
ur(x,0) = ui (z). (4.6)

Assim, dizemos que o problema de Cauchy para (4.4]), (4.5) e (4.6) é bem proposto,

ou corretamente proposto, quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:
a) Existe solugao.
b) H& unicidade de solugoes.
c) Ha dependéncia continua das condigoes iniciais ug e u;.

Diante disto, para mostrar que o problema de Cauchy é bem proposto, usaremos o
método de D’Alembert, que se baseia em uma mudanca de variaveis para simplificar a
forma da equagao e, assim, encontrar sua solu¢ao u(z,t). Dessa forma, consideremos a

funcao linear

R? — R?
(z,t) — (&n)
definida por
E=ax+ [t
N =~yx + 0t,

com «ad — B # 0, para garantir que a transformacao seja invertivel. Assim, queremos

encontrar como as derivadas parciais de u em relagao a x e t se expressam em termos das

1u0(x) = U(CE,O)
2up (z) = u'(z,0)



42

derivadas parciais de u em relagao a £ e n. Para isto, vamos utilizar a Regra da Cadeia

para fungoes de duas variaveis. Assim, temos

Ou  Ou 0 au@

— =+ —— 4.7
Oz OE0r  Onox (47)
PP, . . o On
Por outro lado, usando as defini¢oes de & e 7, é possivel calcular . e I De fato,
x x
06 O(ax + ft)
S oA TR 4.8
Ox ox “ (48)
e
on  O(yzx+dt)
AT 4.9
Ox ox 7 (4.9)
Substituindo (4.8) e (4.9) em (4.7), obtemos
or “oc Toy
Derivando a expressao acima com respeito a x, obtemos
Pu 0% 0%u 0%u
— ot +2 2, 4.10
02~ “og T agon T o (4.10)
De modo analogo, temos
ou Oud¢ Oudn
— =+ ——. 4.11
ot DE ot on ot (4.11)
Dai, mais uma vez usando as defini¢oes de £ e 7, temos
06 O(ax + ft)
S oA PR 4.12
ot ot P ( )
e
on  J(yx +dt)
A WA 4.13
ot ot ( )
Substituindo (4.12) e (4.13) em (4.11]), obtemos
ou_ o ou

at o oy
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e, por conseguinte,

Pu 0 82u
o2 =5 852 8&8 87)2' (4.14)
De e , obtemos
0%u 8 50 u o, 0Pu o2 , 0% ) 2 2 0%u
12 2P g +2p 505@ +0 an “a agz 2a ‘”aga CT o
Z(BQ—GQOz )a (52 2 2)82
0&? (95(9 on?’

Vamos supor que 52 —a?a? =0 e 02 —a?y? = 0. Desse modo, a equacao em £ e 1 acima

pode ser escrita na forma simplificada

0%u 8 U

—_— =2(pd-a a”y)

TR (4.15)

aga

desde que 86 — a’ary #0. Assim, ao tomarmos = ax e § = —ay, obtemos
B - a’ary = —aary - a*ary = —2a%ay % 0,
pois, por hipétese, ad — 5y 0, isto é,
0+ ad — By = —aay — aary = —2aary.

Dai, como a # 0, concluimos que a7y # 0. Neste sentido, uma boa mudanca de coorde-

nadas é

{5 = a(x +at)
n= ’)/(ZL' - at)?
com « e 7 numeros reais quaisquer e nao nulos. Se fizermos « =7 = 1 na equagao (4.15)),

iremos obter

Pu_ 20 _
ot? 0x? 858
Substituindo § = ax e § = —ay, a equacao torna-se
Pu 0% 0%u
- Z 2 2 42 )
gz~ C g~ Acaar—a O‘”)agan

Finalmente, sabendo que a =~v =1 e a7y # 0, devemos obter

Pu 0%, 0% 12 0%u

oz~ Vo T gean = T ey T
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Portanto, concluimos que a equacao (4.3), nas coordenadas £ e 7, se escreve sob a

forma

0%u
ooy~

que pode ser reescrita como
g (0
9 (_“) -0
on \9¢

0
Portanto, g 0(&). Dessa forma, podemos escrever u(§,n) como

U3

w6 = [ 6()ds + o)

ou ainda

u(§,m) = f(&) +g9(n),

com

£©) = [ oes)s,

sendo f e g fungoes de classe C? arbitrarias. A partir disso, podemos escrever a solugao
de D’Alembert como

u(x,t) = f(x +at) + g(x - at). (4.16)

O desafio agora sera determinar as fungoes f e g. Para isto, vamos utilizar as condigoes
iniciais, supondo que, em —oo < x < 00, ug € uy sejam de classes C? e C'!, respectivamente.
Logo, obtemos

{u(:zc, 0) = f(z) +g(x) = uo(x)
u(z,0) = af'(z) - ag'(x) = ur(z),

ou ainda

F(2) +9(@) = ()
F@) =g = [Cus)ds e

T
0

Resolvendo o sistema, encontramos



45

g(z) = %uo(x) - % j;xul(s)ds - g

Portanto, para x + at e x — at, temos

1 1 r+at c
f(z+at) :—uo(x+at)+—/ ui(s)ds + =;
2 2a Jo

2
1 1
g(z—at) = Euo(l’ —at) + % /

0 c
ds — —.
r—at UI(S) ° 2

Desta forma, vamos substituir tais fungdes na equagao (4.16]). Dai, obtemos

w(z,t) = %[uo(x vat) +up(z - at)] + i ft i (s)ds, (4.17)

—at

que é conhecida como Férmula de D’Alembert, com uq de classe C? e u; de classe C.

Assim, é possivel mostrar que a solugao existe ao exibir uma solucao. Por outro
lado, é imediato notar que a solugdo é tnica, pois ao considerar outra solugao v(zx,t),
obtida com as mesmas condigoes iniciais ug e up, conclui-se que v(z,t) é igual ao segundo
membro da equacao , ou seja, v = u. Resta mostrar, portanto, que a solucao depende
continuamente dos dados iniciais que estao préximos. Sejam ug, u; € vy, v; dois pares de
dados iniciais, aos quais correspondem as solucoes u(z,t) e v(z,t). A partir da férmula
de D’Alembert, obtemos

1 1
lu(x,t) —v(z,t)] £§|u0(w +at) —vo(z +at)| + §|u0(:v —at) —vo(z — at)|

1 x+at
+% » lu1(s) —vi(s)|ds.

Como ug, u; e vy, v1 sao pares de dados iniciais, temos
lug(x + at) —vo(z + at)| < 6;
lug(x — at) —vo(z — at)| < 6;
u1(s) —vi(s)] <0,
ou seja

1

1 1
ju(r, 1) = v(a, )] < 50+ 50+ o

2at) = %(5+%6+t5:5(1+t).

Assim, para garantir que |u(z,t) — v(z,t)| < €, precisamos que §(1 +t) < e. Como
0<t<T, temos

lu(z,t) —v(z, )| <5(1+T).
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Logo, dado € > 0, consideremos § = , €, portanto,

€
1+7T
€

lu(z,t) —v(z,t)| < )

(1+7) =¢,
para todo x e R e 0<t<T, desde que
|u;(z,t) —v;(x,t)| < 0,i=0,1,

o que mostra que a dependéncia dos dados iniciais é continua.

0? 0?
Exemplo 4.1. Calcular no ponto (2,10) o valor da solugao do problema 8_751; = a2a—z;
x
uo(x) = 22; uy(x) = 2, supondo-se a = 1.

Solugao. Em primeiro lugar, vamos obter u(x,t). Para isto, vamos substituir os valores
de ug(z), ui(x) e a na equagao (4.17)), isto é,

1 1 T+t
u(z,t) = 5[(:5 +1)%+ (v —t)*] + 5/ 2ds.

Desenvolvendo o produto notavel e resolvendo a integral, iremos obter

x+t
=22+ 1%+ 2t.
x—1

1 1
u(x,t) = 5[2x2 +2t2] + 523

Logo, u(z,t) = 22 + t2 + 2t. Para calcular o valor da solu¢ao no ponto (2,10), basta
fazer w(2,10) =22+ 10%2+2-10=4+ 100 + 20 = 124.

4.2.2 Interpretacao da Solugao de D’Alembert

Imaginemos uma fotografia da onda no instante t = 0. Tal fotografia sera o grafico
da funcao ug(z) = u(x,0). A funcao ug(x), por sua vez, serd chamada de perfil da onda.
Consideremos, ainda, o caso particular em que w;(z,0) = ui(z) = 0, isto é, a velocidade
inicial é nula. Neste caso, a equacao se reduz a

u(x,t) = %[uo(x +at) +up(x —at)].

E possivel notar que o grafico de ug(z — at) é obtido a partir do grafico de ug(z),
fazendo-se uma translacao de at no sentido positivo do eixo x. De forma andloga, o
grafico de u(x + at) é obtido do de up(x) ao transladar at no sentido negativo do eixo x.
Logo, a solugao ug(x—at) é uma onda com perfil ug(x) que se propaga no sentido positivo
do eixo x e com velocidade igual a a. Essa onda é chamada de onda progressiva ou onda

do futuro. Analogamente, uy(z +at) é um sinal que se propaga com a mesma velocidade,
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mas no sentido oposto, recebendo o nome de onda regressiva ou onda do passado. Por
sua vez, a solugao u(z,t) serd a juncao dos dois movimento. Vimos, anteriormente, que a
onda-solucao deve ser representada por uma funcao de classe C?. Todavia, para facilitar
a exemplificacao, vamos tomar a seguir uma funcao apenas continua.

Tomemos, entao, uma onda cujo perfil inicial é representado por

r+c, se —c<x<0
w(x)={ -x+¢, se0<x<c

0, sex<-—-couzx>c,
com c constante. Entao,

r+at+c, se —c—at<z<—at
w(x+at)={ -x-at+c, se —at<xr<c—at

0, serx<-c—atoux>c—at

r—at+c, se —c+atlx<at
uw(x—at)=3 -x+at+c, seat<xr<c+at

0, se r <—c+atoux>c+at.

_ nc

=5,n=0,1,2,3,..., obtemos, para n =0,

Considerando, agora, t =t,

r+c, se —c<x<0

up(z) =4 —x+c, se0<z<c
0, sex<-coux>c.
Em seguida, facamos o gréfico de u(z,t,) para n = 0,1,2,3,..., obtendo uma visao

clara de que ug(z — at) é progressiva e ug(x + at) é regressiva. Para n = 0, notemos que

u(x,t) = up(x). A Figura |2l dd uma ideia da propagagao do sinal ug(x) quando c=a = 1.
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Figura 2 — Interpretacao da solucao de D’Alembert.

u(z,t)A
t=0 u(z,t) = uo(z)
T
1 1 1 1
t = 3 u(z,t) = 3 [up(x + 5) + wup(z — 5)]
] T
1
t=1 u(x, t) = 3 [ug(x + 1) + ug(z — 1]
-
3 1 3 3
t= 3 u(z,t) = 3 [uo(x + 5) + wup(z — 5)]
]

Fonte: Elaborado pelo autor.

O objetivo da Figura [2| é dar uma visao geométrica do movimento das ondas progres-
sivas e regressivas. Ao deduzirmos a Férmula de D’Alembert, vimos que seria necessario
que a fungao ug(x) tivesse duas derivadas continuas, o que nao se verifica para a ug(x)
escolhida na composicao da Figura Apesar disso, a Figura [2| é bastante sugestiva e

ilustrativa para a compreensao do significado das ondas progressivas e regressivas.

4.2.3 Dominios de Dependéncia e Influéncia

A equagao (4.17)) mostra que, no ponto (&, ), a solucao s6 depende dos dados iniciais
ug € up, no intervalo £ —aty < x < {+aty, ou seja, a solu¢ao u(x,t) no ponto (§,ty) depende:

a) dos valores de uy nas extremidades do intervalo [§ — ato, & + aty].
b) dos valores de uy no intervalo [£ — atg, & + ato].

Assim, qualquer mudanca no deslocamento inicial uq e na velocidade u; fora do inter-
valo [£ - ato,& + atp] nao altera a solugao no ponto (&,%y). Ou seja, o valor da solugao
u(z,t) no ponto (&,tp) sé depende dos valores de uy e uj nesse intervalo. Por isto, o

intervalo
D(u;&,tg) ={x:£—atg<x <& +aty}

é chamado dominio de dependéncia do ponto (&,%g), conforme a Figura
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Figura 3 — Dominio de dependéncia do ponto (&,%y).
tA

+to

sy

0 £ —aty £ §+aty

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos supor, agora, que £ seja um ponto fixo no eixo x e que queremos saber quais
pontos (x,t) do plano x0t em que a solu¢ao u se modifica quando alteramos os valores
de up e u; em £&. Em outras palavras, estamos interessados em saber quais sao os pontos
(z,t) do plano x0t tais que £ pertence ao seu dominio de dependéncia. O conjunto de
pontos (z,t) que satisfaz a essa condi¢ao é chamado de dominio de influéncia de (¢,0).
A partir da Figura [3| é possivel perceber que ele é formado pelos pontos do angulo no

z=¢

semiplano ¢ >0, com vértice em (£,0) e lados ¢ = %x e t ==, como na Figura . Logo,

o dominio de influéncia de (&,0) é dado por

I(u; &) ={(s,t):&—at <s<&+at,0<t < o0}
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Figura 4 — Dominio de influéncia do ponto (¢,0).

tA

sY

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, as retas x +at = £ + atg e x —at = £ — atg chamam-se caracteristicas da equacgao

(4.3]) e os triangulos limitados por elas e o eixo x chamam-se triangulos caracteristicos.

Exemplo 4.2. Voltemos ao exemplo [.1] e consideremos o dominio de dependéncia do
ponto (3,2). Nesta caso, teremos o intervalo 1 < x < 5 e as retas caracteristicas que

passam por esse pontosaot=x—-1et=5-=.

Figura 5 — Dominio de dependéncia do ponto (3,2) de u(x,t) = x2 + t? + 2t.

th
(3,2)
R e T e T :
t=x—1 : t=5—=x
0 1 3 5 &

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ao passo que o dominio de influéncia é o angulo fechado com vértice em (3,0), limitado
pelas retas t =x —3 e t =3 -z, pois a = 1. Ou seja, ao se perturbar uy ou u; em (3,0),

essa perturbacao sera observada no angulo mencionado acima.
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Figura 6 — Dominio de influéncia do ponto (3,0) de u(z,t) = 22 + 2 + 2t.

th

8 |

Fonte: Elaborado pelo autor.

E possivel também definir o dominio de influéncia de um intervalo [z1,z2], que sera
dado pela reuniao dos dominios de influéncia de cada ponto do intervalo [z, 23], conforme

a Figura[7]
Figura 7 — Dominio de influéncia do intervalo [z, z2].

th

N VI s

v N V

=Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se considerarmos o ponto (&, 7) do plano x0t¢, da Férmula de D’ Alembert, iremos obter

1 E+at

w(&,7) = %[uo(f +ar) +up(é—ar)]+ % [ uy(s)ds

a JE-ar
1

1 §-ar 1 1
= §uo(§—a7)—%[o ul(s)ds+§uo(§+a7)+%fo

E+a

' ul(S)dS,
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ou ainda
u(& 7)) =€ +ar) + (€ -ar),
sendo
W(E+ar) - %uo(f var)+ 21—& fof s ()ds
e

-ar
¢(§-ar) = %Uo(f ~art) - % /(: uq(s)ds.

Logo, ¢(x — at) é constante ao longo da caracteristica z — at = £ — ar, isto é, a onda
do futuro possui deslocamento constante sobre essa caracteristica. De modo andlogo, a
onda do passado possui deslocamento constante sobre a caracteristica z +at = £ + a7, pois
sobre ela 1 (x + at) é constante. Na Figura , as caracteristicas por x; e x5 dividiram o
semiplano t > 0 em 6 regides. Na regiao I, tem-se a composigao de ¢(& —art) progressiva e
de ¥(& +art) regressiva. Em sintese, os pontos de I sao atingidos por ondas do futuro e do
passado que tiveram inicio em pontos do intervalo [z1,25]. Na regiao I1, os pontos sdo
perturbados apenas por ondas regressivas, ao passo que na regiao 111 somente por ondas
progressivas. Por sua vez, os pontos de I'V e V' sao tais que seus dominios de dependéncia
nao interceptam o intervalo [z1, 23], ou seja, os pontos dessas regides nao sao afetados
pela perturbagao inicial. Por fim, na regiao VI, consideremos o ponto (£,7). Assim,

temos

u(é,7) = %[uo(f +ar) +ug(§—ar)]+ x ‘/:W ui(s)ds.

2a at

Nestas condigoes, porém, ug(x) = 0. Portanto, no ponto (§,7) da regiao VI resta

apenas

1
a Jzx

u(@r) = o [uls)ds,

e podemos afirmar que nesses pontos o sinal ja passou, deixando apenas o efeito ou o

indicio de sua passagem, que é o deslocamento constante

1 e
%/m ui(s)ds.
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4.2.4 Equacao nao Homogénea

Anteriormente, resolvemos o problema de Cauchy para a equagao , que é ho-
mogénea. Agora, iremos resolver o problema de Cauchy para a equagao nao homogénea
(4.2). Neste sentido, conhecidas ug(z) de classe C?, ui(z) de classe C', ambas em
—00 < x <00, e F(z,t) continua em —oo < x < 0o, t >0, vamos demonstrar a existéncia de

uma fungao u(x,t) em —oo < x < 0o, t > 0, que satisfaca as seguintes condigoes:

Pu_ 0

w—a6x2:F(9c,t),—oo<x<ooet20; (4.18)
u(z,0) =up(z); (4.19)
u(x,0) = uy (). (4.20)

Assim, seja (£, 7) um ponto qualquer do plano z0t, no qual se deseja calcular a solucao

das equacoes (4.18), (4.19) e (4.20). Por outro lado, seja §2 o triangulo caracteristico

determinado por este ponto, conforme pode ser observado geometricamente na Figura [§]

Figura 8 — Triangulo caracteristico do ponto (£, 7).

th

]Y

0 E—ar f §+ar

Fonte: Elaborado pelo autor.

A fronteira I' de Q) considera-se orientada no sentido das flechas da Figura [8 cuja

escolha é conveniente devido a orientagao do eixo x. Ao integrar ambos os membros da
equacao (4.18) sobre 2, obtemos

fﬂ(aQUM(x, t) —uy(x,t))dedt = - [) F(x,t)dxdt (4.21)

Agora, facamos inicialmente a mudanca de varidavel Q) = a?u, e P = u; e apliquemos o
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Teorema de Green na igualdade acima, ou seja,

f(CLQum — Uy )dxdt = f(Qm - Py)dxdt = f Pdzx + Qdt = futdx + a’u,dt. (4.22)
Q Q r r

Resta, entao, calcular a integral sobre a fronteira I', que é composta pelos segmentos
orientados I, Ly e Ly. Para isto, podemos obter uma parametrizacao para cada um desses

segmentos da seguinte forma:

Ly:x—-at=¢&—-ar, com £ —ar <x <
Loy:x+at=E&+ar, com {<x<E+ar,

I:t=0, com {-ar<x<&+ar.
A partir disso, temos
Sobre [ :t=0=dt =0,
dx
SobreLl:xzé—aT+at:>Ezazdxzadt,

Sobre LQ:x:§+aT—at:>(jl—a;:—a:dx:—adt.

Integrando, entao, sobre cada um dos segmentos orientados, temos

E+at
/utda: + a’u,dt = [ w(z,0)dz,

I E—-at

f wydx + a*ugdt = / wgadt + azumd—x =a | du=alu({-ar,0)-u(£,71)],

L L a L
f wydr + a’u,dt = f w(—adt) + a2uzd—x = —a[ du = —a[u(§,7) —u(€ +ar,0)].
Lo Lo -a Lo

Dai, conclui-se que

—aT

E+at
[utdx + a’u,dt = [ w(x,0)dx + a[u(& +ar,0) + u(€ —ar,0)] — 2au(E, 1),
r £
ou ainda

1
/ wupdx + a’uydt.
r

1 E+at 1
w(&,7) = % ./g—m u(x,0)dx + %a[u(ﬁ +ar,0) +u(€-ar,0)] - %

Das equagoes (4.21)) e (4.22)), sabemos que

futda: + a’u,dt = A(a%m — g )dzdt = - A F(z,t)dzdt.
r
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Portanto, realizando as substituicoes adequadas, obtemos

u(f,T):%[u0(£+a7)+uo(§—a7)]+21—a [£ g:Tul(a:)dx+% [ PO, (1.23)

A primeira parte da equagao (4.23)) é a solugao de D’Alembert do problema homogéneo.
A segunda parte,

o, t) = [ FOLpdAdp,
Q
também é solucao do problema

2 2
%—aQ%:F(x7t),—oo<x<oo,t20; (4.24)

v(z,0) = v (x,0) =0,—00 < < 00, (4.25)

conforme nao ¢ dificil de ser demonstrado. Portanto, a soma das duas solugoes u + v sera
a solucao das equagoes (4.18)), (4.19) e (4.20). De modo anédlogo ao homogéneo, é possivel

demonstrar que o problema de Cauchy é bem proposto.

Exemplo 4.3. Calcular no ponto (z,t) a solugao do problema

Ut — Ugy = 17
ug(z) = 2%

uy(x) = 1.

Solugao. Vamos considerar o ponto (£,7) do plano z0t, observando que ug(§) = &2,

ui(§) =1, a=1e F({,7) = 1. Vamos, entao, substituir tais valores na equagao

[E23), isto &,

wer) = 5ler @ neg [Taeeg [T o

T +&-T

1 1 r7
:%[§2+2§T+T2+§2—2§T+72]+§(§+T—§+T)+§/ =2t + 27dt
0

1 1,1
= 5(252 +27%) + 32T+ 5(-72 +27%)

2 37—2

-
:£2+T2+T—?+T2:€2+—+7'.

2

3t?
Logo, u(x,t) = 2% + - t.

4.3 Meétodo de Fourier

Anteriormente, fizemos o estudo do problema de Cauchy utilizando o método de
D’Alembert. Vale destacar, contudo, que também podemos explorar o problema de Cau-

chy por meio de outro método: o método de Fourier. Assim, vamos estudar nesta secao
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o método de separacao de variaveis para os problemas mistos propostos para as equagoes

de pequenas oscilacoes de uma corda.

4.3.1 Pequenas Oscilagoes de uma Corda

Vamos considerar uma corda de comprimento L situada sobre o eixo x, com origem no
ponto de abscissa zero e extremidade L. Vamos procurar encontrar a elongacao u(x,t) ao
oscilar a corda, assumindo que as extremidades estao fixas e conhecendo a posicao inicial
uo(z) da corda e a sua velocidade inicial no instante ¢t = 0. Matematicamente, conforme
ja foi visto no estudo do método de D’Alembert, esse problema requer a resolucao de um
problema misto para a equacao da corda vibrante, o que sera feito novamente, desta vez
utilizando o método de separacao de varidaveis. Neste sentido, o problema consiste em

encontrar uma fungao real u(x,t), definida para 0 <z < L e t > 0, que satisfaca

Pu 0%

wza @,O<$<L,t>0; (426)
w(x,0) = uo(z),us(x,0) =ui(z),0<x < L; (4.27)
u(0,t) =u(L,t) =0, para todo t > 0, (4.28)

sendo ug e u; fungoes conhecidas. Vamos resolver o problema procurando a solucao sob

a forma de variaveis separaveis, isto €,
u(z,t) = X(x)T(t),

em que X é uma funcao que depende s6 de x e T é uma funcao que depende apenas de

t. Entao, substituindo na equacao (4.26[), obtemos
XT" =a*>X"T = XT" - a*X"T = 0.

Dai, nos pontos onde X e T" nao se anulam, temos

T// B X// ~
2T X

-, (4.29)

em que A é uma constante, uma vez que temos uma igualdade de func¢oes que dependem
de variaveis distintas.
De (4.28)), temos a condi¢@o de Dirichlet nos extremos da corda. Dai, para todo t > 0,

u(0,1) = X (0)T(¢) = 0
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u(L,t) = X(L)T(t) = 0.
Da condigao sobre a velocidade inicial dada em (4.27)), tem-se
u(z,0) = X (2)T'(0) = uy(x), para todo x.
A partir dessas observacoes, concluimos que
X(0)=X(L) =0, (4.30)

pois, caso contrario, T'(t) = 0 para todo t > 0, o que nao nos interessa.
Portanto, a equacao (4.29) e a condicao (4.30]) nos permitem formular os dois seguintes

problemas que serao fundamentais para encontrar X e 7"

{X” +AX =0,X(0) = X(L) =0; (4.31)
T" + X\a*T = 0. (4.32)

Vamos, entao, resolver esses dois problemas para, assim, resolver o problema misto
(4.26)), (4.27) e (4.28).

A andlise do primeiro problema sera realizada em etapas, uma vez que a equagao

contém um parametro real A, o qual pode assumir valores negativos, positivos ou nulos.
Primeiro caso - Vamos supor A < 0. Fazendo )\ = —k2, a equacao (4.31]) pode ser

escrita como
X"-k2X =0,

que é uma Equacao Diferencial Ordinaria homogénea de segunda ordem. Neste sentido,

podemos associar a ela uma equagao caracteristica e obter suas raizes, isto é,
r?—k?=0.

—bi\/z

Como r = o com A = b? - 4ac, temos r = +k Dali, as raizes do polindémio
a

caracteristico sao r = £k, ou seja, A > 0. Dali, a solucao geral serd da forma

X(z) = c1e™ + cpe™,

com c; e ¢y constantes a serem determinadas pelas condi¢oes de contorno estabelecidas
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para a equacao (4.31). Dessa forma, da condigdo em que X (0) =0, é possivel obter
X(0)=c1+cy=c1 =—co.
Além disso,
X(L) = cre® +ce*t =0
e, considerando que ¢y = —¢9, a equacao anterior se reduz a
X(L)=ci(e" -e™)=0=c;=cy =0,

ou seja, se A < 0, o problema admite apenas solugao trivial, o que nao nos interessa.

Segundo caso - Vamos supor A = 0. Neste caso, a equacao se reduz a X” =0 e sua
solugao serd da forma X (x) = ax +b. Pelas condiges de fronteira, temos X (0) = b =0
e X(L)=aL =0, isto é, a =0. Portanto, X(z) = 0 para todo x, o que indica que para
A =0 o problema da equacao admite apenas a solucgao trivial, o que também nao
nos interessa.

Terceiro caso - Finalmente, vamos supor A > 0. Dai, a equacao tem a seguinte forma
X"+ AX =0.
Logo, podemos encontrar as raizes de seu polinomio caracteristico, ou seja,
PZeA=0=7r=+V-),
o que implica em r = +iv/ . A solugao geral, por sua vez, sera
X(x) =e*(cysen(fx) + e cos(fr)),

em que « é a parte real de r e § a parte imagindria de 7. Como r = iv/\, temos v =0 e 3 =
V. Logo, a solucao do problema para A > 0 se reduz a X () = ¢; sen(v/Az) +¢; cos(\/Xa:).
Além disso, das condigbes de contorno da equagao (4.31]), obtemos

X(0)=cysen0+ cocos0=0= ¢y = 0;

X(L) = ¢;sen(vVAL) = 0 = sen(VAL) =0,
pois nao queremos, mais uma vez, a solu¢cao nula obtida com ¢; = 0. Ou seja,

sen(VAL) =0 = VAL = kr, k e Z.
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Portanto, o problema (4.31]) possui solugdo nao nula apenas para uma colegao enu-

meravel de valores de A\, dados por

km\?
)\kz(f) ,k=1,2,....

Além disso, a cada Ay corresponde uma solu¢ao Xy (), definida por

Xk(x)zsen(kﬁTz),kzl,Q,....

Este problema (4.31]), dependendo do parametro \; e das condigoes de contorno X (0) =
X(L) = 0 é denominado um problema de Sturm-Liouville. Os valores de A aos quais

correspondem solugoes nao nulas sao denominados autovalores e as solugoes nao nulas

2
~ . ~ . km
X (z) sdo denominadas autofuncoes. Neste caso, os autovalores sdo os Ay, = (f e as

k
autofuncgoes sao as X (x) = sen (%), k=1,2,....

Portanto, ao utilizarmos o método de separacao de varidveis, conseguimos transfor-

mar o problema misto (4.26]), (4.27) e (4.28) em um problema de Sturm-Liouville, que

acabamos de resolver.
Fazendo o estudo do problema (4.32]), temos

T" + )\kCLQT = 0,

fom \ 2
em que )\k:(%) Jk=1,2,.... Dal,

,  k*m2a?
T" + TT = 0,

isto é, a equagao caracteristica associada a este problema é

k2m2a?
45— =0,

cujas raizes sao do tipo complexas conjugadas, mais precisamente

r= i%i = xa\/ \;l.

A solucao geral serd, entao,

T(t) = e (czsen(Bt) + cq cos(ft)),

em que « e [ sao, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria de r, o que nos
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permite escrever a solucao na forma

T(t) = cgsen (a\/)\_kt) + ¢4 CO8 (a\//\_kt) :

Portanto, fazendo c3 = by, e ¢4 = ag, a solugao T'(t) se torna

Ty (t) = by sen (a\//\_kt) + ay cos (a\//\_kt) :

sendo ay, e by constantes. Dessa forma, é possivel concluir, da construcao do problema em

variaveis separaveis, que as funcoes

kmat kmat kmx
uk(x,t)z(akcos( T )+bksen(T))sen( 7 ) k=1,2,.

devem satisfazer o problema misto (4.26]), (4.27) e (4.28). Devido ao carater linear da

equacao diferencial (4.26) e das condigoes iniciais e de contorno, podemos concluir que

# ) esen (5 ) Jsen ()
% Sen 7 sen 7

também serd solugao de (4.26)), (4.27)) e (4.28]).

A partir daqui, a questao principal serd mostrar que, mediante certas condigoes sobre

toda soma da forma

Sn(z,t) =zn:(akcos( T

os dados iniciais ug e uy, a sucessao (S,(x,t)), com n € N converge pontualmente para uma
funcao u(z,t) em 0 <z < L, t >0, que é a solucao de (4.26)), (4.27) e (4.28), comprovando

que este problema misto é bem proposto. Todavia, antes de iniciarmos a demonstracao
desses fatos, vamos realizar algumas investigagoes com o objetivo de encontrar o caminho

a seguir na demonstragao do resultado que se deseja. Com efeito, seja

n krmat krmat k
oot = i S = 3 (awcon (7 )+ besen (S Jsen (7).
k=1

Vamos supor que este limite existe e, além disso, ele é solucao de , e
(4.28]). Neste sentido, para ser solucao de , basta que a série que define u(z,t) seja
duas vezes derivavel, porque cada um de seus termos ¢é solucao de e . Para
satisfazer , devemos ter

u(x,0) = up(x) = Zak sen(kzx)

w(x,0) = ui(z) = Zbk(kﬂa) (k%x)
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Como consequeéncia, as condicoes iniciais serao satisfeitas se ug e u; forem tais que suas
extensoes impares ao intervalo (—L, L) sejam representadas por meio das séries anteriores

cujos coeficientes sao dados por

2 rk krz
a =+ ‘/(; up(x) sen (T) dx; (4.33)
2 L krz
b = o /(; uy () sen (T) dx. (4.34)

A partir das consideracoes anteriores, vamos mostrar que, ao impormos condicoes

adequadas aos dados iniciais, a func¢ao u(z,t) definida por

u(x,t) = k; (ak cos ( k:zat) + b sen ( kzat )) sen (lmrTx) , (4.35)

sendo a; e by, os coeficientes das séries

o k
uo(z) = Zaksen(ﬂ) 0<x<L;
k=1 L

uy () = Zbk(kza)sen(kzx),OSxS L,
k=1

é solugao do problema ({4.26)), (4.27) e (4.28).

Primeiramente, vamos analisar a convergéncia da série (4.35)). As hipiteses sobre os

dados iniciais sdo uy duas vezes continuamente derivavel em [0, L] e u; uma vez conti-
nuamente derivavel em [0, L]. Vamos iniciar com ug e considerar sua extensao periddica

impar g a reta R, isto é,

to(x) =up(x), se 0<x < L;
to(-x) = —up(z), se —L<x<0;
to(x +2L) = up(x), se |x|> L.

Agora, examinemos essa extensao a fim de verificar se ela herdou a regularidade C?

da ug. Assim, se 0 < x < L, temos

up(x) = ug(r) e g () = ug(x),

0 que mostra que g é duas vezes continuamente derivavel em (0, L). Por outro lado, para

-L <x <0, temos

tp(=) = —up(x) e ug (=) = ~ug (v),

0 que mostra que g também é duas vezes continuamente derivavel em (—L,0). Resta

examinarmos o comportamento da uy nos extremos do intervalo, exigindo que ela possua
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a mesma ordem de derivabilidade que possui em seu interior. Assim, vamos examinar no
ponto zero, repetindo a andlise para —kL e kL, k=1,2,.... Como a corda estd fixa nos

extremos, resulta que u(0) = ug(L) = 0. Assim, temos

lir(r)l+ ty(x) = lim+ up(x) e gclir(r)l+ Uy (x) = lim+ ug (x);

lim a((-z) = - lim u((z) e lim aj(-x) = - lim u{(x).

z—0F z—0* z—0" z—0F

Concluimos, entao, que 4g(x) e @) (x) sdo continuas no zero, desde que se suponha que
up, ug, uy sao continuas em 0 <z < L, sendo ujy(0) = uj(0) =0. O mesmo raciocinio pode
ser empregado nos extremos —L e L, devendo ser uj(L) = uf (L) = 0, também por hipdtese.
Com essas hipdteses sobre ug, obtemos uma extensao peridédica impar a9 € C?(R), com
periodo 2L. Portanto, g estd nas condigoes do Corolario do Teorema de Riemann e,
mais particularmente, do Teorema |3.3] Portanto, a série de Fourier de uy converge para
Uy em [—L, L] de forma uniforme e, em particular, ug possui uma representagao em série

de Fourier dada por

uo() = Zaksen(kz ) O<z<L, (4.36)

em que

=7 f uo(z) sen(lmz) (4.37)

sendo a convergéncia absoluta e uniforme. Dai, concluimos que a série
mat kmx
Z aj, COS sen - |

com os coeficientes dados por (4.37), também converge uniforme e absolutamente em

0<z< L, t>0, cuja soma sera representada por U(x,t). Dai, vamos verificar que

kmat kmx
U(x,t) = ay cos( 7 )sen(T) (4.38)

é solucao do seguinte problema

Pu 0%

W: @,O<$<Lt>0 (439)
u(x,0) =up(z),us(z,0)=0,0< x < L; (4.40)
u(0,t) =u(L,t) =0, para todo t > 0, (4.41)

quando supomos ug € C2([0, L]), com ug, uf, uj nulas em 0 e L.

De fato, vamos utilizar a férmula elementar da demonstracao do Lema[3.T] 2sen p cos g =
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sen(p + q) —sen(q — p), obtendo

km km 1 km 1 km
sen (fx) Ccos (fat) = §sen(f(x + at)) - isen(f(at - x))
1 km 1 km
= §sen(f(x - at)) + §sen(f(a: + at)) :

Dai, dada a convergéncia uniforme e absoluta da série (4.36]), podemos escrever a

U(x,t) como sendo

1& 1&
U(x,t)= ég:laksen(l%(x—at)) + §;aksen(k%(x+at)).

Por outro lado, sabemos que, para todo x € R, a extensao 1y de uy tem a representagao
> k
- ™
to(x) = ) ajsen (—x) )
k=1 L
com os ay dados por (4.37)). Dessa forma, concluimos que

U(x,t)= %[ﬁg(l’ —at) + oz +at)],

que mostraremos ser solugao de (4.39)), (4.40) e (4.41]).

De fato, temos

zxaw:%Mdﬁm+ad@ﬂ=%p%am+admn:o

[KLJ):%MML—a0+adL+aﬂ]:%MM—L—aﬂ+adL+aﬂ]

1
= 5[-&0(L + at) + ’&0([/ + (lt)] = 0,
o que mostra que as condigoes de contorno sao satisfeitas. Além disso, também obtemos
1. . -
U(z,0) = E[uo(m‘) +ug(z)] = ao(x) = up(x),0 <z < L.
Em relacao a segunda condicao inicial, temos
ou 1
i 5[—%@ —at) +uy(z +at)],

isto é,

O (2.0) = 2-4(a) + 75(2)] = 0.0 < 2 5 L.
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Resta, entdao, verificar que U(x,t) é solugao da equacao diferencial da corda. E ne-
cessario, portanto, que U(x,t) possua duas derivadas continuas em relacao a = e a t.
Mas isso é consequencia das hipdteses feitas sobre uy para se obter a expressao ug com
as propriedades exigidas para U(x,t). Portanto, resta apenas fazer as deriva¢oes para
constatar que a equacao é satisfeita por U(z,t) em 0 <z < L. De fato,

aQU 1 ~Il ~ I

o §a2[u0 (z—at) +ay(x+at)]
e

aQU 1 ~ I ~I

o7 " §[u0(x—at) +af(z+at)],

o que completa a demonstragao de que U(x,t) é solucdo do problema , e
(4.41)).

Agora, iremos analisar a solugao do problema misto supondo que ug = 0 e a velocidade
inicial %; nao nula. Para isto, vamos imaginar u; continua com derivada u{ continua em
[0, L]. Assim, vamos considerar a extensdo impar a reta R, dada por @y, periddica com
perfodo 2L. Para que essa fungdo esteja nas condigoes do Teorema [3.3] basta apenas a
condigao 4 (-L) = u1(L) =0 e que @ seja bem definida também no zero. Para chegar a
estes resultados, basta supor u;(0) = u;(L) = 0. Resulta, entao, que 4, esta nas condigoes

do Teorema |3.3 Portanto, temos

k”) (4.42)

@ (x) = ) bysen (T
k=1

sendo

kmrx

by, = % /OL uy(z) sen (T) dx. (4.43)

Isto resulta que a série

i Lb, <en ( k:7rat) <en ( km:)
L L

i kma

converge uniformemente em [0, L], ¢t >0, e define uma funcao V' (x,t), isto é,

> Lby, kmat kmx
V(x,t) = : 4.44
(z,1) 1;1 P sen( 7 )Sen( 7 ) (4.44)
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Portanto, precisamos mostrar que V (z,t) é solugao do seguinte problema

Pu 0%

w: m,O<ZL‘<Lt>O (445)
w(x,0) = 0,u:(x,0) =us(z),0<x < L; (4.46)
u(0,t) =u(L,t) =0, para todo t > 0. (4.47)

Com efeito, temos

kmat

—=§:1 k:COS( )sen(kﬁm) Zbksen( = at))+—2bksen(—(x+at))

pois ambas as série convergem absolutamente. Dai, da equagao (4.42)), obtemos

ov 1 __ -
5" §[u1(x—at) + 1y (x + at)],

o que implica

1 rt 1 rt
V(x,t):§—/0 ﬂl(x—as)ds+§f0 1 (z +as)ds,

0 que resulta

1 z+at
V()= — f i (s)ds.
a Jzx
Ademais, quando t =0, V(z,0)=0e

%—‘;(%0) =uy(z), para 0 <z < L.

Por outro lado, para verificarmos as condigoes de contorno, temos

1 rt 1 rt 1 rt 1 rt
V(0,t) == f t1(—as)ds + = / ui(as)ds = —= / u1(as)ds + = f u1(as)ds =0,
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo

uma vez que u; ¢ impar. Em relacao a outra extremidade, temos

t 1 rt
V(L,t):%[o ﬂl(L—as)ds+§f0 (L +as)ds

1 rt 1 rt
= —[ al(—L—as)ds+—f (L +as)ds
2 Jo 2 Jo

1 rt 1 rt
=——f ﬁl(LJras)der—[ (L +as)ds
2 Jo 2 Jo

=0.

Finalmente, vamos mostrar que V' (x,t) é solugao da equagao da corda em 0 < z < L.



66

Como 1w possui uma derivada continua em R, obtemos

aa—‘t/ => by cos(kzat)sen(lm%x) = %[ﬂl(x—at) + Uy (z +at)],
k=1
02V

o 2

S

[-u)(z —at) +u)(z+at)]

_=_ibksen( t) 08(@)=i[—ﬂl(x—at)Jrﬂl(a”fat)]a

a3 L 2a
02V 1

o %[—ﬂl(x—at) +ay(x +at)],

o que mostra que V' (x,t) é solucao.

Portanto, a funcao u(xz,t) = U(x,t) + V(x,t) para 0 < x < L, t > 0, é solucao do

problema misto (4.26]), (4.27)) e (4.28]). Escrevendo u explicitamente, obtemos

w(x,t) = [uo(x +at) +ao(z —at)] + 1 f;zatﬁl(s)ds

2a -a

que é a Férmula de D’Alembert.

Para demonstrarmos que o problema misto (4.26)), (4.27) e (4.28) é bem proposto,

vamos provar a unicidade de solugoes e a dependéncia continua dos dados iniciais. Em

relacao a unicidade, vamos considerar o funcional energia

L
E(t) = / (u? + a*u?)dx,
0

que é a energia total do movimento, e também é dado por E(t) = Ec(t) + Ep(t), com

Ec(t) = f 2dz (Energia Cinética da corda),

Ep(t) = / u?dz (Energia Potencial Eldstica da corda).

Vamos mostrar, entao, que E é constante. Para isto, é suficiente mostrar que sua

derivada é nula, pois o dominio de E é o intervalo [0, c0).

dE

L L
e f (2uguyy + 20Uty )da = [ (2u 0 Uy + 20Uyt ) d
0 0

L L
=2a? f (Uptgg + Uptiyy )dT = 20° / (U )z dx
0 0

= 2(12[”75(37’ t)ux(‘ra t)]|£zg =0,

devido as condigbes de contorno uy(0,t) = w(L,t) = 0. Dai, como a funcao E possui

derivada nula, concluimos que £ é constante. Vamos mostrar a unicidade de solucao do
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problema (4.26)), (4.27)) e (4.28) a partir deste fato. Com efeito, suponhamos que existem

duas solugoes u e v. Portanto, a funcao w = v — v seria solucao do problema misto

Pw  ,0%w

W=(l W,O<{E<L,t>0; (448)
w(z,0) =wy(z,0)=0<x < L; (4.49)
w(0,t) =w(L,t) =0, para todo t > 0. (4.50)

Dai, se E ¢ a energia total correspondente ao movimento modelado por (4.48)), (4.49)
e (4.50), entao E(t) =c V t. Assim, temos E(0) = 0, pois as condigdes iniciais sao nulas.
Dai, como E(t)=cV te E(0) =0, entao E(t) =0, para todo t > 0, ou seja,

ow\? ow >
(6_1:) +a2(a—ij) =0, paraO<ax < L,t>0,

ou ainda wy(x,t) =0 e w,(x,t) = 0. Dai, resulta que

w(x,t) =w(0,t) + fozwx(s,t)ds =0,

para todo x,t, isto é, w = 0, implicando u = v.

Por fim, para concluirmos, resta apenas mostrar que as solu¢oes dependem continua-
mente dos dados iniciais. Por essa dependéncia continua entende-se que, se (ug,uy,u)
forem posicao inicial, velocidade inicial e solu¢ao do problema misto correspondente,
respectivamente, e (vg,v1,v) outro terno de fung¢oes nas mesmas condigoes, entao se
lup(z) —vi(2)] < € e |ug(x) — vo(z)| < €, para todo 0 < x < L, entdo |u(z,t) —v(z,t)| <
e\/(1+a)L, para todo 0 <z < L et>0. Antes, contudo, vamos provar uma generaliza¢ao

da desigualdade de Cauchy-Schwarz para o caso de fungoes continuas.

Lema 4.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam u e v fung¢ées continuas em
0<z< L. Entao,

(fOLuvdx)2 < (fOLumx)(foLu?dx).

Demonstracao. Sendo u e v continuas, o produto uv e os quadrados u? e v? também sao
continuas em 0 < x < L, ou seja, também sao integraveis nesse intervalo. Dai, vamos
considerar a decomposi¢ao do intervalo [0, L] da seguinte forma:

0

L 2L -1)L
L2 (-DL

9 P

n n

Y : vl (. -
Além disso, seja x, = — um ponto genérico dessa decomposicao e & um ponto de

n
(Ty-1,24), v = 1,2,...,n. Da definicao de integral segundo Riemann para uma fungao
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continua, obtemos
L n
f u(z)v(z)de = lim Y u(&)v(E)he,
0 n—co f—

L
em que h, = x,-x,.1 = —, para v = 1,2,...,n. Da desigualdade discreta de Cauchy-
n

Schwarz, obtemos
n 2 n n
|55 (Vi) (seovin) | (S utern ) (S oerm).
o que resulta, portanto,
L n 1/2 n 1/2
/(; uw(z)v(x)dr < lim (Z u(fv)zhv) lim (Z v(év)th)
n—o0o ool n—»o0o o

Voltando a atencao, mais uma vez, para a definicao de integral de Riemann, concluimos
) ) )
que o segundo membro da tultima desigualdade sao as raizes quadradas das integrais de

u? e v2, o que implica a desigualdade de Cauchy no caso continua, provando o Lema

(D). 0

De posse da desigualdade de Cauchy-Schwarz, provaremos a dependéncia continua
para o problema misto. Com efeito, sejam uq, 1y, vg, v, dados iniciais a que correspondem

as solucoes u e v, sendo
lug () —vi(z)| < € e Jug(xz) —vo(x)| <€ para 0 < x < L.

Dai, temos w = u — v como solucao do mesmo problema misto, com dados iniciais

Wy = Uy — Vg € Wy =uy —v1. Logo,

w(z,t) =w(0,t) + foxwg(f,t)df

para todo 0 < x < L et > 0. Devido a condicdo de contorno resulta que w(0,t) =
u(0,t) —v(0,t) = 0 para todo t > 0. Portanto,

w0 < [ o€, Dlde.

Dal, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(. 1) < E(AL|wg(x,t)|2)l/2.

Portanto, se representarmos por E(t) a energia total do sistema em que w é solugao,
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obtemos, a partir da tltima integral,
(e, )] < VL(E@®)'? = VL(E(0)'?,
ou seja, retornando a u e v,
L 1/2
lu(z,t) —v(z,t)] < \/E[./o (luy(z) = v (2)]* + a?|ug(z) - UO(I)|2)dI] :
Assim, da condicao imposta aos dados iniciais, concluimos que
|u(z,t) —v(z,t)] < e/(1+a?)L

para todo 0 <x < L et >0, o que mostra que u e v também sao proximas.
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5 SIMULACOES EM SOFTWARES COMPUTACIONAIS

Durante o desenvolvimento da pesquisa, alguns softwares computacionais foram fun-
damentais para a compreensao de diversos topicos. A utilizacao desses programas pos-
sibilitou a realizacao de simulagoes numéricas que facilitaram a visualizagao didatica de
varios conceitos, tornando temas complexos em contetidos mais claros e acessiveis. Neste
sentido, utilizamos os softwares GeoGebra e Python, que podem ser acessados em [3]

e [13], para produzir figuras e videos relacionados as Equagoes da Onda.
5.1 Simulagoes em GeoGebra

O GeoGebra é um software dinamico de matematica para todos os niveis de educacao
que reune geometria, algebra, planilhas, graficos, estatisticas e calculos em uma tnica
plataforma. Em sintese, é uma plataforma online com mais de um milhao de recursos
gratuitos para a manipulacao de contetidos matematicos. O GeoGebra é um software
gratuito e intuitivo, estando a disposi¢ao de qualquer pesquisador.

Por outro lado, é necessario citar o projeto O GeoGebra, que foi de suma importancia
para esta pesquisa. O referido projeto é um site para divulgacao do GeoGebra que dis-
ponibiliza materiais e recursos para capacitar usuarios em seus aspectos técnicos e para
fomentar reflexoes sobre seu uso em situacoes de ensino e aprendizagem. O projeto oferta
periodicamente o “Curso de GeoGebra”, o qual visa disponibilizar conhecimento gratuito
acerca do softwate, e é destinado sobretudo para graduandos e graduados em matematica.
Assim, realizamos este curso, em sua 22% edicdao, para adquirir e aprofundar os conhe-
cimentos necessarios para a construcao das figuras presentes nesse texto. O projeto,
juntamente com materiais e cursos, pode ser encontrado em [12].

O GeoGebra foi utilizado em diversos momentos da nossa pesquisa. Em primeiro
lugar, vale destacar que todas as figuras do Capitulo [4] foram produzidas por meio desse
software. Além disso, neste capitulo, apresentaremos mais duas figuras produzidas no
GeoGebra. A escolha desse programa se deu em virtude da sua interface intuitiva, que
permite a construgao de diversas figuras com os mais variados elementos.

Na subsegao [1.2] abordamos a interpretagdo geométrica da solugao de D’Alembert.
Neste contexto, a Figura [2l nos deu uma ideia bastante intuitiva do comportamento das
ondas progressivas e regressivas. No entanto, a Figura [9] abaixo também representa, com
cores, a interpretacao da solucao de D’Alembert, para a = 1 e ¢ = 1. A diferenca entre
as Figuras [2] e [9] estd, sobretudo, no destaque de cores da Figura[9] o que facilita ainda
mais a visualizacao do cardter progressivo de ug(x — at), destacada na cor vermelha, e do

carater regressivo de ug(x + at), destacada na cor azul.



71

Figura 9 — Interpretacao da solu¢ao de D’Alembert.

u(z, t)A
n=0 0 1 0 0
© = — = — —_ _—
t 5 u(z,t) Q[UO(JU + 2) + uo(x 2)]
ug(x+at)
ug(x-at) z
o =2 ) = e+ D) +ugle - )
=5 u(@,t) = gluo(z + 5 uo(z — 3
ug(x+at)
ug(x-at) z
n=2 2 1 2 2
O = — = — —_ _—
t 5 u(z,t) Q[UO(JU + 2) + uo(x 2)]
ug(x+at)
ug(x-at) z
n=3 3 1 3 3
O = — = — —_ _—
t 5 u(z,t) 2[u0(x + 2) + up(x 2)]
ug(x+at)
ug(x-at) z

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além da figura acima, também foi produzido um video, que torna a interpretacao da
solucao de D’Alembert ainda mais didatica. Esse video pode ser acessado por meio do
seguinte link: https://youtu.be/VsFpHJzSgXs. Além disso, o grafico em questao pode
ser visualizado e manipulado no website do software GeoGebra, mediante o seguinte link:
https://www.geogebra.org/classic/ctzadedh.

A segunda figura produzida advém do Exemplo [3.1, em que obtivemos a série de
Fourier da funcdo u(z) = |z|. E importante destacar que a série de Fourier de uma funcao
converge para a propria funcao a medida que aumentamos o valor de k, ou seja, o niimero
de parcelas do somatério. Vale pontuar, contudo, que nem toda funcao possui uma série
de Fourier associada a ela. Entretanto, nas fungoes em que isso ocorre, é possivel visualizar
geometricamente essa convergéncia. Neste sentido, a Figura [10| mostra o quanto a série

de Fourier da funcao |z|, no intervalo —r < x < 7, se aproxima da prépria fungao.


https://youtu.be/VsFpHJzSgXs
https://www.geogebra.org/classic/ctza4e4h
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Figura 10 — Série de Fourier de f(x) =|z| em -7 <z < 7.

f(x)A
k=1 4 T2
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim como foi feito com a Figura[9] também foi produzido um video que torna a Fi-
gura[l0]ainda mais didética. Ele pode ser acessado em https://youtu.be/CIDN9zkeHio.
Ademais, a figura também pode ser visualizada e manipulada por meio do GeoGebra, por

meio do seguinte link: https://www.geogebra.org/classic/g4vmemen.
5.2 Simulagoes em Python

O desenvolvimento da computagao revolucionou a forma de fazer pesquisa. Bibliotecas
que antes s6 eram acessadas presencialmente, hoje estao facilmente sob o dominio dos
pesquisadores por meio de plataformas e websites. Ferramentas cada vez mais poderosas
também permitem a producao de materiais de forma bem mais agil que no século passado.
Um desses instrumentos é o Python, que é uma linguagem de programacao bastante

utilizada para tratamento de dados, producao de gréficos e desenvolvimento de aplicativos,


https://youtu.be/C9DN9zkeHio
https://www.geogebra.org/classic/g4vmemem
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por exemplo. Nesta pesquisa, foi utilizado o Python com o mesmo intuito do GeoGebra:
produzir figuras e videos que facilitassem a compreensao dos contetidos, além de fornecer
uma visualizacao didatica de alguns conceitos. Assim, também realizamos um curso de
Python, que esta disponivel no canal “Matematica Para Gente Grande”, e que pode ser
acessado em ﬂgﬂ O curso ajudou no aprendizado da linguagem de programacao para fins
de producao de materiais relacionados a matematica, como graficos e séries.

Vale destacar aqui uma desvantagem do GeoGebra em relagao ao Python. Para pro-
duzir os graficos das séries de Fourier no GeoGebra, foi necessario encontrar a série ma-
nualmente, utilizando os métodos estudados. O Python, por sua vez, possui pacotes e
comandos que facilitam essa producao. Apesar disso, durante a pesquisa, foram gera-
dos graficos cujas séries de Fourier foram encontradas tanto de forma manual quanto de
forma automatica. Neste ultimo caso, foi necessario utilizar a biblioteca de matematica
“sympy”’e o comando “sp.fourier_series”. Assim, vamos apresentar abaixo duas figuras
produzidas com a linguagem de programacao Python. Estas figuras estao relacionadas
com os resultados obtidos no trabalho e serviram para a compreensao de conceitos im-
portantes, uma vez que foi possivel visualizar o que até entao vinha sendo estudado de

||

A primeira figura advém do Exemplo . Trata-se da funcao u(x) = —, que é conhe-
T

forma abstrata.

cida como funcao sinal de x. A Figura|ll|é o grafico dessa fungao juntamente com a série

de Fourier associada a ela no intervalo -7 <z < 7.

Figura 11 — Série de Fourier de f(x) = m em —-m<x <.
x
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Ademais, foi produzido um video com os dados da Figura |11, utilizando a linguagem
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de programacao Python, que torna mais didatica a visualizacao de que a série de Fourier
de uma funcao converge para a prépria funcao. O video pode ser acessado em https:
//youtu.be/Na-eXTvpH7Y.

A segunda figura se trata do gréfico da funcao quadrética f(z) = x2-x+3 e da sua série
de Fourier associada. Essa foi uma das primeiras figuras produzidas, quando o objetivo
principal era visualizar a convergéncia da série de Fourier de uma fungao para a prépria

funcao.

Figura 12 — Série de Fourier de f(z)=2?2-x+3 em -2<x <2,

—— Série de Fourier (k=1)
94 Série de Fourier (k=5)
—— Série de Fourier (k=10)
—— Série de Fourier (k=20)
—— Série de Fourier (k=100)

— fix) =x?-x+3

Eixo x

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, também foi produzido um video da funcao anterior e sua série de Fourier. O

video pode ser visualizado em https://youtu.be/b23XfcYu5_k.


https://youtu.be/Na-eXTvpH7Y
https://youtu.be/Na-eXTvpH7Y
https://youtu.be/b23XfcYu5_k
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6 CONCLUSAO

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi possivel estudar e explorar uma série
de definicoes e teoremas que fundamentaram toda a nossa pesquisa. Em um primeiro mo-
mento, ao expor o problema das pequenas oscilagoes de uma corda, conseguimos chegar
a dedugao da equacao da onda, que foi um dos temas principais desse trabalho. Por ou-
tro lado, quando obtemos uma equagao que descreve algum fendémeno fisico, é necessario
descobrir se essa equacao faz sentido ou nao. Em outras palavras, é necessario estudar
se tal equacao possui solucao, se ela é tnica e se ha dependéncia continua de dados ini-
ciais. Neste sentido, nas se¢oes seguintes fizemos o estudo da equacao da corda vibrante
utilizando, para isto, dois métodos. O primeiro foi o método de D’Alembert, que con-
siste em uma mudanca de variaveis para encontrar uma funcao que satisfaca ao chamado
Problema de Cauchy. O outro método, por sua vez, consiste na separagao de variaveis e
é denominado método de Fourier. No estudo de ambos os métodos foi possivel enunciar
diversos resultados importantes que nos ajudaram na fundamentacao da pesquisa. Além
disso, foi possivel aprender a manipular softwares computacionais, a exemplo do GeoGe-
bra e Python, para a construcao de figuras e videos que possibilitaram uma visualizacao
didatica dos conteiudos trabalhados. Ademais, esse trabalho pode servir de base para
futuros estudantes de iniciagao cientifica que desejam realizar um estudo introdutério das
Equagoes Diferenciais Parciais, uma vez que buscamos escrever um texto claro, conciso
e didatico, sobretudo com a utilizagao de recursos computacionais que permitiram uma
melhor visualizacao dos resultados obtidos. Pesquisas futuras podem aprofundar o es-
tudo da equagao da onda em dimensoes superiores, a exemplo do estudo das pequenas
oscilagoes de uma membrana. Além disso, esperamos ainda que este trabalho sirva de base
para o estudo de outros temas relacionados as Equacoes Diferenciais Parciais, como as
equagoes com retarddl] Esses temas podem ser estudados de forma mais aprofundada em
um nivel de pds-graduacao. Em suma, o presente trabalho contribuiu significativamente
para o entendimento de principios basicos relacionados a equacao da onda, incluindo a sua
deducao. Por fim, a realizagao desse Trabalho de Conclusao de Curso foi uma experiéncia
enriquecedora, que permitiu o aprendizado e aprofundamento em diversos temas da ma-
tematica aplicada, além do desenvolvimento de habilidades computacionais e de pesquisa

cientifica.

IEquacdes com retardo sao Equacdes Diferenciais que dependem do retardo de funcées desconhecidas.
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