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RESUMO

O presente trabalho surge da curiosidade de entender como funciona a mateméatica que nao
se pode ver nos sistemas de busca. Inicialmente, busca-se compreender alguns fundamen-
tos importantes da Algebra Linear; para isso, nio se exige que o leitor tenha conhecimento
aprofundado para acompanhar o que sera apresentado. Apds essa introducgao, discute-se
a aplicagao dos autovalores e autovetores no contexto da diagonalizacao de matrizes. Em
seguida, apresenta-se uma demonstracao do Teorema Espectral, essencial para a com-
preensao do método das poténcias. Na sequéncia, explora-se esse método, ferramenta
fundamental para a andlise do algoritmo PageRank. Posteriormente, abordam-se os siste-
mas de busca, com foco no estudo do PageRank, algoritmo que ranqueia sites de acordo
com sua procura, revolucionando a internet e possibilitando a criacdo do buscador Goo-
gle. Ao final, apresentam-se exemplos de aplicacdo na Educacdo Bésica, com propostas
didaticas que evidenciam como o estudo de matrizes pode ser contextualizado no ensino

médio, aproximando os alunos de temas contemporaneos da matematica aplicada.

Palavras-chave: matemética. PageRank. Algebra Linear.



ABSTRACT

This work arises from the curiosity to understand how the mathematics that cannot be
seen in search engine systems actually works. Initially, it aims to explore some important
fundamentals of Linear Algebra; for this, the reader is not expected to have advanced
knowledge in order to follow the content presented. After this introduction, the applica-
tion of eigenvalues and eigenvectors is discussed in the context of matrix diagonalization.
Next, a demonstration of the Spectral Theorem is presented, which is essential for un-
derstanding the power method. Subsequently, this method is explored as a fundamental
tool for analyzing the PageRank algorithm. Later, search engine systems are addressed,
focusing on the study of PageRank, an algorithm that ranks websites according to their
popularity, revolutionizing the internet and enabling the creation of the Google search
engine. Finally, examples of application in basic education are presented, with didac-
tic proposals that demonstrate how the study of matrices can be contextualized in high

school, bringing students closer to contemporary topics in applied mathematics.

Keywords: mathematics. PageRank. Linear Algebra.
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1 INTRODUCAO

Alan Turing afirmou certa vez: “Sé conseguimos enxergar uma curta distancia a frente,
mas vemos muita coisa a ser feita” (TURING, 1950). Essa reflexdo permanece atual,
sobretudo diante do papel central que ferramentas matematicas, especialmente da Algebra
Linear, desempenham no desenvolvimento de sistemas complexos, como os mecanismos
de busca. Ainda que nem sempre consigamos visualizar ou compreender plenamente esses
fundamentos, sua presenca é estruturante e indispensavel para o avango tecnologico.

Compreender o funcionamento desses sistemas exige o dominio de conceitos como
autovalores, autovetores e métodos iterativos, que permitem identificar a dominancia de
um vetor ao longo de sucessivas iteracoes. Um dos métodos mais relevantes nesse contexto
¢ o método das poténcias, que constitui a base matematica do algoritmo PageRank. Esse
algoritmo é responsavel por determinar a relevancia de paginas na web, atribuindo-lhes
pontuacoes com base na estrutura de interconexoes representada por matrizes.

A anélise espectral dessas matrizes permite compreender o comportamento das sequén-
cias geradas durante o processo e a estrutura dos vetores resultantes. Além disso, a di-
agonalizacdo de matrizes possibilita a decomposicao de operadores lineares, favorecendo
uma compreensao mais profunda da estabilidade dos algoritmos e do comportamento das
iteragoes.

O Teorema Espectral garante que, para matrizes simétricas reais, existe uma base
ortonormal de autovetores associada a autovalores reais, o que facilita a decomposicao
matricial em projecoes ortogonais. Mesmo quando a matriz nao é diagonalizavel, o es-
tudo da convergéncia de sequéncias geradas por matrizes iteradas continua sendo uma
ferramenta poderosa para a andlise de algoritmos como o PageRank.

O método das poténcias, em particular, aproveita a estrutura espectral da matriz,
pois a convergéncia da sequéncia de vetores gerados depende da razao entre os autova-
lores dominantes. Ferramentas como o produto interno e a ortogonalidade entre vetores
contribuem para assegurar a estabilidade numérica e a eficiéncia computacional do pro-
Cesso.

Este trabalho, com um olhar computacional aliado ao rigor matematico necessario, tem
como objetivo investigar esses fundamentos da Algebra Linear no contexto dos sistemas de
busca, especialmente o algoritmo PageRank, e demonstrar sua relevancia tanto na pratica
tecnoldgica quanto no ensino. Como destacou a cientista Katherine Johnson ao longo de
sua trajetoria, a matematica sempre esteve, e continuara estando, no centro da ciéncia, da
engenharia e da tecnologia. Assim, compreende-se que ciéncia, tecnologia, computagao
e matematica estao intrinsecamente ligadas, e sempre existirao. Entendé-las pode nao
ser uma tarefa simples, mas é certamente uma tarefa essencial e revolucionaria. Busca-se

aqui evidenciar que, embora complexos, esses temas podem ser plenamente compreendidos
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por leitores da mateméatica ou da Computacao, reforcando a importancia e a beleza da

matematica aplicada.
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2 FUNDAMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

Os conceitos abordados neste capitulo foram desenvolvidos com base, principalmente,
nas obras de BOLDRINI (1980) e de COELHO e LOURENCO (2007), que apresentam
uma introducao rigorosa e acessivel a Algebra Linear, neste caso, ao que nos interessa,
com énfase em autovalores, autovetores, diagonalizacao de matrizes e a convergéncia de
sequéncia de vetores coluna.

Para entender os sistemas de busca precisamos entender alguns conceitos fundamen-
tais da Algebra Linear, especialmente aqueles relacionados a autovalores, autovetores e
métodos iterativos para encontrar a dominancia de um vetor em sucessivas iteracoes. En-
tre essas técnicas, destaca-se o método das poténcias, que constitui a base matematica
do algoritmo PageRank. A andlise espectral das matrizes envolvidas nesses sistemas per-
mite entender a convergéncia das sequéncias geradas e a estrutura dos vetores resultantes,
sendo essencial para modelar a relevancia de paginas na web.

Além disso, a diagonalizagao de matrizes desempenha um papel importante na decom-
posicao de operadores lineares, permitindo uma analise mais profunda sobre a estabilidade
e o comportamento de sucessivas iteracoes.

O Teorema Espectral garante que, para matrizes simétricas reais, existe uma base
ortonormal de autovetores associada a autovalores reais, o que facilita a decomposicao da
matriz em termos de projecoes ortogonais. Mesmo quando a matriz nao é diagonalizavel,
o estudo de sequéncias de matrizes e sua convergéncia fornece ferramentas poderosas para
entender o comportamento de algoritmos iterativos.

O método das poténcias, em particular, se beneficia da estrutura espectral da matriz,
pois a convergéncia da sequéncia de vetores coluna gerada pelas iteragoes depende da razao
entre os autovalores dominantes. O uso do produto interno e da ortogonalidade entre
vetores auxilia na compreensao da estabilidade numérica e da rapidez de convergéncia do
método.

A aplicacdo do método das poténcias em sistemas de busca nos mostra a relevancia

dos conceitos de Algebra Linear na anslise de redes e na classificacdo de paginas na web.
2.1 Autovalor e Autovetor

Os conceitos de autovalores e autovetores sao fundamentais em diversas areas da mate-
matica, incluindo algebra linear, analise de imagens e em problemas que envolvem dados,
como os usados em algoritmos de recomendacao. Eles estao relacionados ao comporta-
mento de transformacoes lineares e proporcionam uma maneira de entender a estrutura
de uma matriz ou operador linear.

Neste capitulo, abordaremos a defini¢do formal de autovalores e autovetores, como

encontra-los a partir de um polinomio caracteristico e discutiremos suas propriedades.
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Definicao 2.1. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K, com
K =R ou K=C. Um operador linear 7' : V - V admite um autovalor \ € K se existir
um vetor v e V, v £ 0, tal que

T(v) = \v.

Nesse caso, v é chamado de autovetor de T associado ao autovalor A. Denotaremos

Autr(X) o subespago V' gerado por todos os autovetores associados a A. Veja:

Definigao 2.2. O subespago Autp(A) ={veV :T(v)=Xv} é chamado o subespago asso-

ciado ao autovalor \.

Embora a definicio de autovalor e autovetor seja dada em termos de um operador
linear T', para realizar analise algébrica, precisamos representar essa transformacao em
uma base do espago vetorial. A matriz associada a T em uma base B = {v1,vs,...,0,}
nos permite descrever a acao do operador em coordenadas. A partir disso, conseguimos
relacionar a busca por autovalores e autovetores a uma equacao matricial.

Seja T': V' — V um operador linear e suponha que exista uma base B = {vy, v, ..., v, }

de V tal que a matriz [T]g tenha a forma diagonal, isto é,

ap 0 o - 0
0 929 0 0
[Tls={ 0 0 as

0 0 0 - ap
teremos entao que

T(UZ) = /\ﬂ)z

Com, \; =a;; eparai=1,...,n, isto é, a imagem de qualquer vetor da base B por 1" é um
multiplo deste vetor. Logo,

[T]B = )\[’Ui]B.

Um resultado importante para compreender a relacao entre autovalores e autovetores
é a chamada equacao caracteristica, que surge ao analisarmos a acdo da transformagao
linear em coordenadas na base, veja:

Seja T': V — V uma transformacao linear em um espagco vetorial V' de dimensao finita
e seja B = {v1,vy,...,v,} uma base para V. A matriz de T nessa base, denotada por [T']z,

satisfaz:
[T]s[v]s = [T'(v)]s.

Note que, a matriz [T]g nao é o operador, mas, como vimos anteriormente, representa
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a agao do operador T' em relagao a uma base. Por isso que:
[T]slv]s = [T(v)]s
Se v for um autovetor de T associado ao autovalor A, entao:
T(v) = Av.
Escrevendo em coordenadas na base B:

[T(v)]s = [Mv]s.

Pela linearidade, temos:
[Mv]s = A[v]s.

Portanto, a equacao matricial correspondente é:
[T]s[v]s = Alv]s.
Subtraindo A[v]p de ambos os lados, obtemos:
[T]s[v]s - A[v]s =0.

Colocando [v]s em evidéncia, utilizamos a matriz identidade I, pois ela representa a

transformacao identidade, que preserva qualquer vetor sobre o qual atua:
([T]s = AD)[v]g =0.

Para que essa equacdo tenha solugdes nao triviais (ou seja, para que existam autove-
tores nao nulos), a matriz [T]z — A deve ser ndo invertivel, o que significa que seu
determinante deve ser zero:

det([T]5 - M) = 0.

Essa é a equacgao caracteristica, cuja solucao fornece os autovalores A da matriz A =
[T]s.

Observagdo 2.1. Sistema homogéneo e determinante: A equacao caracteristica re-
presenta um sistema homogéneo da forma (A-AI)v = 0. Esse sistema admite solugoes

nao triviais (ou seja, v # 0) se, e somente se, a matriz (A — AI) nao for invertivel.

Mas, por que A é uma raiz? Para responder isso, precisamos entender o significado de
resolver a equacgao caracteristica.
A equagao (A- M\ )v =0 tem solugao nao trivial v # 0. Como vimos antes, para

que essa equagao tenha solu¢oes nao triviais, a matriz A— \I precisa ser nao invertivel.
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A condi¢do para uma matriz ser nao invertivel é que seu determinante seja zero:
det(A-AI) =0.

A equagao det(A - \I) =0 é uma equagao polinomial em A. Se A for uma matriz

n xn, entdo det(A - AI) é um polinémio de grau n na variavel \:
pa(N) =det(A-A\I).
Essa equacdo polinomial tem no méximo n raizedl}
Definicao 2.3. Seja p: K — K um polinémio definido sobre um corpo K, dado por
p(2) = apx™ + ap "+ -+ ay T + ag,
onde a,,a,_1,...,a9 € K e a, # 0. Dizemos que um escalar A\ € K é uma raiz de p se

p(A) =0.

Como a equacgao caracteristica é uma equacao polinomial em A, os valores de A que

satisfazem essa equacdo sdo suas raizes.

o

Veja como encontraremos os autovalores e autovetores dessa matriz. Note que, deve-se

Exemplo 2.1. Dada a matriz

encontrar \ e v tais que Av = \v.
Passo 1: Encontrar os Autovalores. Para isso, multiplicamos A pela matriz

identidade I, obtendo:
A
A = 0
0 A

Para determinar os autovalores da matriz A, devemos resolver a equagao caracteristica,

como vimos anteriormente:

det(A-AI) =0.

1-X 4
, ] (2.1)

Se

A=\ =
3-A

entdo, podemos reescrever (2.1)), como:

1850 no maximo n raizes reais, mas, exatamente n raizes complexas.
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1-X 4
det =0
2 3-A
agora, calculemos o determinante:

(1-A)(3-X)-(4-2) =0.

Resolvendo:
(1-X)(3-X)-8=0,
3-A-3)1+A2-8=0,
A —4X-5=0.

Resolvendo a equacao do segundo grau:

Os autovalores da matriz A sdo A\; =5 e Ay = —1.

Passo 2: Encontrar os Autovetores. Para isso, resolvemos:

)=l
O P

—4dr+4y =0
20 -2y =0

Para \; = 5:

Resolvemos o sistema:

O sistema acima implica em x = y. Assim, podemos escrever:

-1
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Para encontrar o autovetor associado a Ay = =1 o processo é o mesmo, veja:

1+1 4 2 4
A-(-1I=|"" _ .
2 3+1 2 4
Resolvemos o sistema:
20 +4y =0

20 +4y =0

O sistema acima implica em x = —2y. Assim, podemos escrever, o vetor X, y:

MR

Portanto, o autovetor associado a Ay = —1 é:

1

Note que, ao multiplicarmos a matriz A por um autovetor, o resultado deve ser um

Vg =

miultiplo desse mesmo autovetor, esse multiplo é dado pelo respectivo autovalor, ou seja:
1 4| |1 1+4 5 1
Para vy : . = = =95
2 3|1 2+3 5 1
1 4| -2 -2+4 2 -2
Para vy : . = = =-1
2 3 1 -4+3 -1 1

2.1.1 Diagonalizagao de Matrizes

A diagonalizacdo de matrizes em Algebra Linear permite reescrever uma matriz qua-
drada como o produto de trés matrizes, facilitando cédlculos iterativos, que se faz 1til
em sistemas de busca nos quais o método de poténcia deve contar com a presenca de
uma matriz diagonalizavel para agilizar a aquisicdo do autovetor dominante (veremos no
capitulo [3| de Método das Poténcias).

Neste topico, exploramos as condigoes para a diagonalizacao e a sua relacdo com

autovalores e autovetores.

Definig¢ao 2.4. Uma matriz quadrada A de ordem nxn é chamada de diagonal se todos
os seus elementos fora da diagonal principal forem iguais a zero. Ou seja, A = [a;;] é
diagonal se:

a;; =0, para todo 7 # j.
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Com, i,7=41,2,...,n}.

Em outras palavras, a matriz tem a forma:

—CLH 0 0
0 929 0
A= 0 0 ass

0 0 0 - amm

Exemplo 2.2. A matriz
™ 0 0
B=10 -1 0
0 0 5

E uma matriz diagonal, pois todos os elementos fora da diagonal principal sio zero.

Mas, como podemos diagonalizar uma matriz? Qualquer matriz quadrada pode ser

diagonalizavel?
Defini¢ao 2.5. Uma matriz quadrada A € R™" (ou A € C»") é chamada de diagonali-
zavel se existe uma matriz inversivel P tal que

P'AP=D,

onde D é uma matriz diagonal. Nesse caso, dizemos que A é semelhante a uma matriz

diagonal.

Isso significa que a matriz A pode ser escrita como:

A=PDP™!

Chamamos de decomposicao espectral da matriz A se

Ay 0 0 -« 0]

0 Ao 0 - 0

D = O O )\33 0
0 0 0 - Al

Com a matriz D contendo os autovalores \;; da matriz A dispostos na diagonal prin-

cipal.

Teorema 2.1. Seja T :V -V um operador linear onde V' é um espaco vetorial sobre K

de dimensao finita e sejam A1, ...,\;,t > 1, autovalores de T', dois a dois distintos.
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(a) Se vy +...+v, =0 comv; € Autr(N;),i=1,....t, entdo v; =0 para cada 1.

(b) Para cada i = 1,....t, seja B; um conjunto linearmente independente contido em

Autp(N;). Entao Byu ByU...U By € linearmente independente.

A demonstragdo pode ser encontrada em COELHO, F.U.; LOURENCO, M.L. Um
Curso de Algebra Linear. 2. ed. Sao Paulo: USP, 2007. p. 139.

Esse Teorema garante que, se um operador 7' tem n autovetores linearmente inde-
pendentes, entao podemos organizar essas coordenadas dos autovetores como colunas de
uma matriz P, e P71AP resultard em uma matriz diagonal D, cujos elementos sdo os

autovalores correspondentes.

Teorema 2.2. Uma matriz A é diagonalizdvel se, e somente se, possui um conjunto

de n autovetores linearmente independentes.

A demonstracdo pode ser encontrada em ANTON, H.; RORRES, C. Algebra Linear
com Aplicagoes. 10. ed. Porto Alegre: Bookman, 2012. p. 306.

Exemplo 2.3. Considere a Matriz A do exemplo encontraremos sua forma diagonal,
veja:
Passo 1: Encontrar os Autovalores Nesse caso, Ay =5 e Ay = -1

Passo 2: Encontrar os Autovetores Nesse caso,

1
A =5H = )
1 U1 [1]

A matriz P é a matriz formada pelos autovetores, assim:
1 -2
P-=
1 1
A matriz D, é a matriz em que a diagonal sdo os autovalores:

5 0
D=
-
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Ou seja, temos a matriz original e vamos decompor na multiplicacdo de trés matrizes
(decomposicao espectral), matriz P (matriz que diagonaliza), matriz D (a forma diagonal

da matriz original), P~! (inversa da matriz P). Assim:
-1
L 41 |1 2115 0 1 -2
2 3| [1 1o -1 \Jr 1]) °

2.2 Teorema Espectral
O Teorema Espectral é um dos resultados mais importantes da Algebra Linear e da

Anélise Funcional, pois estabelece condi¢oes sob as quais uma matriz ou transformacao
linear pode ser diagonalizada por uma base ortonormal de autovetores. Esse teorema
desempenha um papel fundamental em diversas areas, incluindo a resolucao de sistemas
de equacoes diferenciais, compressao de dados, métodos numéricos e, no nosso contexto,

no Método das Poténcias.

2.2.1 Produto Interno

Definimos o produto escalar em R” como:

(u,v) = uv1 + UV + -+ + Uy Uy,

Este produto interno, denominado produto interno euclidiano (ou canénico). A defini-
¢ao formal de um produto interno em um espago vetorial real V' é a seguinte, considerando

V sobre R:

Definicao 2.6. Um produto interno em um espago vetorial real V' é uma funcao que
associa um numero real (u,v) a cada par de vetores u,v € V, satisfazendo os seguintes
axiomas:
1. Simetria: (u,v) = (v,u).
2. Aditividade: (u+w,v) = (u,v) + (w,v).
3. Homogeneidade: (au,v) = a{u,v), para todo escalar a.
4. Positividade: (v,v) >0 e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.
Um espago vetorial real munido de um produto interno é denominado espaco com

produto interno real.

Norma e Distancia
O produto interno pode ser utilizado para definir as no¢des de norma e distancia em

espacos com produto interno, assim como é feito no espaco euclidiano R”.

Definicao 2.7. Seja V um espago com produto interno real. Definimos:

A norma (ou comprimento) de um vetor v € V' como:

[oll = V/{v, ).
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A distancia entre dois vetores u,v € V' como:
d(u,v) = Ju—-wv].

Um vetor de norma 1 é chamado vetor unitario.

Definigao 2.8. (Conjunto Ortonormal) Seja V' um espago vetorial com produto interno

definido. Dizemos que um conjunto de vetores {v1,vs, ..., 0} €V é ortonormal se:

1. Ortogonalidade: Para todo ¢ # j, tem-se

2. Normalizacao: Para todo i, tem-se

Teorema 2.3. Seu,veV ek for um escalar, entao:
(a) |v] 20, com igualdade se, e somente se, v =0.
(b) |kv] = [El]v].
(c) d(u,v) =d(v,u).
(d) d(u,v) >0, com igualdade se, e somente se, u =v.

A demonstracdo pode ser encontrada em ANTON, H.; RORRES, C. Algebra Linear
com Aplicagoes. 10. ed. Porto Alegre: Bookman, 2012. p. 336.

Definicao 2.9. Seja V um espago de produto interno real. Denotamos o produto interno
u e v por (u,v). Uma transformagao linear A:V — V é auto-adjunta se (Au,v) = (u, Av)

para todos a,v e V.

Lema 2.1. Seja V um espaco de produto interno e seja a transformagdo linear A:V -V
auto-adjunta. Suponha que o subespago E de V' seja invariante sob A (o que significa que

A(E) c E). Entdo, o complemento ortogonal de E,
Et={ueV|{u,v)=0,Y veE}

Também é invariante sob A.

A prova pode ser encontrada em ACKER, F. A Note on the Spectral Theorem in the
Finite-Dimensional Real Case. The American Mathematical Monthly, Vol. 121. p. 942.

Proposicao 2.1. Suponha que V' é ndo trivial e seja A:V -V linear. Entdo, existe um
subespago E de V', de dimengao 1 ou 2, tal que A(F) c E.
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A prova pode ser encontrada em ACKER, F. A Note on the Spectral Theorem in the
Finite-Dimensional Real Case. The American Mathematical Monthly, Vol. 121. p. 944.

Observagao 2.2. Seja V um espago vetorial nao trivial, ou seja, V' # {0}. Pela Proposicao
2.1, dada uma transformagao linear A : V' — V| existe um subespago F c V tal que

dim(E) =1 ou 2 e que é invariante sob A, isto é,
A(E)cE.

Agora, suponha que V' seja um espaco com produto interno e que a transformagao linear
A seja auto-adjunta. Podemos entdo aplicar o Lema [2.1] que afirma que, se E é um
subespago invariante por A, entao seu complemento ortogonal E+ também é invariante,
ou seja,

A(E*) c E*.

Portanto, a partir da Proposicao e do Lema [2.1], concluimos que:
Se A(E) c E, entao A(E*) c E*.

Usaremos Proposicao [2.1] e o Lema dessa forma na demonstragao do Teorema

Espectral [2.7]

2.2.2  Ortogonalidade

A ortogonalidade é amplamente aplicada em diversas areas da matematica e computa-
¢ao, incluindo métodos numéricos, otimizagao e decomposicao de matrizes. No contexto
do Método das Poténcias, a ortogonalidade dos autovetores desempenha um importante
papel na convergéncia do algoritmo.

No contexto de espacos com produto interno, a no¢ao de ortogonalidade generaliza
a ideia de perpendicularidade presente na geometria euclidiana. A ortogonalidade de
vetores desempenha um papel em diversos resultados importantes da Algebra Linear,

como o Teorema Espectral.

Definigao 2.10. (Ortogonalidade). Dois vetores u, v.em um espaco com produto interno

sao ditos ortogonais se:

(u,v) =0.

A ortogonalidade é um conceito fundamental, pois permite a construcao de bases
ortonormais e simplifica a analise de transformacoes lineares em espagos com produto

interno.
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Lema 2.2. (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f:[a,b] -» R uma fungao continua

no intervalo fechado [a,b]. Se f(a) # f(b) e k € um nimero real tal que

fla)<k<f(b) ou f(a)2k2f(b),

entao existe pelo menos um ponto c € (a,b) tal que f(c) = k.

A demonstracao pode ser encontrada em LIMA, E.L. Analise Real: Fungoes de Uma
Variavel, volume 1. 12. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2014. p. 78.
Tendo como base essas informagoes sobre produto interno e ortogonalidade, veremos

o Teorema Espectral e sua prova.

Teorema 2.1 (Teorema Espectral). Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita
munido de um produto interno e seja A:V —V wuma transformagao linear auto-adjunta.
Entao, existe um conjunto de autovetores ortonormais de A que formam uma base orto-

normal de V.

Prova: A prova do Teorema Espectral dar-se-4 por meio do principio da inducao
matemadtica, inspirando-se na abordagem apresentada por Acker (2014) em seu artigo A
Note on the Spectral Theorem in the Finite-Dimensional Real Case ACKER, F. | (2014]).
Veja:

Base de Indugao: Dimensoes 1 e 2. Se V' tem dimensao 1, ok. Pois, qualquer vetor
nio nulo, unitdrio v é um autovetor de A% e V tem uma base ortonormal composta por
esse unico vetor.

Se V tem dimensao 2, utilizamos um argumento geométrico. Definimos uma funcao
continua que, pelo Teorema do Valor Intermediario [2.2] garante a existéncia de autove-
tor ortogonais: para vetores e; e e; que formam uma base ortonormal, considera-se a

transformacao dos vetores ao longo de uma rotacao no plano, definida como
c(0) = cos(0)e; +sin(0)es.

Define-se a funcao a: [0, %] - R

a(f) = (Ac(0),c(0)*), onde c(0)* =-sin(f)e; + cos(h)es.

Dado que:

c(0) = ey, c(g)zeg,

(1) = e2, Cl(g)=—€1>

2Como dim(V) = 1, todo vetor w = Av € V deve ser miiltiplo de v, pois V é gerado por v. Assim,
existe um escalar X € R tal que Av = \v, ou seja, v é autovetor de A.



23

Entao:
a (g) — (Aes, 1) = (€9, A(=e1)) = (€9, ~Aer) = —( Aey, e5).

Como A é auto-adjunta, temos que:

(Aea, —e1) = (e2, A(=e1))

Por fim, para o pardmetro 0y (que serd definido abaixo), temos:

0p=0 ou 9():% ou Hoe[O,g]

Pela continuidade de a(#)] e a aplicagio do Teorema do Valor Intermedidrio, existe
um 6y tal que a(fy) = 0.

Isso garante que Ac(6y) e c¢(fy)* sdao ortogonais, e portanto, c¢(y) e c¢(fp)* sao auto-
vetores ortogonais. Veja:

A(c(y)) e ¢ (0y) sdo ortonormais, o que implica que A(c(6p)) pertence ao comple-

mento ortogonal de {c'(6y)}. Como dimV =2, temos que
dim ({e* (8)}) = 1.

Se esse subespaco tem dimensao 1, entao seu complemento ortogonal também tem dimen-
sao 1. Logo, c(0y) € {c* () }.

Como esse subespago tem dimensao 1 e pegamos um vetor ndo nulo que pertence a
ele, esse vetor ja serve como base do subespago. Ou seja, o complemento ortogonal é

exatamente o subespago gerado por esse vetor, ¢(6y). Assim, concluimos que

A(c(0)) € [e(f0) = A(c(00)) = A+ (o) (2.2)

para algum \ € R. Portanto, c(fy) é autovetor de A, associado a um autovalor \.

Além disso, serd mostrado que os vetores ¢(6) e ¢(0)* sdo unitérios, ou seja, tém norma

3A funcdo a(f) = (Ac(6),c(9)*) é continua porque é composta por funcdes continuas: c(8), c(6)*
e o produto interno. Como o intervalo [0, g] é conexo e « assume sinais opostos nos extremos (como
mostrado anteriormente), o Teorema do Valor Intermedidrio garante a existéncia de 6y tal que a(6y) = 0.

4A notagao A(c(fg)) € [c(fy)] indica que o vetor A(c(fy)) pertence ao subespaco gerado por c(fy),
ou seja, ao span de ¢(6p).
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igual a 1. De fato:

[e(0)]* = {c(0),c(6))
= (cos(0)ey + sin(f)ey, cos(f)eq + sin(f)es)
= cos?(0){e1,e1) +sin?(0)(eq, ea) + 2 cos(f) sin(H) (e, e2)
= cos?(6) +sin?(0)
=1.

Portanto, |c¢(#)] = 1. Um argumento andlogo mostra que ||c(6)*| = 1. Em particular,
isso mostra que {c(6p),c(0p)*} é uma base ortonormal composta por autovetores de A,
completando o caso base para dim V' = 2.

Passo Indutivo: Assuma que o resultado é véalido para todo V', com dim(V') = k,
k < n, vamos provar que vale para V com dim (V') = n.

Hipoétese de Inducgao: Assume-se que o teorema vale para qualquer espago de di-
mensao k£ < n. Como vimos na Observacao pela Proposicao temos que para a
transforcao linear auto-adjunta A no espago V' de dimensao n, existe um subespaco E de
dimensao 1 ou 2 que é invariante sob A. Pelo Lema [2.1, sabemos que E* é invariante
sob A, ou seja, A(F) c Eﬂ O subespago E* dimensao menor que V (especificamente,
dim(E*) = dim(V) — dim(E))f| V = E® E*. Pela hip6tese de indugdo, aplicamos o Teo-
rema Espectral a E*, garantindo que F* também possui uma base ortonormal composta
por autovetores de A. Como E é invariante sob A pela Proposicao [2.1| existe um subes-
paco E c V, de dimensdo 1 ou 2, tal que A(F) ¢ E. Como A é auto-adjunto, podemos
decompor V = E & E*. Aplicamos entao a hipdtese de indugao a E*, que também é
invariante sob A.

Assim, como E e E' possuem bases ortonormais compostas por autovetores, ao com-
binar essas bases, obtém-se uma base ortonormal de autovetores para todo o espaco V.m

Esse procedimento pode ser visto como um andlogo do Teorema [2.1] reforgando como
a combinagao de subespagos invariantes gera uma base ortonormal de autovetores para o
espaco inteiro.

O Teorema Espectral estabelece uma propriedade fundamental de transformacoes

lineares auto-adjuntas, ou seja, aquelas que satisfazem
(Au,v) = (u, Av), para todos u,v e V.

Seja A:V - V uma transformacao linear auto-adjunta em um espago vetorial real V' de

5Como A é auto-adjunto e E é invariante por A, seu complemento ortogonal E+ também é invariante,
ou seja, A(E*Y) c E*.

6Para mais detalhes, consulte o livro de Flavio Coelho e Mary Lourenco, Um Curso de Algebra Linear,
secao “Subespaco Ortogonal”, p. 191.
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dimensao finita, munido de um produto interno. Entao:

« Os autovetores de A associados a autovalores distintos sao ortogonais.

o Existe uma base ortonormal de V' formada por autovetores de A.

Ou seja, podemos diagonalizar A em uma base ortonormal de autovetores, o que
significa que A pode ser escrita na forma diagonal quando representada nessa base.

Garantia de diagonalizagao: Se A é auto-adjunta, existe uma base ortonormal
de autovetores. Assim, qualquer vetor x € V pode ser escrito como uma combinacao linear

dos autovetores de A.

Proposigao 2.2. (Ortogonalidade dos autovetores) Se vy e vy sdo autovetores associados

a autovalores diferentes (A1 # A2), entdo vy L vy, ou seja, eles sao ortogonais.

Demonstracdo. Sejam vy e v9 autovetores de A, associados a A\; e Ay, com A1 # Ay. Como

A é auto-adjunto, temos:

(Al)l,?]2> = <U1, AUQ).

Mas, como Avy = A\jv; e Avg = Aavs, temos:

<)\1U1>"U2) = <U1>/\2U2>-

)\1<1)1702) = )\2(?11,02>-

Subtraindo os dois lados:

(/\1 - )\2)(7}1, UQ) =0.
Como A # Ay, conclui-se que (vy,vy) = 0. Portanto, vy 1 vs. O

Exemplo 2.4. Considere a matriz simétrica:

Ela é simétrica, logo é auto-adjunta. Podemos calcular seus autovalores resolvendo:

2-\ -1
det(A—/\I):‘ - /\l
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Isso resulta nos autovalores \; = 3 e A\ = 1. Calculando os autovetores correspondentes,

obtemos:
1 |1 111
V1 = % 1 y Vo = ﬁ 1
Note que v; e vy sdo ortonormais, confirmando o Teorema Espectral. Assim, podemos
escrever qualquer vetor do plano como combinacao de vy e vo. Além disso, a matriz A na
base de autovetores, que ¢é representada pela matriz diagonal cujos elementos sao os seus

autovalores, fica:

3 0
01

D=

Ou seja, A foi diagonalizada.

No Método das Poténcias, usamos repetidas multiplicagdes de um vetor xp por
A. Pelo Teorema Espectral, sabemos que xg pode ser escrito como uma combinacao
de autovetores ortonormais. Como o maior autovalor domina a iteracdo, a normalizacao

garante que o vetor converge para o autovetor associado ao maior autovalo.
2.3 Sequéncia de Matrizes

Uma sequéncia de matrizes é uma cole¢ao ordenada de matrizes indexadas por um
numero natural. Estudamos, nessa secao, a convergéncia dessas sequéncias quando suas
entradas individuais tendem a valores fixos.

Seja { A, }ney uma sequéncia de matrizes de mesma ordem r x s. A notacgao {A,} serd

usada ao longo deste texto para representar tal sequéncia.

Definicao 2.11. Considere uma sequéncia de matrizes de ordem r x s, denotada por

{A, }nen, onde cada matriz é definida por:

oy A

A= ¢ : :

(n) _(n) (n)
Ay’ Qpy ... Grs
Dizemos que a sequéncia {A, },ay converge para uma matriz A = [a;;] de mesma ordem
se os elementos das matrizes A, tendem aos elementos correspondentes da matriz A, ou
seja,

lim o™

n—>00 v

:a‘ij7 parai:1727..,’r7 j:1,2,...78.

Neste caso, usamos a notacao:

limA,=A ou A, - A.

n—oo

"As nocoes de sequéncia e convergéncia serdo formalizadas mais adiante.
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Exemplo 2.5. Seja a sequéncia {A, } .y definida por:

1 5
A = P 1+ poy)
n 3n+l
3 2
n
Entao, os primeiros termos sao:
1 6 19
Al = ) A? =12 L; 5
3 2 3 1
E o limite da sequéncia é:
) 0 1
lim A,, =
n—oo §
2

Sequéncias de Vetores-Coluna é um caso particular importante da convergéncia
de matrizes que ocorre quando estas sao vetores-coluna.

vetores-coluna X, da forma:

Considere uma sequéncia de

Em particular, considerando uma sequéncia de matrizes colunas, dizemos que a sequén-

cia {X,} converge para um vetor-coluna X se, e somente se, cada componente :BZ(
verge para ;, ou seja:

n)
con-

T
T2 . (n) .

X=| e gl_gloxl =x;, parat=1,2,...,r.
Ty

Isso representa uma sequéncia de vetores X,, que converge para X.

A notacgao X,, = X significa que, para todo € > 0, existe um indice ng € N tal que, para
todo n > ng:

| X, - X|| <e.

Ou seja, os vetores X, se aproximam arbitrariamente de X conforme n cresce.
A convergéncia de uma sequéncia de vetores-coluna pode ser expressa em

termos da norma. Utilizando a norma Euclidiana (ou norma /¢5), temos:
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| X =

S (™)
=1

Essa norma mede o "tamanho”do vetor X,,. Quando analisamos a diferenca entre os
n

vetores X,, e X, temos:

2"
(n)
Ty =X
X,-X=|"% 7,
xgn) - Ty
e, portanto, a norma da diferenca é dada por:
X0 = X[ = | 2o -~ )2
i=1

Para que X,, - X, essa norma deve tender a zero:

lim | X, - X =0.

Como a soma dos quadrados de varios termos é sempre maior ou igual ao quadrado

de qualquer um deles isoladamente, temos:

| X, - X| > |x§") -z, para todo i.

Logo, se | X, — X|| < €, entdo necessariamente |xfn) - x;] < € para cada componente.
Isso confirma que a convergéncia de X, implica a convergéncia de cada coordenada indi-
vidualmente.

Além disso, aplicando a desigualdade:

T <y =T < \JY,

VEmMOSs que:

)

,
(2 = 2,)? < 3 (@l —25)? = 20— 2] < | X, - X
j=1
Portanto, a norma Euclidiana nos da uma forma quantitativa e pratica de verificar a
convergéncia da sequéncia {X,} para X.
2.4 Convergéncia de Sequéncia de Vetores Coluna

Em muitos problemas da Algebra Linear, especialmente na resolu¢ao numérica de
autovalores e autovetores, é comum trabalhar com sequéncias de vetores que evoluem ao

longo de sucessivas iteracoes. Um caso particular de interesse é aquele em que uma matriz



29

A é aplicada repetidamente a um vetor inicial g, gerando uma sequéncia {x;} que pode
convergir para um vetor associado ao denominado autovalor dominante de A.

Nesta secao, utilizamos as propriedades mais importantes do produto escalar em R”
como axiomas que, quando satisfeitos pelos vetores em um espaco vetorial V', permitem a
extensao das nocoes de comprimento, distancia, angulo e perpendicularidade para espagos

vetoriais arbitrarios.

Defini¢do 2.12. Se os autovalores distintos de uma matriz A forem A, Ao, ..., A\, e [A] >
|Ao| > -+- > |A\,|, entdo A\ é denominado o autovalor dominante de A. Qualquer autovetor

associado a A; é chamado de autovetor dominante.

Teorema 2.4. Seja A uma matriz simétrica nxn com um autovalor dominante X positivo.
Se xq for um vetor unitirio de R™ que ndo é ortogonal ao autoespago associado a A, entdo

a sequéncia de poténcias normalizada

T = AIL‘Q Ty = A:L‘l T = AZL’Q T = A[L’k_l (2 3)
O Al T A T Az T JAna '

converge a um autovetor dominante unitdrio, e a sequéncia

(A.Tl,l'1>, (AQJQ,LITQ), (Al’g,.fl?g),... (A:ck,:ck), (24)
converge ao autovalor dominante .

A demonstracéo pode ser encontrada em: ANTON, H.; RORROES, C. Algebra Linear
com Aplicagoes. 10. ed. Porto Alegre: Bookman, 2012. p. 488.

Convergéncia da Sequéncia {z}

Dada uma matriz simétrica A € R™" e um vetor inicial z¢ € R?, a aplicacao iterativa

de A gera uma sequéncia de vetores {z}}, onde:

T = A.CCk,l = Akl'o.

Através da decomposicao espectral, podemos escrever xg como uma combinacao linear

dos autovetores de A:

Xg=C1U1 + CUg + -+ + CpUy,

onde v; é o autovetor associado ao autovalor A; e ¢; sdo escalares. Aplicando a matriz

A sucessivamente, temos:

Az = A(civg + g + -+ + ).

Usando a linearidade da multiplicacao matricial:
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Axg = cAvy + cgAvg + -+ + ¢, Av,.

Como v; é autovetor de A, temos Av; = \ju;, para i =1,...,n, logo:

AZL‘O = Cl)\ﬂ)l + 62)\21}2 +-- Cn/\nvn-

Aplicando A novamente:

AZIIO = A(Ai[)o) = A(cl)\lvl + CQ)\QUQ + -+ Cn)\nvn)-

Novamente, pela linearidade:

A2ZL‘0 = ClA(/\l’Ul) + CQA()\QUQ) + -+ an(/\nUn)-

Usando Av; = \v;:

A%z = ) Ny + CpA3vg + -+ A2y,

De maneira geral, aplicando A sucessivas vezes:

Akgy = cl)\lfvl + 02/\12“1)2 +eeet anﬁvn.

Como |Aq| > |Ag| = -+ > |\, 0s termos associados aos autovalores menores decaem

exponencialmente em relagdo ao termo dominante A\v;, pois:

k
a L

== - (0 a medida que k — oo, para todo j > 2.
A\l

Assim, temos AFzy ~ c;\vy, e a sequéncia {z;} converge (em diregao) ao autovetor

dominante vy:

Ty N cl)\lfvl.

Normalizacao da Sequéncia
Para garantir que a sequéncia { X} ndo diverge para o infinito no Método das Potén-

cias, normalizamos o vetor a cada iteragao:

. X
k= :
| Xkl

Isso assegura que a sequéncia converge para o autovetor associado ao autovalor domi-

nante. A seguir, entenda o processo.

Seja X definido por:
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Xk = C1>\If"l)1 + CQ)\ISIUQ

onde A; e Ay sdo autovalores com |Ag| < |Aq].

Pelo Teorema Espectral 2.1, sabemos que, se A for uma matriz simétrica, seus auto-
vetores formam uma base ortonormal de R™. Isso garante que qualquer vetor inicial x
pode ser escrito como uma combinacao linear dos autovetores de A.

A norma ao quadrado de X} é dada por:

||XkH2 = Xp- Xy = <C1/\If1)1 + CQ/VSUQ, C'l)\’fvl + C’g)\lgvg).

Expandindo o produto interno, como (vq,vs) = (vg,v1) = 0:

| Xk[)? = CEIM P + CE o,
Evidenciando |A;|?*:

|/\ | 2k
| X[ = (M| CF + C3 ﬁ

2%
Como |Ag| < |A1], entao (%) — 0 quando k — oo, resultando em:

| Xk[? » M *CE.
Portanto, a normalizacao:

. X,
k =
| Xk |

elimina o crescimento exponencial de |\ |F, garantindo que X converge para a dire¢ao
de vy, o autovetor dominante[f

Como os autovetores de A formam uma base ortonormal pelo Teorema Espectral 2.1]
sabemos que vy é tinico a menos de um fator de escala. Portanto, a normalizagao assegura
que a sequéncia converge para um vetor proporcional a vy, eliminando o crescimento

exponencial causado por |\ [F.

8Para simplificar a analise, consideramos apenas dois autovalores e seus autovetores associados.

90bserve que, se |\;| > 1, a sequéncia | X| ~ [\|* cresce exponencialmente. A normalizacio em cada
iteragdo é essencial para evitar divergéncia em norma e garantir a convergéncia da direcado de X}, para o
autovetor dominante.
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3 METODO DAS POTENCIAS

O Método das Poténcias é importante para entender como o algoritmo PageRank
funciona, pois permite encontrar o autovetor associado ao autovalor dominante da matriz
que representa a estrutura da web. Esse autovetor indica a importancia de cada pagina,
e o método, ao aplicar sucessivas multiplicacoes da matriz por um vetor inicial, garante
a convergéncia para essa soluc¢ao, mesmo em redes muito grandes.

Os autovalores de uma matriz quadrada podem ser encontrados, por definicdao, pela
resolucao da equacao caracteristica. Contudo, esse procedimento apresenta tantas dificul-
dades computacionais que quase nunca ¢é utilizado nas aplicacoes.

Nesta secao, discutimos um algoritmo que pode ser usado para aproximar o autovalor
de maior valor absoluto e um autovetor associado. Esse autovalor especial e seu autovetor
associado sao importantes porque surgem naturalmente em muitos processos iterativos.

O Teorema [2.4] apresenta um método para estimar o autovalor dominante e um au-
tovetor normalizado correspondente de uma matriz simétrica A, desde que o autovalor
dominante seja positivo. Tal método, conhecido como Método das Poténcias com
Mudanca de Escala Euclidiana, pode ser descrito da seguinte forma:

Passo 1: Escolha um vetor nao nulo qualquer e normalize, se necessario, para obter
um vetor unitario xg.

Passo 2: Calcule Azy e normalize para obter a primeira aproximagao z; de um
autovetor dominante unitério. Calcule A() = (Az;)-x; para obter a primeira aproximacao
do autovalor dominante.

Passo 3: Calcule Ax; e normalize para obter a segunda aproximacao z, de um
autovetor dominante unitdrio. Calcule A\(?) = (Ax;)- 5 para obter a segunda aproximacao
do autovalor dominante.

Passo 4: Continuar o processo iterativo.

Se o vetor inicial xy for ortogonal ao autoespaco associado ao autovalor dominante,
as condigoes do Teorema nao serao satisfeitas, e o Método das Poténcias podera
falhar. No entanto, na pratica, os pequenos erros de arredondamento dos computado-
res costumam modificar xy o suficiente para eliminar qualquer ortogonalidade existente,
permitindo que o método funcione corretamente. Esse é um caso curioso em que oS erros

numeéricos acabam favorecendo a obtencao do resultado desejado!

Exemplo 3.1. Considere a matriz:

2 1
1 3

E um vetor inicial:
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Aplicamremos o0 método das poténcias para encontrar o autovalor dominante e o

autovetor associado.

Primeiro, vamos calcular o valor dos autovalores e autovetores para comprar ao final.

Utilizando a técnica vista no Capitulo 2.
Os autovalores A sao as raizes da equagao caracteristica:

det(A-AI)=0

Subtraindo Al da matriz A:

Calculamos o determinante:

(2-A)(3-A)-(1-1)=0

6-22-3A+X2-1=0

A2 —5X+5=0.

Resolvemos a equagao quadratica:

| 5=/ 1)
20

542520

A

Aproximando numericamente:
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Calculo dos Autovetores

Para cada autovalor A, resolvemos o sistema:

(A-X)z=0.

2_5+T\/§ 1 xl_O
1 3-28(z| |of

Resolvendo o sistema, encontramos o autovetor correspondente.
5-V5
2

Para \; = 54/5,

5 -

Para A\ = , resolvemos o mesmo sistema e encontramos o segundo autovetor.

Os autovetores normalizados sdo aproximadamente:

-0.5257 -0.8507
(% ) Vg ~ .
-0.8507 0.5257
Podemos concluir que os autovalores da matriz sao:

> +2\/5 3618, gz _Qﬁ ~ 1.382,

Os autovetores correspondentes sao:

-0.5257 -0.8507
V1 R 3 Vo ~ .
-0.8507 0.5257

Assim, o autovalor dominate é o A; e o autovetor dominante é o v,

)\1:

Agora, seguindo o passo a passo do método das poténcias:

Primeiro, iremos normalizar o autovetor associado ao autovalor dominante:

—-0.5257
V1 = )
-0.8507

devemos dividir o vetor pela sua norma Fuclidiana, dada por:

Jvi || ~ \/(0.52573111)2 + (0.85065081)2

Calculando a norma:
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o1 | % v/0.276393 + 0.723607 ~ /1.000000 ~ 1.000000

A norma do vetor vy é, aproximadamente 1, indica que o vetor pode ser considerado
normalizado. E esse é o autovetor dominante que iremos encontrar com o método das
poténcias.

Agora, usaremos o método das poténcias comecando com o vetor unitario xg.

Vamos calcular 1, pelo teorema [2.4] temos:

AZEO
xTr1 =
Al

Para realizar esse calculo, vamos normalizar:

]

|Azo| = V32 +42 = /25 =5

Para garantir que ele tenha comprimento 1, de fato, devemos dividir cada componente

do vetor pela sua norma 25, assim:

3
3 oF 0,12
T = AJ;O = i = 245 = ’
|Azof  25(4] [Z]| 0,16
25

r1 € a primeira aproximacao para o autovetor dominante.

Al é a primeira aproximacao para o autovalor dominante, segue:

0,4110,12
)\1 = Axl.xl = ’ ’ = 0, 144.
0,6((0,16

Faremos esse mesmo processo até nos aproximarmos do autovalor dominante e de seu

2 1] [o,12] [o,4
AJJ1= . =
[1 3] _0,16] [0,6]

autovetor associado:
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Valores aproximados dos autovetores

A.Z'l 0,4
LTo = ——= —— =
* Az ] 0.2]0,6

\.O
e~

Y

‘QO\‘O‘
(@] N}
Il
f—
w N
—_—

0,2
7
. Axy . 1 7 _ | 13,03840 | 0, 53687
| Az 13,03840 [11] [_22 | ]0,84366
13,03840

Valores aproximados dos autovalores

7112 1,9174 110,53687
)\2 = ACEQ.CEQ = = 47, /\3 = Al’g.l’g N ’ ’ ~ 3, 61762
11113 3,06785(0,84366

Note que, A3 estd bem préximo de \q, autovalor dominante, e que 3 estd préoximo de
vy, autovetor associado ao autovalor dominante. Se continuarmos os calculos, iremos nos
aproximar cada vez mais.

No Método das Poténcias, normalmente o vetor dominante (associado ao maior auto-
valor em médulo) converge para uma dire¢ao especifica, e o sinal depende das condigoes
iniciais escolhidas. Como o método envolve sucessivas multiplicacdes pela matriz, o vetor
pode oscilar entre positivo e negativo a cada iteracao, dependendo do autovalor domi-
nante.

O autovetor pode ser positivo ou negativo, pois, por defini¢do, se v é um autovetor
associado a um autovalor A, entao qualquer miltiplo escalar nao nulo de v, como —w,

também é um autovetor correspondente.

Os célculos podem continuar até se as entradas comecarem a se repetir. Em geral, n

iteradas nao precisam produzir n casas decimais de precisao.
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4 SISTEMAS DE BUSCA

O PageRank ainda estd presente como um dos muitos sinais usados pelo Google para
ranquear paginas, mas nao ¢ mais o principal fator como era nos primoérdios do buscador.
Com o tempo, o algoritmo evoluiu bastante e passou a considerar centenas de fatores,
como: qualidade e relevancia do contetdo, tempo de carregamento da pagina, responsi-
vidade em dispositivos méveis, sinais de experiéncia do usuario, contexto e intencao da
busca e muitos outros... O préprio Google ja afirmou que o PageRank (pelo menos a
versao original) ndo é mais tao determinante, e o valor publico de PageRank (aquele que
aparecia na barra do navegador) foi descontinuado em 2016 [f]

Y

O PageRank ainda existe "nos bastidores”, mas ¢ apenas uma pec¢a pequena de um
quebra-cabega muito mais complexo. Neste capitulo, vamos entender como esse algoritmo
funciona.

O algoritmo calcula uma pontuacgao para cada site, levando em conta a quantidade e
a relevancia dos links recebidos de outras paginas. Esse método inclui a criagdo de uma

matriz de adjacéncia, que representa as conexoes entre os sites, na qual:

1, se o site v contém um [ink para o site j
CLZ‘]’ =
0, caso contrario.

Inicialmente, o Google utiliza um servico de busca textual padrao para localizar um
conjunto preliminar Sy de paginas que contenham as palavras-chave da consulta. No
entanto, esse conjunto pode incluir paginas irrelevantes ou deixar de fora paginas impor-
tantes. Para mitigar esse problema, o conjunto Sy é expandido para um conjunto maior
S, que inclui todas as paginas referenciadas por aquelas pertencentes a Sy.

A premissa é que, ao adicionar essas referéncias, o conjunto S serd mais representativo
e contera os sites mais relevantes relacionados a busca. Esse processo pode ser repetido
algumas vezes, refinando progressivamente os resultados até alcancar maior precisao na
identificacao das paginas mais significativas.

O algoritmo PageRank usa o autovetor dominante da matriz associada para
determinar a importancia relativa de cada site, refinando os resultados ao longo de varias
iteragoes. Esse processo melhora a precisao das buscas, ajudando a identificar os sites

mais relevantes para uma determinada consulta.

Exemplo 4.1. Veja, a seguir, um exemplo da mariz A, que é uma matriz de adjacéncia

tipica para um conjunto de busca S de quatro sites.

'Essa informacdo pode ser encontrada no livro de Anton & Rorres. Algebra Linear com Aplicacées
(10* ed.) 2012.
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Site referido

1 2 3 4
0 1 1 o1
1 00 12 o
A= Site que faz referéncia
0 o o01}3
0O 0 1L 0| 4

Figura 1 — Fonte: a autora.

Abaixo, mostramos o grafd] construido a partir da matriz de adjacéncia apresentada

acima.

Assim, o site 1 faz referéncia aos sites 2 e 3, o site 2 faz referéncia aos sites 1 e 4, e
assim por diante.

Um site pode exercer diferentes funcgoes dentro de um sistema de busca. Ele pode
atuar como um centro, quando realiza diversas referéncias a outras paginas, ou como
uma autoridade, quando ¢ frequentemente citado por outros sites. Em muitos casos,
uma mesma pagina pode reunir caracteristicas de ambos os papéis, sendo ao mesmo
tempo uma fonte de links e um destino recorrente de referéncias.

Se A for uma matriz de adjacéncia de n sites, entao as somas das entradas de colunas
medirdo o aspecto autoridade dos sites, e as somas das entradas de linhas medirdao o
aspecto centro dos sites.

Por exemplo, as somas das entradas de colunas da matriz no exemplo 4.1/ sao 2, 1, 2
e 1, o que significa que o site 1 é referido por dois outros sites, o site 2 é referido por um
outro site, e assim por diante.

De maneira analoga, as somas das entradas de linhas da matriz no exemplo sao
2,2, 1e1, de modo que o site 1 faz referéncia a dois outros sites, o site 2 tambpem faz
referéncia a dois outros sites, e assim por diante.

Assim, se A for uma matriz de adjacéncia (pelo exemplo , é), dizemos que o vetor
ho das somas das entradas de linhas de A é o vetor centro inicial de A, e o vetor ag
das somas das entradas de colunas de A é o vetor autoridade inicial de A.

Podemos pensar em ag como o vetor das somas das entradas de linhas de A'P| porque

2Um grafo direcionado (ou digrafo) é uma estrutura formada por vértices conectados por arestas com
direcdo (setas), que indicam um sentido de ligacao entre os vértices. Ele é usado para representar relagoes
assimétricas, como fluxo de trafego, hierarquias ou links na internet.

3Recorde: Matriz Transposta de uma matriz A é obtida trocando suas linhas por colunas, sendo
denotada por AT.
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a linha ¢ de AT corresponde exatamente a coluna ¢ de A. Portanto, somar as linhas de AT

é 0 mesmo que somar as colunas de A.

Exemplo 4.2. Considere a matriz:

1 01
A=(0 1 0
1 00
As somas das colunas de A sio:
e Coluna 1: 1+0+1=2
e Coluna 2: 0+1+0=1
e Coluna 3: 1+0+0=1
Logo,
.
a0=[2 1 1]

Agora considere a transposta de A:

1 01 1 01
AT=[0 1 0] =|10 1 0
1 00 1 00

As somas das linhas de AT sao:
e Linha1l: 1+0+1=2
e Linha2: 0+1+0=1
e Linha 3: 1+0+0=1

Ou seja, as somas das linhas de AT também resultam em
T
a=[2 1 1]

Isso acaba sendo mais conveniente para os calculos. As entradas do vetor centro sao
denominadas os pesos de centro e as do vetor autoridade os pesos de autoridade.

Voltando ao exemplo podemos escrever os vetor centro inicial e vetor autoridade
inicial da seguinte maneira:

As somas das entradas de linhas de A fornecem o vetor centro inicial:
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]

Site 1

Site 2

(B

hn = .
Site 3

Site 4

—_—

Figura 2 — Fonte: a autora.

e as somas das entradas de linhas de AT (que sdo as somas das entradas de colunas de

A) fornecem o vetor centro inicial:

-

Site 1
Site 2
Site 3
Site 4

— D

Figura 3 — Fonte: a autora.

A contagem de referéncias nesse exemplo sugere que os sites 1 e 2 sdo os principais
centros e que os sites 1 e 3 sdo as maiores autoridades.

Entretanto, a quantidade de referéncias por si s6 nao é suficiente para explicar toda a
dindmica. Por exemplo, faz sentido imaginar que, se o site 1 for amplamente reconhecido
como uma autoridade, entao os sites que o citam deveriam receber uma relevancia maior.
Da mesma forma, se o site 2 for considerado um centro de referéncia, os sites por ele
indicados também deveriam ganhar importancia. Dessa forma, é fundamental considerar
a relagdo mutua entre centros e autoridades no processo de busca. Assim,

. usa a informacao
servigo de busca — calculou aqg ——— novo vetor h; e novo a;

Para h; e a; usamos as féormulas:

_ Aao o a = AThl
| Aao] LA

Os numeradores nessas férmulas fazem as ponderagdes e as normalizacoes servem

h,

para controlar o tamanho das entradas. Para entender como os numeradores efetuam as
ponderagoes, tome o produto Aay como uma combinacao linear dos vetores coluna de A,
com coeficientes dados por ag.

Utilizando o exemplo e seu vetor ag, obtemos:
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Site referido

1 2 3 4
0 1 1 0 2 0 1 1 0 3 | site1
1 0 0 1 1 | 0 0 1 3| Site 2

Aa, = =2 | 2 + 1 =
0 1 0 00 2 | + 0 T 0 0 2| Site 3
0 0 1L 0 1 0 0 ] 0 2| sited

Figura 4 — Fonte: a autora.

Note que, as referéncias, a cada site referido, sao ponderadas pelos valores de autori-

dade em aq.
Para controlar o tamanho das entradas o servigo de busca normaliza Aag para produzir

o vetor de centro atualizado. Assim,

3] [ 0.58835 | Site 1
Aa, 1 |3 0.58835 | Site 2
hl = = Ry ) Novos pesos de centro
| Aa, || 26 |2 0,39223 | Site 3
2 0.39223 | Site 4

Figura 5 — Fonte: a autora.

Com h; pode-se encontrar/atualizar o vetor autoridade.

Site que faz referéncia

1 2 3 4
0 1 1 0 |o0:5883s 0 1 1 0 0,98058 | Site 1
ATh, ~ 1 0 0 0 0,58835 ~ 0.58835 1 + 0.58835 0 + 039223 0 + 039223 of . 0,58835 | Site 2
! 1 0 0 1 0.39223 ’ 1 ’ 0 Rt N1 T 0.98058 | Site 3
01 0 0 0,39223 0 1 0 0 0,58835 | Sjre 4
0,98058 0,60634 | Site 1
a = A'h, ~g : 0,58835 a7 0.36380 | Site 2 Novos pesos de autoridade
1 "ATh‘“ 1.61722 | 0,98058 0,60634 | Site 3
0,58835 0,36380 | Site 4

Figura 6 — Fonte: a autora.

Uma vez obtidos um vetor centro h; e um vetor autoridade a; atualizados, o servigo
de busca repete o processo e calcula uma sucessao de vetores centro e autoridade gerando,

assim, as sequéncias inter-relacionadas
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Aa() Aa1 Aag Aak_l

h1 = y hQ = T hg = y .. .hk = (5)
| Aag| | Aay | Aas] | Aay |

L Ay L Ahy  ATh a oA
R N N

Contudo, cada uma dessas sequéncias é uma sequéncia de poténcias disfarcada. Por

exemplo, substituindo a expressao de hy na expressao de a;, obtemos

Aay_q
o~ AT A () _ (ATA)ay,

A8 o (e )] T D]

lAag_

o que significa que podemos reescrever (6) como

a - (ATA)ag a (ATA)a, s (ATA)a,_q (7)
T A AT T (AT AT T T (AT A)ag
Analogamente, podemos reescrever (5) como
h _ Aao _ (AAT)hl h _ (AAT)hk_l (8)
VU AagT P [(AADN T T T [(AAT )by

O Teorema garante que (7) e (8) convergem para os autovetores dominantes de
ATA e AAT, respectivamente. As entradas desses autovetores sao os pesos de
autoridade e de centro que o Google utiliza para ordenar os sites de busca em ordem

de importancia como autoridades e centros.

Observagio 4.1. Considere a matriz A € R?*? dada por

1 2
3 4

mostraremos que as matrizes ATA e AAT possuem autovalores reais, positivos e com

um autovalor dominante.

Calculando AT A:

1 1 2 10 14
ATA = 3 = 0 )
2 4113 4 14 20
Calculando AAT:
1 21|11 11
AAT = 3 = g )
3 4112 4 11 25

Determinando os autovalores de ATA (e, por consequéncia, de AAT):
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det(ATA-\I) =

10-A 14 |
14 20-)

(10-X)(20-X) - 142 = X2 =30\ + 4 = 0.

A= ?’OiT V831 2987 e 013

Portanto, ATA e AAT possuem autovalores positivos e o maior deles domina em mo-
dulo. Além disso, como ambas sdo matrizes simétricas reais, seus autovalores sdo garan-

tidamente reais e nao negativos.

Esses pesos sao utilizados pelo algoritmo para ordenar os sites de acordo com sua
importancia. Os sites com maior peso de autoridade sdao considerados fontes
confiaveis de informacao, enquanto os sites com maior peso de centro sao aqueles
que apontam para boas autoridades. Assim, com o Teorema a convergéncia do

processo e justifica matematicamente a ordenagao feita pelo sistema de busca.

Exemplo 4.3. Suponha que um servigo de busca produza 5 sites da Internet em seu

conjunto de busca e que a matriz de adjacéncia para esses sites seja a seguinte:

1

1
A=|0
0

1

o O O o O
—_ O = =
o O O = O
O = O = O

Usemos a Férmula (7) para ordenar esses sites em ordem decrescente de autoridade.
Tomemos ay como o vetor normalizado das somas das entradas de colunas de A e

entdo calculemos as iteradas em (7) até que os vetores autoridade parecam estabilizados,

assim,
[3] [0,54772 ]
0 0
aF% 41 =1 0,73030
1| |0,182574
2] 10,36515 |
(1 1.0 0 1] 1 0 1 0 o] [0,54772] [3,651484]
0000O0|]1 0111 0 0
(ATA)ag~|1 1 1 0 1[.[0 0 1 0 0f.] 0,73030 | ~|4,381784
0100 0[]0000 1]]0,182574| [1,825744
0101 0][1 010 0]]0,36515] [2921194]




a = (ATA)aO N 1
" (ATA)ag|  6,65957
Basta continuar calculando dessa maneira.
(3 0 2 1 1]
000O0O0
(ATA)a;~|[3 0 3 1 1
1 0111
(1 0 2 1 2]
(ATA)a1 1
as = ~
2T (AT A)a, | T 6,70729
Com o ay, calculemos o a3
(3 0 2 1 1]
00 0O00O0
(ATA)az~ |3 0 3 1 1
1 0111
[1 0 2 1 2]
e = (ATA)a2 N 1
T (AT A)ay|  6,70537
Com o as, calculemos o ay
(3 0 2 1 1]
000O0O O
(ATA)ag~|[3 0 3 1 1
1 0111
1 0 2 1 2]

3,651484]
0

4,381784 | ~

1,825744
2,921194

[0,548301 ]
0
0,65797
0,27415

| 0,43865 |
[3,67364 |
0

1,91907
3,01569

[0,54771]
0
.10,64581
0,28612
| 0,44961 |

[3,67048 ]
0

1,92925
3,02467 |

[0,54739 ]
0
.10,64371
0,28772
0,45108 ]

4,33161 | ~

~ [ 4,31629

4,31629 | ~

~ | 4,3121

[0,548301 ]
0
0,65797
0,27415
| 0,43865 |

[3,67364]
0
~4,33161
1,91907

3,01569

[0,54771]
0
0,64581
0,28612
0,44961 |

[3,67048 ]
0

1,92925
3,02467

[0,54739 ]
0
0,64371
0,28772
0,45108 |

[3,66839 ]
0

1,9299
3,02469

44
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[3,66839] [0,54712]
0 0
4,3121 |~ [0,64313
1,9299 0,28784
3,02469| [0,45112)

_ (ATA)ag N 1
(AT A)ay| ~ 6,70487

ay

Com o ay4, calculemos o aj;

[3 0 2 1 1] [0,54712] [3,66658]

00000 0 0
(ATA)az~[3 0 3 1 1[.]0,64313|~]4,30971
1 01 1 1] /028784 [1,92921
(1 0 2 1 2f [045112] [3,02346]
3,66658] [0,54689]

0 0

(ATA)a, 1

as ~ 4,30971 | = 0,64282

(AT A)au] ~ 6,70438
1,92021| [0,28775

3,02346 | |0,45097

As pequenas variagoes entre ay e as sugerem que as iteradas estabilizaram perto de
um autovetor dominante de AT A. A partir das entradas de a5, concluimos que os sites
2 e 4 provavelmente sao irrelevantes para a busca e que os demais sites deveriam ser
acessados em ordem de importancia decrescente como: site 3,site 1 e, por fim, site
5.

[ 0,54680 Site 1

0 Site 2

as= | 0,64282 Site 3
0,28775 Site 4
0,45097 Site 5

Figura 7 — Fonte: a autora.

4.1 Interpretando Sistemas de Busca por Meio de Matrizes

Nesta se¢ao, apresentamos uma abordagem alternativa para interpretar sistemas de
busca, utilizando uma representacao por meio de grafos. Consideraremos uma rede com-
posta por apenas quatro paginas interconectadas, onde as setas entre os nés indicam a
existéncia de links, ou seja, uma seta da pagina A para a pagina B representa um [link de
A para B. Essa rede é chamada de admissivel, pois todas as paginas estao conectadas a

pelo menos uma outra.
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Apesar de o Google atualmente levar em conta fatores como localizacao geografica,
historico de navegacao e preferéncias individuais do usuario, a base do seu algoritmo de
ordenacao permanece centrada na ideia de que paginas mais importantes devem aparecer
primeiro nos resultados. Com isso em mente, utilizaremos o grafo proposto como ponto de
partida para explorar como o conceito de importancia pode ser representado e calculado
nesse tipo de rede.

Esta se¢ao foi inspirada no artigo "A Matematica Escondida no Google”, de Almeida
e Celeman (2010) ALMEIDA, M. F. L. B. P. (2010)).

Segundo o algoritmo desenvolvido pelo Google, a importancia de uma pagina na web
estd diretamente relacionada a importancia das paginas que possuem [inks apontando
para ela.

Sabemos que o Google trabalha com uma quantidade gigantesca de péaginas, o que
torna o calculo dessas importancias bastante complexo. Por isso, para fins didaticos,

vamos considerar um exemplo simplificado, representado pelo grafo abaixo.

l

Nesse exemplo, temos uma rede composta por apenas quatro paginas. As setas indicam

B — W

a existéncia de links: quando ha uma seta de uma pagina para outra, significa que a
primeira possui um /ink direcionado para a segunda. Essa rede é chamada de admissivel,
pois todas as paginas tém, no minimo, um /ink para outra pagina.

Atualmente, o Google também considera outros critérios para classificar os resultados
de uma busca, como a localizagdo do usuario, seu histérico de navegacao e preferéncias
pessoais. No entanto, a base do processo de ordenacao continua sendo o mesmo principio:
péginas com mais importancia (segundo o algoritmo) aparecem antes nos resultados.

Retomando o grafo acima, seja x; o indice de impotancia do sie 1, com xz; >0 para
qualquer pagina 7. A importancia de cada pagina depende das paginas que apontam
para ela. E a contribui¢do de cada pagina que aponta para i é dividida igualmente
entre todas as paginas que ela faz referéncia. Assim:

Pagina 1(z;): A pagina 1 recebe importancia das paginas 3 (que aponta apenas para
a pagina 1) e 4 (que aponta para as paginas 1 e 3). Assim, como x3 (pagina 3), aponta
para 1 pagina, sua contribuigao é de x3 e como x4 (pagina 4) aponta para 2 paginas, sua

s~ Ty
contribuigao é de 5 Podemos reescrever x; como:
Ty

1 =T33+ —

2
Vamos seguir o mesmo raciocinio para as demais paginas, veja:

Pagina 2(z,): A péagina 2 recebe importancia apenas da pagina 1. Assim, como z;
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(pagina 1) aponta para 3 outras paginas, podemos reescrever rs como:

X1
T9 = —

3
Pagina 3(z3): A pagina 3 recebe importancia das paginas 1, 2 e 4. Assim, como z;
(pagina 1), aponta para 3 paginas, xo (pagina 2), aponta para 2 paginas e x4 (pagina 4),

também aponta para 2 paginas. Podemos reescrever x3 como:

E, por fim:
Pagina 4(x4): A péagina 4 recebe importancia das paginas 1 e 2. Assim, como x5
(pagina 2), aponta para 2 paginas e x; (pagina 1), aponta para 3 paginas. Podemos

reescrever r, COmmo:

Xy T2
_+_
3 2

Dessa forma, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

Ty =

+JC4
1 =T33+
2
T
To = —
3
T1 T2 T4
Ty =—+—+—
3 2 2
Ty T2
Ty =—+—
3 2

Esse sistema pode ser resolvido pelo método do escalonamento. A solugao sera
{s(12,4,9,6),s e R}.

Para qualquer s positivo, observamos que x; > x3 > x4 > To. Assim o site 1 tem
importancia maior que os outros sites e o site 2 ¢ o que tem a menor importancia,
segundo a ordenacao do Google.

O sistema linear acima, pode ser escrito utilizando matrizes, conduzindo a um pro-

blema de autovalores e autovetores, isto é, Av = v, com

0011 T
1
= 0 0 0

Az?l 1ev:x2
3 2 03 T3
300 T4
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A matriz A = (a;;), chamada Matriz de Links, ¢ definida por:

0, se nao houver link da pagina j para a pagina i;
OJZ']' =
se houver link da pagina j para a pagina 1,

P
nj

onde n; ¢ o nimero de links que saem do site j.

Isso garante que a importancia de cada site seja distribuida proporcionalmente.

Cada entrada da matriz A indica a fracdo da importéncia transferida de uma pagina
para outra, por exemplo, a4 = 3 significa que o site 1 distribui % de sua importancia para
o site 4.

Note que, o sistema possui infinitas solugoes. Nao se pode assegurar que apenas
1 =12, 20 =4, 3 =9 e x4 = 6 sd0 as solugdes. O que importa, porém, é a ordenacao
das importancias, e ndo seu valor absoluto. Pode-se verificar que, para valores positivos
de s, a ordenacao das importancias sempre serd a mesma. Entao, para calcular cada

importancia, podemos impor a condi¢ao adicional:
T1+Xo+...+x,=1,

Neste exemplo teremos

A Matriz dos Links é um conceito usado principalmente no contexto de redes de
paginas da web, como no algoritmo PageRank do Google. Ela representa como as paginas
estao interligadas através de hiperligacoes (links). Cada elemento da matriz mostra a
probabilidade de ir de uma péagina para outra, baseada nos links existentes. Ela é usada
para modelar o comportamento de um “navegador aleatério”clicando em links de uma
pdgina para outra. Diferente da Matriz de Adjacéncia [4.1] os valores das entradas sdo
numeros reais R (entre 0 e 1).

Quando uma rede é fortemente conectada, isto é, quando podemos passar de um site
arbitrario para outro qualquer apenas clicando nos links, o conjunto de solugoes do sistema
tem dimensao 1, como no exemplo acima (a prova pode ser encontrada em BRYAN, K.
LEISE, T.] (2010). Portanto, obtemos uma solu¢ao tnica impondo a restrigao adicional
de que a soma das importancias seja igual a 1. Entretanto, quando uma web admissivel
nao é fortemente conectada, as solugoes do sistema Av = v nao sdo todas proporcionais
entre si e, consequentemente, encontramos problemas na ordenacao das importancias.

Existe um “truque” que pode ser aplicado para qualquer Web admissivel, bastante ttil
para o caso em que a Web nao é fortemente conectada.

E possivel fazer uma pequena modificacio na matriz de links A, substituindo-a por
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uma matriz M definida por M = (1 -m)A+mS, com 0 <m <1 e S;; =1/n, para todo
i e j, sendo S uma matriz n x n. O valor utilizado pelo Google é m = 0,15. Na verdade,
quanto menor o valor de m, mais peso se da a matriz A e menos peso se da a matriz S.

Se relacionassemos S a um grafo direcionado, esse representaria uma Web onde todos
os sites teriam links para todos os outros, inclusive para si mesmos; assim, S seria uma
matriz “neutra” que estaria fazendo uma média ponderada com a matriz A. O ponto é
que o conjunto de solugoes de Mv = v tem dimensao 1 e, assim, é possivel ranquear os
sites. Devido a “neutralidade” de S, a mudanga nao afetaria a ordenacao intuitiva da
importancia dos sites.

E possivel apresentar no ensino médio exemplos de Webs fortemente conectadas, nas
quais, como vimos, a ordenacao pode ser feita a partir da resolucdo de sistemas lineares
homogéneos. A atualidade do tema e as questdes que ele propicia estimulam o desenvol-
vimento do espirito investigativo do estudante. Apds a familiarizagdo com os contetidos
envolvidos, alguns softwares, como Symbolab ou Wolfram alpha, podem ser apresentados
aos alunos para facilitar os calculos mais trabalhosos. Na préxima se¢ao, teremos alguns
exemplos comentados. Fazendo uma ponte entre fazer os sistemas de busca e o PageRank

no contexto didatico.
4.2 Apanhado Histérico

Antes do popular Google, langado em 1998, ja existiam mecanismos de busca que
ajudaram a organizar a Internet nos anos 1990. Entre eles, destacam-se o AltaVista,
criado em 1994, e o Cadé?, lancado no Brasil em 1995. Hoje o Cadé? ¢é conhecido
como Yahoo! Ambos alcancaram grande sucesso no periodo, sendo que o AltaVista,
por exemplo, competia diretamente com o Cadé? e se destacou pelo uso de tecnologias
inovadoras para a época, algumas das quais serviriam posteriormente de inspiracao para
o futuro Google.

Os mecanismos de busca funcionam como gigantescos guias telefonicos da Internet,
organizando informacgoes para facilitar a localizacao de sites e dados especificos pelos
usuarios. Inicialmente, esses servicos analisavam apenas palavras-chave presentes nos
titulos e conteidos das paginas. Com o avanco tecnoldgico, surgiram algoritmos mais
sofisticados que passaram a considerar também a estrutura de links entre sites, utilizando
principios matematicos como o Método das Poténcias 3| para determinar a importancia
das paginas.

O Google, hoje o motor de busca mais utilizado no mundo, comegou a ser desenvolvido
em 1996 por Larry Page e Sergey Brin, enquanto ambos eram estudantes de pos-graduagao
na Universidade de Stanford, nos Estados Unidos. Inicialmente, eles criaram o BackRub,
um buscador que utilizava uma tecnologia inovadora chamada PageRank, como vimos
anteriormente, esse sistema mede a relevancia de paginas na web considerando tanto o

numero de links recebidos quanto a importancia dos sites de origem, resultando em um


https://pt.symbolab.com/solver/matrix-calculator
https://www.wolframalpha.com/
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mecanismo de classificagdo mais eficiente.

O nome Google é uma variacao do termo inglés googol, que representa o niimero 10100
(ou seja, o nimero 1 seguido de 100 zeros). Esse termo foi criado em 1938 pelo matematico
norte-americano Edward Kasner (1875-1955), que, segundo relatos, pediu a seu sobrinho
de oito anos que inventasse um nome para um nimero muito grande, e a crianga sugeriu
"googol”. Posteriormente, Kasner também definiu o googolplex como sendo 108°°%°! ou
seja, 1 seguido de googol zeros.

O algoritmo PageRank, nao apenas contava a quantidade de links recebidos por uma
pagina, mas também avaliava o peso e a relevancia de cada [ink, considerando a impor-
tancia dos sites de origem. Para isso, o sistema atribuia uma pontuacao a cada pégina,
armazenada em uma grande matriz, e utilizava um valor especial derivado dessa matriz,
o chamado autovalor dominante, para ordenar os resultados das buscas. Essa solucao
matematica, ficou famosa e foi avaliada na época em cerca de 25 bilhoes de ddlares, ela
foi fundamental para transformar o Google em referéncia mundial em busca online.

A forma como conhecemos o Google atualmente comegou a se consolidar em 1997,
quando Page e Brin registraram o dominio google.com, ainda vinculado a Universidade
de Stanford. Em 1998, com apoio financeiro de amigos e familiares, eles fundaram ofici-
almente a empresa Google Inc. O que comegou como uma pequena startup de garagem
avaliada em 750 mil délares, em poucos anos tornou-se uma das companhias mais valiosas

do mundo, valendo bilhoes de ddlares.

4.2.1 Representagao de Grafos por Matrizes de Adjacéncia

Nesta sec¢ao, vamos interpretar algumas Matrizes de Adjacéncia utilizando grafos, para

compreendermos melhor o seu funcionamento.

Exemplo 4.4. Grafo com 3 vértices (ciclo simples)

s

I
— o o
e R
o~ O

Grafo associado:
7 1 N
2 " 3

Assim, o site 1 faz referéncia ao site 2, o site 2 faz referéncia ao site 3 e o site 3 faz

referéncia ao site 1.
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Exemplo 4.5. Grafo com 4 vértices (com um vértice isolado)

o O O O
_ o O =
o O = O
o O O O

Grafo associado:
1 4
2 . 3
Assim, o site 1 faz referéncia ao site 2, o site 2 faz referéncia ao site 3 o site 3 nao faz

referéncia a nenhum outro site e o site 4 faz referéncia ao site 2.

Essa estrutura tem caminhos quebrados, ou seja, a rede nao é fortemente conectada.

Exemplo 4.6. Grafo com 4 vértices (totalmente conectado)

e e
e e
e e e
e e

Grafo associado:

R
L2
SRS,

Cada vértice tem um [link para todos os outros vértices, inclusive para si mesmo. Ou

X

seja, site 1 faz referéncia aos sites 2, 3, 4 e a ele mesmo, o mesmo vale para os outros

sites.

Exemplo 4.7. Grafo com 5 vértices (rede nao fortemente conectada)

S
I
_ o o o ©

o O O O =
o O O O =
o O = O O
o = O O O
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Grafo associado:

l/_\
1 5
: \ 4
3 /
Assim, o site 1 faz referéncia aos sites 2 e 3, o site 2 nao faz referéncia a nenhum outro

stte o site 3 faz referéncia ao site 4 o site 4 faz referéncia ao site 5 e o site 5 faz referéncia

ao site 1.

Exemplo 4.8. Matriz de Adjacéncia com 8 sites

01 100011
000O0O0OO0OTU 01
0001TO0T1O0O0
B 01 001010
100 00O0O0O0
00011O0T11
01001000
1 000O0O0T1 0,
Grafo associado:
8

—_
/

~
\
7

NV

3\_/

As somas das entradas das colunas da matriz de adjacéncia apresentada sao: 2, 3, 1,
2, 3, 1, 4, 3. Isso significa que o site 1 é referenciado por dois outros sites, o site 2 ¢é
referenciado por 3, o site 3 por apenas um, e assim por diante. Notadamente, o site 7
apresenta o maior nimero de referéncias recebidas, com quatro links apontando para ele,

o que indica um alto grau de autoridade.
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5 DO ENSINO MEDIO AO GOOGLE: UMA PONTE COM MATRIZES

A Internet consolidou-se como uma poderosa ferramenta de busca por informacoes.
Ao digitarmos uma palavra-chave em um motor de busca, como o Google recebemos
instantaneamente uma enorme quantidade de resultados. Nesta secao, veremos como
abordar esses conceitos, na educagao basica.

Embora a busca parega simples para o usudrio, a ordem em que os resultados sao
apresentados segue critérios matematicos sofisticados. O algoritmo PageRank, desenvol-
vido pelo Google, utiliza ideias como multiplicagdo de matrizes, autovalores e autovetores
para classificar os sites de acordo com sua relevancia.

Diante disso, a pergunta recorrente entre estudantes — “Professor, para que servem
as matrizes?” — encontra aqui uma resposta concreta. Este ¢ apenas um exemplo das
diversas aplicacoes da Matematica.

O ensino de matrizes no ensino médio, embora limitado a operagoes fundamentais
como adi¢ao, multiplicacao, matriz identidade e inversa, ja fornece uma base conceitual
rica o suficiente para abordar aplicagoes do mundo real. Uma dessas aplicagoes é o algo-
ritmo PageRank, criado pelos fundadores do Google, que utiliza conceitos de multiplicacao
de matrizes e sucessivas iteracoes para atribuir relevancia a paginas na internet.

Neste capitulo, exploramos como é possivel, com os conhecimentos adquiridos na es-
cola, compreender de forma introdutéria o funcionamento de um sistema de busca. A
proposta é mostrar que temas aparentemente distantes da realidade dos estudantes po-
dem se tornar acessiveis e significativos quando bem contextualizados. Ao longo do texto,
sao apresentados exemplos e situacoes construidas com base em contetidos curriculares do

ensino médio, com o objetivo de demonstrar essa aproximagao entre teoria e aplicacao.

Exemplo 5.1. Encontre os vetores centro e autoridade iniciais da matriz de adjacéncia

A.

o

I}
[ e S S G WS
o O O O =
o O = O O

O O = O =

1
1
0
1
0

Solugao: O vetor de centro inicial hg é a soma das entradas de linhas de A. O vetor de
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autoridade inicial a¢ é a soma das entradas de colunas de A.

=

o

|
=W NN W

S

o

|
W = N =W

Exemplo 5.2. Desenhe o grafo da matiz abaixo:

i
_ = O
—_ O
o O =

Solucao:
N
Exemplo 5.3. [[]Use o método das poténcias para ordenar os sites em ordem decrescente
de importancia, a partir da matriz apresentada no exemplo [5.2l Suponha que um servigo
de busca retorna 3 sites como resultado, e que a matriz de adjacéncia entre eles é dada no

exemplo citado. Para facilitar os calculos, utilize os softwares Symbolab e Wolfram Alpha

e considere v/5 ~ 2,236. Siga as instrucoes:

1. Comece com um vetor ay qualquer (por exemplo, com todas as entradas iguais a 1)
e normalize esse vetor: divida cada valor pela soma total, de modo que a soma das

entradas seja igual a 1.

2. Multiplique a matriz transposta pela matriz original. Depois, multiplique esse novo

resultado pelo vetor ag normalizado. O vetor resultante sera chamado de a;.

3. Calcule a norma (comprimento) do vetor a; e divida cada entrada por essa norma,
obtendo assim um novo vetor com comprimento 1. Repita esse processo para en-

contrar o vetor as.

Solugao: Primeiro, vamos normalizar o ag

2] (s
ag= —|2|~]0,894
s

1| 0,447

'Notagoes como ag, neste exemplo, sdo utilizadas para dar continuidade ao raciocinio desenvolvido ao
longo do trabalho. No ensino basico, é recomendavel empregar notagoes que sejam compreensiveis para
os alunos, além de fornecer uma explicacao clara sobre vetores.
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01 1| fo 1 1] [0894] [2, 682
(B'B)ag~|1 0 1|.[1 0 0f.]0,804|~|3,129
10 0|1 1 of|o447| |1,341

aj = ~ 0,894 ~ | 0,206
[(BTB)a|

0,894 0,206
(BTB)aO N 1
4,334
0,447 0,103

Basta encontrar o as:

2 1 0| [o,206] [o,618

(B'B)ar~|1 2 1|.[0,206|~]0 721

0 1 1| |0,103| |0,309

0,206] [o0,206

a, = BT Bar 0.206 | ~ | 0,206
2T (BBYal]| 0,998 T |

0,103| 10,103

Aqui o aluno pode perceber que os valores de a; e as sado praticamente os mesmos,
indicando o encerramento das aproximagoes. E com isso, ele perceberda que o site 3
provavelmente ¢ irrelevante para a busca e que os demais sites devem ser acessados em
ordem de importancia decrescente, como os valores sao iguais temos: ordem de acesso: 1
ou 2, 3.

Exemplo 5.4. (Inspirado no artigo "A Matemaética Escondida no Google”, de Almeida
e Celeman (2010) ALMEIDA, M. F. L. B. P./(2010)). Observe a matriz abaixo de links e

faca os itens que seguem:

0+ 10
Azéooé
0 50 3
5 300

a) A rede tem quantos sites? Essa rede é admissivel? Por qué? A rede é fortemente
conectada?
Sugestao: gere o grafo associado a Web representada pela matriz, a fim de visua-

lizar o problema.
b) Existe link do site 4 para o site 17 F do site 1 para o site 47

c) Estabeleca o ranking das paginas. Qual delas é a mais importante? E a menos

importante?

Solugoes:
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a) Primeiro vamos gerar o grafo, note que, cada elemento a,; representa a probabilidade

de ir do site j para o site 1.

Coluna 1 (site 1):

— Q21 = = gite 1 - 2

D= N

— a4 =5 =>site 1 - 4

« Coluna 2 (site 2):

—a172=%=>sit62—>1
—a372=%=>sit62—>3
—a4,2:%:>sit62—>4

e Coluna 3 (site 3):

—a3=1=site 3 -1

Coluna 4 (site 4):
— ag4 = 5 = site 4 - 2

— azq =73 = sited - 3

assim, o grafo sera:

| ? |
2 — 5 4
A matriz A é de ordem 4x4, logo, a rede possui 4 sites.

Admissivel: Uma rede é admissivel se for possivel atingir todos os nés (sites) a partir
de qualquer outro. Como existe pelo menos um caminho entre todos os sites, a rede

é admissivel.

Fortemente conectada: Uma rede é fortemente conectada se, de qualquer site, é
possivel chegar diretamente ou indiretamente a qualquer outro site. Com base na

matriz, isso acontece, entao a rede é fortemente conectada.

Veja que bastava observar o grafo para responder. A questao é, montar o grafo.

Observando o grafo, vemos que existe link que sai do site 1 e vai para o site 4, mas

nao existe link que sai do site 4 e vai para o site 1.

Cada elemento a;; representa a probabilidade de transicao do site j para o site i.

Ou seja, coluna j — linha 1.

Site 1 (mais importante)

e Recebe links de:
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— Site 2, com peso %
— Site 3, com peso 1
» Observagoes:

— Site 3 s6 aponta para o site 1, ou seja, transfere 100% da sua importancia

para ele.

— Site 2 também contribui para o site 1.

assim, site 1 recebe links fortes de sites relevantes. E o mais importante.
Site 2

e Recebe links de:

— Site 1, com peso

NI= N=

— Site 4, com peso
o Observagoes:

— Site 1 é o mais importante.

— Site 4 também é bem conectado.

O site 2 recebe importancia de sites fortes.
Site 4

e Recebe links de:

— Site 1, com peso

Wl M=

— Site 2, com peso

logo, recebe de sites bons, mas com menor intensidade que o site 2.
Site 3 (menos importante)

e Recebe links de:

— Site 2, com peso

N— Wl

— Site 4, com peso
o Observagoes:

— N3&o recebe nenhum link do site 1.

— Sites que o apontam nao sao os mais relevantes.

O site 3 é o menos importante no contexto da rede.

Assim, Ranking Final (do mais para o menos importante) é

1>2>4>3



58

6 CONCLUSAO

Como dizia a matematica iraniana Maryam Mirzakhani, “a beleza da matematica sé
se revela aos seguidores mais pacientes”. De fato, este trabalho exige paciéncia e dedi-
cacdo para que se possa compreender e apreciar a profundidade e a beleza dos conceitos
envolvidos.

O principal objetivo deste estudo foi analisar sistemas de busca, em especial o algo-
ritmo PageRank, por meio de ferramentas da Algebra Linear, e, ao final, explorar como
esses conhecimentos podem ser aplicados no contexto da educacao basica. Frequente-
mente, estudantes, tanto do ensino médio quanto da graduacao, questionam a utilidade
desses contetidos matematicos. Este trabalho, portanto, buscou demonstrar a relevancia
na pratica, a aplicabilidade e a sofisticagdo das matrizes na resolucao de problemas na
area computacional.

O algoritmo PageRank vai além de simplesmente contar quantos links uma pagina re-
cebe: ele atribui pesos a esses links com base na importancia dos sites de origem, refletindo
um modelo de raciocinio matematico. A pontuacao de cada pagina pode ser represen-
tada por meio de uma matriz de adjacéncia normalizada, sendo os valores associados
determinados pelo autovalor dominante e seu autovetor correspondente. Essa abordagem
fundamentada em Algebra Linear foi avaliada, & época, em cerca de 25 bilhdes de délares
e se tornou pega-chave para o sucesso do Google como ferramenta de busca global.

As analises realizadas ao longo do trabalho mostraram que o Método das Poténcias
¢ uma ferramenta essencial para compreender o funcionamento do algoritmo PageRank.
Assim, contetdos como autovalores e autovetores, muitas vezes vistos de forma abstrata,
ganham mais sentido, revelando-se tteis e aplicaveis na solu¢ao de problemas reais e
complexos.

Dessa forma, este trabalho contribui para a valorizagao e divulgacao da aplicabilidade
da Matematica, demonstrando como ela pode ser nao apenas ttil, mas também bela, rele-
vante e integrada a tecnologia, que muitas vezes nao é notada. Embora, a primeira vista,
seus conceitos possam parecer complexos, este estudo mostra que eles sao plenamente
acessiveis e compreensiveis, seja por leitores oriundos da Matematica, seja da Computa-

¢ao, desde que haja interesse e disposi¢ao para explora-los com atencao e curiosidade.



59

REFERENCIAS

ACKER, F. A Note on the Spectral Theorem in the Finite-Dimensional Real
Case. The American Mathematical Monthly, v. 121, n. 10, p. 942-945, dez. 2014. Pu-
blicado por Mathematical Association of America. Disponivel em: http://www. jstor.
org/stable/10.4169/amer .math.monthly.121.10.942. Acessado em: 17/04/2025.

ANTON, H.; RORRES, C. Algebra linear com aplicacdes. 10. ed. Traducio técnica:
Claus Ivo Doering. Porto Alegre: Bookman, 2012. Dados eletronicos. ISBN 978-85-407-
0170-0.

ALMEIDA, M. F. L. B. P.; CELEMAN, S. A Matematica Escondida no Google.
Revista do Professor de Matematica, n. 80, 2010. Disponivel em: https://rpm.org.
br/cdrpm/80/10.html. Acessado em: 20/04/2025.

BRYAN, K.; LEISE, T. THE 25,000,000,000* EIGENVECTOR: THE LINEAR
ALGEBRA BEHIND GOOGLE. Rose-Hulman Institute of Technology, 2010. Dis-

ponivel em: https://www.rose-hulman.edu/~bryan. Acessado em: 28 abr. 2025.
BOLDRINI, J. L. Algebra Linear. 3. ed. Sdo Paulo: Harper Row, 1980.

COELHO, F. U.; LOURENCO, M. L. Um Curso de Algebra Linear. 2. ed. Sdo Paulo:
USP, 2007.

JOHNSON, Katherine. Oral History Archive: Katherine Johnson. National Vi-
sionary Leadership Project, 2005. Disponivel em: https://blog.lib.uiowa.edu/
science/2020/02/28/katherine-johnsons-legacy-oral-histories/. Acesso em:
29 abr. 2025.

LER E EMPREENDER. A histéria do Google. YouTube, 2 ago. 2021. Video (6 min 25
s). Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=f3hMnd0KZpU&t=58s. Aces-
sado em: 28/04/2025.

LIMA, E.L.. Analise Real volume 1. Fun¢bées de Uma Variavel. 12. ed. Rio de
Janeiro: IMPA, 2014.

MENTALIDADES MATEMATICAS. Maryam Mirzakhani: 5 Li¢des Inspiradoras
da Matematica. 14 dez. 2020. Atualizado em: 20 fev. 2024. Disponivel em: https://

mentalidadesmatematicas.org.br/maryam-mirzakhani/. Acessado em: 29/04/2025.

TURING, Alan M. Computing Machinery and Intelligence. Mind, v. 59,
n. 236, p. 433-460, 1950. Disponivel em: https://academic.oup.com/mind/
article-abstract/LIX/236/433/986238%7redirectedFrom=fulltext&login=false
Acessado em: 29/04/2025.


http://www.jstor.org/stable/10.4169/amer.math.monthly.121.10.942
http://www.jstor.org/stable/10.4169/amer.math.monthly.121.10.942
https://rpm.org.br/cdrpm/80/10.html
https://rpm.org.br/cdrpm/80/10.html
https://www.rose-hulman.edu/~bryan
https://blog.lib.uiowa.edu/science/2020/02/28/katherine-johnsons-legacy-oral-histories/
https://blog.lib.uiowa.edu/science/2020/02/28/katherine-johnsons-legacy-oral-histories/
https://www.youtube.com/watch?v=f3hMn4OKZpU&t=58s
https://mentalidadesmatematicas.org.br/maryam-mirzakhani/
https://mentalidadesmatematicas.org.br/maryam-mirzakhani/
https://academic.oup.com/mind/article-abstract/LIX/236/433/986238?redirectedFrom=fulltext&login=false
https://academic.oup.com/mind/article-abstract/LIX/236/433/986238?redirectedFrom=fulltext&login=false

60

TECHTUDO. AltaVista, Cadé e Aonde: relembre sites de busca que
fizeram sucesso antes do Google. Techtudo, 28 mar. 2023. Disponivel
em:  https://www.techtudo.com.br/listas/2023/03 /altavista-cade-e-aonde-relembre-

sites-de-busca-que-fizeram-sucesso-antes-do-google-edsottwares.ghtml. Acessado em:
28/04/2025.


https://www.techtudo.com.br/listas/2023/03/altavista-cade-e-aonde-relembre-sites-de-busca-que-fizeram-sucesso-antes-do-google-edsoftwares.ghtml
https://www.techtudo.com.br/listas/2023/03/altavista-cade-e-aonde-relembre-sites-de-busca-que-fizeram-sucesso-antes-do-google-edsoftwares.ghtml

	INTRODUÇÃO
	FUNDAMENTOS DE ÁLGEBRA LINEAR
	Autovalor e Autovetor
	Diagonalização de Matrizes

	Teorema Espectral
	Produto Interno
	Ortogonalidade

	Sequência de Matrizes
	Convergência de Sequência de Vetores Coluna

	MÉTODO DAS POTÊNCIAS
	SISTEMAS DE BUSCA
	Interpretando Sistemas de Busca por Meio de Matrizes
	Apanhado Histórico
	Representação de Grafos por Matrizes de Adjacência


	DO ENSINO MÉDIO AO GOOGLE: UMA PONTE COM MATRIZES
	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

