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RESUMO

Este TCC aborda algumas aplicagoes do Célculo na Matematica e em areas afins, onde
se torna possivel apresentar, de forma simples e direta, as contribuicoes dessas aplicagoes
no dia a dia. A matematica vai além da abstracao, e, por isso, este trabalho analisa
possibilidades de aplicagoes que o Calculo possui na ciéncia como um todo. Este estudo é
feito a partir de conceitos basicos do Calculo e segue para a explicagao das suas aplicagoes,
utilizando defini¢oes, teoremas e exemplos. Ao final do trabalho, percebe-se que o estudo
do Calculo nao se restringe apenas a parte tedrica, sendo possivel reconhecer a utilidade

desse ramo na ciéncia como um todo e também no cotidiano.

Palavras-chave: calculo diferencial e integral; aplicagoes; ciéncias; matematica.



ABSTRACT

This TCC addresses some applications of Calculus in Mathematics and related areas,
where it becomes possible to present, in a simple and direct way, the contributions of
these applications in everyday life. Mathematics goes beyond abstraction, and, therefore,
this work analyzes the possibilities of applications that Calculus has in science as a whole.
This study is based on basic concepts of Calculus and goes on to explain its applications,
using definitions, theorems and examples. At the end of the work, it is clear that the
study of Calculus is not restricted to the theoretical part only, being possible to recognize

the usefulness of this branch in science as a whole and also in everyday life.

Keywords: differential and integral calculus. applications; sciences; mathematics.
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1 INTRODUCAO

O presente Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) tem como intengao principal es-
tudar algumas aplicagoes do Calculo Diferencial e Integral. Reconhecendo a vastidao do
tema, este estudo se propoe a abordar uma quantidade especifica de aplicagoes relevan-
tes, reconhecendo a dificuldade de abarcar todas as areas de aplicacao dessa importante
ferramenta matematica em um tnico trabalho.

Existem diversas leis matematicas que permeiam desde os movimentos grandiosos dos
astros até os detalhes mais sutis da natureza. Entre os ramos da matematica que podem
trabalhar uma diversidade de aplicacoes, é justamente o Calculo Diferencial e Integral, que
se destaca como uma ferramenta 1til para a compreensao de diversos fenomenos. Jaime
Alves (1) introduz a sua dissertagao, dizendo que o Célculo é uma das areas mais impor-
tantes da matematica e que sua importancia é devido ao estudo de intimeras aplicagoes,
tanto nas areas puras como nas areas aplicadas. Dessa forma, embora muitas vezes associ-
ado a conceitos abstratos e formulas complexas, o Célculo se revela, na verdade, como um
instrumento de grande utilidade pratica, estendendo sua aplicacao para além da propria
matematica e encontrando terreno fértil em situagoes de outras ciéncias que, a primeira
vista, podem parecer distantes do universo matematico.

Vale considerar também alguns problemas sobre esse ramo, quando Roberto Seidi
(3) afirma sobre o Célculo Infinitesimal nas universidades que “mesmo sendo de grande
importancia para varias areas, ha muito tempo, varias pesquisas tem apontado para o
alto nivel de reprovacao e de desisténcia nesta disciplina”. Diante desse cendrio, este
projeto busca estudar as aplicagdes do Calculo Diferencial e Integral, com o objetivo de
aprofundar o conhecimento nessa area da matematica e também demonstrar sua relevancia

para outras areas do conhecimento.
1.1 Problema da Pesquisa

Como os conceitos do Célculo Diferencial e Integral podem ser aplicados na ma-
tematica e nas areas afins? Essa é a pergunta central que norteia este TCC, buscando ir
além da abstragao matematica e revelar as aplicagoes praticas e tangiveis do Calculo nas
diversas ciéncias.

Outros problemas que podem ser abordados ao longo dessa pesquisa seriam: Como
esse ramo da Matematica pode solucionar problemas matematicos? Como o Calculo
pode otimizar diversos aspectos da vida cotidiana? Ao longo dessa jornada investigativa,
exploraremos como essas ferramentas matematicas se traduzem em solugoes inovadoras

para uma diversidade de desafios.



1.2 Objetivos

e Objetivo Geral: Estudar algumas aplicacoes do Célculo Diferencial e Integral na

matemadatica e areas afins.

e Objetivo Especifico: Relatar sobre algumas aplicagbes do Célculo em outras

ciéncias ou areas de estudo;

e Objetivo Especifico: Abordar brevemente as possiveis contribuicoes que as aplicagoes

do Célculo tem para a Matematica e para outras Ciéncias.

1.3 Organizagao do Trabalho

No desenvolvimento desse TCC, é apresentado trés capitulos, onde sera abordado
desde alguns conceitos basicos do cédlculo até aplicagoes que sao trabalhadas em &reas
além da matematica.

No Capitulo 2, aborda-se sobre alguns conceitos que sao muito utilizados no Célculo,
de forma que, sem a compreensao da maioria desses conceitos, seria praticamente im-
possivel estudar as diversas aplicagoes do Célculo. Os conceitos abordados sao Limites,
Continuidade, Derivacao, Integracao, Sequéncias e Séries.

No Capitulo 3, vemos algumas aplicagoes do Célculo na propria area da matematica.
Cada aplicagao sao, na verdade, afirmacoes que podem ser demonstradas a partir dos
conceitos basicos do proprio Célculo. As aplicacoes sao Lema de Rolle, Teorema do Valor
Médio de Lagrange, Teorema do Valor Médio de Cauchy e Série de Maclaurin.

No Capitulo 4, vemos algumas aplicacoes do Célculo em areas afins da Matematica.
Nesse capitulo encontramos aplicacoes de como o Calculo pode ser utilizado em ciéncias
com a Fisica, Biologia e Geografia. As aplicacoes sao Cinematica, Crescimento Populaci-

onal e Equacoes de Lotka-Volterra.



2 CONCEITOS PRELIMINARES

O Calculo, ramo importante da Matematica, trata sobre conceitos preliminares que
contribuem para a compreensao de diversas aplicagoes em diversas areas do conhecimento.
A nocao intuitiva de variacao e a busca por quantifica-la conduzem naturalmente a ideia
de limites, que fornecem a base rigorosa para a definicao de continuidade de funcoes
e, subsequentemente, a introducao de ferramentas do Calculo Diferencial e Integral. A
compreensao destes conceitos iniciais, como funcoes, limites e continuidade, nao apenas
solidifica o aprendizado do Célculo em si, mas também se demonstra crucial para modelar

e analisar fendmenos na Fisica, Biologia, além da prépria Matematica.
2.1 Limites e Continuidade

Definicao 2.1. Sejam I c R um intervalo e f: 1 - R uma funcdo dada. Dizemos que f

tem limite L quando x tende a xq, e denotamos

lim f(z)=1L

T—>x(0

se, para cada € >0 dado, existir um 0 >0 tal que
O<|r—mo| <o =|f(x)-L|<e.

Definigao 2.2. Seja X c R, uma funcgio f: X - R é continua em um ponto x,e X

se a sequinte condicao for satisfeita: dado € >0, existe o >0 tal que
reX, |r—xol<d=|f(x) - flzo)| <e

A funcao f é dita continua se for continua em todo zy € X
Tanto para limite como para continuidade, podemos ver o comportamento de deter-

minada funcao a partir do grafico da Figura 1.

Teorema 2.1. Se f(x) < g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo c, exceto

possivelmente em x = ¢, e os limites de [ e g existirem quando x se aproxima de ¢, entdo
lim f(x) <limg(z).
lim /() < lim g(x)

Demonstragao: E possivel encontrar uma prova em (4).
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Figura 1 — Limite e Continuidade de uma funcao

Fonte: Muniz Neto (2015, p. 123)

2.2 Derivadas

Definigao 2.3. Sejam I c R um intervalo aberto e f: I - R uma func¢ao dada. Fizado

xo € I, diremos que f é derivdvel em xq se existir o limite

o @) = 10

=0 r -y

Nesse caso, tal limite serda denominado a derivada de f em xy, sendo denotado por
f'(@o).
Exemplo 2.1. A partir dessa defini¢ao, podemos justificar as situagoes abaizo:

e Se f:R >R é uma fungao constante, entao [ € derivavel em R e f'(xzq) =0 para
todo zg € R.

e SeneZe f:RN{0} >R € a funcio dada (para x € R\ {0}) por f(x)=a", entdo
[ € derivdvel em R~ {0} e f'(x0) = nal™! para todo xo € R\ {0}.

Demonstragao: A prova desses exemplos podem ser encontrados em (2).

Proposicao 2.1. Sejam f e g funcoes derivaveis em x. Entao:
e A soma f+ g é derivdvel em x, e sua derivada é dada por:
(f+9) (@) =f"(x) +¢'(x)

e O produto f-g ¢ derivdvel em x, e sua deriwada é dada pela regra do produto:

(f-9)'(x) = f'(x)-g(2) + f(2) - g'(x)
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I\

e Se g(x) %0, entdo o quociente £ é derivavel em x, e sua derivada € dada pela regra

do quociente:

Y (2 £1@)-9(@) - (@) -9'(2)
(g) (z) ()]

Demonstragao: As provas podem ser encontradas em (4).

Teorema 2.2 (Teorema de Taylor). Sejam I um intervalo e f: I — R uma funcao de

classe C™ em I. Para x,xq € I distintos, existe ¢ entre xog e x tal que

®) (0 (e :
f(x) = Zf ( (z - x) +fT!()(x—x0).

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em (2).

Observacao: Dizer que uma funcao é de classe C™ para qualquer n € N
2.3 Integral

Definigao 2.4. Seja f(z) uma fungao definida em um intervalo fechado [a,b]. Dizemos
que um numero J € a integral definida de f em [a,b], denotada por fab f(z)dx, se
para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que para qualquer particio P = {xo,x1,-,x,} de [a,b]

com Az; < § e qualquer escolha de c; € [x;_1,x;], temos

(ci)Ax; —

Teorema 2.3. Sejam I ¢ R um intervalo e f : I - R uma funcdo integrdavel em todo
intervalo [a,b] c I. Dado ce I, seja F: I - R a integral indefinida de f definida por:

F(x) = f " (t)dt.

Se f € continua em xq € I, entdo F' € derivdvel em xg, e

F'(2o) = f(20)-
Demonstragao: A prova pode ser encontrada em (2).

Teorema 2.4. Uma fungao limitada f :[a,b] > R € integrdvel se existe o limite

lim Ax;
1Pl o;f(f’) '
de suas somas de Riemann, para todo pontilhamento & de P. Além disso, nesse caso,

tem-se

[ F@yde = tim 3 16 A
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2.4 Sequéncias e Séries

Definicao 2.5. Sequéncia é uma funcao f: Ac N — R, definida sobre um subconjunto A

dos numeros naturais que toma elementos no conjunto R.

Definigao 2.6. Dada uma sequéncia numérica (a,), a série associada é definida como

Yoo G, que representa a soma dos termos aj,ag, -+, ay.

2.5 Equagoes Diferenciais Lineares

Definicao 2.7. Uma Equacgao Diferencial Linear de Primeira Ordem é uma equacao da

forma

Ly P(a)y= Q).

em que P(x) e Q(x) sao fungdes continuas de x.

Para uma visdo mais geral sobre equagoes diferenciais, indicamos a leitura de (5).

Podemos encontrar a solugao desse tipo de equagao a partir da formula
1
y=— [ 1@)Q)d,
()

em que p(z) = ef Pl)de,
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3 APLICACOES

No presente Capitulo 3, dedicaremos nossa atencao a demonstracao da aplicabilidade
pratica e intuitiva do Célculo Diferencial em uma variedade de campos do saber. Par-
tindo dos conceitos fundamentais ja estabelecidos, exploraremos como as ferramentas
do Célculo se manifestam em contextos distintos, com foco principal em sua relevancia
intrinseca na prépria Matematica (aprofundando a compreensao do Célculo), em sua po-
derosa descrigdo do movimento na Fisica (através da Cinematica) e em sua capacidade de
modelar fenomenos complexos por meio de Equacoes Diferenciais. Através de exemplos
selecionados, buscaremos ilustrar a versatilidade e a importancia do Calculo Diferencial na

resolucao de problemas e na compreensao de sistemas em diversas areas do conhecimento.
3.1 Aplicagoes na Matematica
3.1.1 Lema de Rolle

Nesta secao vamos estudar a primeira dentre as aplicagoes do Calculo Diferencial, e
esta é chamada de Lema de Rolle, em homenagem ao matematico francés Michel Rolle
(1652 - 1719). Este resultado é um caso particular do chamado Teorema do Valor Médio

de Lagrange (Que serd estudado na préxima se¢ao), o qual nos diz o seguinte:

Lema 3.1 (Rolle). Seja f : [a,b] - R uma funcao continua em [a,b] e derivdvel em
(a,b). Se f(a) = f(b) =0, entao existe c € (a,b), tal que f'(c) =0.

Demonstracao: Se supormos que f(c) < f(z),Vz € [a,b] (com f(c) > f(x),Vx € [a,b]

seguimos o mesmo raciocinio), entao

f(x)-f(c) 0. (3.1)
Com z € (¢,b), temos
xr>c=>x-c>0. (3.2)
Logo, de (3.1) e (3.2) temos
M >0 (3.3)
r-c

f(@)-F(c)

r—c )

em que f’(c¢) = lim,_,. pois f é derivével e, portanto, f'(c) > 0.

Agora, com x € (a, ), temos

r<c=>z-c<0. (3.4)

Logo, de (3.1) e (3.4) temos
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f(x) = f(e)
f(c)>0ef(c)<Ox;§<1ste cec(a b), tal que f'(¢) = 0.

em que f’(c) = lim , pois f & derivavel e portanto f’(c¢) < 0. Logo, com

Exemplo 3.1. Dados a,b,c € R, mostre que a equagao 4ax3 + 3bx? +2cx —(a+b+¢) =0

tem uma raiz entre 0 e 1.

Solugao: Vamos tomar a seguinte fungao f(x) = ax* + bx® + cx? - (a + b + ¢)x. Vamos

calcular a derivada dela:

f'(x) = 4az® + 3bz* + 2cx — (a+ b +c). (3.6)

E possivel apés os céleulos, ver que f(0) = £(1) =0 e que f(z) é continua em [0,1] e
derivavel em (0,1).

Logo, pelo Teorema de Rolle, existe zq € (0,1), tal que

f'(wo) = 4axd + 3bx3 + 2cxo— (a+b+c) = 0. (3.7)

Isso é o mesmo que dizer que a equagao 4ax? + 3bx? +2cx - (a+b+c) =0 tem uma raiz

entre 0 e 1.

3.1.2 Teorema do Valor Médio de Lagrange

Nessa se¢ao, vamos trabalhar com o Teorema de Valor Médio de Lagrange, homenage-
ando o matemaético italiano Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), cuja demonstragao

utiliza o Lema de Rolle.

Teorema 3.1. Se f : [a,b] > R € uma funcao continua em [a,b] e derivavel em (a,b),

entdo existe c € (a,b) tal que

Demonstragao: Vamos tomar a funcao g : [a,b] - R dada por

o) = 1) - ((1=2) s+ (3

Logo a sua derivada ¢

~4)5@). (3.8)

- r-((79)-(12)

E possivel apés os calculos, ver que g(a) = g(b) = 0 e que g(x) é continua em [a,b] e

derivavel em (a,b).
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Logo, pelo Teorema de Rolle, existe c € (a,b), tal que ¢’(c) = 0.

Entao,
o ()12
0= 10 - (HO=19), (3.11)
f(bz:z:(a) - (o). (3.12)

Portanto, existe c € (a,b), tal que f'(c) = f(bl))— (@)

Exemplo 3.2. Suponha que f e g sejam continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b). Su-

ponha também que f(a) = g(a) e f'(z) < ¢'(x) para todo x € (a,b). Prove que f(b) < g(b).

Solucgao: Vamos tomar a seguinte funcao:

h=f-g. (3.13)

Pelas propriedades das fungdes continuas temos que se f e g sao continuas em [a,b] e
derivaveis em (a,b), entdo h = f — g é também continua em [a, b] e derivdvel em (a,b).

Desse modo, pelo Teorema do Valor Médio existe um c € (a,b), tal que
h(b) - h(a)

b-a

Note que h'(x) = f'(z) - ¢'(xz), sendo que f'(x) < ¢’'(x), o que implica dizer que
W(x)=f'(z)-g'(x) <0.

Portanto,

B (c) = (3.14)

W(c) = W <0. (3.15)

Como b—-a >0, entao h(b) — h(a) <0. Mas se h = f — g, entao

h(b) = h(a) = (f(b) - g(b)) - (f(a) - g(a)) < 0. (3.16)

Como f(a) = g(a), entao

f(a)=g(a) = f(a) - f(a) = 0. (3.17)

Logo,

h(b) = h(a) = f(b) = g(b) =0 = f(b) - g(b) <0. (3.18)
Note que f(b) —g(b) <0 implica dizer que f(b) < g(b).



16

Portanto, vimos que se f(a) =g(a) e f'(x) < ¢’(x) para todo x € (a,b), em que f e g

sdo continuas em [a,b] e derivaveis em (a,b), entao de fato, f(b) < g(b).

3.1.3 Teorema do Valor Médio de Cauchy

Vamos agora estudar o Teorema do Valor Médio de Cauchy, cujo nome homenageia o
matemadtico francés Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857). A demonstracao vai ser

feita a partir do TVM de Lagrange.

Teorema 3.2. Se f,g:[a,b] > R sao fungoes continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b),

S f)=f(a) _ f'(c)
entao existe c € (a,b) tal que ) —g(@) = ()"

Demonstragao: Vamos tomar a fungao

h:la,b] > R, (3.19)
dada por
h(z) = (f(b) = f(a))g(x) - (9(b) - g(a)) f(z). (3.20)
A sua derivada é
W(x)=(f(b) - f(a))g'(z) - (g(b) - g(a))f'(z). (3.21)

Além disso, podemos determinar h(a):

h(a) = (f(b) = f(a))g(a) - (9(b) - g(a)) f(a), (3.22)

h(a) = (f(b)-g(a) - f(a)-g(a)) = (g(b) - f(a) - g(a) - f(a)), (3.23)
h(a) = f(b) -g(a) - f(a) - g(a) - g(b) - f(a) + g(a) - f(a), (3.24)
h(a) = f(b) - g(a) - g(b) - f(a), (3.25)

h(a) = f(b)-g(a) - f(a)-g(b). (3.26)

E também podemos determinar h(b):

h(b) = (f(b) = f(a))g(b) - (g(b) - g(a))f(b), (3.27)

h(b) = (f(b) - g(b) = f(a)-g(b)) - (g(b) - f(b) - g(a) - £(D)), (3.28)
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h(b) = f(b) - g(b) = f(a)-g(b) - g(b) - f(b) + g(a) - £ (D), (3.29)
h(b) ==f(a)-g(b) +g(a)- f(b), (3.30)
h(b) = f(b) - g(a) - f(a) - g(b). (3.31)
Observa-se que h(a) = h(b) = f(b)-g(a) - f(a)-g(b) e que h(x) é continua em [a,b] e
derivével em (a,b). Logo, pelo TVM de Lagrange existe c € (a,b), tal que h/(c) = M,
sendo que se h(a) = h(b), entao h'(c) = 7= = 0.
Logo, de (3.21), temos
h(e) = (f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) - g(a)) [ (c), (3.32)
0=(f(b) - fa))g'(c) - (9(b) - g(a)) f'(c), (3.33)
(f(b) = fa))g'(c) = (g(b) - g(a)) ['(c), (3.34)
F(0)~ f(a) _ glb) - g(a) )

frey — g(e)

= : f'(e) _ f(®)-f(a)
Portanto, entao existe ¢ € (a,b), tal que i OIIORIOR

3.1.4 Série de Maclaurin

Teorema 3.3. Se f puder ser derivada n vezes em xq =0, entao o n—ésimo polinomio de

Maclaurin de f € dado por

f(n)(o -
(x) = Z -
Demonstragao: Sabemos que a série de poténcias pode ser definida como

f(x) =3 ana™ = ag + a1 + agx” + agz® + - (3.36)
n=0

Quando z =0, f(x) = aop.
Além disso ao diferenciar a funcao dada, ela se torna
f(x) = ay + 2as7 + 3azx? + 4asz® + . (3.37)

Ao substituir novamente x = 0, obtemos
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£(0) = a. (3.38)

Entao, diferenciando novamente, obtemos

f"(x) = 2ag + 6azz + 12422 + -+ (3.39)

Também substituindo x = 0 na diferenciacao de segunda ordem, obtemos

f"(0) = 2a,. (3.40)

Portanto, @ = as.

Generalizando a equagao, obtemos

f™(0) _

" . (3.41)

Como a, é a n—ésima derivada de f aplicada no 0 dividido por n!, entao

f(t;(o)x”. (3.42)

f(z) = f:

Esse somatorio é chamado de Série de Maclaurin, em homenagem ao matemaético
escocés Colin Maclaurin (1698 - 1746) que a desenvolveu em seus estudos. Essa série
tem importante lugar de destaque tanto na Matematica quanto em outras ciéncias, uma
vez que ela nos permite exibir funcoes como soma de monomios, por exemplo, a funcao

f(x) =e®, é escrita via Série de Maclaurin como

ex:1+x+x2+x3+...+$n+...; (343)
ou ainda
3 5 7 —1)»
a,I'Cta,IlI':fE_x_'i‘x__x_+‘“+ux2n+l (344)
3 5 7 2n+1

Quando a soma é finita, obtemos o que chamamos de Polinédmio de Maclaurin, o

qual faremos uso na proxima secao.
3.2 Aplicagoes em outras areas
3.2.1 Cinematica

A Fisica, como ciéncia fundamental, busca descrever e explicar os fendmenos naturais
que nos cercam. Para isso, ela se utiliza de diversas ferramentas matematicas, sendo o
Calculo uma das mais poderosas. O Calculo aplicado a Fisica permite analisar o movi-
mento, a energia, as forgas e outras grandezas fisicas de forma precisa e rigorosa. Espe-

cificamente na Cinematica, ramo da Fisica que estuda o movimento dos corpos sem se
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preocupar com suas causas, o Calculo desempenha um papel crucial. Através do Calculo
Diferencial e Integral, podemos determinar a velocidade, a aceleracao e a posicao de um
objeto em funcao do tempo. Essa frase resume a importancia do conhecimento acumulado
e da aplicagao de ferramentas matematicas como o Calculo para o avanco da Fisica e da
nossa compreensao do universo.

A cinematica é a parte da Fisica que se dedica a descrever o movimento dos corpos,
sem se preocupar com as causas desse movimento (forgas). Ela estuda grandezas como:

e Posigao: em que o objeto estd em um determinado instante.

e Velocidade: Quao rapido o objeto se move e em que direc¢ao.

e Aceleracao: A taxa com que a velocidade varia ao longo do tempo.

A relacao entre cinemética e derivadas é fundamental, pois as derivadas nos permitem
quantificar as mudangas nas grandezas cinematicas ao longo do tempo. Desse modo,
vamos estudar essas trés grandezas citadas acima como uma aplicacao do conceito de

derivadas.

Defini¢ao 3.1. Seja s(t) a fungdo que descreve a posi¢ao de um objeto em um deter-
minado instante t, entdo a velocidade instantanea v(t) desse objeto no instante t é dada
por:

iy = i S8 = 8(t0)
v(to) = §'(to) = tlLtO P

em que:

e vu(t) representa a velocidade no instante t;

e s'(t) é a notagdo para a derivada da fungdo posicio s em relagdo a varidvel tempo
t;
s(t+ At) - s(t)

At
sentando a tara de variacao instantanea da posicao;

e limas.o a defini¢cao formal da derivada através do limite, repre-

o At representa um intervalo de tempo infinitesimalmente pequeno;

o s(t+ At) — s(t) representa a variagao infinitesimal da posicao durante o intervalo
de tempo At.

Definigao 3.2. Seja v(t) a func¢do que descreve a velocidade de um objeto em um deter-
minado instante t, entdo a aceleragao instantinea a(t) desse objeto no instante t € dada

por:
lim v(t+ At) - v(t)
At—>0 At

a(t) =

S - . .
Como v(t) = o podemos escrever a aceleragao como a sequnda derivada da posi¢ao:

alt) = dt2
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f(a) n
o (r —a)” e as
equacoes de velocidade e aceleracao, se um determinado objeto parte da posicao inicial

k
Aplicando o Polinomio de Maclaurin de ordem n f(z) =
n=0

2o no instante ¢t = 0, com velocidade inicial vy, temos que

s(t) =s(0) +s"(0)t + %(O)tz = s(t) = sg +vot + %atQ (3.45)

v(t)=5'(t) = v'(t) = vy +at. (3.46)

As equagoes (3.45) e (3.46) fazem parte do que é conhecido, respectivamente, como

Movimento Retilineo Uniforme ¢ Movimento Uniformemente Variado.

Nesse estudo, a aplicacao do Calculo pode ser 1til para diversas situacoes praticas do
cotidiano. Em veiculos autonomos, por exemplo, a capacidade de prever a futura posicao
e velocidade de outros carros serve para evitar colisoes e planejar manobras, como a
mudanca de faixa. Essa previsao precisa é possivel mediante o conhecimento da posicao
atual do veiculo (s(t)), de sua velocidade (v(t) = s'(t)) e da estimativa de sua aceleragao
(a(t) = v'(t) = s"(t)), demonstrando a interconexao entre conceitos fundamentais do

Célculo e a tecnologia automotiva avangada.

3.2.2 Crescimento Populacional Malthusiano

O modelo malthusiano de crescimento populacional, proposto por Thomas Robert
Malthus no final do século XVIII, oferece uma perspectiva inicial sobre a dinamica entre
o crescimento da populacao humana e a disponibilidade de recursos. Essencialmente, o
modelo postula que enquanto a populagao tende a crescer em progressao geométrica, os
recursos necessarios para sustenta-la, como alimentos, aumentam apenas em progressao
aritmética. Essa disparidade inerente levaria inevitavelmente a um ponto de crise, mar-
cado por escassez, fome e aumento da mortalidade, atuando como ”verificagoes” naturais
para restabelecer o equilibrio.

Matematicamente, esse modelo pode ser expresso por uma Equagao Diferencial Or-
dindria (EDO) simples, em que a taxa de variacdo da populagdo ao longo do tempo é
diretamente proporcional ao tamanho da populacao naquele instante. Essa formulacao
basica encontra aplica¢oes em estudos introdutérios de dinamica populacional, fornecendo
um ponto de partida para andlises mais complexas e incorporando fatores como avancos
tecnologicos, mudancas sociais e politicas de controle de natalidade.

Vamos tomar esse seguinte modelo:

dP

& _kp
a
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em que
e ¢: Instante em que a populagao esté crescendo em tal niimero;
e P: Populagao no instante t;

e k>0: E uma taxa constante de crescimento.

Fazendo algumas manipulacoes na equacao, podemos notar que

dP

— = kdt. 3.47
o (3.47)
Integramos em ambos os membros:
dP
f =- f kdt = In|P| + Cy = kt + Cy; (3.48)
ou ainda,
In|P| =kt + Cs. (3.49)
Elevando tudo a partir de e, vem
en|P| _ pkt+Cs |P| — ektecs; (3_50)
ou ainda
P =eMels, (3.51)
Vamos descobrir quem é P(0):
P(t) = eFe%s; (3.52)
P(0) = eF*0es; (3.53)
P(0) = e%. (3.54)
Logo o valor de P:
P =P(0)e. (3.55)

Essa solugdo, P(t) = P(0)e*, encapsula a esséncia do modelo malthusiano de cresci-

mento populacional: um crescimento exponencial. O que essa férmula fundamentalmente
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significa é que, sob as premissas do modelo (taxa de crescimento constante e recursos ili-
mitados), o tamanho da populac¢do (P(t)) aumenta ou diminui a uma taxa proporcional

ao seu tamanho atual.

3.2.3 Equacoes de Lotka-Volterra

O modelo de Lotka-Volterra, desenvolvido independentemente por Alfred J. Lotka e
Vito Volterra na década de 1920, oferece uma descricao matematica da dinamica popula-
cional de predadores e presas em um ecossistema. Diferentemente do modelo malthusiano
que considera o crescimento isolado de uma tunica populagao, o Lotka-Volterra é um sis-
tema de Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs) acopladas, descrevendo as interagoes
ciclicas entre duas populagoes: a presa, cuja abundancia favorece o crescimento da po-
pulacao de predadores, e o predador, que por sua vez limita o crescimento da populacao
de presas através da predagao. Esse modelo matemético encontra aplicacoes em diversas
areas da Ecologia e Biologia Populacional, fornecendo insights sobre a estabilidade de ecos-
sistemas, o controle biolégico de pragas, a dinamica de doencas infecciosas e até mesmo
em modelagens de interacoes economicas e sociais com caracteristicas de competicao e
exploracao.

Vamos, entao, trabalhar com as seguintes equacoes:

dt Y=Y,

em que

e x(t): nimero de presas no tempo t;

y(t): nimero de predadores no tempo t;

a: taxa de crescimento natural da populacao de presas na auséncia de predadores;

(: taxa na qual as presas sao predadas pelos predadores;

0: taxa na qual os predadores convertem presas consumidas em novos predadores;

v: taxa de mortalidade natural da populacao de predadores na auséncia de presas.

Fazendo algumas manipulagoes nas equagoes, podemos notar que

d
?x = (Oé - /By)dta

B (0x —~)dt.
Y
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Calculamos ambas as equacoes da mesma forma que o modelo malthusiano. Integrando

a primeira equacao, temos

fi—x=f(a—ﬁy)dt,

In|z|+C) = (= By)t + Cy,
Infz| = (a = py)t+ Cs,
elnlal = o(a=BY)t+Cs
|| = (@ Pv)eCs

z(t) = ela=By)t Cs

Integrando a segunda equacao,

f%=f(5x—7)dt,

Inly| + Cy = (dz — )t + Cs,

Inly| = (62 — )t + Cs,

€1n|y| — 6(6x—'y)t+C’6’
_ (dz—)t ,C
|y| — e( ’Y) e 6’

y(t) = 07l

Vamos descobrir quem é z(0) e y(0):

x(()) = e(a=By)0,C3 7

z(0) = e%e®?,

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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2(0) = %, (3.70)
y(0) = 02=10cCs (3.71)
y(0) = %, (3.72)
y(0) = e%. (3.73)
Logo o valor de x e y é:
z(t) = e Px(0), (3.74)
y(t) = e*(0). (3.75)

As solugoes apresentadas, z(t) = el )ix(0) e y(t) = e Mty(0), demonstram a
interdependéncia entre as populacoes de presa e predador no modelo de Lotka-Volterra.
A taxa de crescimento da populagao de presas (x(t)) ndo é constante, mas sim modulada
pela presenca de predadores (y(t)), enquanto o crescimento da populacao de predadores
(y(t)) depende da disponibilidade de presas (x(t)). Essa natureza acoplada das solugdes
implica um comportamento dinamico e oscilatorio, no qual o aumento de uma populacao
inevitavelmente leva a um aumento ou diminuicao da outra, gerando ciclos populacionais

caracteristicos.
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4 CONCLUSAO

A vasta area do Calculo Diferencial e Integral nao se limita a exploracao de seus con-
ceitos teoricos, estendendo sua influéncia a diversas areas do conhecimento. Nesse sentido,
é possivel, por exemplo, observar a aplicacao de seus principios no estudo das solugoes de
uma equagcao polinomial, exemplificado através do Lema de Rolle; na representacao de
funcoes infinitamente derivaveis, através da Série de MacLaurin; na andlise quantitativa
de grandezas fisicas, como aquelas que foram abordadas no estudo da Cinematica; e na
modelagem matematica de fenomenos bioldgicos e ecoldgicos, a exemplo do crescimento
populacional e das interacoes predador-presa, descritos por EDOs.

Assim, ressalta-se a relevancia de investigar, mesmo que seja de nivel fundamental,
as diversas ocorréncias do cotidiano onde os conceitos do Célculo podem ser empregados.
Posto isso, é de consideravel valor que profissionais de variados dominios desenvolvam uma,
compreensao acerca das ferramentas matematicas aplicaveis as suas atividades, notada-
mente o Célculo Diferencial, o qual se configura como um instrumental de grande utilidade

para a analise e resolucao de problemas complexos em uma diversidade de contextos.
4.1 Sugestoes para pesquisas futuras

Em termos de futuras pesquisas, propoe-se a investigacao de exemplos praticos e con-
textualizados que contribuem na compreensao das aplicacoes exploradas neste estudo.
No que concerne ao Modelo de Lotka-Volterra, por exemplo, sugere-se a construgao de
cenarios hipotéticos ou o estudo de dados empiricos de interacoes predador-presa em am-
bientes definidos. Essa abordagem metodoldgica poderia envolver a parametrizacao do
modelo com dados ambientais relevantes, permitindo uma andlise mais rica e aplicavel da
dinamica populacional.

Além disso, outras linhas de investigacao podem concentrar-se nas aplicagoes do
Calculo em dominios do saber nao relatados nesse trabalho. Entre estes, incluem-se a
Quimica (com a modelagem cinética e termodinamica de reagdes), a Geometria Analitica
(na andlise de propriedades geométricas via métodos analiticos), a Economia (na oti-
mizac¢do de modelos micro e macroeconomicos), a Computagao (no desenvolvimento e
andlise de algoritmos computacionais), e a Estatistica (na modelagem de distribuicoes
de probabilidade e processos estocasticos). Dessa forma, é sugerida também a pesquisa
de modelos matematicos especificos que utilizam as teorias do Calculo em cada uma das

areas mencionadas.
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