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RESUMO

Sabemos que nao é facil fazer interpretacdo gréafica de funcdes, pois o conteldo
requer uma certa maturidade do raciocinio I6gico-matematico. Assim sendo, neste
trabalho, temos como principal objetivo trazer um esclarecimento sobre os graficos
das funcdes do 1° e do 2° grau, com o intuito de fazer com que o alunado obtenha
total seguranca sobre tal contetdo. De inicio, apresentaremos relatos sobre a
histéria das funcbes, em que destacaremos alguns matematicos, bem como
algumas descobertas realizadas por eles. Posteriormente, faremos um
aprofundamento no conceito de funcdo, destacando seus principais elementos
atrelados as suas demonstracdes, uma vez que tais elementos serdo essenciais
para fazermos a interpretacdo grafica. Destacaremos também, algumas funcdes
especificas, faremos comparacdes entre elas e analisaremos a variagdo dos
coeficientes e automaticamente a variacado dos graficos. Desse modo, veremos em

detalhe cada caso especifico buscando assim alcangar o objetivo esperado.

Palavras-chave: Funcado do 1° Grau; Funcéo do 2° Grau; Interpretacéo Grafica.



ABSTRACT

We know it is not easy to interpret graphical functions because the content requires
a certain maturity of logical and mathematical thinking. Therefore, in this work, our
main is objective bringing a clarification on the graphs of functions of the 1st and 2nd
grade, in order to make the pupils secure over such content. Initially, we present
reports about the history of the functions, in which we will highlight some
mathematicians as well as some discoveries made by them. Afterwards, we will
deepen the concept of function, highlighting its main elements linked to their
statements, since these elements are essential to do the graphical interpretation.
Also we will highlight some specific functions, making comparisons between them
and analyze the variation of the coefficients of variation and automatically graphs.
Thus, we will see in detail each specific case thus seeking to achieve the expected
goal.

Keywords: Function of the 1st Degree; Function of the 2nd Degree; Graphic

Interpretation.
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1. INTRODUCAO

O conceito de funcéo é muito amplo e um dos mais importantes da Matemética,
e se tratando dos conceitos basicos envolvidos nesse tema, sabemos que muitos
alunos apresentam sérias dificuldades, principalmente em relagcdo a compreenséao e
andlise de gréficos. Muitas vezes, alunos chegam a universidade com dificuldade em
interpretar graficos de fungbes do 1° e 2° grau. Por exemplo, ndo entendem que o
gréfico da funcdo do 1° grau é uma reta, e que o grafico da funcao do 2° grau € uma
curva — a parabola. Portanto, nesse trabalho estardo inseridos os conceitos,
definicdes e representacbes graficas de funcbes do 1° e do 2° grau, com 0 objetivo
de minimizar as grandes dificuldades encontradas em boa parte dos educandos.

O presente trabalho se organiza da seguinte forma: primeiramente, fazemos
uma revisao de literatura, em que sao abordados os aspetos historicos das fungdes
e algumas contribuicbes de matematicos, como René Descartes; logo apos
iniciamos o conceito de fungcédo, com uma breve revisdo sobre produto cartesiano e
relacéo, e posteriormente as definicdes de funcdo, em especifico as funcdes do 1° e

do 2° grau; por fim, as interpretacdes graficas.



13

2. REVISAO DE LITERATURA
2.1. ASPECTOS HISTORICOS DAS FUNCOES

lezzi at al. (2004) afirma que o conceito de fungéo néo foi formulado de modo
satisfatorio antes do século XIX, mas aparece de forma implicita em varias situacdes
na Matematica da Antiguidade. Desde o tempo dos gregos até a idade moderna a
teoria dominante era a Geometria Euclidiana, que tinha como elementos base o
ponto, a reta e o plano. Hoje em dia, parece ser simples esse conceito, mas,
devemos analisar que para chegar até esse ponto houve grande colaboragdo de
varios estudiosos, que com perspectivas diferentes convergiram para 0 mesmo
conceito que é visto nos dias de hoje. Podemos destacar os babilénios que, falando
de forma simplificada, relacionaram a definicdo de funcdo como sendo uma tabua. E
claro que uma tadbua ndo € uma funcédo por si s6, mas essa ideia pode servir
principalmente no plano educacional, para identificar uma funcdo. Os babilonios
foram excelentes em sua arte como produtores de tadbuas matematicas. No museu
de Berlim, ha uma plaqueta de argila com uma tabua com os valores de n® + n* para
n=1,2,3,...,20,30,40 e 50, que associa a funcdo f definida por f(x) = x* + x?,
cujo dominio é {1,2,3,...,20,30,40,50}. Essa tadbua foi construida para permitir a
resolucdo de equacgdes do tipo x* + x*> = c. Se, por exemplo, ao resolver a equacao
x>+ x* = 80, 0 que se procura é o nimero n tal que f(n) = 80 esse nimero n pela

fungéo inversa de f seria aimagem de 80.

De acordo com lezzi at al. (2004), o matematico alemdo G.W Leibniz (1646-
1716) na segunda metade do século XVII, usaria pela primeira vez a palavra funcao
para indicar uma quantidade geométrica variavel de um ponto a outro de uma curva.
As palavras que hoje sdo corrigueiras na linguagem matematica - como variavel,
constante e parametro - deve-se também a Leibniz. J4 a notagdo f(x) que indica
uma funcdo so foi introduzida em 1734 pelo grande matematico suico Leonhard
Euler (1707-1783). Euler enfatizou menos a representacdo analitica e deixou
antever como conceito de funcdo toda variavel que dependa de outra, ou seja, se a

segunda variar, a primeira também varia.

Foram essenciais os estudos de Euler para o desenvolvimento do conceito de
fungbes, trazendo grandes contribuigcbes para as notagdes e a linguagem simbolica

gue utilizamos hoje. Para Boyer (1996), Euler foi o fundador da Andlise, quando
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organizou e colocou uma base formal, isolada da Geometria. Euler foi o primeiro a
tratar o célculo como uma teoria formal de fung¢des, mesmo ndo tendo sido o

precursor no que se refere a nogao de funcéo.

Dirichlet (1805-1859) em 1837 sugeriu uma definicAo geral para funcao,
considerada a definicdo “formal” de funcdo moderna, onde fungdo € um caso
especial de uma relagéo. “Se uma variavel y esté relacionada com uma variavel x de
modo que, sempre que um valor numeérico € atribuido a x, existe um regra de acordo
com a qual é determinado um Unico valor y, entdo se diz que y é funcao da variavel
independente x”. Isto estd proximo do ponto de vista moderno de uma
correspondéncia entre dois conjuntos de nimeros, mas 0s conceitos de conjunto e

de numero real ndo tinham ainda sido estabelecidos (Boyer, 1996).

No século XVII, Descartes utilizou equagdes com x e y para introduzir uma
relacdo de dependéncia entre quantidades variaveis, de modo a permitir o célculo de
valores de uma delas a partir dos valores da outra. Na mesma época, Newton usava
o termo “fluente” para expressar sua nogao de fungdo, muito ligado com a nogao de
curva. No fim do século, Leibniz usa o termo “fungao” para referir segmentos de reta
cujos comprimentos dependiam de retas e curvas. Logo depois o termo foi usado

para referir quantidades dependentes entre si.

Em 1698, Jean Bernoulli (1667-1748), adota a terminologia de Leibniz para
funcdo de x. “Uma funcdo de um valor variavel é uma expressdo analitica, que é
composta de valor variavel e valores constantes”. Mais tarde, em 1718, Bernoulli faz
a distincdo entre funcéo e o valor da funcédo, mas nao fala da unicidade, sendo esta
a primeira definicdo de funcao. Ele considerou funcdo como uma expressao formada
de uma variavel e algumas constantes. Bernoulli experimentou varias notacdes para

uma fungdo, das quais “fx” € a que mais se aproxima da atual (Boyer, 1996).

Os primeiros graficos surgiram quando o francés Nicole Oresme (1325-1282)
expbs seu método para representar geometricamente fenbmenos de uma variavel
numa obra publicada em 1350. Sua ideia consistia em construir o que ele chamava
de configuracado, ou seja, uma figura geométrica formada de um eixo sobre a qual
marcava os valores da variavel, que ele chamava de longitudes, e uma sucessao de
segmentos construidos verticalmente sobre o eixo, cujas medidas eram chamadas

de latitudes, para marcar os valores correspondentes as longitudes. A figura era
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construida respeitando a proporcionalidade dos valores envolvidos. Como se nota,
as coordenadas atuais, abscissas e ordenadas, tem como antecessores as latitudes
e longitudes de Oresme (lezzi, 2004).

Percebemos que ao longo do tempo varios estudiosos deram suas
contribuicdes para o conceito de fungdes, sendo assim, queremos destacar um
desses grandes nomes da época que por varias vezes foi chamado de pai da
mateméatica moderna, o filosofo René Descartes.

2.2. HISTORIA E CONTRIBUICOES DE RENE DESCARTES

René Descartes nasceu no dia 31 de marco de 1596 em La Haye, antiga
provincia de Touraine. Foi um filosofo, fisico e matematico francés, considerado o
criador do pensamento cartesiano, sistema filoséfico que deu origem a Filosofia
Moderna. Estudou no colégio Jesuita Royal Henry — Le Grand - na época o colégio
mais prestigiado da Franca, que tinha o objetivo de treinar as melhores mentes.
Descartes estudou entre 1607 e 1615, formou-se em direito pela Universidade d
Poitiers, dois anos depois ingressou no exercito do principe Mauricio de Nassau, ha
Holanda, onde estabeleceu contato com as descobertas recentes da Matematica.
Aos 22 anos, comecgou a formular sua “geometria analitica” e seu “método de
raciocinar corretamente”. Sua principal obra foi “O discurso sobre o0 método” (1637),
na qual apresentou o seu método de raciocinio, “Penso, logo existo”, base de toda a
sua filosofia. Em 1649, foi trabalhar como instrutor da rainha Cristina na Suécia.

Com uma saude fragil, morre de pneumonia no dia 11 de fevereiro de 1650.

René Descartes (1596 — 1650)

René Descartes deve ser considerado um génio da Matematica, pois

relacionou a Algebra com a Geometria, o resultado desse estudo foi a criacio do
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Plano Cartesiano. Essa fusdo resultou na Geometria Analitica. Descartes obteve
grande destaque nos ramos da Filosofia e da Fisica, sendo considerada peca
fundamental na Revolucdo Cientifica. Ele defendia que a Matemética dispunha de

conhecimentos técnicos para a evolugdo de qualquer &rea de conhecimento.

O Sistema de Coordenadas Cartesianas, mais conhecido como Plano
Cartesiano consiste em dois eixos perpendiculares numerados, denominados

abscissa e ordenada, que tem a caracteristica de representar pontos no plano.

Descartes utilizou o Plano Cartesiano no intuito de representar planos, retas,
curvas e circulos através de equacdes matematicas. Os estudos iniciais da
Geometria Analitica surgiram com as teorias de René Descartes, que representavam
de forma numeérica as propriedades geomeétricas. A criacdo da Geometria Analitica
por Descartes foi fundamental para a criacdo do Célculo Diferencial e Integral pelos
cientistas Isaac Newton e Leibniz.
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3. CONCEITO DE FUNCAO

Neste capitulo, abordaremos a definicdo de funcédo de forma ampla, e mais
adiante veremos duas definicdes mais especificas - as defini¢cdes de funcbes do 1° e
do 2° grau. Iniciaremos com uma revisdo sobre produto cartesiano e relacdes, antes
de irmos para a definicdo de funcéo. Dessa forma, veremos com mais clareza a

definicdo que para muitos se torna dificil.
3.1. PRODUTO CARTESIANO

Dados dois conjuntos, A e B, ndo vazios, chamamos de produto cartesiano de
A por B (A X B, A cartesiano B) o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) em

que x pertence a A e y pertence a B:
AXB={(x,y)|x€Aey€ B}
Assim, para A = {1,2,3} e B = {2, 5}, temos:
a) AXB = {(1,2),(1,5),(2,2),(2,5),(3,2),(3,5)}
b)BXA = {(2,1),(2,2),(2,3),(51),(5,2),(53)}
C)BXB = {(2,2),(2,5),(5,2),(5,5)}
d)AXA = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

Se A# B, temos AXB+BXA. Se A tem m elementos e B, n elementos,

A X B tem m .n elementos. Assim:
n(AXB) = n(4).n(B)
3.2. RELACAO

Dados dois conjuntos, A e B, ndo vazios, definimos uma relacdo R de A em B

como um subconjunto de A X B.

RérelaciodeAemB < RcCAXB
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Considere A ={-1,0,1,2}eB ={1,2}

AXB=1{(-1,1),(-1,2),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. Assim, duas relagbes

de A em B poderiam ser:

i Rl = {(_1' 1)' (O' 1)' (1' 2)}
* Ro={(x,y) €AXB|y=x}={(11),(22)}

3.2.1. Notacao

Podemos escrever uma relagéo de A em B das seguintes formas:

e nomeando seus pares ordenados;

Exempilo:
Ry ={(3,1),(5,2),(4,-1)}
e através de uma sentenca matematica,
Exemplo:
R, ={(x,y) EAXB|y=x+1}

3.2.2. Dominio e Imagem de uma relagao
Seja R uma relacéo de A em B.

I. Chamamos de dominio de R o conjunto formado por todos os primeiros elementos

dos pares ordenados (x,y) pertencentes a R e representamos por D(R).
Assim, na relacdo R = {(—1, 3),(0,4),(1,5),(2,6)} o dominio é&: D(R) = {-1,0, 1, 2}.

. Chamamos de imagem de R o conjunto formado por todos os segundos

elementos dos pares ordenados (x, y) pertencentes a R e representamos por Im(R).

Assim, no exemplo anterior, aimagem de R é: Im(R) = {3,4,5, 6}
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3.2.3. Representacdo de uma relagéo

Podemos representar uma relagéo ou por um diagrama de setas ou no plano

cartesiano. Vejamos um exemplo.

Dados os conjuntos A={-1,0,1,2,3} e B={0,1,45} e a relagao
R=(x,y)EAXB|y=x?}.

Determinando R temos:

X -1 0 1 2 3
y = x2 (_1)2 02 12 22 32
y 1 0| 1| 4| 09

Note que 9 ¢ B. Entéo,

R ={(-1,1),(0,0),(1,1),(2,4)}

Sua representacdo pode ser:

T Py B 1
1 1
ﬂ ot
4 —t—— ——t—
-4 3 -2 -1 1 2 3 4
3 T
3 -
|- d 8 == d
Figura 1 - Diagrama de Setas. Figura 2 - Plano Cartesiano.

3.3. DEFINICAO DE FUNCAO

Dados dois conjuntos, A e B, ndo vazios, dizemos que a relacdo f de Aem B é
funcdo se, e somente se, para qualquer x pertencente ao conjunto A existe, em
correspondéncia, um unico (3!)y pertencente a B tal que o par ordenado (x,y)

pertencaa f:

féfunciodeAemB o VxeAI yeEB|(x,y)ESf



20

f1 € funcdo, pois todos os elementos de A tem

um Unico correspondente em B.

Figura 3 - Exemplo de funcéo.

f> nao é funcao, pois o elemento 3 do conjunto A

nao tem correspondente em B.

Figura 4 - Contraexemplo de funcéo.

f3 ndo é fungéo, pois o elementos 1 do conjunto

A tem mais de um correspondente em B.

Figura 5 - Contraexemplo de funcéo.

Desse modo, concluimos que toda funcdo é uma relacdo, mas nem toda relacdo é

uma funcéo.
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3.3.1. Notacao

e ftA—>B |é-se:féfuncdode AemB

o y=f(x) |é-se:y é funcBode x,comx € Aey€ERB

Podemos escrever uma funcdo f:A — B através de suas variaveis x

(independente) e y (dependente).
Exemplos:

e y=23x*+4x ou f(x)=3x*+4x
e y=2x+1ou f(x)=2x+1

3.3.2. Valor Numérico de uma funcgéo

Chamamos de valor numérico de uma funcéo o valor que a variavel y = f(x)

assume quando atribuimos a x um determinado valor.

Considere os conjuntos A ={-1,0,1,2} e B={-1,1,3,5} e a funcdo f:A > B
definida por f(x) = 2x + 1.

Vejamos os valores em que y = f(x) assume:

e x=—1=f(-1)=2(-1D+1=-1
e x=0=f(0)=2(0)+1=1
e x=1=f1)=2(1)+1=3
e x=22f(2)=22)+1=5

Portanto, o valor numérico de y = f(x) serd& —1 quando x = —1, 1 quando
x =0,3 quandox =1 e 5 quando x = 2.
3.3.3. Dominio, Imagem e Contradominio de uma funcao

Seja a funcéo f: A - B.

I. Chamamos de dominio de f o conjunto formado pelos primeiros elementos dos

pares ordenados (x,y) pertencentes a f e representamos por D(f).
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Assim, pela defini¢do, D(f) = A.

II. Chamamos de imagem de f o conjunto formado pelos segundos elementos dos

pares ordenados (x,y) pertencentes a f e representamos por Im(f).

lll. Chamamos de contradominio de f o conjunto B e representamos por CD(f):
CD(f) = B.

Pela definicdo temos que Im(f) c CD(f) ou Im(f) c B.
Para melhor entendermos esses conceitos, vejamos um exemplo:

Dados os conjuntos A ={-1,0,1} e B ={0,1,2,4} e a funcdo f: A — B definida
por f(x) = x + 1, temos:

=1
( 0.— - Im(f) = {0' 1'2}
2
v jff_/k ) CD(f) ={0,1,2,4} = B

Figura 6 — funcédo de Aem B

B f=(=10)(0,1),(1,2)}
i D(f)=A4={-1,01}
1

A partir de agora iremos aprofundar mais o conceito de funcéo. Especificando
as funcdes do 1° e do 2° grau.

3.4. FUNCAO POLINOMIAL DO 1° GRAU

3.4.1. Definicao

Uma funcgéo f de R em R é uma funcao polinomial do 1° grau se a cada x € R se

associa o elemento (ax + b) € R,coma,b € Rea # 0.

f: R — R definida por f(x) =ax+bcoma,b € Rea+#0.
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Exemplos:

e f(x)=2x+1 onde a=2¢e b=1

o f(x)=—x+3
o f(x)=2x

onde a=-1e b=3

onde a=2 eb=0

3.4.2 Gréfico da fun¢éo do 1° grau

Ha uma afirmacado importante a respeito da funcao polinomial do 1° grau. Diz o

seguinte:

“O gréafico cartesiano da funcéo f(x) = ax + b (a # 0) € uma reta”

Demonstracéo:
Ya
Y3 C
Vs B AR |E
v, | AAa |D
iy o Xq X

Figura 7 — Gréfico da funcéo do 1° grau.

Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, distintos dois a dois, do grafico

cartesiano da funcdo y=ax+b (a#0) e (x.,y1), (x3,y.) € (x3,¥3),
respectivamente, as coordenadas cartesianas desses pontos.

Para provarmos que os pontos A, B e C pertencem a mesma reta, devemos

mostrar, que os triangulos retangulos ABD e BCE sao semelhantes.

De fato:
(xpy1))Ef=>y1=ax;+b

(xp,¥) Ef >y, =ax, +b
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(x3,¥3) Ef > y3=axz+b

Subtraindo membro a membro, temos:

(3 = ¥2) = (ax3 + b) = (ax, + b) = aiy — ;) > a = 222
(v2 = 72) = (@x, + b) = (ax, + b) = alx, = x,) = a = 218

Desse modo, 2222 = 22= 01 -

X3 = X2 X2 — X1

a.

Os triangulos ABD e BCE séo retangulos e tem lados proporcionais, entdo séo

semelhantes e, portanto, « = . Donde segue que 0s pontos 4, B, C estdo alinhados.
3.4.3. Coeficiente da funcédo do 1° grau

O coeficiente a da funcéo f(x) = ax + b é denominado coeficiente angular da

reta, ele determina a inclinagéo da reta no plano cartesiano.
O coeficiente b da funcéo f(x) = ax + b € denominado coeficiente linear.
Exemplo:

Na funcdo y = 2x + 1 o coeficiente angular € 2 e o coeficiente linear & 1.
Observe que se x = 0 temos y = 1. Portanto, o coeficiente linear € a ordenada do
ponto em que a reta intercepta o eixo Oy, e o coeficiente angular € responsavel pela

inclinacéo da reta.
3.4.4. Zero da funcéo do 1° grau

Chamamos de zero ou raiz da fungédo polinomial do 1° grau f(x) = ax + b,

a # 0, todo numero real x cuja imagem é nula, ou seja, f(x) = 0.
xeézerode f(x) & f(x) = 0.
Assim, para determinar o zero da funcéo do 1° grau, basta resolver a equacao
ax+b=0

gue apresenta uma Unica solucao.
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De fato, resolvendo ax + b = 0, a # 0, temos:
b
ax+b=0=)ax=—b=>x=—a

Exempilo:

Ozerodafuncéo f(x) =2x—1éx = % pois, fazendo 2x —1 = 0 temos x = -.

3.4.5. Funcg&o Crescente e Decrescente

3.4.5.1. Definigéao 1: fungao crescente

A funcéo f: A - B definida por y = f(x) € crescente no conjunto A; c A se,

para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A; com x; <x,, tivermos

f(x1) < fxz).
f € crescente quando (V xq,x,) (x; <x, = f(x1) < f(x3))
também pode ser escrito assim:

(V x1,%2) (x1 #x :w > 0).
-

X2

3.4.5.2. Definicao 2: funcéo decrescente

A funcéo f: A - B definida por y = f(x) € decrescente no conjunto A; c A se,

para dois valores quaisquer x; e x, pertencentes a A; com x; <x, tivermos

f(x1) > f(xz).
f € decrescente quando (V xq,x;) (x; <x, = f(x1) > f(x3))
também pode ser escrito assim:

f(xl) _f(xZ) < O)

(Vxq,x5) (x1 #xy = p——

3.4.5.3. Teorema: “A funcgao polinomial do 1° grau é crescente (decrescente) se, e

somente se, o coeficiente angular for positivo (negativo)”.
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Demonstragao:

f(xq) — f(x2) >0 (X1 + xz) o (ax1+b) — (axz+ b)
X1— Xp X1~ X2

f(x) = ax + b é crescente >0 (xq # x,)

a(x1—Xz2)

X1~ X2

= >0 (x1 #x,)©a>0.

A demonstracdo de f(x) = ax + b decrescente é analogo. Equivale a a < 0.
3.4.6. Sinal da fungéo do 1° grau
Vamos agora estudar o sinal da fung&o polinomial do 1° grau.

Considerando que x = —Z, zero da funcéo do 1° grau f(x) = ax + b, o valor de

x para o qual f(x) =0, vamos entdo, examinar para que valores de x ocorre

f(x)>0o0u f(x)<O0.
Para isso devemos considerar dois casos.

1° caso: a > 0 (funcéo crescente)
f(x)=ax+b>0<:>ax>—b@x>_§
f(x)=ax+b<0<:>ax<—b@x<_§

Um processo para analisarmos a variacdo do sinal da funcdo € construir o

gréfico cartesiano. Assim, construindo o gréafico de f(x) = ax + b com a > 0, temos:

4

o | o

Figura 8 - Gréfico da func¢ao do 1° grau com a > 0.

Desse modo, f(x) é positivo para valores de x maiores que o zero da funcdo e

negativo para valores de x menores que o zero da funcéo.
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2° caso: a < 0 (funcao decrescente)

f(x)=ax+b>0@ax>_b@x<_g

f(x)=ax+b<0<=ax<_b@x>_g

Analisando a varia¢ao do sinal da fungao, temos:

 J

o |

Figura 9 - Gréfico da fungéo do 1° grau com a <0.

Assim, f(x) é positivo para valores de x menores que 0 zero da funcédo e negativo

para valores de x maiores que o zero da funcéo.

Exemplos:

1°) Vamos estudar o sinal da fungéo f(x) = 2x - 1.

Essa funcédo polinomial do 1° grau apresenta a = 2 > 0 e zero da funcédo x = % Seu

o , . . 1
graflco € crescente e corta o eixo das abscissas no ponto >

Sinal

f@)>0=x> -

¥

[

fa)<0=x<-

Figura 10 — Gréfico da funcéo f(x) = 2x — 1.
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2°) Vamos estudar o sinal da fungao f(x) = —2x + 4.

Essa funcdo do 1° grau apresenta a = —2 < 0 e zero da funcdo x = 2. Seu gréfico é

decrescente e corta o eixo das abscissas no ponto 2.

Sinal

\ f(xX)>0=>x<2
2\ f(x)<0=>x>2

Figura 11 — gréfico dafuncéo f(x) = —2x + 4.

L J

3.5. FUNCAO POLINOMIAL DO 2° GRAU

3.5.1. Definicao
Uma funcéo f de R em R € uma funcéo polinomial do 2° grau se a cada x € R

se associa o elemento (ax®*+ bx +¢) € R,coma,b,ceRea#0

f:R - R definida por f(x) = ax*+ bx + ccoma, b,c E Rea # 0.

Exemplos:
e f(x)=x*—-3x+2 onde a=1 b=-3,c=2
e f(x)=—-2x*+5x onde a=-2,b=5¢c=0
o f(x)=—-3x? onde a=-3,b=0,¢c=0

3.5.2. Gréfico da funcéo do 2° grau

O gréfico da funcao do 2° grau é representado por uma curva, a qual damos o

nome de parabola.

3.5.3. Concavidade

A concavidade de uma parabola que representa uma fung¢édo polinomial do 2°

grau f(x) = ax® + bx + ¢ depende do sinal do coeficiente a:
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Se a > 0, a pardbola tem concavidade voltada para cima;

y

Figura 12 - Gréfico da funcéo do 2° grau com a > 0.

Se a < 0, a parabola tem a concavidade voltada para baixo.

Figura 13 - Grafico da fungéo do 2° grau com a <0.

3.5.4. Forma Canobnica

Para iniciarmos um estudo mais detalhado da func&o polinomial do 2° grau,

iremos inicialmente transforma-la em outra forma mais conveniente, chamada forma

candbnica. Assim,

a

(x) =ax*+ bx+c = (2+b +C>— 2+b +b2 b2+ =
f(x) =ax x+c=al|x cx to)=alx Xt ot D)=

B , b b? 2 c. b, b? — 4ac
= af(x +Ex+@)—(w—a)] —a[(x+%) _(T)]

Podemos representar a expressdo b*—4ac por A, também chamado de

discriminante da funcdo polinomial do 2° grau, assim, obtemos a forma canénica.
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b 2
fe) =allx + 5)° = 7=
3.5.5. Zeros da fungéo do 2° grau

Chamamos de zeros ou raizes da funcdo do 2° grau f(x) = ax? + bx +c,

a # 0, 0s nUmeros reais x cuja imagem € nula, ou seja, f(x) = 0.

Utilizando a forma canbnica temos:

2 2
2 _ b\ _ 4] LN _ 4 _
ax“+ bx + ¢ =0 @a[(x+2a) 22 —0@(x+2a) iz =0e
( N b)2 A +b _I_\/A_ b +\/Z —b++A
(=4 — = —_— =t — o x = —— — Sy =—
X 2 4a? x 2a T 2a x 2a ~ 2a x 2a

Portanto, os zeros da funcdo f(x) = ax®*+ bx +c¢, a # 0, sdo as solucGes da
equagdo do 2° grau ax*+bx+c =0, as quais sdo dadas pela férmula que

acabamos de encontrar utilizando a forma canodnica.

_ —btVA

X 2a

Também conhecida como férmula de Bhaskara.

Devemos observar que a existéncia de raizes reais para a equacao do 2° grau

ax? + bx + ¢ = 0 fica condicionada ao fato de VYA € R. Desse modo, temos trés

casos a considerar:
1° caso: 4 > 0, a equacao tera duas raizes reais distintas que sao

—b++V4 —-b—+4
e X, =

2a N 2a

x1:

2° caso: 4 = 0, a equacao tera duas raizes reais iguais

—b

x1:x2:2a

3° caso: 4 <0, nesse caso VA ¢ R, dessa forma, dizemos que a equacdo nio tem

raizes reais.
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3.5.6. Maximo e Minimo

Dizemos que o numero yy € Im(f) (¥m € Im(f)) é o valor maximo (minimo)
da funcdo y = f(x) se, e somente se, yy =y (V. < y) para qualquer y € Im(f) e o
valor de xy € D(f) (xm € D(f)) tal que yy = f(xy) Vm = f(x,)) € chamado de
ponto de méximo (minimo) da funcéo.

3.5.6.1. Teorema: “A fungéo quadratica y = ax?® + bx + ¢ admite um valor maximo

(minimo) y = ;—2 emx = ;—Z se, e somente se, a <0 (a > 0)".

Demonstracgéo:

Dada a fungéo quadratica na forma candnica

_ by 4
y = a[(x + =) — -

a2

1 (i)
Considerando que (x + %)2 >0,Vx€eERe ;—aAz para uma dada funcéo tem valor

constante, entdo y assumird valor maximo (minimo) quando a<0 (a>0) e a

diferenca

+ b2
(x Za) 4q?

for a menor possivel, isto €

+ b2 0
R — = [
(x Za) x 2a

Substituindo x = ;—2 em (i) temos

~ J b 4, 4 4
y =al 2a Za) 4a2]_a[ 4a2]_ 4a

3.5.7. Vértice da Parabola

O ponto V(_—b,_—A) € chamado de vértice da paréabola, é representado pelo
2a 4a

ponto de interseccdo do eixo de simetria com a prépria parabola. Que corresponde

ao ponto maximo (quando a < 0) ou minimo (quando a > 0).
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Figura 14 - Vértice da parabola com a > 0. Figura 15 - Vértice da parabolacom a<0.

3.5.8. Sinal da fun¢éo do 2° grau
Agora iremos analisar os sinais da fungéo polinomial do 2° grau.
Consideremos a funcao quadratica
f(x) = ax®* + bx + c (a # 0)
Vamos determinar os valores de x € R para 0s quais:

fx)>0; f(x) =0; f(x) <0.
Conforme o sinal do discriminante 4 = b* — 4ac podem ocorrer trés casos:

4> 0; 4 =0; 4<0.
Vejamos cada caso:
1°caso: 4>0

A funcdo admite duas raizes (zeros) reais distintas (x; # x,). A parabola

intercepta o eixo das abscissas em dois pontos. Observe os gréaficos abaixo:

Ji}l’ F 3
x Filx) = 0% %2
X
Flxd <0 flx)=0
fix)=0 f(x)=0 /
xWxE X
Figura 16 - Sinal da funcdo quando a>0¢e 4 >0. Figura 17 - Sinal da fun¢édo quando a<0e 4>0.
fx) >0 e (x <x; oux>x;) fx) >0 (x; <x<xp)

f(x) <0 (x; <x<x3) f(x) <0 (x; <oux>x,)
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2°caso:4=0

A funcdo admite duas raizes (zeros) reais iguais (x; = x,). A parabola

tangencia o eixo das abscissas. Observe os graficos abaixo:

4y Y
Xy = Xq -
f(x]::[]/ fay<o X
F(x) =0 \ F(x) >0
Xy~ X ;
Figura 18 - Sinal da funcdo quandoa>0e A= 0. Figura 19 - Sinal da fungdo quando a<0e 4 = 0.
f(x)>0,Vx+#xg f(x)<0,Vx+#xq
A x tal que f(x) <0 A x tal que f(x) >0

3°caso: 4<0

Nesse caso a funcdo ndo admite raizes (zeros) reais. A parabola nao

intercepta o eixo Ox. Observe os graficos abaixo:

Ay Y
x
Fl) <0 fx)<o
Ffix) =0 flx)=0
X

Figura 20 - Sinal da funcdo quandoa>0e 4<0. Figura 21 - Sinal da funcéo quando a<0 e 4<0.

f(x)>0, Vx f(x)<0, Vx

A x tal que f(x) <0 A x tal que f(x) >0
Exemplos:

1°) Vamos estudar o sinal da fungdo f(x) = x*> — 5x + 6.

Temos que



a = 1 — pardbola com concavidade voltada para cima.
A = b* — 4ac = 25 — 24 = 1 — duas raizes reais distintas

-b+VA _5+1
= =—$x1=3ex2=2
2a 2

AN
i\/3

Figura 22 — Sinal da funcgdo f(x) = x* — 5x + 6.

f(x)>0e (x<2o0ux>23)

f(x)<0&e (2<x<3).

2°) Vamos estudar o sinal da fungéo f(x) = —x* + 6x — 9.

Temos que
a = —1 — parabola com concavidade voltada para baixo.
A = b* — 4ac = 36 — 36 = 0 — duas raizes reais iguais

-b+VA _ —6+0
X = =

Figura 23 - Sinal da fung&o f(x) = —x® + 6x — 9.
f(x)<0,Vx#3

4 x tal que f(x) > 0.

3°) Vamos estudar o sinal da fungéo f(x) = 3x?— 2x + 5.
Temos que

a = 3 — parabola com concavidade voltada para cima.

34



A =b?—4ac =4 — 60 =—-56 — nao haraizes reais.

Figura 24 — Sinal da fungdo f(x) = 3x*— 2x + 5.
f(x)>0,vVx

A x tal que f(x) < 0.

35
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4. INTERPRETACAO GRAFICA
Agora iremos fazer uma analise nos gréaficos das funcdes do 1° e do 2° grau.
4.1. INTERPRETACAO GRAFICA DA FUNCAO DO 1° GRAU

A representacao grafica de uma funcao do 1° grau, f(x) =ax+b (a # 0), é
uma reta néo paralela ao eixo Oy, sendo raiz ou zero da funcdo a abscissa do ponto

onde a reta intercepta o eixo Ox.
Observacao: Com apenas dois pontos podemos construir o grafico da funcao afim.
Exemplo: Vamos construir o grafico da funcao f(x) = 2x + 1.

Considerando que o grafico da fungcéo do 1° grau € uma reta, vamos atribuir a x

dois valores distintos e calcular o0s correspondentes valores de y.

x flx)=2x+1
1
1 3

Grafico 1 — fungdo f(x) = 2x + L.

Portanto o grafico procurado € a reta que passa pelos pontos (0, 1) e (1, 3).
Vejamos agora como obter a funcao a partir de dois pontos.

Exemplo: Obter a funcdo do 1° grau que passa pelos pontos (0, 1) e (1, -1).

Seja f(x) = ax + b a funcdo procurada. O objetivo é determinar os valores de a e b.

Considerando que o ponto (0, 1), pertenca a reta da funcao f(x) = ax + b, ao

substutuirmos x =1 e y = 0 em f(x) = ax + b, temos a sentenca verdadeira

l=a.0+bistoé:b=1
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Analogamente, para o ponto (1, -1), obtemos:
—l=al+bistoé:a+b=-1
Resolvendo o sistema

b=
{a+b =1—1

Encontramos a = —2 e b = 1. Assim, a funcao é f(x) = —2x + 1.

Agora vamos fazer uma analise nos graficos da funcao do 1° grau.

Vejamos algumas particularidades.

4.1.1. Funcao Identidade

E a funcdo f que a cada x € R, associa o proprio x.
Simbolicamente:

fiR > R D(f) =R
x = f(x)=x Im(f) =R

O grafico da funcao identidade € a bissetriz dos quadrantes impares.

Gréfico 2 - funcéo f(x) = x.

A funcao f(x) = x é crescente, pois 0 coeficiente angular é maior que zero. O
gréfico intercepta o eixo Ox e o eixo Oy no ponto (0,0), em que a abscissa desse

ponto € o zero da fungéo, ou seja, x = 0, pois ao fazer f(x) = 0 resulta em x = 0.
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4.1.2. Funcao Linear
E a funcdo afimonde a = 0 e b = 0.
Simbolicamente:

f:R - R D(f) =R
x - f(x) =ax Im(f) =R

O grafico da funcdo linear é a reta que passa pela origem. A funcao identidade

€ também uma func¢do linear.

Veja o grafico da funcao f(x) = 2x.

g
LA

Gréfico 3 - funcéo f(x) = 2x.

A funcao f(x) = 2x também é crescente, pois o coeficiente angular € positivo.

O grafico intercepta os eixos Ox e Oy no ponto (0,0), sendo x = 0 o zero da fungao.

Note que o grafico da funcdo f(x) = 2x estd mais inclinado do que o gréafico da
funcdo f(x) = x. Isso ocorre porque o coeficiente angular de f(x) = 2x é maior que
o coeficiente angular da funcdo f(x) =x, ou seja, quanto maior o coeficiente
angular, maior sera a inclinacdo do grafico. Como vimos em 3.4.3. o coeficiente

angular é responsavel pela inclinacdo da reta. Vejamos outro caso:



Analisaremos o grafico da fungéo f(x) = —2x

=5

Ird ==

Gréfico 4 -

fungéo f(x) = —2x .

Essa funcdo é decrescente, pois o coeficiente angular € menor que zero. O

grafico passa pela origem, pois € uma funcao linear, possuindo como zero da funcéo
x=0.

Observe que o coeficiente angular da funcdo f(x) =—2x é o oposto do
coeficiente angular da funcdo f(x) = 2x. O que faz o grafico mudar totalmente de

sentido. Portanto, a inclinacdo do grafico depende do coeficiente angular.

4.1.3. Funcao Translacao
E a funcdo afimonde a=1e b # 0.
Simbolicamente:

ffR >R

x > f(x)=x+b

D(f) =R
Im(f) =R

Vejamos o grafico da funcao f(x) = x + 1
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Grafico 5 - fungéo f(x) = x + 1.

E uma funcdo crescente, pois o coeficiente angular é maior que zero. Seu
grafico intercepta o eixo Ox no ponto (—1,0) e o eixo Oy no ponto (0,1), onde o zero

da funcéo é x = —1, pois fazendo f(x) = 0, obteremos x = —1.

Comparando o grafico da funcdo f(x) =x+1 com o grafico da funcao
f(x) = x, observamos que houve um deslocamento. O responssavel por esse
deslocamento é justamente o coeficiente linear da funcdo. Como vimos em 3.4.3. 0
coeficiente linear é a ordenada do ponto em que a reta intercepta o eixo 0y. Nesse

caso o coeficiente linear € b = 1. Vamos analisar o grafico da funcao f(x) = x + 2.

L

R
g -

Gréfico 6 - funcéo f(x) = x + 2.
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A funcdo f(x) = x + 2 é crescente, pois possui coeficiente angular maior que
zero. O grafico intercepta o eixo Ox no ponto (—2,0) em que a abscissa desse ponto
€ 0 zero da funcdo, ou seja, x = —2, pois ao fazer f(x) =0 resulta em x = -2, e
intercepta o eixo Oy no ponto (0,2), em que a ordenada desse ponto é o coeficiente

linear da funcéo.

Note que da funcdof(x) =x+1 para a funcdo f(x) =x+ 2 variamos o
coeficiente linear, sendo assim o grafico mudou de posicdo. Portanto a posi¢cdo do
grafico depende do coeficiente linear, se o coeficiete varia a posicdo do grafico
também varia.

Agora vamos mudar o sinal do coeficiente angular e linear pra ver o que

acontece com o grafico. A fungéo sera f(x) = —x — 2. Observe o grafico abaixo.

T

[ o
[FEp

Gréfico 7 - funcéo f(x) = —x — 2.

Essa funcdo é decrescente, pois o coeficiente angular € menor que zero. O
gréfico intercepta o eixo Ox no ponto (—2,0), em que o zero da fungéo é x = —2,
(abscissa do ponto), e intercepta o eixo Oy no ponto (0,—2), sendo a ordenada

desse ponto o coeficiente linear da funcéo.

Observe que o grafico mudou de sentido e posicdo, iSso ocorreu pois variamos
tanto o coeficiente angular como o linear. Portanto, concluimos que o grafico da
funcédo do primeiro grau (funcéo afim), varia de acordo com os coeficientes angular

(a) e linear (b), em que a é responsavel pela inclinagéo e b pela posigao.
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4.2. INTERPRETACAO GRAFICA DA FUNCAO DO 2° GRAU

A representacdo grafica da funcdo polinomial do 2° grau, f(x) = ax*+ bx + ¢
(a#0), € uma curva a qual damos o nome de parabola. Para fazermos a
interpretacdo e entendermos melhor esse conceito, devemos considerar alguns

casos:

1°) Quando a > 0 (a < 0), a parabola tem a concavidade voltada para cima
(baixo).

2°) Zeros da funcéo

e Se A>0, a parabola intercepta 0 eixo das abscissas em dois pontos
distintos
-b+VA

2a

b -VA
)

2a

Py (

e Se A =0, aparabola tangencia o eixo das abscissas no ponto P (% 0).

,0) € Py ( 0)

e Se A< 0, aparabola ndo tem pontos no eixo das abscissas.

3°) O vértice da parabola € o ponto V (%ﬁ) e possui valor maximo (y), se

a < 0 ou minimo (y,,), se a > 0.

Dessa forma veremos alguns exemplos e analisaremos cada caso.

Exemplo 1: Gréafico da funcédo definida por f(x) = x* — x — 2.

h 1 g
Vi, —3)

Grafico 8 - Funcaof(x) = x2— x — 2.
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Temos que a > 0, entdo a pardbola tem concavidade voltada para cima, e

possui valor minimo em y,, = —z, pois para qualquer y € Im(f) y = —%, e tem como
vértice o ponto V(%, —z).

Como A > 0, a pardbola interseptou o eixo das abscissas em dois pontos

distintos, P, = (—1,0) e P, = (2,0), em que as abscissas desses pontos sdo 0s zeros
da funcao, ou seja, x; = -1 e x, = 2.

Exemplo 2: Gréfico da fungdo definida por f(x) = x* — 2x + 1.

Ly

Grafico 9 - fungéo f(x) = x*—2x+ 1.

Da mesma forma, que o exemplo anterior, temos que a > 0, assim a parabola
tem concavidade voltada para cima, e possui valor minimo em vy,,

0, pois para
qualquer y € Im(f) y = 0, e tem como vértice o ponto P(1,0).

Como A = 0, a funcdo possui dois zeros reais iguais, que sao eles: x; = x, = 1.
E a parabola tangencia o eixo das abscissas no ponto P(1,0).
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Exemplo 3: Gréfico da fungéo definida por f(x) = x*> — 2x + 2

&sY

Gréfico 10 - funcdo f(x) = x* — 2x + 2.

Como a > 0, a parabola tem concavidade voltada para cima, e possui valor

minimo em y,, = 1, pois para qualquer y € Im(f) y = 1, e tem como vértice o ponto
V(1,1).

Nesse caso A < 0, o que implica dizer que a parabola ndo tem pontos no eixo
das abscissas, ou seja, a funcdo ndo possui zeros reais.

Exemplo 4: Gréafico da funcdo definida por f(x) = —x* + 3x — Z .

Gréfico 11 - fungao f(x) = —x*+ 3x—z
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Nessa funcdo a < 0, desse modo, a pardbola tem concavidade voltada para

baixo, e possui valor maximo em y,, = 1, pois para qualquer y € Im(f) y <1, e tem

como veértice o ponto V G 1).

Como A > 0, a pardbola interceptou o eixo das abscissas em dois pontos

distintos, P; = (%, 0)eP,= (Z, 0) em que as abscissas desses pontos sdo 0s zeros

~ . 1 5
da funcao, ou seja, x; = Sex ="

Exemplo 5: Gréfico da fungdo definida por f(x) = —x* + 2x — 1.

Grafico 12 - funcéo f(x) = —x?+2x — 1.

Temos que a < 0, portanto a parabola tem concavidade voltada para baixo, e
possui valor maximo em y,, = 0, pois para qualquer y € Im(f) y <0, e tem como

vértice o ponto P(1,0).

Como A = 0, a funcdo possui dois zeros reais iguais que sdo: x; =x, = 1. E a

parabola tangencia o eixo das abscissas no ponto P(1,0).
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Exemplo 6: Gréafico da fungéo definida por y = —x* + 2x — 2

ay

Gréfico 13 —funcdo f(x) = —x*+ 2x — 2.

Como a < 0, a parabola tem concavidade voltada para baixo, e possui valor
maximo em y,, = —1, pois para qualquer y € Im(f)y < —1, e tem como vértice o
ponto V(1,—1).

Note que A < 0 o que implica dizer que a parabola nédo tem pontos no eixo das

abscissas, desse modo, a funcado ndo possui zeros reais.

Através dessas analises pretendemos trazer uma reflexdo melhor sobre como

fazer uma interpretacédo grafica.
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5. CONCLUSAO

Atuando como professor de Matematica em escola publica por 2 anos, foi
possivel identificar de perto as dificuldades que muitos alunos sentem em relacao a
interpretacdo dos gréficos, ao reconhecimento de uma funcdo através de sua forma
algébrica e em utilizar conhecimentos algébricos como recurso para a construcdo de

graficos.

Pelo exposto, pudemos notar que essa dificuldade esta em diversos aspectos
das funcdes, o que nos da suporte para afirmar que este conteddo deve ser
trabalhado detalhadamente em sala de aula, haja vista que € um assunto base e
que, portanto, o educando ird utiliza-lo durante toda a sua vida escolar e

dependendo de sua escolha de curso, até mesmo em sua formagao universitaria.

Nas analises feitas, tivemos como objetivo mostrar a variacdo de cada grafico,
especificando os coeficientes da funcéo, os quais sédo responsaveis pela variagcdo do
mesmo. E através dessas andlises que pretendemos ter feito uma melhor reflex&o
de como ao fazer uma boa interpretacdo gréafica, podemos minimizar as numerosas
deficiéncias encontradas nos estudantes. As contribuicdes serdo explicitas apos a
utilizacdo desse trabalho, quando esperamos que sejam validas na melhoria das
técnicas de ensino, bem como na facilitagdo do processo de ensino-aprendizagem
da Matematica, oferecendo ao educador mais uma ferramenta para dinamizar suas

aulas e ao educando uma visao mais simples de como trabalhar com graficos.
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