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11. Para as transformacOes abaixo, obtenha os valores das coordenadas da figura

transformadas e estabeleca uma relacéo entre as coordenadas da figura transformada e a figura
inicial.

a. Rotagdo de 180° anti-horario

b. Rotagdo de 270° anti-horério

X=0y) X =(x,y)
A=1LD->A=(,)

A B=GB1)->B=(,)
)

)

e D=3 D=

X =

y'=__




c. Rotacdo de 360° anti-horario

12. Escreva as matrizes das seguintes transformacoes:

X=(xy) 5 X'=(x,y")
A=(]1) _, A=

B=(31) _, B'=
C=(34) _, C'=
D=(43) _, D'=
E=(13) _E'=
XI:—

y=___

Transformagéo

Sistema

Matriz da transformacéo

Rotacéo de 90°

Rotacdo de 180°

Rotagéo de 270°

Rotacgéo de 360°
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13. Transladar uma figura plana é aplicar a mesma um movimento retilineo seguindo uma

direcdo determinada. Analise as transformacdes abaixo (estas sdo chamadas de translagdes) e

identifique a relacdo entre as coordenadas (x, y) e (x°, y°).

a. Translacdo vertical

2 i SRR SO
£ VR SORR U SN S
a, g
0 :
] O 1 1

[}

xy) - X,y

w - "
=
10) {y

22) -
0D -
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b. Translagdo horizontal

ey B (x,y) (X', y")
- 0w N
= ; ; " S — =
0000 R N N i T {y
ey S
01y

c. Translacdo vertical e horizontal

=gl () S (XLY)

P O R N A ) {
@ 4

0y -

14. A representacdo matricial das transformagdes de translagcdo tem forma diferente das
. ~ . . ) . X'=x+a
demais transformagdes. Para a transformag&o translacéo tem-se o seguinte mstema{ , b
y=Yy+

Apresente uma forma matricial para estas transformacoes.

Atividades 32 Etapa

15. (Composicdo de transformacbes) Na sequéncia de figuras abaixo, a figura sofre duas

transformaces consecutivas (Ty e Ty).

s
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a. Indique o nome das transformacdes.

T
T,:

b. Indique a matriz que gera cada transformagéo.

.

Ed

16. T faz diretametne o que T; e T, fazem em sequencia, ou seja, T3 € composta de T, e T,.
Qual a transformacéo geométrica que faz diretamente a transformacéo da primeira figura na

terceira.

Qual a matriz desta transformacéo?
Ts— [ ]
17. Sabemos que as transformacgdes geométricas associam coordenadas (x,y) a coordenadas

(x,¥") do mesmo plano ou de planos distintos e que podem ser escritas nas seguintes formas:

{x'=a.x+b.y . [a b

, +d d]’ onde a matriz [g Z] é dita matriz da transformacéo
y =CX Y

geomeétrica.

Observe o0 esquema abaixo, mostra duas transformacdes consecutivas dadas pelas respectivas

¢ 4 > ]

matrizes.
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(x,¥) - x,y) - (x"y")
Donde podemaos escrever:

{f=wx+hy

, Sistema que relaciona (x,y") com (x, y)
y=cx+dy

x' =p.x'+q.y' _ _ v
{ P €y Sistema que relaciona (x ,y ) com (x',y")

ﬂ=nf+&y

Substituindo os valores de x'e y’ do primeiro sistema no segundo obtenha o sistema que

relaciona (x",y") diretamente com (x, y).

a. Qual a matriz desta transformacao?

18. Mostre que a matriz da composicdo das transformacdes da atividade anterior pode ser

obtida multiplicando-se a matriz da segunda transformacéo pela matriz da primeira.

19. Considerando as matrizes das transformacdes das atividades 15 e16. Verifique se T+ T; =
Ts.

20. A composicdo de translacdo pode ser feita diretamente, sua representacdo matricial é a
soma das matrizes das translacdes. E a composicdo de rotacdo (ou reflexdo) com translacdo

a b

c d] : [;C,] + [;] Nestas condi¢Oes, determine:

resulta na seguinte expresséo geral [;,] = [
a. A nova posicdo do ponto (3, 2) apds uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario, em
torno da origem.
b. A nova posicao do ponto (3, 2) ap6s transladar em 4 unidades para cima e 3 unidades
para a esquerda.
c. A nova posicdo do ponto (2, 2) apds sofrer as seguintes transformacdes: reflexdo em
torno do eixo vertical seguida de rotacdo de 90° no sentido anti-horario.
d. A nova posic¢do do ponto (3, 2) apés sofrer as seguintes transformagfes: uma rotacao
de 180° no sentido anti-horario seguida de uma translagdo de 2 unidades para cima e 3

unidades para a esquerda.
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5.3 — O kit de espelhos

O kit de espelhos utilizado como recurso didatico € composto por um espelho plano
simples, dois espelhos planos paralelos (imagem 1), dois espelhos articulados na forma de um
livro (imagem 2) e um espelho cénico (imagem 3).

Vi

Figura 5.1: kit de espelhos

O espelho conico é um funil coberto com um adesivo metélico que reflete as imagens
de forma rudimentar. Além dos espelhos, compde os recursos didaticos utilizados objetos e

Imagens para observacdo e as atividades xerocopiadas.
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6.0 - APLICACAO DA PROPOSTA

Conforme jé registrado, o objetivo principal de nossa pesquisa foi 0 de apresentar uma
proposta didatica para o ensino de Matrizes considerando sua relacdo com as Transformacdes
Geométricas e utilizando espelhos como recursos didaticos. A fim de averiguar se essa
proposta colabora para a aprendizagem de matrizes e para que as aulas de matematica se
tornem interessantes e que haja participacdo dos alunos, trabalhamos com estudantes do 2°
ano do Ensino Médio da Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Francisco Ernesto
do Régo da cidade de Queimadas/PB. A intervencdo didatica foi aplicada numa turma de
dezesseis alunos, com faixa etaria de 16 a 19 anos, divididos em sete grupos. A turma ja havia
estudado todo o conteddo de matrizes, determinantes e sistemas lineares.

Nesse capitulo faremos um breve relato dos mais importantes fatos ocorridos em nossa

experiéncia.

6.1 - Descricdo das aulas

No primeiro encontro foram apresentados os materiais didaticos elaborados com
espelnos com o intuito de despertar o interesse dos alunos para as atividades que
prosseguiriam. Inicialmente foi solicitado que os alunos manipulassem os materiais e
observassem 0s objetos por meio dos espelhos, neste momento houve grande agitacdo na sala

de aula e foram levantados diversos questionamentos a respeito dos objetos e imagens.

Figura 6.2: Montando os espelhos
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Imediatamente ap6s verificarem que era possivel associar espelhos para obter
diferentes padrbes de imagens, os alunos comecaram a associar os espelhos a fim de
visualizarem novos padrfes, a imagem anterior mostra um aluno montando uma caixa com
um kit de espelhos.

Prosseguimos com a apresentacdo formal da aula, comentando sobre os objetivos da
mesma e respondendo aos questionamentos dos alunos. Neste encontro foram utilizados um
espelho plano simples, dois espelhos planos paralelos, dois espelhos planos articulados na
forma de um livro, atividades xerocopiadas, graficos para a construcdo de anamorfoses e o
espelho conico. Durante a resolucdo das trés primeiras atividades os alunos utilizaram
espelhos para visualizarem as transformagdes de reflexdo, rotacéo e translacao.

Os espelhos paralelos foram utilizados com o objetivo de desenvolver a nocdo de
translacdo, um objeto quando colocado entre dois espelhos paralelos geram um ndmero
infinito de imagens entre os mesmos, dando a impressdo que houve um deslocamento do
objeto através de uma linha reta. Os espelhos articulados na forma de um livro (caleidoscépio
comum) foram utilizados para desenvolver a nocdo de rotacdo, na atividade proposta foi
possivel visualizar o giro da figura inicial em relacdo ao centro dos espelhos. Na sequéncia
sdo apresentadas imagens da visualizagdo das transformacOes de rotacdo e translacdo
observadas pelos alunos.

Figura 6.2: A visualizacdo das transformagdes

Na quarta atividade os alunos classificaram as transformac6es observadas nos espelhos
em reflexdo, rotacdo ou translagdo. Na quinta atividade os alunos visualizaram a
transformacdo anamorficas por meio de imagens e na sexta atividade foram desafiados a

desenhar uma anamorfose, deformacdo causada pela reflexdo num espelho conico. Para a
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construcdo da anamorfose os alunos contaram com os graficos de distor¢do da imagem
elaborados segundo a descri¢cdo das péaginas 33 a 35 (anexos 1,2 e 3) e o espelho conico.

O primeiro encontro foi encerrado apds as discussbes sobre a construcdo das
anamorfoses. A proposta inicialmente previa a aplicacdo desta etapa em duas horas, porém a
mesma foi estendida por mais uma hora, devido & curiosidade e aos questionamentos dos
alunos quanto aos recursos didaticos construidos com os espelhos e a construgdo das

anamorfoses. Segue imagens da construcdo das anamorfoses.

Figura 6.3: Construindo uma anamorfose

No segundo encontro participaram treze dos quatorze alunos. Neste encontro deu-se
inicio ao processo de algebrizacdo das transformacdes geométricas estudadas. Por meio da
resolucdo das atividades proposta os alunos desenharam transformac6es de reflexdo, rotacdes
e translacdes, ja visualizadas por meio dos espelhos, analisaram as coordenadas dos vértices
das figuras iniciais e transformadas identificando relagbes entre elas e escreveram a
representacdo matricial das mesmas.

As atividades desenvolvidas no terceiro encontro relacionaram a composicdo de
transformacdes e a multiplicacdo entre matrizes. Desta etapa participaram dose alunos, os
demais faltaram. N&o houve intensa participacdo dos alunos na resolugéo das atividades, mas
a participacao foi satisfatdria nas discussdes a respeito da proposta aplicada onde os alunos
deram énfase a utilizacdo dos espelhos. As discussdes tiveram o intuito de coletar

depoimentos dos alunos e foram utilizados para validar a proposta.
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6.2 - Andlise das aprendizagens

De um modo geral, as atividades foram desenvolvidas por todos os alunos que
mostraram muito entusiasmo e interesse durante a resolucdo das mesmas. O entusiasmo e 0
interesse devem-se em parte a utilizacdo dos espelhos, por isso podemos afirmar que 0s
objetivos pretendidos com a utilizagdo dos mesmos foram alcancados.

Consultando o caderno de respostas da primeira etapa percebe-se que os objetivos
foram atingidos. Os alunos descreveram as caracteristicas de uma transformacao isométricas
em suas observagoes nos espelhos, como podemos perceber na resposta da atividade 1 de uma
das dupla:

‘ @) &d&mrla © Q,_,f,p/ © e’ y@dpwJ‘ouéﬂ do \k/am@ ofa 4[‘;9‘_346 ;4
"

{WE??Q“A imwetbiome 2 Amuola & onpes | polomianeence © OMe>mmo

e 2 NN g@’lwé\_

A construcdo da anamorfose exigiu mais tempo que o previsto, foi responsavel por
muitos questionamentos e admiracdo por parte dos alunos. Com esta atividade foi possivel
mostrar que existem diferentes tipos de transformacbes geométricas e que podemos utilizar
diferentes tipos de espelhos para modelar contelidos matematicos. A atividade proporcionou a
aprendizagem de como ocorre a transformacdo da imagem por meio da reflexdo em um
espelho conico e contribuiu para o desenvolvimento da percepcdo espacial e da intuicdo
geomeétrica.

As imagens gque seguem constituem o processo de construcdo de uma anamorfose e foi
construida durante as aulas. Inicialmente os alunos receberam o primeiro grafico, formado por
seis circunferéncias concéntricas divididas em trés diametros e seis partes iguais, neste grafico
foi tracada a imagem a deformar (imagem 1). Prosseguindo os alunos receberam o segundo
grafico e o espelho conico para transpor a imagem neste grafico obedecendo as posicdes
correspondentes aos do primeiro grafico. Para verificar as correspondéncias sdo utilizados os
espelhos conicos localizando-o0 no centro do segundo grafico (imagem 2). A imagem 3 mostra
a projecdo anamorfica da imagem escolhida e a imagem 4 sua reconstituicdo por meio do

espelho conico.
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Figura 6.4 — Processo de construcdo da anamorfose

Considerando que estavamos trabalhando com pessoas normais e ndo com designers e
que ndo tinhamos um espelho conico de fato, os resultados apresentados nesta atividade foram
satisfatorios. Apenas uma dupla ndo conseguiu concluir esta atividade. Nas discussfes a
respeito do processo de construcdo da imagem anamorfica, os alunos comentaram suas
dificuldades e se mostraram encantados e satisfeitos com os resultados obtidos.

Uma vez que os alunos ja tinham conhecimentos sobre matrizes ndo demonstraram
dificuldades em resolver as atividades propostas quanto a algebrizacdo das transformacGes
geométricas. Apenas ficaram surpresos em saber que as imagens de um espelho podem ser
representadas por uma sentenca matematica, que representam uma transformacdo geometrica
na Geometria e um sistema linear ou uma matriz na Algebra.

Surgiram algumas davidas na representacdo gréafica das rotagdes, sobretudo na
localizacdo dos vértices das figuras. Na rotacdo de 360° anti-horério os alunos verificaram
facilmente que os vértices da figura transformada coincidiam com os correspondentes na
figura inicial e que a representacdao matricial desta transformacéo é a matriz identidade.

Outra dificuldade enfrentada pelos alunos foi a representacdo matricial das
transformacoes de translagdes, e apos discussdes chegaram & conclusdo de que se tratava de

uma matriz coluna. A composicdo das transformacbes geometricas foi 0 momento mais tenso
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das aulas, mas apos insistirmos em discuti-lo e explora-lo as duvidas foram minimizadas. Os
objetivos pretendidos com estas atividades foram alcancados, os alunos conseguiram analisar
e definir o efeito das transformacdes geometricas sobre figuras geomeétricas planas e sua

relacdo com as matrizes.

6.2 - Avaliacéao da proposta

O fato de ja terem estudado o contetdo de matrizes oportunizou aos alunos avaliarem
a nossa proposta como algo diferente e inovador. Durante todo o processo 0s alunos
mostraram-se entusiasmados com a possibilidade de estudar as relagdes entre os espelhos e as
matrizes.

Durante a realiza¢do do primeiro e segundo encontros conseguimos observar, através
da resolucdo das atividades, de imagens e videos feitos da aula, que os alunos estabeleceram
relagOes entre os elementos trabalhados nas atividades. O trabalho com material manipulativo
oportunizou uma maior interacdo entre os alunos que participaram ativamente das atividades
de forma cooperativa e demonstraram interesse pelo tema.

Entretanto, durante o terceiro encontro, houve um decréscimo na participacdo dos
mesmos, pois as perspectivas criadas foram de mobilizarem apenas atividades mentais de
visualizacdo e manipulativas de construcdo e estas ndo se concretizaram quando passamos a
trabalhar com a relacdo entre a composicdo das transformacBes com a multiplicacdo de
matrizes. Nas demais aulas, houve uma grande participacdo de todos e acreditamos ter
alcancado os objetivos propostos.

Em depoimentos os alunos argumentaram que aulas como estas deveriam fazer parte
do cotidiano escolar e que dessa forma motivaria 0s alunos a gostar de estudar os conteudos
matematicos, comentaram que o conteldo ganha um novo significado quando é explorado
desta forma e sugeriram que todas as aulas de matematica deveriam ser como essas. Nas

discuss0es finais demonstraram satisfacdo e, no auge de seus discursos estiveram os espelhos.

Uma vez que organizamos a seqiiéncia de atividades de maneira progressiva quanto
aos conteudos abordados podemos afirmar que os conceitos estudados foram compreendidos,
as atividades colaboraram para a aprendizagem de matrizes tornando mais interessante e
participativa a aprendizagem dos conceitos estudados.

Por tudo que ja citamos, podemos responder afirmativamente aos questionamentos de

nossa pesquisa, ou seja, o uso de espelhos auxilia no ensino aprendizagem de matrizes e as



55

relagbes entre matrizes e transformagBes geometricas contribuem para ampliar a

aprendizagem de matrizes.
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